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MAJORATION DE LA DISTANCE DE LEVY-PROKHOROV
ENTRE UNE MARTINGALE ET LE MOUVEMENT BROWNIEN
DISTANCE ENTRE DES PROCESSUS ASSOCIES

- F. Coquet, J. Mémin, L. Vostrikova

Résumé. Utilisant la technique de plongement d’une martingale M réelle dans un mouvement brownien B, on
obtient une majoration de la distance de Lévy-Prokhorov entre M et B en termes de la différence des variations
quadratiques de M et de B. v

Mots clés: Distance de Lévy-Prokhorov, distance de Ky-Fan, théoréme limite fonction-
nel,méthode de plongement.

Class. A.M.S. 60F17, 60Hxx,

I. Introduction

1. Soit T un nombre positif. Notre objectif est de donner une estimation de la distance
en loi entre un mouvement brownien B et une martingale locale M sur 'intervalle [0,T],
en termes de [M] et de [B], ot pour un processus X, [X] désigne le processus “variation
quadratique de X”. Comme la topologie de la convergence en loi sur des espaces métriques
est métrisée par la distance de Lévy-Prokhorov II, il s’agira donc d’estimer II(M, B) en
termes de II([M],[B]). En outre, comme la distance de Lévy-Prokhorov est minimale
pour la distance de Ky-Fan (ou distance en probabilité), nous donnerons nos estimations
en termes de distance de Ky-Fan. On applique ensuite cette estimation a diverses situa-
tions notamment a ’obtention d’une majoration de la distance II(E(M), £(B)) entre leurs
exponentielles de Doléans.

Ce travail est proche au niveau de la méthode de [2] oit nous avons obtenu des majorations
de la distance de Lévy-Prokhorov de processus de vraisemblance en termes de processus
de Hellinger, ce qui nécessitait 1’utilisation de caractéristiques prévisibles dans I’estimation
de II(M, B).

Soit D([0, T}, R) I'espace des fonctions de [0, T] dans R)) continues & droite et admettant des
limites & gauche, muni de la distance de Skorokhod d et de sa tribu des boréliens D. Etant
donnés deux processus X et Y & valeurs dans D([0,T],R), la distance de Lévy-Prokhorov
(Px, Py) (notée II(X,Y)) entre leurs lois est définie par :

I(X,Y) = inf{e > 0: YA € D, Px(4) < Py(A%) + ¢},
ot A¢ = {z:d(A,z) < e}, et d(A,z) = i'réfAd(:c,w').
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D’autre part (voir par exemple Zolotarev [16]) la distance de Ky-Fan associée & la topolo-
gie de la convergence uniforme sur lintervalle [0,T] entre un processus cadlag X et un
processus continu Y définis sur le méme espace de probabilité, est donnée par

K(X,Y) =inf{e: P()X =Y]lr > ¢) < ¢}

ol |[X|lr := sup |Xil.
0<t<T

2. Nous présentons maintenant notre estimation de II(M, B), ou M est une martingale de
carré intégrable et B un mouvement brownien.

L’estimation de la vitesse de convergence dans le Théoréme central limite fonctionnel a été
étudiée par de nombreux auteurs. La vitesse de convergence pour les martingales a temps
discret a été considérée par Haeusler [5] ; le cas des semi-martingales & temps continu a
été traité par Jacod et Mano [6] , et par Kubilius [9].

Notre démarche est la suivante : on utilise la méthode de plongement connue a partir
des articles de Monroe [12], [13], Haeusler [5] et Kubilius [9]. Afin de travailler avec la
distance de Ky-Fan on a besoin de quelques aménagements donnés dans le Théoréme 1 du
paragraphe II.

3. Dans le Théoréme 2 on montre que

(M, B) = O((K)/*|ln K |/*).

K = K([M],[B])

Comme il est souvent utile d’avoir des estimations en termes de moments, en se servant
d’outils analogues a ceux de la démontration du Théoréme 2 on montre dans le Théoréme
3 quelona:

(M, B) = O((ml/gllnm|)1/2).

ou

m = E[||[M] — [B]|r]

Bien sir, la généralité de la situation considérée ne permet pas d’obtenir les meilleurs
résultats connus dans le cas classique des suites de variables i.i.d.

4. Dans la section IV, on estime la distance de Lévy-Prohorov entre £(M) et £(B). Nous
montrons dans le Théoréme 4 la majoration

I(£(M),£(B)) = O((K) | ln K| AKS),
ou p est arbitraire, p > 1. Mais il faut noter que la constante dans cette estimation dépend

de p, et tend vers l'infini quand p tend vers Vinfini. En méme temps, le rapport p/(p + 1)
tend vers 1 et donne la meilleure vitesse possible en termes d’exposant.
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5. Dans la section V, on donne une majoration pour H(M _-M,B- B) ou M - M (resp.
B - B) désigne Pintégrale stochastique de M par rapport & M (resp. B par rapport a B).
On montre dans le théoréme 5 que 'on a :

(M- - M,B- B) < O(K%% |in(K)[/?)

pour p > 1 avec la méme remarque que ci-dessus sur p.

L’intérét des paragraphes IV et V est ainsi de montrer que la méthode de plongement peut
servir aussi (avec des modifications techniques mineures) a obtenir une estimation pour la
distance de Lévy-Prokhorov de lois de processus associés & M et B. On pourrait obtenir
aussi une majoration pour la distance des lois d’ intégrales itérées d’ordre n. C’est dans
cette esprit qu’est obtenue dans [1] une majoration pour la distance des lois de solutions
d’équations différentielles stochastiques. ‘

6. Dans la section VI, On applique les Théorémes 2 et 3 & 1’évaluation de la vitesse de
convergence dans le Théoréme central limite fonctionnel pour les formes quadratiques de
variables aléatoires indépendantes.

7. On utilise dans ce papier les notations usuelles du calcul stochastique, que ’on peut
trouver par exemple dans Dellacherie et Meyer [3], ou Jacod et Shiryaev [7] ; on fera
notamment souvent référence a ce dernier livre pour les inégalités et pour les théoremes
limites.

Enfin, E désigne ’espérance relativement & P, et £(X|P) la loi de X sous P.

II. La méthode de plongement.

La méthode de plongement fut d’abord développée pour les martingales a temps discret
de carré intégrable ( Dubins [4] et Haeusler [5]), puis pour les martingales & temps continu
( Monroe [12], [13], Kubilius [9]). On utilisera la version suivante de cette méthode.

Théoréme 1. Soit M = (M;);>0 une martingale de carré intégrable avec My = 0,
définie sur un espace filiré (Q,F,(Fi)ixo, P) ot Fo = {0,Q}. Alors il existe un espace
filtré (Q, F, (f'g)t>o,P), un mouvement brownien standard W defini sur cet espace, et un
cha.ngemcnt de temps T = (T1)e>0 relatif & la filiration F,avec les propriétés suivantes:

1.
L(M|P) = L(W, |P)

2. pour tout s <t < oo,

—E—(W‘rt - Wfo I?fa) = 0’

_E(Tt - Tal?r.) = E—([Wf]t - [WT]O’?‘U),

L((M,[M])|P) = L((W-, [W:])IP),
3



et en particulter, sl eziste p > 2 tel que E(sup [M,I”) < 00 pour tout t < oo, alors
o<t

c(Xlamp |P) = Z(; AT

t<.

4. Si E (Z |AM,|2’ ) < oo pour tout t > 0 et pour p > 1, alors il eziste une constante
s<t
L, < co telle que

E(Z |AT, |P) < L,E(Z |AM,|2"),

s<t <t

5 SiF= o{Wr,,7s,8 < t} est la tribu engendrée par W, et 7, alors pour 0 < s <1 et
p>lona

E( Y anPIR) <LE( Y 1AW, [?|F.)

s<u<t a<u<lt

Remarque. Monroe [12], [13] a établi I’existence de changements de temps avec la pro-
priété 1. Utilisant 'approche de Monroe, Kubilius [9] a montré les propriétés 2, 3 et 4.

On a donc seulement & prouver 5, et cela montrera que E(L AW, |?? — |AT, |”) >0 est
<t =
une sous-martingale relativement & (.7-})»0, ce qui sera utile pour obtenir la dommatxon

au sens de Lenglart (voir Jacod et Shiryaev [15] p. 35) de Z(AT,)2 par 4 Z(AW,—,
<t s<t

Pour démontrer 5 on a besoin de préciser la construction de (?l-, F, (—ft)tzo, P, W, ;) donnée
par Monroe [12] puis par Kubilius [9]. Le résultat de base est le lemme suivant de plonge-
ment di essentiellement & Dubins [4], puis Haeusler [5] pour la propriété 3.

Lemme 1. Soit (My)ren une martingale réelle d tempa discret de carré intégrable définie
sur lespace filtré (Q F,(Fk)ken, P). On suppose qu "un mouvement brownien standard B
est défini sur le méme espace, relativement & sa propre filiration (FP2)i>0. Alors il eziste
une suite croissante (Ti)ren de (FP )e>o-temps d’arrét telle que
1.

L(My, My, -+, M|P) = L(Br,, Br,, -, BT, |P),

2. pour tout k > 0,
E(Tk+1 - Tklfil‘i) = E((BTH-; - BTk)lenaBTz," "BTk))

3. pour tout p, p > 1, il existe une constante L, < oo telle que pour tout k € N on ait
Uinégalité susvante :

E((Tk+1 - Tk)pl‘rﬁ) < LPE((BTk+1 — Br, )2plBT1’BT2’ T ’BTk)'

Pour p =2, on peut prendre L, < 4.



Donnons maintenant quelques éléments de la construction de (@, F, (Ft)t>0, P, W, 7¢) pour
une martingale de carré intégrable 4 temps continu. Soit M une martingale de carré
intégrable définie sur un espace filtré (R, F, (F;)i>0, P). Il est toujours possible de sup-
poser, par agrandissement de I’espace si nécessaire, qu’un mouvement brownien B est défini
sur le méme espace, et que F2 C F; pour tout ¢ > 0. Soit n € N, {t?,J = 0} une partition
de [0,00[ avec 0 = 1§ <t} < .-+ <t} <--- et telle que, pour tout j, t} —¢7_, <27".

On considére une martingale M" relative a la filtration (F')ren, avec Fff = Fyn, définie
par M = M;». Appliquant le Lemme 1 & M™, on obtient une suite de temps d’arrét
(TP )ken relatifs & la filtration (F2)s>0, et tels que les propriétés 1, 2 et 3 du Lemme 1
tiennent.

Soit C(R) l’espace des fonctions continues Rt — R qui sont nulles en zéro, muni de la
métrique localement uniforme. Soit aussi V(R*) I'espace des fonctions croissantes cadlag
R* — R nulles en zéro, muni de la métrique localement L?! :

ari5,9)= Y- ([ 170) - o(o)ds A1),

k=1

Les espaces C(R) et V(R™) sont polonais. _
On prend @ = C(R) x V(R*) et F la tribu borélienne de . On considére aussi les
processus 7" & valeurs dans V(R?) reliés aux suites (T )ren par

Yk € N,Vt > 0,1 <t <th,, = 17 (w) = Ti(w).

On note P la , probabilité sur (Q,F), image de P par (B,7"); remarquons que les lois
marginales de P sont la mesure de Wiener Pg sur C(R) et la loi de 7", notée Prn, sur
(V,By). S

Monroe [12] a montré que la suite (P )nen est tendue pour la topologie de C(R) x V(R).
Prenons un point limite, disons P, de (ﬁ“)nGN, et posons, pour @ = (z,v),

Wy(@w) = Wy(z,v) = x4, (@) = 1e(z,v) = vy

et aussi _

Fi=0{W,,{ra <s}:8<t,u>0,}
L’ objet (@, F,(Ft)tp0, P, W, 1¢) défini ci-dessus satisfait les propriétés 1, 2, 3 et 4 du
Théoréme 1. On va prouver que la propriété 5 est également satisfaite.

Démonstration de la propriété 5. 1l est suffisant de montrer que

E(1a Y IAnP) SLE(la Y 1AW.[*) (1)

s<u<t s<u<lt

ol s, t sont des points de P-continuité de 7 et A est de la forme :

A= () {Wn, e F}n (] {n €Cj},

1gigt 1<i<q
t;<e t;<e



ot F; € Br, C; € Bgs+, et les ensembles {W,, € F,} et {r;, € Cj} sont supposés .

P-continus.
Considérons p > 1, s < t < 00 et une partition s = s < 8P < :+- < st =t de [s,]. Pour

tout y € D(R), on définit fy, ,(y) et fmp(y) par :

m
Fas (@)=Y |y(sp Aw) = y(siy Aw)[, fmp(¥) = fru p(¥)-
k=1
Il est bien connu (voir par exemple Lépingle [10]) que si lg}ca&xm(s;" — sfy) — 0, alors

P-p.s.
fmp(r) = Y |ATfP | 2

s<u<t

et sip>2et E( sup IAM,,I") < 00, alors
s<u<t

E(fnp(M)) - E( 3 1AM,P). (3)

s<u<t

D’un autre c6té, si les sI* sont des points de P-continuité de (7¢)t>0, alors les applications
(Tu)uz0 = (fm p(7))u>0 € (Wr,)u>0 = (fim,25(Wr))u>0 sont P-continues. Utilisant alors
(2), on obtient

< liminf liminf E" (1afmp(7)) (4)

m—0o0 nN—oo

[N 104 s . . PN
ou £ est I'espérance relativement & P .
Comme A peut s’écrire

A ={(zr,7) : 7((z,,7)) € F},

ou 7 est une projection de © sur R4, et F un produit de I 4+ ¢ boréliens de R, alors

E"(1afmp(7)) =E" (Lo, ryen((er,r)er} fmp(T))
= E(1{(B,n,rm):n((B,n,r"))eF} fm,p(T"))
= E(1{(Byn,T):n((Brn,Te))eF} fmn,p(TT))

et avec le lemme 1,

E" (1afmp(7)) € LyE(Ly(Brn T7)n((Brn,T7)eF} fm,2p(M™))
= LE" (1afm,2p(Wr)). (5)
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En outre on a d’aprés (3)

limnf liminf E” (14fm,2p(Wr)) = liminf E(Lafm2p(Wr)) = E(la ) [AWL[),

m-—00 nN—00
s<u<t

ce qui avec (4) et (5) donne (1) et termine la preuve. N

III Estimation de II(M, B).

Comme indiqué dans Vintroduction on note II(X,Y) la distance de Lévy-Prohorov entre
les lois de processus cadlag X et Y sur lintervalle [0, T.

Lorsque X et Y sont définis sur le méme espace, on considere leur distance de Ky-Fan
K(X,Y) par rapport & la métrique uniforme sur [0, T.

Le théoreme suivant est le résultat clé de cet article.

Théoréme 2. Avec les notations ci-dessus, supposons que M est une martingale de carré
intégrable sur Uintervalle [0, T]. Alors pour K suffisamment petit, nous avons :

(M, B) = o(zc% k).

Afin de prouver le Théoréme 2, nous allons utiliser le résultat trés simple suivant :

Lemme 2. Soit X etY deux processus, et X' and Y' des versions de X et Y définies sur
un méme espace de probabilité. Alors

I(X,Y) < K(X',Y").

Démonstration. On introduit la distance de Ky-Fan par rapport & la distance de Skorokhod
d(.,.) dans D([0,T],R) :

R(x',v") =inf{e: PA(X',¥") 2 ¢) S e}
Par un résultat classique de Strassen [15], on sait que
I(X,Y) =inf K(X",Y"), (6)
ol Vinf est pris sur tous les processus X" et Y définis sur un certain espace de probabilité
(', F",P"), avec L(X") = L(X) et LY")=L(Y).
Puisque

dX',Y') < IX - Y,
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le lemme 2 découle de (6). =

Comme on veut comparer M au processus continu B, il sera nécessaire de se libérer des
“grands sauts” de M. Ainsi, soit § un nombre strictement positif inférieur & 1, et soit M
une martingale. On définit la martingale M# obtenue & partir de M en enlevant les sauts
de taille en valeur absolue supérieure & 3, précisément :

MP = M, — 21(|z] > B) * (u — v)s,

ol u et v désignent la mesure des sauts de M et son compensateur respectivement. Utilisant
le Lemme 1 on obtient :

(M, B) < K(M, M) + II(M?, B). ™

Notre objectif est maintenant d’examiner successivement les deux termes apparaissant
dans (7).

Nous commengons par une estimation de K(M, M#).

Lemme 3.
Soit M = (M, F1)i<T une martingale de carré intégrable. Alors, pour B > 2K, nous
avons

K(M, MP) < 2K + E[[M]7]*/4K*. (8)

Preuve. Nous avons
P(|\M - MPp 2 ) < P({||M - MP|| 2 €} n {|AM]| < 8})
+ P(|AM||y > B). (9)

Remarquant que

{w s 1AM > 7} € fo s 110) ~ iy > £},

on obtient

P(|AM|l > 8) < P(|[[M] - Id|7 > K) < K. (10)

/0 t /I o " AE )
T
< P('/0 /I;I>ﬂ |z|dv > e)

<nfe+(1/)E[|AM||p 1(B < ||AM]|7)]

+ P(Y 1AM 1(|AM,| 2 8) > 7). (11)
t<T

Ensuite , on a :

P({[1M - M|, 2 &} 0 {jaM)lr < 8}) = P({

> e} n {|laM]|7 < 5})
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(On a utilisé I'inégalité de Lenglart-Rebolledo).
On remarque alors que pour tout > 0

P(Y 1AM 1(|AM,] 2 B) > ) < P(}_ |AM,|1(JAM,| > B) > 0)
t<T t<T

< P(1AM]l 2 §) < K. (12)

On peut donc faire tendre n vers 0, et le premier terme de (11), n/e disparait.
Ensuite

E[|aM|p 1(1aM].p > 8)] < E(1AM|3)* (P(1aM]; > 8))"?
< (B[[M]z])**K1/2 (13)
On déduit donc de (11), (12), (13)
P({||M - MP||,. > e} n {|aM||; < B}) S K+ (/) BIMI 2K (19)

On en déduit donc que, pour 8 > (2K)}/? on a :
P(||M ~ MP||,. > €) < 2K + (1/€)E[[M]r]'/?K*/?

En prenant

e = 2K + E[[M]r]*/*K/*

on obtient (8) et le lemme. .

Lemme 4. On suppose que K est suffisamment petit et que 8 = /2K ; nous obienons
alors :

(M?, B) < 0(1c1/5 nK|?), (15)

Preuve. Comme M? est une martingale de carré intégrable, on peut appliquer la méthode
de plongement du II

D’aprés le Théoréme 1, il existe un espace filtré (Q,F, (Ft)t>oP) avec un mouvement
brownien W et un changement de temps (7¢)¢>0 par rapport & la filtration (F t)t>o, tel que
les propriétés 1-5 tiennent, et en particulier L(W,) = L(M? ) Alors, d’aprés le Lemme 1,

I(M*,B) < K(W,,W). (16)
Maintenant, pour estimer X(W,, W), on écrit que, pour chaque a > 0,
B(IWs. - Wlip 2 €) SP({IWr. = Wiz 2 e} 0 {lir = d]7 < o})
| +P(|r = Id||g > @)
< Iﬁ( sup |[Wi—W,| > e) +PB(r = Idjp>a).  (17)



Pour le premier terme de la partie droite de (17), on utilise I'estimation classique du
module de continuité du mouvement brownien (voir par exemple Outev [14]) : Il existe
une constante C' > 0 telle que

e2

—P-(°I§§1§1£t“ Wy — W,| 2 e) < —\/%; exp(—az). (18)

Pour le second terme du membre de droite de (17), nous avons :
P(Ir - Idlz > @) S P(lr = Wiy > ) + PUIWA - Tdlp > 5). (19)
Puisque £([W,]) = £([M?]), nous obtenons
B(|W:] - Id||y > g) = P(||[M*] - Id] . > %)
< P(I(M] - Iz > 5) + P([M7] - [M]||, > T)
< P(IIM] - Idly > ) + P(|AM]i7 > 8)
+P({lpa" -l > T {1AMIz < 8})  (20)

A cause de (12), on a seulement & estimer le troisieme terme du membre de droite de (20).
Puisque, pour chaque 0 < s<T,on a

/w zu({s}, dz) - /Msﬂ zv({s}, dz)

il s’ensuit que, sur 'ensemble {sup |AM;| < g },
t<T

IAMf|= ..<_2ﬁ7

|[M]e — [MP),] = 3" ((AM,)? — (AME)?)

<t
<Y |AM, - AMP||AM, + AMP| <38 |AM, — AM?|

a<t <t

= 3ﬂ2 /Iz'>ﬂa:(u({s},d:c) — v({s},dz))| < 3,8/0 /!z|>ﬂ |z|dv.

s<t

On déduit de cette inégalité

P01 -k > 0 1y <)) < P [ ot > 1)

< K+ 126/ E(M]r)) P (21)
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ol l'on & utilisé les inégalités (11) et suivantes. On tire donc de (12), (20) and (21) que
- a 12 1/2
P(IW:] - Tdlp > 3) < P(IM] - Idlp > 3) + 2 + 22 (B()) K472 (22)

Nous nous proposons maintenant de majorer le premier terme du membre de droite de (19).
D’aprés le Théoréme 1, (1; — [W,]¢)t>0) est une P-martingale, et son carré est dominé au
sens de Lenglart par sa variation quadratique

[r=]) = ¥ (An- (AW, )?) <2 Y ((An)? +(AW,)Y).

o<t<. 0<t<.

Ce dernier processus est & son tour dominé au sens de Lenglart (voir Théoréme 1) par le
processus 10 Z (AW,,)* < 406%[W,]., puisque W, et M? ont la méme loi. Enfin, on

0<tg.
a l'inégalité E[sup A[W,],] < 4B L’inégalité de Lenglart-Rebolledo (voir par exemple
t<T :

Jacod et Shiryaev [15], Lemme 1.3.30), donne donc, pour tout > 0,

P( sup_ [ro— Wl > 5) < 214 B8, Praogt(wilr 2 1)
0<t<T
40
- Mz (@)

Si on prend n = 4052(1‘ + @/2), on tire de (12) et (21) que
P08’ [M’]r 2 1) < P(M°lr - T| > 5
< P({|lim#) - M)l 2 3} n {llaMir < 6})
+P(I[M] - Id|r > 7) + P(IAM]lr > B).
Une nouvelle utilisation de (12) et (21) donne
P08 M}z 2 n) < 26 + 22 (B(MIr)) K2 4 P(IIM) - Ty 2 2).

Finalement, (23) devient

2 o 4
P(lr - Wil > §) <24 | 8405
2k + 22 (1)) 0 4 P(1iM] - Laly 2 ). (20)

Maintenant, en remplagant B par v/2K, on trouve (pour alléger 1’écriture, C' désigne une
constante qui peut changer de place en place) :

cK cK a)

P(lr = Willlr > 5) < =3 +2K+ ==+ P(IIM] - Id|lp > 7 (25)
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Si on met bout-a-bout les majorations (17), (18), (19), (22) et (25), on obtient

e?

- Y o
P(IW, ~ Wiz 2 ¢) < —7exp(—=) +2P(I[M] - Id]lr 2 3)

cCK CK  CK?

+4K + — + = + —. (26)
a 44 [0

On prend alors a de la forme a = K¢, avec 0 < 6 < 1, et € = Ca!/?|Ina|'/2.
Le second membre de (26) sera alors majoré par € dés que les exposants de K vérifieront

les contraintes :
C/2-6/2-1/226/2,

12>46/2,

1-62>46/2,

1-26>6/2.
Il en sort immédiatement que toutes ces contraintes sont vérifiées dés que C est assez grand
et § < 2/5, d’ou le Lemme. ]
Preuve du Théoréme 2. Elle découle imédiatement des Lemmes 3 et 4. (]

Nous nous proposons maintenant de donner une majoration de la méme distance en loi,
mais en termes de m = E[||[M]~ [B]||T]. Le résultat est donné ci-dessous ; la preuve étant
analogue & celle du Théoréme 2, nous nous bornons & en indiquer le squelette.

Théoréme 3.
I(M, B) = O((m**|lam})"/?). | (27)

Schéma de la preuve. 1l suffit de reprendre la démonstration du Théoréme 2 en remarquant
tout d’abord que

P(lIaM|ir = ) < P(l[M] - Iz 2 £/2 < 2m/8?
Avec cette modification, ’énoncé du Lemme 3 est transformé en
K(M, MP) < 4m/B* + 0(m1/4/ﬂ1/2) (28)

On effectue ensuite les mémes modifications dans les formules (21) a (25) de la preuve du
Lemme 4, pour obtenir

) c €
P(IWe =Wl 2 € < —7 exp(~g= ) +Cm/a+Cm/B+ Cm/2 [a+ CF* ol + OB fa?.

Le méme choix pour € qu'en (26) donne alors, aprés maximisation des puissances et en
tenant compte de (28), (27) et le Théoréme. =

12



IV. Estimation de II(£(M), £(B)).

Rappelons que I'exponentielle de Doléans £(M) d’une martingale M est définie par

E(M), = eM=3<M> TT (14 AM,)e™4M:,
0<s<t

en particulier

E(B) = B ¥,

Théoréme 4. Si M est une martingale de carré intégrable, alors, pour p > 1, on ¢

I(E(M),E(B)) £ 0((161/5 |1ni¢|’/2) Hy zclfﬁ). (29)

Comme dans le paragraphe précédent, nous notons M? la martingale obtenue par exclusion
des sauts d’amplitude supérieure a §, avec 0 < 8 < 1/2, de telle sorte que

t
M:’:M,—/ / zd(p - v).
0 Jiz|>8

On peut alors écrire
I(E(M),E(B)) < K(E(M),E(MP)) + TI(E(MP), E(B)) (30)

et nous allons prouver le Théoréme 4 en majorant successivement les deux termes du
membre de droite de (30).

Lemme 5. St M est une martingale de carré intégrable, alors, si § > /2K, on a

K(E(M),E(MP)) < O(ICI/“). (31)

Preyve. On a, pour A > 0,

P(|lea) - £l > €) < P({IEM™)Ir 2 A} 0 {[aM]r < 8})
2

+2({| &5 -1 i} 0 {laM|z < 8})+P (1AMl > §)
< Pl 2 4) +({| £ -1 =5} (1amir <))
+P(|8M]ir > ). (32

13



Comme £(MP?) est une surmartingale positive et £(M#) = 1, I'inégalité de Doob donne,
pour le premier terme du membre de droite de (32),

P(IEM)lr > 4) < 7. (33)

De plus, (12) donne une estimation pour le troisiéme terme. Il reste donc juste a estimer le
deuxiéme. Dans ce but, notons que, dés que 8 < 1/2, on a, sur ’ensemble {IIAM lr <8 }

gg((MMﬂ))‘t = exp{M, M?P +0<Z<t[ (-1—%%}) —AM, + AMf] }

Par suite, comme In(1 + z) > z/2 pour 0 < z < 1, on obtient, pour ¢ < A

{! si%) -1 r 2 %}
c (I - )+ 3 () - > 55}

0<Ls<LT
c{lat - w2 gz} u{ 3 (”AM’) aM, +a

et donc

(it e s8)
({”M MP||, > 4A} n {”AM"T < ﬂ})

+P({ Y |1n(%) —AM, +A -%} N {||AM||T Sﬂ}). (34)

|27}

(14) donne ici

k € 1/2
P({(1- 271 2 )o{amie < 8}) < K-+ (aase)(Biaazl) "t (39
Pour majorer le deuxiéme terme du membre de droite de(34), nous remarquons que
ln(1 + 2) — 2| < l( z
T 2\1+4=z
z 2> 0, de telle sorte que, sur ’ensemble {IIAM r < ﬁ}, on a

1+ AM,
02,!'1“(1 +AM? ) -

2 1
) pour tout z tel que —1 <z <0, et |In(l1+2z) —z| < :?-xz si

— B
Il 1+AM;) _AM, AJLJ AM?P (AM, - AMP)
oSr M +AMS 1+ AM! 1+ AM!
<CB)B Y |AM, - AME| < C(B)B / / |z|dv (35)
0<s<T |=|>8
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ou C(f) est une fonction décroissante de (3, comprise entre7/2 et 10 pour 8 < 1/4. A
partir de (32), (33), (12), (34) et (35), on obtient

(ue(M) E(MP)||, > e) < 3K + + (4A 4Ac(ﬂ 44C(B)p ) (E[M]T)” ‘i, (36)

Le terme de droite de (36) est inférieur & € (& une constante pres) si 'on choisit A de la
forme 1/€ et € = O(K/3), ce qui donne la majoration annoncée et le Lemma 5. =

Lemme 6. Si M est une martingale de carré intégrable, si B = 2K et p > 1, alors

(e, E(B) < O(KMo k)™, (37)

Preuve. Comme au paragraphe III, on peut utiliser le théoréme de plongement et écrire
I(E(MP), £(B)) < K(E(Wr), E(W)).

Par ajlleurs, on a

P(lewr) - EW)liz 2 ) <P(IEW)lz 2 4)

EW:) €
2 A). (38)

gow) !

+P(| 55

On majore le premier terme du membre de droite de (38) au moyen de I'inégalité de Doob.
On en tire que, pour p > 1,

P(leW)lr 2 4) < (;f—l)PA“”E(a'(W)T)P = (;f—l)’A-re“L‘zm.

(39)

En ce qui concerne le deuxiéme terme du membre de droite de (38), on note que

E(Wr)e

£(W)t = xp{Wr, Wt—"([Wr]t"[W]t)'f' Z In(1+AWy,) - AW, + 5 (AWTe) }

0<a<t
Par suite, comme In(1+ ) > 2/2 for 0 <z <1, si e < A, on obtient

(|5 -
EW)

_27) SP(IWe = Wip 2 6A)+P(M[W4—[W1||T_3;)

+P(Z

0<s<t

In(1 + AWy) — AW, + = (AW;,)? GLA) (40)

2
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Comme |In(1 4+ z) — z +z%/2| <

P(Z

0<s<t

3(1 .2_ﬂ2ﬁ)3'|"’"|2 dés que |z| < 26, on peut écrire

6A) <P (3(1 2ﬂzﬁ):’»[WT]T 2 6_6,47)

<Pl 7). ®

26)*
e(1-28)°

On continue comme aprés I'inégalité (23) du Lemme 4 et on obtient que, si 145 >
T + 28, alors

In(1+ AW,,) - AW,, + = (Aw,,)

p(3(1 28 Pl > <) < PPl — 7] > 26)
< P(|[M]r - T| > B) + P(|[MP]r — [Mz| > )
< 3K+ 3(E[MT]) Y2, (42)
On en déduit que, si
_opm\3
6—(1741%@‘ ST+, o 2KWW), 52K, (43)

alors il vient de (38), (39), (40), (41) et (42)
P(lew:) - EW)lp 2 ) < (27) a72e™ 4w, w)
+ K([W,), (W]) + 3K + 3(E[MT])1/ k12, (44)
On prend alors A de la forme O(el/?) si bien que les restrictions (43) donnent
& > o(iC(W,, w)),
& 2 0(k(), WD), ()

1 V2K
&t >o((1_2m3(1"+2\/§ic'))

On tire alors de (22), (44), (45) et du Lemme 4 que
P(lEW:) - EW)lip 2 €) <e
pour des ¢ de la forme
e 20((CW2, W) + K(W-], W) +3K + K/2)

> o(1c1/5|1nx|1/2)#’.
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Le lemme est donc démontré. ]

Preuve du Théoréme 4. Elle s’ensuit immédiatement des lemmes 5 et 6. .

V. Estimation de II(M_ - M, B - B).

Comme précédemment dans les sections III et IV on introduit pour § > 0 la martingale
MP et on commence par estimer la distance IC(ME . ME, M_ - M).

Lemme 7. On a pour 8 > /2K Vestimation
K(MP . MP M_ - M) < OK%). (46)
Preuve. on utilise la représentation :
M_-M—MP?.MP =1/2(M* — (MP)?) — 1/2([M] - [MP)). (47)

De (10), (20) et (21) on déduit :

PIM] - 41z > €] < 2K + L Bl[Mr /2 (48)

D’autre part on a :

1M — (MPY?]| < | M = MP|? +2||M][||M — M|

De sorte que :

Pl||M? — (MP)*|ir > €]
< P{IM — MP||r > v/e/2] + P[l\M — MP||r > ¢/2N] + P[||M|lr > N]  (49)
Les deux premiers termes du coté droit de (49) sont estimés & partir de (14) et (10), et
pour le dernier on a: P[||M||z > N] < 5z E[M%]. On en déduit :
P{IM? — (MPY| > €] < 2y BIME] + 2K + 2TE(EMA) 22 + 2L (B2

en posant 1/N = K%, tenant compte de (48) et prenant B 2 V2K on en déduit que :

1/2—a
PIM= - M - M MOz > ] < o) + L)

En posant ¢ = CK7 on obtient facilement que le meilleur choix en « et 4 pour que le
second membre de cette inégalité soit inférieure & ¢ est obtenu pour o =1/10 et y = 1/5,
d’ot1 I estimation (46).

On estime ensuite la distance de Lévy-Prokhorov entre MP.MP et B-B.
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Lemme 8. Pour K suffisamment petit et § = 2K, on obtient pour tout p > 1 :

II(M? . M?, B - B) < O(K%F|InK|}/?). (50)

Preuve. Comme au paragraphe III on peut utiliser le théoréme de plongement pour M A
et écrire :

I(MP - MP,B.B) < K(W,— - Wr, W - W) = K(W2 - [W,], W? - Id).
Nous avons :
P|(W? — W,]) = (W? — Id)|lr > €] < P[|W? — W?||r > /2] + P[||[W-] - Idl|T > €/2]

<P[ sup \W? —W2| > /2| + Plllr — Id|lr > o]+ P[||[W,] ~ Id|| > £/2]. (51)
8,t<T+a,|t—s|<a

Le deuxiéme et le dernier terme de (51) ont été estimés au paragraphe III & partir de (19)
et (26), puis en (22).

Pl sup W - W2| > e/2]
8,t<T+a,|t—s|<a

< P| sup |W: — W,| > ¢/2N] + P[||2W||T > N]
8,t<T+a,|t—s|{<a
2 C

£
< Ve Gan?) * W (52

On a utilisé I'inégalité exponentielle (18), et C est une constante qui comme d’habitude
varie de place en place et qui dépend notamment de T et de p. Utilisant donc (19), (22),
(26), (51) et (52), on obtient :

Plli(W? — W,]) — (W? - Id)lir > €]

<KL OK o O CK L ON =y &
- a? ! a? e 4ae P\Can?’ ™ N7
+ 2P[||[M] - Id||T > a/4] + 2P[||[M] — Id||r > /2] (53)

On prend a = K%, = Cal/2N|in(aN)|'? et & = K¥ ou 0 < & < 6/2 < 1/2. (53)
devient :

Pll(W} — W) - (W? - Id)|ir > €]

< NCaC-14 cKkP 4+ oK% + ox1-6
+ 8K 4+ CK?*% 4 oK1 -@/2+¢ (54)

Aprées un calcul élémentaire le meilleur couple (6, 6”) pour lequel le second membre de (54)

est inférieur 3 € est § = 2—5(;%? et & = '5?1‘4‘1 d’oit estimation (50).
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On déduit des lemmes 7 et 8 le théoréme suivant :
Théoréme 5. Si M est une martingale de carré intégrable, on o alors pour tout p > 1:

II(M_ - M, B - B) < O(K%|ink|/?). (55)

VI Vitesse de convergence pour les formes quadratiques de variables aléatoires
indépendantes

Nous nous proposons dans cette section d’appliquer le théoréme 2 3 la situation suivante:
Soit, pour chaque n € N, A, = (a;;)i,j<n une matrice symétrique de nombres réels, avec
les éléments diagonaux nuls (a; = 0).
{a.J z > _7

1<J
On considere une suite (X,,) de vanabl&s aléatoires indépendantes satisfaisant :

On notera A, = (@ij)i,j<n avec Gi; =

E[X;]=0,E[X? =1,Vie N.

On pose Sp = Y, :<,, 6 XiX;, puis o2 désigne la variance de Sy.

On a 02 = 2||4,||? = 4]|4A.||? ol1 la norme ||B|| d’une matrice B = (b; ;) est définie par
Bl = 3 ; b,?’j. On définit enfin le processus S,(-) indicé par ¢t dans I'intervalle [0, 1] et
associé 3 la somme S, par S,,(t) = Sk/on siof/02 <t < o0f,,/02,5.(1) = Spn_1/0n.

On a alors le résultat :

Théoréme 6 ([8]). Notons v, = ||ATA,||/||An||? et supposons que la suite (X?) est
uniformément intégrable.
Alors , la condition v, — 0 implique la convergence

S.() S w

ou W est un mouvement brounien standard sur [0, 1].

Le théoréeme 2 nous permettra d’estimer la vitesse de convergence de S,(-) vers W en
termes de v,, ce qu'exprime I’énoncé suivant :

Théoréme 7. Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que l'on ait sup; E[XJ?"'&] =m < o0, alors:

(Sa(-), W) = O/ in(yn) /2 + +5/*%). (56)
Suivant Jakubowski-Mémin (8], on tronque les variables X; de la fagon suivante: on pose
pour chaque n et chaque j <n
1

Xnj= —_Y,
T SVar(Wa)
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o2 )1/'16.

3
MaTj<n EiSn a; ;

avec Yo ; = Xj1ix,1<c. — E[Xj1ix,1<0.]; €t Cn = (
On vérifie que |Var(Ya ;) — 1| < i

, . 2
On note T,,k = i<k i, XniXn; et Tn(t) = 0 Tn ke pour g‘g <t< %3"—1- ;enfin

T, (1) n n-—l/ On.
La preuve du théoréme 7 est conduite & partir des lemmes 9 et 10 suivants :

Lemme 9. 16m
P|Tn(-) = Su()lh > 1] < 7CE (57)
K(Sn(), Tn(?)) < O(1/CE). (58)

Preuve. Comme T,,(-) — Sp(-) est une martingale de carré intégrable on a :

P|Ta(-) = Sa ()l > 7] < 4/ E((Ta(1) — Sa(1))?].

E[(Ta(1) - Sn (1))21-—4a-2ZE[ Zau(xx ~ XniXn3))’]
i=1
n—1_1 -1

407?55 B, — KXo s))
j=2 i=1

n j—1

<8072 Y 3 ¥ (BI(X: — Xa)?] + BUX; — Xn))
j=2i=1

< sup E[(X; - Xns)?-

Un calcul élémentaire montre :

16m

E[(X; — Xn)?] < 16E[X; I“”"’105 <-or

d’ott (57) et (58).

Notant alors K, = K([T,.(-)], [W]), on utilise le théoréme 2, avec M = T,,. Remarquant
que E([T,.](1)) < 2E([S.](1)), on a alors :

H(Sn(')a W) < H(Tn(')’ W) + ’C(Tn('), Sn())

d’ou :

I(Sn(-), W) < O(K/®lin(Ka)'/?) + O( 6,3)

Utilisant le lemme 2-3 de [8], on a C71 < ya/1®

de sorte que nous obtenons l'estimation :
II(Sn(-), W) < OKL*lin(Kn)|'/2 + 73/*9). (59)
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Lemme 10 . On a pour v, suffisamment petit, l'inégalité :

Kn < O(vY/®). - (60)

Preuve:

Pl[[Ta(:)] = Id]}s > n] < P[Tn ()] = (Ta( M1 > 0/2] + PIKTA()) — Idlls > 1/2]. (61)

a) On commence par estimer le premier terme du membre de droite de (61) :

PlITa ()] - (T (Ml >n/2]

j—-1
<P| supl—Z(Za.]Xm) (x2 —1)|>77/2]
n =2 i=1
nJ-=
< 64/"]2E :2 Z Eauxﬂ l) ( J 1)]2
" j=2 i=1

k -1 _
(car (Z (Zainn,i)z(Xﬁ,,- — 1)), ., est une martingale)

ji=2 =1

= (BT w02, - 17)

j=2 =1
128 =
< T2l (2;(2:1a,JE[ J+e3 e} Zla,,)))
Jj= = =1 i=

(car E[(X2, - 1)?] < E[X2,]1< z——-;\—,—,- < 2C4, dés que 7, est suffisamment petit).

10246

N0y

+662C%) <

(On a posé 62 = max(z a?;)). On en déduit :

i=1

102472/

= (62)

Pl[[Ta()] = {Ta(M > n/2] <
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b) On va maintenant s’intéresser au second terme du membre de droite de (61).

PIKTa()) - -’dlll >n/2]

J-l 2 2 2
o Ojyp1— O
< P| fip |02 z E i Xn, ,) ’2"| > /4] + P[kiup (ﬂ%i___k) > n/4]. (63)

n =1 i=1 On <n-—1 n

o2
Le dernier terme de (63) est nul dés que n/4 > —ﬁi——, pour chaque k = 1,.

n

k

2
a; max ) a;
2 2 Z i,k+1 Z iy
Tkt ~ Tk _ 4i=l < 4 =1 __ < 4y,, on prendra n = (16v,)* avec
0_2 - 0_2 -_ % 0_2 Tns p n= n
n n n

Comme
a<l
Occupons-nous maintenant du premier terme du membre de droite de (63).

k 3-1
4
42 (Za'JX" %) ) ) Z a?j(xfz.,e - 1)
" j=1 i=1 " j=1i=1
4 k j-11-1
+ o2 Z Z 150 Xn i Xn 1. (64)
n j=1 =1 i=1
k j—-1 k—1 k
Mais Zza?,-(Xﬁ,e -1) = Z(sz:,i - 1)( Z a?j)'
j=11i=1 i=1 J=i+1

Ce processus indicé par k est une martingale et on obtient :

k j—1
1
Plswp|5d > af(Xa: =Dl > n/g]
" j=1i=1
256 "‘1 5120462
(X12;; - 1)2( a; )2 —
_ 51253, a?, 14 _ 512 8o _ 51273/
- 1)20‘,2, (3:2;) = ( ) ,72
Donc
[su |——ZZa (X2, -1)]> /8]<§1—2 3/4 65
sl oz _1_1., ni8 < (65)

Le dernier terme & estimer dans (64) s’écrit :

k-1 -1
4
0-2 Z (Zxﬂ,' Z aiga'lg nl
niZ1 =1 j=l41
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c’est encore une martingale en I'indice k.

k-1 1-1

Plswiz > (Zx,,,.( > asjay) ) Xnl > /8]

k<n =1 j=l+1

n—1

< Za (Bl (5 Xnsl 3 o))

i=1 j=l+1
n—-1l-1 n

< i 2 (3 aga)’

I=1 i=1 j=l41

1024 || AZ An|[? _ 647z
AT < . 66

1024

Finalement, compte tenu de (63)-(66), avec 7 = (16v,)* et 2 < 1:

P|[(T () - Idfly > n/2] < ,17 (16724 +42)

Et donc P
Pl|[Tn()] - Id}ls > m] < (7"11/2 +16v3/4 +42) < ;,2—73/2-

On choisit alors a tel que —-;'y 12 < 7, on obtient & = 1/6, d’ou I'estimation (60).

Démonstration du théoréme 7. Compte tenu de la valeur de # considérée ci-dessus, et des
estimations (57) (58) (59) et (60) des lemmes 9 et 10, on obtient (56) et le théoréme 7.
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