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THEOREME LIMITE CENTRAL
POUR LES AUTOMORPHISMES ERGODIQUES DU TORE

Jean-Marc DERRIEN

INTRODUCTION

Plan du mémoire

On désire, ici, montrer un théoréme limite central pour les automorphismes
ergodiques du tore - Rzlz2 (théoréme I). Pour ce faire, on établira, d'une
part, un théoréme limite central pour une certaine classe de chaines de Markov
‘(théoréme II) et, d'autre part, on vérifiera que, via les sous-shifts mélangeants,

le théoréme I est un corollaire du théoréme II.

Aprés un bref rappel des premidres propriétés sur les automorphismes
~continus du tore (Partie I), on développe, dans la partie II, la construction d'une
partition de Tz liée & un automorphisme ergodique particulier, T . L'étude des
propriétés de cette partition permettra, entre autres choses, d'établir un isomor-
phisme entre un sous-shift bilatére mélangeant et le systéme dynamique défini par
T . En fin de partie, une idée est donnée pour généraliser ces résultats & 1l'ensem-
ble des automorphismes ergodiques, la suite du mémoire ne traitera cependant que le

cas de T .

La partie III utilise la construction précédente pour montrer que le théo-
réme I se déduit de théorémes analogues pour des sous-shifts mélangeants, bilatére

puis unilatére.

Sur ce dernier type de sous-shifts, on définit, dans la partie IV, un
noyau markovien dont les propriétés conduisent & préciser les hypothéses du théo-
réme II, théoréme qui est démontré dans la partie V, essentiellement & l'aide du
théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu et de la théorie des perturbations qui

sont énoncés en annexes.
La partie VI rassemble les résultats précédents pour conclure.
La partie VII commente un lemme non démontré dans la partie III.

L'ensemble constitue une étude, dans le cas particulier des automorphismes
ergodiques du tore, de résultats généraux obtenus par Y. Guivarc'h et J. Hardy dans
[5). Des méthodes similaires ont été utilisées par J. Rousseau-Egele dans [10] pour
obtenir le méme type de résultats dans le cas de certaines transformations dilatan-
tes de l'intervalle [0,1] dans lui-méme.



NOTATIONS ET DEFINITIONS
Si (X,d) est un espace métrique compact, on désignera par
B(x,n) , x ¢ X et n > 0, la boule ouverte de centre x et de rayon n .

(C(X),h.1_) 1'espace de Banach des fonctions continues sur (X,d) & va-
leurs dans €
avec et = sup [o(x)|
xeX
(Le(X)’“'He) , € >0, l'espace de Banach des fonctions Lipschitziennes

sur (X,d%) a valeurs dans €

avec Iot = kol _+ [¢] et [¢] = sup LeGd-o(n)|
€ ® € € xéy d(x,y)°¢

(On oubliera l'indice ¢ pour ¢ =1)

H(X) = U LE(X) 1'espace des fonctions héldériennes sur (X,d)
e>0

ISX la tribu des boréliens sur X .

Si u est une mesure sur (X, Iix) et si T : X~+> X est un homéomor-

phisme précisant la mesure u , on dira que

Définition 1 : f : (X,d) R est uncobord si f=g o T-g sur X avec g

héldérienne a valeurs réelles.

Définition 2 : (X, IBX, M, T) vérifie le théoréme limite central si pour toute
fonction f : (X,d) » R héldérienne de moyenne nulle qui ne soit pas un cobord,

on a les résultats suivants :

S f
1. oz(f) = lim J (-E—)z dy existe et est strictement positif
e vn
n-1
(ot 1'on a posé sf= 12 fo Tk)
0
1t -2
2. lim p{xeX/S_f(x) $ o(f) t/n} = —— J e du pour tout réel t .
e n Vin 7 -

Remarquons qu'alors on a le résultat suivant concernant les équations

fonctionnelles de cobord :
"si (X, Iix, M, T) vérifie le théoréme limite central,

si f: (X,d) * R est hdoldérienne et s'écrit f=go T - g avec
g ¢ Lz(u) alors f s'écrit f=goT-g avec g héldérienne”
puisque si f=goT-g avec g ¢ Lz(u) , alors cz(f) =0.



PARTIE I

GENERALITES SUR LE TORE ET SES AUTO-
MORPHISMES CONTINUS

Les résultats de cette partie ne seront qu'énoncés ; pour plus de détails,

on pourra se référer au livre "Ergodic theory" de K. Petersen ([9]).

I. Le tore

Dans toute la suite, le tore TZ désignera le groupe abélien (R/ZxR/Z,+).

2 2

On le muniera de la distance &6 : T® x ¥° » R+

1-1,2
qui en fait un groupe compact.
IBT sera alors la tribu borélienne de (TZ,G) et, m, la mesure de
2

Haar normalisée sur (Tz, B 2) .
T

II. Les automorphismes continus

L'ensemble des automorphismes continus de (Tz,ﬁ) coincide avec
1'ensemble :
(s:1+1% / abye,d ¢ 2, ad - be ¢ {-1,1}}
b4 ab, (x
(y) -> (c d) (y) mod 1

Les automorphismes considérés seront désormais supposés continus.

Proposition : Un automorphisme S , défini & l'aide de (2 3) » préserve la
mesure m . De plus, il est ergodique si et seulement si (2 z) n'admet pas

de racines de 1'unité parmi ses valeurs propres.

Propriétés des automorphismes ergodiques : Soit S un automorphisme ergodique

représenté par B = (2 3) . Alors :

1. § est mélangeant.

2. Les valeurs propres Al et Az de B sont réelles avec, par exemple,
21> 1 et 2, < ; .

3. Si l'on considére B comme une application linéaire sur l'espace affine
Rz , les droites passant par 0 et de directions, les directions propres de B ,

ont une pente irrationnelle et donc, chacune, une projection dense sur T



PARTIE TI
CODAGE

On considére dans cette partie, 1'automorphisme ergodique
T: (5, B, ,m >, B,,n
T T
X 2 1,,x%
() > (¢ PG mod 1

On cherche ici & obtenir une partition finie de Tz telle que la connais-
sance de la position d'un point, relativement & cette partition, aux cours du temps
caractérise le point considéré. On demandera en plus a cette correspondance une

certaine régularité.

Ce type de partitions a été introduit initialement par R. L. Adler et
B. Weiss dans [1]. Elles ont été présentées par J.P. Conze et K. Petersen ([9]),

en particulier.

On se place dans l'espace affine Rz muni de la distance euclidienne et
de la mesure de Lebesgue. Le tore étant identifié a n'importe quel carré de cdté

unité dont les sommets sont & coordonnées entiéres.

Le raisonnement dans le plan est justifié par la relation suivante,
valable sur Rz et évidente par définition de T :

Top=poA ot p est la projection canonique p : Rz -+ Tz

et o A est l'application linéaire A : R2 -+ Rz

b 21 X

Q-GG
On dira que deux ensembles E1 et E2 de Rz sont des copies 1l'un de

1l'autre si il existe un couple (a,b) d'entiers tel que E1 = Ez + (3) . 0Ona

alors en particulier p(El) = p(Ez) .

I. Construction et propriétés markoviennes de la partition

Soient Al >1> Az > 0 les deux valeurs propres de A et, respective-
ment 61 et 62 les directions propres correspondantes. (Puisque A est symé-
trique, on peut remarquer que 61 et 62 sont perpendiculaires mais ceci ne joue

pas un rdle essentiel dans la suite).

Soit encore (O,el,ez) le repére orthonormé de Rz tel que le vecteur
e (respectivement ez) ait pour direction &, (resp. 52) et soit orienté

comme indiqué figure 1.



Considérons, a priori, les segments P1 et P2 de milieux 0 et
respectivement paralléles aux directions 61 et 52 caractérisés figure 1.
On obtient alors en envisageant toutes les copies de Pl et P2 un pavage de

Rz ainsi qu'une partition {Rl,...,R7} de Tz illustrés figure 2.

Remarques :
1. 8i l'on note, pour i = 1,2,@i 1l'ensemble de RZ constitué de toutes
les copies du segment P, , la longueur de P (resp. PZ) est déterminée de

maniére a satisfaire :

. l'appartenance de ses extrémités a Pz (resp. Pl)- d'olt un pavage en

"quadrilatéres fermés".
. la propriété (C) énoncée plus loin.

2. p est injective sur tout rectangle du pavage et deux rectangles du pavage

de mz ayant méme projection sur le tore sont des copies 1'un de 1'autre.

3. Le mot "partition" ci-dessus signifie que T2 = R1 U... UR, et que si
i#3j,R NR, =3R, N 3R, (ol 3R désigne le bord de R) .
P07 0 7
On pose pour la suite P = U aRi et I={1,2,...,7} .
i=1

Quelques définitions (illustrées figure 3)

On appellera :

Rectangle : tout rectangle de Rz » ou en projection sur le tore, d'aire non nulle

et délimité par des cétés paralléles aux directions propres de A .

Remarque : Sous l'action de A , un rectangle va subir une dilatation de rapport Al’

dans la direction 61 et une contraction de rapport Az dans la direction 62 .

v
7
h 4

R AR



Fibre dilatante (respectivement contractante) d'un rectangle R : tout segment de

direction 61 (respectivement 62) délimité par les "bords contractants" (resp.
"dilatants") de R .

c-rectangle (respectivement d-rectangle) : tout rectangle du plan dont les "bords

contractants" (respectivement "dilatants") sont contenus dans Pz.(resp. Pl) et
dont 1l'intérieur ne contient pas de points de Pl (resp. Pz) .

c-rectangle simple (respectivement d-rectangle simple) : tout c-rectangle

(respectivement d-rectangle) dont 1'intérieur ne contient pas de points de Ez

(respectivement Pl).

Propriété de partition Markovienne :

1. APZCP2 : En effet, comme P2 .passe par 0 et est paralléle & la direction
2 - Or,
si x e Pz , i1 existe y dans P2 tel que p(x) = p(y) et d'aprés ce qui pré-

contractante, tout point de P2 est transformé par A en un point de P

céde Ay ¢ P, . Comme enfin p(Ax) = p(Ay) , on en déduit que Ax ¢ P, puisque P,
contient toutes les copies de P2 .

2. A-IPICP1 : Méme raisonnement en remarquant que les directions dilatante

et contractante de A-l sont exactement inversées par rapport a celles de A .
Corollaire : L'image par A d'un c-rectangle R est encore un c-rectangle.

Preuve : De 1. , on déduit que les "bords contractants" de R sont transformés
par A en segments contenus dans Pz . De plus, AR N Pl = ¢ car

- © L4 - °
slaRne) =rRnATT P cROR =9,

On aurait de méme que l'ensemble des d-rectangles est stable par A-l .

IT. Images de rectangles

Le codage va découler des propriétés qui suivent sur les images des rec-

tangles du plan.

On notera dans la suite (31 ’ (32 s rees (37 les sept rectangles dis-
tincts représentés figure 4. Les conséquences des propriétés de partition marko-
vienne permettent d'obtenir sans calcul une connaissance suffisante des images

des C; , i=1,...,7 (voir les figures 5 a 11).

b
a2 - M©
ol les constantes a , b et ¢ (a = b+c) désignent les longueurs indiquées

(Pour s'en assurer il suffit de vérifier les relations : a =

figure 2).



On constate immédiatement que pour tout i dans I, AC; est un

‘c-rectangle divisé en n(i) c-rectangles simples I)i seeas I)?(i) . (Ceci

résulte d'ailleurs du corollaire précédent).

D'autre part, comme (:i , 1 =1,2,...,7 est un représentant de Ri

médulo la relation d'équivalence qui projette RZ dans Tz , Vu les images
4

des C,
i

, On a le systéme suivant :

TR1 c Rs ] R6 U R7 n(l) = 3 m(TRlnRj) >0 si je{5,6,7} , = 0 sinon
TR2 c RA ] R1 U Rz n(z) = 3» m(TRanj) >0 si je{4,1,2} , =0 sinon
TR3 c R4 1] R1 u R2 n(3) =3 m(TR3nRj) >0 si je{4,1,2} , =0 sinon

TR4 c R4 u R1 U R2

TR5 c R5 U R6 U R7

TR6CR3

TR7 c R5 U R6 U R7

n(4) = 3 m(TRanRj) >0 si je{4,1,2} , = 0 sinon
n(5) = 3 m(TRsnRj) >0 si je{5,6,7} , =0 sinon
n(6) = 1 m(TR6nRj) >0 si j=3, =0 sinon

n(7) = 1 m(TR7nRj) >0 si je{5,6,7} , = 0 sinon

Puisqu'il s'agit d'envisager la position au cours du temps d'un point du

tore relativement & la partition {Rl,Rz,...,R7} , i1 est alors naturel d'envisager

1'ensemble :

ol

T = {wes= (wk)kez € Iz / M(wk,mk+1) =1, VYkelt}

M est la matrice 7 x 7 telle que M(i,j) =1 si m(TRiﬂ Rj) >0
M(i,j) = 0 sinon.
Sur I on définit le décalage de Bernoulli, 6 :

I->2
w~ 6w tel que (ew)k =W Y k

et les projecteurs Qk : I+1

sur Iz.

W w ¥ k

k ’

Sur Az , on définit la distance d

IZ x IZ 5 R+
(w,w") » ;a 1 (1-8 ,) qui correspond & la topologie produit
k=-® 2 I k l wkwk

(£,d) est alors un fermé de (Iz,d) ; c'est donc un compact et sa tribu

borélienne est

B, = o({9k=i°,...,9

5 t:ke2;pa0O; i ,...,ip e I avec

k+p'ip] ) o
M(ij,in) = 1)



Propriété des DY , fel , kell,...,n(3)} :
Soit i ¢ I . Il est facile de vérifier :
(C') : si jeI et si M(i,j)=1 , il existe un unique m(j) dans

{;,...,n(i)} tel que p(I)?(j)) c Rj .

Les propriétés de 1'image par A d'un c-rectangle simple quelconque résultent

des propriétés précédentes et de la proposition qui suit.

Soit R un rectangle du pavage du plan. Il existe un unique i de I

tel que (:i et R soient copies l'un de l'autre.

La proposition suivante est immédiate mais trés importante.
Proposition : AR est une copie de ACi .

On en déduit, en particulier, que si C est un c-rectangle simple et si
p(C) ¢ R, » AC est un c-rectangle divisé en n(i) c-rectangles simples
Dl""’Dn(i) tels que si jel et si M(i,j) =1 :

(C) : il existe un unique m(j) dans {1,...,n(i)} tel que p(Dm(j))ch .

L'unicité qui intervient dans la propriété (C) sera essentielle pour la

définition du codage.

I1 est & noter que cette propriété d'unicité manque & toute partition

du tore plus grossiére, construite & 1l'aide de segments P, et P

1 moins longs.

2
-On pose pour la suite :
EI(E) = SUP{IEI"EZ' / 5191""’1182 ’ Ezel+n2ezeE , El.iz,nl,nzﬁR}
2,(E) = sup{[n;-n,| / &,e 4nje, , Eje +n,e,¢E , £ ,E,,n;,n,¢R])
et a(E) = inf{£eR / £e1+nezeE , neR} pour tout ensemble E de Rz .

Comme dans la direction § A se réduit i une homothétie, il est facile

1 ’

de voir que si j ¢ I et si M(i,j) =1, on a avec les notations précédentes :
1. il existe p(i,j) ¢ 10,11 tel que Ri(Aale(j)) = p(i,j)ll(C) (*)
2. il existe h(i,j) ¢ [0,1[ tel que a(A'lnm(J.)) = a(C) + h(i,j) 2,(C) (%)

Remarquons que zl(c) et a(C) ne dépendent que du rectangle du pavage de

R® contenant C . En particulier zl(c) = 21((31) .



Ces résultats sont illustrés figure 12, dans le cas i = 1 . Le tableau
des coefficients "p(i,j)" et "h(4i,j)" est donné figure 13. Remarquons, en parti-
culier, que ces coefficients ne dépendent que de i et de j , ce qui est une

conséquence de la proposition ci-dessus.

IfI. Codage

Définition de 7 :

1. Soit (wk)kZO une suite d'éléments dg I telle que M(wk,wk+1) = 1 pour
tout k2 0 .
Considérons alors une suite de c-rectangles simples (Fk)kzo définie

par récurrence comme suit @

. On prend FO un représentant quelconque de Rw dans le pavage

de Rz . ©
. 81 Fo,...,Fn sont choisis, on définit Fn+1 comme étant l'unique
c-rectangle simple qui divise AFn et tel que p(Fn+1) c Rw

n+l

Une telle construction est justifiée par la propriété (C) ci-dessus.
Alors :

a. Pour tout n20, F est un c-rectangle simple contenu dans AFn .

n+l

: -(n+l - -1 -
Adnsi ... A"( )FanA“Fnc...cA F,cF et AF_ ,nz0, estund-
rectangle simple contenu dans Fo .

b. A-1 dans la direction &) se réduit a une homothétie de rapport Az .

i -n . n
Ainsi 21(A Fn) AZ zl(Fn) g Az a.

I1 résulte de a et b que L (wk: k20) = n APF = n A
n n
o n20 nzp
(pour p 2 0) est une fibre contractante de Fo .

De plus, p(LF (mk : k 2 0) est une fibre contractante de R indé-
) o
pendante du représentant Fo de Rw choisi. On la notera L(wk : k20).
o

2. De la méme facgon, en étudiant 'I‘.1 et A-l , on pourrait associer a toute

suite (”k)kso vérifiant M(wk,wk+1) =1 pour tout k £ -1 , une suite (Bk)kso

de d-rectangles simples telle que Ly (wk : ksO) = n A" B~ soit une fibre di-
o nz0

latante de Bo dont la projection, L(wk : ks0) , sur T2 ne dépende pas du re-

présentant Bo de Rw choisi.
o
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A toute suite w = (wk)kez de I , on peut donc associer 1'unique
élément 7(w) de L(wk :k20)n L(wk : k $0) . Ce qui définit 1'application :
m: L > Tz

w > 1(w)

Propriétés de w :

1. Tk o m{w) ¢ R pour tout k ¢ Z
“k

Avec les notations précédentes, il existe un représentant y de 7(w)

dans LF (wk : k20) et l'on a p(Ak y) = Tk o m(w) ¢ p(Fk) c Rw » pour tout
o k
k20. Lecas k <0 est similaire.

2. 7 est surjective

Soient x ¢ TZ » ¥ un représentant quelconque de x et R un rectangle

du pavage contenant y . Considérons alors une suite (Fn)n>0 de c-rectangles

simples telle que :

Si ¥ ,...,F_ sont choisis, on prend F comme étant 1'un des c-rectan-
o n n+l n+l

gles simples qui divise AFn et tel que A y € Fn+1 .

* Posons pour tout n2 0, © 1l'unique élément de A tel que

p(F)cR,
n

I1 est alors facile de voir que :

. M(wk,w =1 pour k20

et1?

. n Ak F, = L(w : k2 0)
k20

.y € LR(wk :k20).

De la méme fagon que ci-dessus, on peut construire (w telle que :

k)k$0
. M(wk_l,wk) =1 pour kS0

.y € LR(wk : k $0)

Ainsi y est l'unique élément de (w, : k20) n L (w,_ : k20) et donc
k Rk

m(w) = p(y) = x . Ce qui assure la surjectivité de = .
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Remarques :
A. Détermination de l'abscisse o de y dans (O,el,ez) .
Ona a= u(LR(wk : k20)) = 1im a(A"”F_) avec les notations ci-dessus.
nrtm n

Montrons que pour n 2 0 :

-(n+1) - -n -n
a. a(a Fn+1) a(A Fn) + h(wn,mn+l) ll(A Fn)
-(n+1) o -n
b. "’1(A Fn+1) - p(""1'1’“’1'14-1) ’1'1(A Fn)
) +o0 n-1
I1 en résultera que a, = o(R) + zl(R) nio h(wn,wn+1) p:o p(wp,wp+1)

On a vu ((*%)) que o(A"'F_ ) = a(F ) + h(w ) 4, (F) .

D'autre part, étant donnée la nature de A"" dans la direction 61 , un
point de F_ d'abcisse a(Fn) + xll(Fn) (x €[0,1]) dans (O,el.ez) est trans-
formé par A" enun point de R d'abcisse afA ™" Fn) + x ll(A'n Fn) .

-(n+1)
n+1))

-n -n
a(A Fn)+h(wn,wn+l) El(A Fn) .

F.)=a(APIF

On en déduit que a(A n+l

Le résultat b est similaire en utilisant (%) .

B. Un point x de Tz admet au plus 16 codages distincts.
Soit y un représentant quelconque de x .

.81 w est un codage de x , x est élément de Rw et y appartient

donc & un rectangle R du pavage du plan de projection ° Rw sur Tz .
o

Considérons alors les suites (Bk.)kso et (FK)kZO assocides &3 w et
vérifiant Bo = F° = R , dont la construction a été décrite lors de la définition
de 7 . Par injectivité de p sur R , nécessairement LR(wk :ks0)n LR
(wk : k2 0) = {y} . On en déduit que les suites (Bk)kso et (Fk)kzo , et donc
le codage w de x , auraient pu étre obtenues a partir de y par la méthode
décrite dans la preuve de la surjectivité de 7 . On peut donc atteindre tout
codage de x par cette méthode et leur nombre est limité par le nombre de cons-
tructions possibles de ces suites associées a y . Envisageons alors ces construc-
tions.

Un point de Rz ne pouvant appartenir a plus de quatre rectangles du
pavage, on a au plus quatre choix possibles pour Bo = Fo = R . De plus, si
Fo’Fl""’Fn sont déterminés, deux situations se présentent pour le choix de

Fn+1 :
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. Soit An+l y n'appartient pas aux 'bords contractants' délimitant

deux des c-rectangles simples qui divisent AFn et alors il n'y a pas d'ambi-

guité sur le choix de Fn+1 .

+ s X Sy
. Soit A" 1 y appartient a ces segments et il y a deux possibilités

pour la détermination de F Mais il est & noter qu'alors, pour le choix des

ntl °
Fn+p , P22, on sera dans la situation précédente qui ne présente pas d'ambi-
guité (An+p y appartenant toujours aux "bords contractants' de AFn+p-l)'

Ainsi, une fois choisi Fo , on a au plus deux possibilités pour cons-
truire (F ) - De la méme fagon, une fois choisi B_, on a au plus deux possi-
bilités pour construlre (B_ ) nz0° Le nombre de codages de x est donc limité a
2 x4 x2=16.

3. Ton=m106 sur I

Soit w = (wk)kez un élément de I .

2 m(w; )
Notons C @ le rectangle du pavage de R~ contenant I)w .
o'l o
1l'unique c-rectangle simple qui divise A(:w et dont la projection sur le tore
0
est incluse dans R
“1
Construisons, comme dans la définition de w, les suites :
. (Bk)kSO et (Fk)kzo associées & w avec B =F = <:w°
1 3 2 t = B! =
(Bk)kso et (Fk)kzo associées & 6w avec Bl = F! (:”o’wl et
posons y l'unique élément de LC:w (wk : ksO) n L<:w (wk : k20)  (p(y)=m(w)) .
o o
1 1
On a alors, pour tout k 2 0, Fk+1 c Fk et B—(k+1) ¢ B
Ainsi
k +1 k+1
( :ks0)=A( n A B.)=n B,>n A" "B (w : k50)
i o Ko Kazg e, Ju, Kl
“o o'l
- k+l) -k
et AL (w :k20)=A( n A ( )= NA F <N A F'=L (w,,,: k20)
(3w° k k20 k+1 k20 k+l k20 k CZw oo k+1
Enfin, comme L . (wk:kSO)nL(: (wk:kZO) contient un représentant
W _ W W W
o’1 o'l
de Bw , on en déduit que AL~ (wk:kSO)nAL(: (wk:k20)={Ay}=L(: (wk+1:k50)ﬂ
w w W ,w
o (] 0’1
Lo (wk+1:k20) et donc que T(Bw) = p(Ay) =T o p(y) = T o n(w)

W W
0’1
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- +o
4, Si X e Tz = Tz /u TP P, il existe un unique w de I tel que w(w)=x :

n:—ao

En effet, supposons qu'il existe w et w' dans I distincts avec

mw) = 7(w') = x . Alors, il existe k ~dans Z tel que wy # wé et, vu la
k o o -k
propriété 1, T  om(w) ¢ R NR, =38R N, .Donc x=rmw) ¢T
) w. w. W, wk

kO ko kO o

°p

ce qui est exclus.
Remarquons, de plus, que T(Tz) =Y

Conséquences :
1. o Tz +> I

x+» w tel que m(w) = x est bien définie.

En fait, vu la premiére propriété, 1r(x)k (keZ) est parfaitement caracté-

risé par la relation Tk X € R;(x) . Ainsi, comme m(Tz) =1, le but fixé est
k

atteint pour presque tout point de Tz .
2. 6 0o0m=m10T sur Tz

Si x ¢ 12 , Tx ¢ iz et 7(6 o ;(x)) =ToTo ;(x) = T(x) .

~

3.7 2 (T2 , B . NT) — (%, Isz) est mesurable.

2
T
En effet, si p20, qz2 0, io’il""’ip""’ip+q e I avec
s : . o q
M(lj,lj+1) =1 pour j € {0,...,p+q~1} et si (Bk)ka-p et (Fk)k=0 sont les
rectangles associés a (wk)qs_p , ol w = ip+k pour k ¢ {-p,...,q} , et véri-
fiant B =F =C, , ona:
° o lp
~-1 . o2 jm~Po o q
[0 = ,...,0 = ,...,0 =1 J={xeT"/T “xeR, ,...,xeR, ,...,T xeR }
“p "o’ o i i
P ° z q 'piq o lp ptq
= “P =F = q
T° 0 p{yeR"/A yeB_P,...,yeBo F (3ip,...,A yEFq}

=T°n p(ApB_pnA-qu) ou APB_p n A-qu est un rectangle du plan

contenu dans C, et dont les "bords dilatants" (resp. "contractants") ont une
p
P . q %
longueur égale & A, Zl(Fq) (resp. A3 QZ(B_p)) .
La premiére égalité suffisait pour prouver la mesurabilité, les autres
égalités seront utilisées dans la suite.

5. 1 est holdérienne

Soient w , w' € I .

.8 0<¢dlw,w')<l, w#w , Wy = W
1

keZ} « N* . On a alors d(w,w')2 - -

20

= i !
et n inf{|k|20 / wfwp ,
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De plus, comme wy =‘wi sur {-n°+1 , ...,no-l) , étant donné la défi-

nition de 7, 7(w) et w(w') sont contenus dans un méme carré de cété de
n -1
longueur inférieure ou égale a alz

n -1 n
Ainsi, 6(w(w), m(w")) s V2 aAzo = (V2 aAl) A2°
€ log Az
et s(m(w),m(w")) s (V2 aAl) dlw,w') ot = Tog 172

.S dlw,w') 21, 8(m(w), mMw')) S 1/2 s 1/2 d(w,w")®

Il en résulte dans tous les cas que é(v(w),ﬂ(w'))Smax(%,/iéAl)d(w,w')E

ce qui prouve que 7 est hdldérienne.

IV. Une mesure v sur I
m ;(Tz , B 2 n TZ , m) > (g, 132) est mesurable.
T
On peut donc définir une mesure sur (I, ]32) en posant :

v(F) = m(%-l(F)) , pour tout F de 132

On a, en particulier :

a- 6v =7V : pour tout F de Bz s

0V (F) = V[6¢F] =m[B on ¢ Fl=mlmnoTe¢F]l=mnreF] ="y (F) .

b- supp v =I : pour tout w de I et tout n2 0,

1
2n-l

B(w,€) > (@ =w_,...,8 =w] dés que € >

et donc Vv (B(w,€)) 2 v [0, =w pseesfly =w,..0,0 = w, ]

m('l‘2 n p(AnB-n na’® Fn)) (notations du III-propriété 4-

conséquence 3).

m(p(A" B__ N A" F))

[ \"

n,2
(c Az) >0
Théoréme : Les systémes dynamiques (Tz, B 2,m,T) et (2,132.3 ,8) sont isomor-
phes. T
Preuve : Il suffit de rassembler les résultats précédents.

Remarque : En particulier, (2, 132, 3, 8) est ergodique et méme mélangeant.

Propriété markovienne de v :

Vu le III- propriété 4- conséquence 3- :
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v =1 =9 =1 = 2 “pP
v [Qo i Ql 11,...,Qp 1p] m(T° n p((:ioﬂ A Fp))

o F_  est obtenu comme précédemment i l'aide de (io”"'ip) et en partant de

m(p(B_ N AP Fp)) = zl(A'PFp) zz(czio)

= 2,(F ) p(d ,1,)... p(ip_l,ip) zz(czio) (voir III- propriété 2-

remarque 1)

m(Rio) p(di_,i;)... p(ip_l. ip)

Une remarque sur la matrice M :

Comme T est mélangeante et comme pour tout i,j de A :

m(Ri) m(Rj) > 0, il existe un entier Ni j 21 tel que

’

-n - -2 -n
m(T Rj n Ri) m(T° n R, AT Rj) >0 pour n 2N, 5 -

’

Ainsi, pour tout i,j de I , il existe N, ., 2 1 tel que, dés que

(n) (n) _ etl’Jw(n) =
o n '

naza Ni i il existe w € I avec w

(Prendre pour w(n) le Codage d'un point de T° n Ri noh Rj) . De plus, comme
Mn(i,j) est le nombre de suites w_ w, ... @ d'entiers de A qui vérifient

o
)=1 Vk,w =i, w =ji", Mn(i,j) est strictement positif pour

1
M(wk’ “k+1 o n
tout n 2 N, .
i,j n
"Il en résulte que M est réguliére : M °s0 pour n = Sup Ni j
i,j 7’

On vérifie en fait que M4 >0 .

V. Généralisation

Soit S un automorphisme ergodique quelconque du tore.

On veut montrer ici que pour S on peut définir un codage possédant les
mémes propriétés que le codage relatif &4 T . La suite du mémoire pourra alors

facilement se généraliser & l'ensemble des automorphismes ergodiques du tore.

Si 1'on note B 1l'application linéaire sur Rz associée & S , on sait
que B posséde deux directions propres, 1l'une contractante, l'autre dilatante. Il

va donc étre possible, en utilisant le méme procédé que pour T, de définir :

. sur mz , un pavage en parallélogrammes délimités par des cotés paral-

léles aux directions propres de B ,

. sur Tz , une partition en n éléments distincts : Rl""’Rn .
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Par construction, les propriétés de partition markovienne seront conser-
vées. De plus, S étant ergodique, les deux droites de Rz passant par O et
paralléles aux directions propres de B ont leur pente irrationnelle et donc leur
projection sur Tz est partout dense. Il s'ensuit, la plus grande valeur propre
de B étant fixée, que le pavage précédent peut étre choisi de maniére a ce que
p soit injective sur tous ses parallélogrammes et que ces derniers soient suffisam-

ment "petits" pour vérifier une condition analogue & la condition (C) ci-dessus.

On peut donc encore construire une matrice N de taille n x n , réguliére
grice au mélange, qui permette, si I = {we{l,Z,...,n}z/N(wk,wk+l)=1 pour keZ} ,
de définir un codage T : I = Tz qui vérifie les mémes "bonnes" propriétés que

T I~ T2 associé a T .
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PARTIE III
DU TORE AUX CHAINES DE b41&lii(()‘l

On reprend les notations de la partie II.

I. Les suites unilatéres M-admissibles

On considére maintenant l'ensemble Z+ = {weIN/M(w )=1 , v k20}

k* Ykl
des suites M-admissibles d'éléments de I .
On notera alors

p+ LI 4 z* » la projection canonique,

® , le décalage sur ot R (62+ =1t et p+ 08 =860 p+)

d , la distance sur IN définie par d(w,w') = I —%—(1-6 ')
k20 2 “k“k

et v , la probabilité sur (Z+,13 +) image de Vv par p+ (6v = v) .

Il est clair que (Z+,d) est un fermé de (AN,d) . C'est donc un espace métrique

compact. De plus, supp v = 2+ car p+ est continue et supp V=1,

Remarquons, enfin, que l'on a d(p+(x),p+(y)) < d(x,y) pour tout
(x,y) e 2 x1I.

II. Enoncé du probléme

Le but du mémoire est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme I : (T2.13 9 m,T) vérifie le théoréme limite central.
. T

On montrera, dans cette partie, qu'il suffit en fait de démontrer 1la

proposition suivante :

Proposition 2 : (2+ , B + 0 VU 8) vérifie le théoréme limite central.

z

. . +
On pourra alors, dans la suite, se ramener aux chaines de Markov sur I

III. Du tore & I

Vu les propriétés de 7 et la définition de v , la seule difficulté
pour déduire le Théoréme I de la proposition 1 ci-dessous est de nature topologi-
que. Elle est résumée dans le lemme 1 dont la preuve est discutée dans la derniére

partie du mémoire.

Proposition 1 : (2,132,;,8) vérifie le théoréme limite central.
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Lemme 1 : Soit f : (T2,6) + R une fonction hdldérienne.

si f on est un cobord dans (2,]32,5,9) , alors f est un cobord dans
(12,8 ,,m,1) .
) T

IV.De 3 & 17

Commengons par démontrer le lemme suivant : (Bowen [2]).

Lemme 2 : Si g : (£,d) » R est une fonction hdldérienne, il existe v :

(£,d) > R holdérienne telle que g =g+ v o8 -v vérifie: g (x) =g (y) des
+ +

que p (x) =p (y) .

Preuve :

)::_m dans I avec a_ _=p,

On considére pour tout p de A, (ak o.p

sP
On définit alors la fonction r : £ » I
r(x),.=x, pour i20
x » r(x) telle que i
r(x).=a, pour is0
(r(x) ne dépend que des x;, 12 0) . N 1o,

Dans un premier temps, on suppose qu'il existe une fonction hdldérienne v
vérifiant les conditions du lemme 2 .

Comme g+ v o6 - v ne dépend alors que du futur, il en est a fortiori de
méme pour la fonction g o ej +vo 6j+1 -vo Bj quel que soit l'entier naturel

j choisi. On en déduit le systéme suivant :

.g+vobB-v=gor+vobBor-vor

gooé+vo 92 ~-vobé=go6or+vo 62 ocor-vobBor

N-1

gob +vod-voos 1 N N-1

Nfl =g o0 9N- or+vob or-vodb or

Ce qui donne aprés sommation terme a terme et réarrangement :
N-1 . . N
I (gool-godlor)=(v-vor)-(vo8 -vob
j=0

N or)

pour tout N2 1 .

Or v est uniformément continue sur I et donc (v o BN -Vvo SN o r)N21

converge simplement vers 0 . On en déduit gque, nécessairement,
o

v(iz) ~vor(x)= I (go Bj(x) -go Bj(r(x))) pour tout x de I .
j=0
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De plus, il est facile de vérifier que si v satisfait les conditions
du lemme 2, v - v o r satisfait également ces mémes conditions. La fonction

+o . .
X - jéo (g 0 83(x) - g 0 89(r(x))) doit donc convenir.

Revenons maintenant & la démonstration proprement dite. On a :

|g083 (x)-go8d (x(x))| s k d(69(x),83(x(x)))® car g est holdérienne
-j-l :

sk (¢: 1
-0 2

s K ZE(A-E-)J pour tout x dans I et tout 320 (1)
o0 2 . '
La quantité v(x) = I (g o 83(x) - g o 89(r(x))) est donc bien définie
j=0 .
pour tout X ¢ I . En outre, il est fac11e de voir que si g+ g+vobd-v, on

m )¢ car BJ(x)k = ¢Jo r(x)k pour k2-j .

asur I: g (x) g(r(x)) + 2 (g o PEAS (r(x)) - go GJ(r(ex))) , expression
j=0
qui ne dépend que des coordonnées d'indice positif.

I1 ne reste donc plus qu'a vérifier que v est héldérienne.
Soient x et y fixés dans I .

.81 0<d(x,y) <1, x#¢y et X, =,

Ainsi n_ = sup{k20|x1=yi » ¥ |i| Sk} eN et pour 053 Sn :
. . . . n -j
|8067 (x)-g067 (y)| s K(d(63(x),03(y)))® 5 K 2°(1) ° (2)
2

: : s s s : n
et |go8? (r(x))-go6d (x(y)) [sK(a(6? (x(x)), 09 (x(yM® ska(ed (x), 03 (y)) *sk2®(Lo) © e
_ 2

On déduit donc de (1), (2) et (3), en posant b = K2° et o =2"%:

[ng/2] . . [ng/2] \
[v(x)-v(y)|s ° [g087 (x)-go8d (y) |+ § lgoeJ(r(x))'SOQj(r(y))l
: 0

oo . 4o . .
+ 3 |goej(x)-goej(r(x))|+ b (goeJ(y)-goBJ(r(y))|
[ng /2]+l [ng /2]+1

/2] n-j e . n_-2[n /2]  [n_/2]+1 [n /
s 2b( g +[ Z/ : o’ )=%%; a (l-a ° Mo)e ©
n,/2]+1
[n°/2]

c 1 ! . 2b,1+a
Ainsi, comme d(x,y) 2 -;;:T y v(x)-v(y)| s K'd(x,y)* ot K'= ;—(T:E)
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. 81 d(x,y)el , |v(x)-v(y)| $|v(x)|+|V(y)|SI%§ = %%é s K'd(x,y)s'

Ce qui achéve la preuve du lemme.

' On considére maintenant une fonction f : (I,d) » R hdldérienne, de
moyenne nulle, qui ne soit pas un cobord et 1l'on admet la proposition 2. Pour
clore cette partie, il suffit de montrer que f vérifie les implications de

la proposition 1.

Le lemme 2 permet d'associer a f une fonction u : (£,d) » R hdldérienne
telle que §+ = f+uob-u ne dépende que des coordonnées d'indice positif. Comme 6
est hdldérienne et comme ?+-f est un cobord, les hypothéses faites sur f sont
encore vérifiées par f+
v De plus, on peut définir une fonction f+ sur 2+ par
ffop+(x) = f+(x) , Vx el

+ . tp s
Lemme 3 : f vérifie les implications de la proposition 2.
Preuve :

Comme on admet la proposition 2, il suffit de vérifier les trois points
suivants :

- £% est holdériemne :

Soient x et y dans 2+ .
> Siox #y , prenons X et y dans I tels que p+(;) =x et
- T - - b
p+(y) =y . Alors |f (x)-f+(y)l = [f+(x)-f+(y)| scdx, )" car f est

héldérienne

s C(1+d(x,y))" s ¢ 2" d(x,y)" car d(x,y) 21 .

+ 8i x , il existe x et y dans I tels que p+(;) =x,

(¢
+, - -
p (y) =y et x, =

Yo
;i pour tout i S 0 .
+ s e - -
Alors |f (x)-f+(y)|=[f+(x)-f (M scax, " = cd(x,y)" s 2cdx,y)" .
+
- f est de moyenne nulle :

f f+ dv = J f+ ) p+ dv = J FFav=o0

- f+ n'est pas un cobord : Sinon, on aurait f+ = gob-g avec g Z+ + R
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héldérienne et, pour tout x de I , ?+(x)=f+op+(x)=goeop+(x)-gop+(x) =
+ +
(gop Jo8(x)-(gop )(x) ; ce qui est exclus car comme p+ est lipschitzienne,

+

gop est héldérienne.

L . + 3

L'étroite relation entre f et f+ permet alors d'assurer le lemme

qui suit :

2 S . . . o
Lemme 4 : f  vérifie les implications de la proposition 1.
Preuve :

Le lemme se déduit des deux égalités suivantes qui résultent de la commuta-
tivité de p+ et 6 :

S f 2 n-1 n-1 2
. J( i) 4v = J l( : o Ok)z dv = J i (: (7 o p+)oek) dv
/n oo "o
n-1 S f+
= J % (2 f+06k)2 o p+ av = j (= )2 dv
0 n

. De méme, on a ;{xezlsnf+(x)50(f+)t/5} = v{xez+|Snf+(x)§c(f+)t/;}

Pour conclure, il suffit donc de montrer le résultat suivant :

Lemme 5 : Soient g et h deux fonctions hdldériennes sur I & valeurs réelles
et de moyenne nulle. Si g-h est un cobord et si g vérifie les implications de
la proposition 1, il en est de méme de h .

Preuve :

I1 existe v ¢ H(Z) tel que g-h=v o8 - v . Ainsi Sng-th=voen-v

et donc, en particulier
J(———) dv= J(-——) dv+2v(———(v06 -v))+ i ((vos® -v) ) , pour tout n 21

Or, par ergodicité, ( )nzl converge dans L (v) vers hdv = 0 . L'inégalité
S h
Iv(———(voe -v))|s2kvi v(l—;—l) assure donc la convergence vers 0 de

(3(-3— (v o 87-v))) o,

Ainsi, comme évidemment 1lim % ;((voen-v)z) =0, si (J(—g—)2 dc)nzl

n->+°°Sh

converge, il en est de méme pour (J(——-) dv ) et
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sg . Sh. _
lim J(—“— )2 4% = lim J(-—‘l-)2 v = 0%

N0 vn b n
S g-S h
Enfin, v étant bornée, (I-—n--——n-l)ﬂ21 converge uniformément vers 0 .
S g o v/n

Il en résulte que si (--3-)1121 converge en loi vers- la loi normale centrée réduite,
ovn
th

il en est de méme de (7-)nzl .

ovn
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PARTIE IV

UN NOYAU MARKOVIEN SUR 234—

Le passage de I a Z+ correspond intuitivement & oublier le comporte-
2,...,R7} . On

va ici construire un opérateur P qui permettra, en un certain sens, de reconsti-

ment passé des points de T2 relativement & la partition {RI’R

tuer ce passé perdu. La reconstitution sera de nature probabiliste. Plus précisé-
ment, comme le montrera la propriété 3 ci-dessous, P sera l'adjoint de 1'opéra-

teur 6 : ¢ > 69 = ¢ 0 6 .
Dans la suite, on se fixe € > 0 quelconque et l'on reprend les notations
précédemment introduites.
Notations :
. Pour tout a de A , on considérera l'application : .

a : IN > IN

X + ax tel que ‘g

AN

(ax)° = a

(ax)k = X, _; » pour k21

. On définit aussi, pour tout a de I :

P, * IN > R+

m(R )
X - pa(x) = ;?ﬁ;éj p(a,xo) ot p(i,j) =0 si M(i,j) =0.
o

Remarques :
Pour tout a de I :

> a est une contraction sur (IN,dE) :

pour x,yeIN , d(ax,ay)® = lE d(x,y)*
2

> p, est lipschitzienne sur (IN,dE) :

m(Ra) €
pour x,yefN , Ipa(x)-pa(y)l s Ziuz (Ezﬁgj p(a,b)) d(x,y) .
€

Origine et définition de P :

Le raisonnement qui suit manque de rigueur. Son but est simplement de
justifier de maniére intuitive la définition de P .
Soit ¢ : (Z+ , B +) + (R, IBR) une fonction mesurable bornée.

z
On appellera "classe +" de T2 associée a3 w € gt , le sous-ensemble Cw

de Tz qui regroupe les éléments du tore dont un codage admet w comme partie po-

sitive. (On sait que les "classes +" correspondent aux fibres contractantes de la



- 24 ~

partition). On peut alors considérer ¢ comme une "application" sur ces

“classes +'".

Si w est un élément de ot , on veut désigner par P¢(w) la valeur
probable de ¢ en une "classe +" C, de 2 sachant simplement que T(C,)<C
. “ly w )

Pé sera alors en quelque sorte une ''reconstitution de "¢ o © . (Voir la pro-

priété 3 ci-dessous qui exprime cette correspondance entre P et 9—1).

I1 est donc naturel de définir P¢(w) comme le barycentre des valeurs
¢(aw) , ael et aw62+ , pondérées des chances d'étre en Caw sachant qu'a
l'instant suivant on se trouve en Cw . La figure 14 permet, sur un exemple, de

m(R nT-lRw ) m(R )pla w))
. X a ) a , 0
constater que ces poids sont égaux & 2 E ) =2 @® ) = pa(m) . (En

o °
fait, plus directement, la nature markovienne de la partition assure que le poids

associé & ¢(aw) ne dépend que de a et de w et qu 'il vaut m(R [T R )—p (w))
%

On pose donc P¢(w) = DR pa(w)¢(am) ; ce qui définit une probabilité
+ ael awel
de transition sur (I ,B +) .
I

Propriétés de P : Vu les remarques précédentes, les résultats 1 et 2 suivants

sont bien connus :

1. P(C(Z+)) c C(Z+) ., P est un opérateur borné et positif sur (C(E+),H.Hm) et
jIPi s 1.

+ + + p=2"%<1
<
2. P(LE(Z }) e LE(Z ) et lp¢l€ g pﬂ¢l€ + Ci¢l_ pour ¢ ¢ LE(Z ) avec c20
3. v(¢.Py) = v(¢o8.9) pour toutes fonctions ¢,y : (Z+,13 +) > (R,IBR) mesurables

z
bornées.

. v(P¢) = v(e) :
Par un raisonnement classique qui utilise le théoréme des classes monotones

on voit qu'il suffit de vérifier que, pour tout p 2 0 et tout
(p+1)-uple(i ,11,...,1 yerFtl

“(Pl[n GSigreeeef =i ]
vienne de v o P

avec M(iJ,i +1) =1 pour j ¢ {0,...,p~1} , on a :

= V[Q 1 . ..,9p=1 ] (*) . Or, étant donné la nature marko-

v(Pl[nosio""’npgipl) ) afI J 1[9 =i ,.. .,ﬂ =i ](ax) Pa (x) dv(x)
M(a,i ) 1 °c©
m(Ra)
afI ;Ti';j p(a,i )V{xez /(ax) —1 ,(ax) —11, ces

(aX)p
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m(R_)
aeI m p(a,i,)é_(i Im(R, )p(ll,lz)
|
( p'l’lp) .
= m(Ri )p(io,il)...p(ip_l,ip) ; ce qui prouve

. )
1'égalité (%).

. v(¢.PY) = ¢ J ¢(x)¥(ax)p_(x)dv(x) avec v(ax)p (x) = 0 si ax4£+
ael
= I j ¢oe(ax)w(ax)pa(x)dv(x)
ael
= v(P(¢08.9)) = v(¢oB.y) d'aprés ce qui précéde.
4. P est compact de (L _(2'),1 1) dans (L (z),0 1) Gi.e. :
+ . . .
. Si (¢n)n € LE(Z ) et si s:p I¢n!e < += , il existe (nk)k et h e LE(Z+)
tels que lim {P¢ ~-hi_ = 0) :
koo k
. I1 existe (nk)k et he C(Z+) tels que lim IP¢ 1 =0.
koo k
En effet, comme supl¢ l < 4o, supIP¢ l < 4= et donc (P¢ ) est une suite

n
bornée dans (C(E+) i.1.) et uniformément équicontinue. On conclut alors par le

theoreme d'Ascoli puisque (2 ,d) est compact.

helL (Z ) car suplPp I < 4= et car
€ K My €

1bG)-h(y) | S lim inf [P@ ] pour tous x et y de 2+ avec
d(X,Y) k

xty.

5. Sur les valeurs propres de module 1 de l'opérateur P : Le(z+) > LE(Z+) .

a. Pl=1 car I pa(x) =1 pour tout x ¢ gt
ael

b. 1 est valeur propre simple :
Soit ¢ e Le(2+) avec P¢ = ¢ .

Comme il s'agit de montrer que ¢ est constante et comme P, est réelle pour

tout a de I , on peut supposer ¢ & valeurs réelles, ce que l'on fait dans

la suite.
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Puisque (Z+,ds) est compact, il existe x dans 2+ tel que

o(x) = sup ¢(y) . Mais o¢(x) = = pa(x) ¢(ax) et donc, si ax ¢ ot , on ne

yeZ ael
M(a,xo)=1
peut avoir ¢(ax) < ¢(x) (car Pa(x) >0, I pa(x) =1 et ¢(y)se(x) , Vye2+).

a

¢(x) dés que ax ¢ Z+ et, par récurrence, que

On en déduit que ¢(ax)
+
¢(a°...akx) = ¢(x) pour tous k20, ao,al,...,akel pourvu que . 3;...3,Xel .

Le lemme suivant et la continuité de ¢ permettent alors de conclure.

+
?gfme ; {ao al...akx/kZO JE T SPPPRRE MK I; 8,8;. 8 X € L'} est dense dans
2, d) .

Preuve :
Soient x' ¢ Z+ et n 2 0 fixés quelconques.
4
= w! = %! . .
Posons a =x' ,ea =x . Comme M > 0 , il existe 2+1 ¢ %n+2
et a .o dans I tels que M(an,an+1) = M(an+1,an+2) = M(an+2,an+3) =

M(an+3,xo) =1,

. +
Ainsi aoal...a a +lan+23n+3 X €I

nn
1 1
* — 3
et d(aoal"'ananllan 2anl3x,x ) § nzl 2k ,n » ce qui assure la

densité.

c. 1 est l'unique valeur propre dans Sl de P (méme méthode en passant

d'abord par les valeurs absolues).



PARTIE V

THEOREME LIMITE CENTRAL POUR UNE CLASSE
DE CHATNES DE MARKOV

. Cette partie est entiérement inspirée de l'article [5] de Y. Guivarc'h
et J. Hardy.

On considére ici un espace métrique compact (X,d) et une probabilité

de transition, P , sur (X,IBX) satisfaisant les hypothéses :
1. P(C(X)) e c(X)
2. P(L(X)) ¢ L(X) et IP¢l s pled + Chol_ pour ¢ ¢ L(X) avec
0sp<1 et C20.
3. P est compact de (L(X),#.1) dans (L(X),4.1_) .
4., 1 est valeur propre simple de l'opérateur P : L(X) » L(X) et

c¢'est 1l'unique valeur propre de module 1 .

Le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu (annexe I) permet alors
d'affirmer les propriétés suivantes (P étant considéré comme opérateur borné
de (L(X),0.4)) :

a - Ker(I-P) = Ker(I-P)2
b - Il existe un sous-espace fermé H de L(X) tel que
L(X) = Ker(I-P) s H
et la restriction de P & H a un rayon spectral <1 .

c - Le projecteur 7 sur Ker(I-P) dans la décomposition ci-dessus
est borné dans (L(X),1 1) .

I. Existence et unicité d'une probabilité P-invariante sur (X,IBX)

Remarquons tout d‘'abord que, pour toute fonction ¢ de L(X) , la suite

(PP (I-7)et = IPn¢-w¢l)nzo converge exponentiellement vers 0 car r(P(I-w))<1 .

De plus, puisque dim(Ker(I-P))=1 , on peut considérer la forme linéaire

continue v sur (L(X),l#.8) définie par w¢ = v(¢)1l pour toute ¢eL(X) .

Ainsi, comme 7 est borné dans (L(X),4.1 ) et comme L(X) est dense
dans (C(X).H.HQ) y Vv se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue
sur (C(X),¥.1_) que 1l'on note encore v et qui vérifie pour ¢ dans C(X) :

lim Pn¢ = v(¢) uniformément sur X .
e
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Enfin, on déduit de la convergence précédente que Vv est positive (car
P est positif) et P-invariante. v est donc une mesure de probabilité
(v(1) =1 car Pl =1) sur (X.IBX) P-invariante. On vérifie facilement que

c'est la seule.

II. Perturbation de 1'opérateur de Perron-Frobenius

On considére, dans la suite, la chaine de Markov canonique, (Xk)kzb s
a valeurs dans X , de probabilité de transition P et de loi initiale la masse
de Dirac, Gx , au point x ¢ X fixé. On notera Px y la p;obqbilité correspon-
dante sur l'espace des trajectoires de la chaine et Ex 1'espérance associée.

n-1
On pose § = I foX,n21l od f estune fonction de L(X) a valeurs
0
réelles vérifiant v(f) =0 .

On veut démontrer un théoréme limite central pour (Sn)nZI . On s'intéresse
iAS
donc aux fonctions caractéristiques A - Ex[e n] , n21 . Le lemme suivant en donne

une expression plus commode.

Lemme 1 : Pour tout n 2 1 , tout réel A et toute fonction ¢ ¢ L(X) , on a
iAS
n o JIAf(x) on-1
E[e (X )] =e P, (Po)(x)

on P ,z¢C, est 1'opérateur borné de (L(X),! 1) défini par Pzw=P(erw),weL(X)

Preuve :
Le lemme résulte de la formule suivante, valable pour tout n 2 1 :
P(elAf.P(ele... P(elAf.P¢)...)) = P?;l(P¢) ; formule que l'on vérifie
(n-1) fois

aisément par récurrence.

Lemme 2 : La fonction z ~» Pz est analytique de € dans 1l'espace de Banach,
L(L(X),0.4) , des opérateurs bornés de (L(X),#.1) et, pour tout z complexe,

4ok
z . e
P, kio BT M o M e L(L(X), #.1) est défini par

Mo = B(£5%) , ¢ ¢ L(X) .
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Preuve :

Remarquons tout d'abord que, pour tout k 2 1 , -k

M S 1P a£157] (k€] + #£1) d'od 1'on déduit que 1a série I Z M_,zeC ,
o - Km0 k! "k
converge normalement dans 1l'espace de Banach TI.{L(X),f.i) .

Pour tout k 2 1 et toute fonction ¢ de L(X) ,
ot s 121 1£50 = 1PE(ENe] + e 1£1%)
s 1P1 (e [£57 + 160X (o] + non_ 1£1%)

Mais il est facile de vérifier par récurrence que [fk] s kﬂfnz-l[f] .

Ainsi, M1 s EPACkOL (kIEIETILEIHAE) + (0] Es¥)
k-1

S 1Pv (k[£] + #f1 ) #f1 i¢l , ce qui prouve l'inégalité

cherchée.

Les égalités suivantes achévent alors la preuve du iemme :
oo zk +oo Zk X
oM o(x) = 2 J w7 T () ¢(y) P(x,dy)
k=0 ™7 k=0
oo zk K oo zk
= (2 w7 £ (yNe(y)P(x,dy) car ( : i £
k=0 k=0

converge uniformément sur X

ky

= Pz¢(x) pour tout x dans I , toute fonction ¢  dans

L(X) et tout complexe 2z .

Le lemme 2, 1l'égalité Po = P et les propriétés 4-, a- et b- sur P
permettent, grdce au théoréme des perturbations (annexe II), de préciser le spectre,

o(Pz) » des opérateurs P , 2 suffisamment petit :
I1 existe a , B > 0 tels que si z ¢ D(0,B)
(1) o(Pz) c D(0, 1-3a) U {k(z)} ol k(z) est valeur propre simple de Pz

vérifiant |k(z)-1] < @ (nécessairement, k(0) = 1) .

(ii) 1I1 existe un projecteur w(z) sur le sous-espace propre associé a k(z)

qui commnute avec Pz et tel que

sup IP:(I-w(z))ﬂ s C(l-3c:.)n+1 pour n20 avec C20 .
|z{<s
(iii) k(.) et =(.) sont m fois continfiment dérivables sur D(0,B) , quel

que soit m& 1 .
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Remarque : L'unicité de v et les propriétés de w(0) assurent que 7 = 7(0) .
On en déduit la convergence suivante :

Corollaire : Pour toute fonction ¢ dans L(X) et tout réel A

k"(0))%
lim up?;l 6-e 2 v(e)l =
nte 22
vn
Preuve :
Notons n, le plus petit entier qui vérifie :
n2n, => [ l < B ol A est un réel fixé,
Vu ce qui précéde, si ¢ ¢ L(X) ,
n-1 iA
Pg¢ _An(/_)¢+P_ (Iﬂ(/_))cb
vn vn vn
il\n-1 1A n-1
= k(=) =)+ B, (1- -n(ddy) ¢ pour n 2 n (1)
n f' i vn °
/n
D'autre part, on a n 1 (1- ﬂ(;i)) ¢d S C(r(P)-3a)” ¢l , pour n 2 n o,
. JP
et donc lim (-2 )) ok = (2)
n->te —i /n
/n
A Comme w(0) = v.1 , on a aussi lim ﬁw( ) ¢-v(¢)i =0 (3)

ne  v/n

par continuité de "z -+ w(z)" .

Notons maintenant "w(z) = v+zet+o(z)" le développement & l'ordre 1 de
"z > w(z)" . Alors, l'égalité "w(z)Pz = k(z)n(2)" (justifiée par la commutativité
de 7(z) et Pz) donne par une identification terme a terme des développements &
l'ordre 1 : P + le = k'(0) vte . Et, en appliquant cette derniére relation a la
fonction 1 ¢ L(X) , il vient : k'(0) = v(Mll) = v(Pf) = v(f) =0 .

A n‘l " 2 2 " 2
ainst, lm k(2) = 1im (- B A 4 odyn o gpp(- KON, ()
ne Vo N

D'od le corollaire en rassemblant les résultats (1), (2), (3) et (4).
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III. Détermination et nullité .de k"(0)

a) Détermination de k'"(0

Commencons par résoudre 1'équation fonctionnelle en u : "(I~P)u = Pf

sur X" . Il est bien clair que formellement, il vient u = I pog Or,
; n20
PteL(X) et v(Pf) =0, (ﬂPn+1fﬂ)nzo converge donc exponentiellement vers O .
I1 en résulte.que I Pn+l f converge normalement dans l'espace de Banach
n20
(L(X),h.1) et donc que u = % PP*lf est lipschitzienne sur (X,d) et est

n20
l'unique solution de 1l'équation & résoudre.

On considére alors les opérateurs suivants, bornés dans (L(X),0.4) :

~

Pz avec z dans € et ?z ¢ =e 2¥ Pz(¢ e pour toute ¢ dans L(x) .

ﬁk avec k20 et ﬁk $(x) = f(f(y)+u(y)-u(x))k¢(y)P(x,dy)dv(x) , pour

tout x dans X et toute ¢ de L(X) .

Leur introduction est justifiée par les propriétés qui suivent.

Remarquons tout de suite que ﬁll - Mll = Pu-y = -Pf = -Mll et donc que

Mll 0.

D'autre part, de la méme fagon que pour z - Pz , on montre que 2z = §z

~

est analytique sur € et que §z = I %T Mk . Ainsi, puisque §° = P » on dé-

k20
duit du théoréme des perturbations qu'il existe « , B > 0 tels que si 2¢D(0,B) :

(i) 'a(fz) c D(0,1-3a) U {k(z)} ou k(z) est valeur propre simple de ﬁz
vérifiant [k(z)-1| < a .

(i1) Il existe un projecteur ' (z) sur le sous-espace propre associé & k(z)
qui commute avec 52 et tel que r(ﬁz(I-ﬂ(z))) < (1-3a) . (D'oi nécessairement
7(0) = 1) .

(iii) k(.) et #(.) sont m fois continlment dérivables sur vD(0,§) , quel

que soit mz2 1 .

Remarque : Puisque k(z) (resp k(z)), |z| < min(g,f) , est une valeur propre de
Pz(resp §z) , 11 est clair que c'est aussi une valeur propre de §z(resp Pz) .

Ainsi, étant donnée leur place respective dans les spectres de Pz et ?z , k(z)

et k(z) sont égales.
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. 2 ~
En conclusion, si 1'on note "u(z)=v+ze+ %— Z+o(z2)" le développement
au second ordre de "z » (z)" sur D(0,min(B,B)) , on déduit de 1'égalité
"%(z)?z = k(z) m(z)" 1la relation : §P+vﬁ2+2;ﬁ1 =k"(0)v+1 . Cette dernidre assu-
rant, lorsqu'on lui applique la fonction 1 de L(X) que :

kn(o)

v(le) + Zw(Mll) = v(le) car Mll 0

j(f(y) +uly) - u(x))? P(x,dy) dv(x) .

b) Nullité de k"(0)

La nullité de k"(0) est étroitement liée & la notion suivante :

Définition : On dira qu'une fonction g : (X,d) » R lipschitzienne est dégénérée
s'il existe une fonction v dans L(X) & valeurs réelles telle que g(y)=v(x)-v(y)

pour P(x,.)-presque tout y et v-presque tout x .

L'expression de k"(0) assure alors que :

Lemme 3 : Si k"(0) = 0, f est dégénérée.

Dans le cas ol supp v = X , ce lemme admet une réciproque :

Lemme 4 : Si f est dégénérée et si supp v =X , k"(0) =0 .

Preuve :

Si f(y) = v(x)-v(y) pour P(x,.)-presque tout y et v-presque tout

x avec veL(X) , alors Pf = v-Pv v-presque partout.

Ainsi, par continuité, Pf = v-Pv sur supp v =X et donc u = v, ce qui

entraine que k"(0) =0 .

IV. Théoréme limite central

Théoréme II : Si 02 = j (f(y)+u(y)-u(x))ZP(x,dy)dv(x) est strictement positif,
1t -u2/2
lim Px[sn $ ot vn] = — e du pour tout t réel.
ne V21

Remarque : Le lemme 2 donne une condition suffisante sur f pour avoir 02 >0 ;

condition qui devient nécessaire dans le cas ou supp v = X .
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Preuve :
n-1 -3%/2
D'aprés le corollaire, lim HPiA (1) - e | = 0, pour tout réel A .
n—)-‘-@ ——/—:
o i(—?/"f) n-1 -3%/2
On en déduit que, pour tout réel A , lim & (e 9N  p/ “(Pl)) = e
4 X id

puisque Pl =1 . ovn

S
. n .
Le lemme 1 assure donc la convergence en loi de (——) vers la loi
ovn
normale centrée réduite.
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PARTIE VI
EPILOGUE

Le lemme III-1 mis & part, on est maintenant en mesure de démontrer la

proposition III-2, c'est-a-dire d'achever la preuve du théoréme I.

Soit donc f : (Z+,d) + R une fonction hdldérienne et de moyenne nulle.

En particulier, il existe ¢ > 0 pour lequel f e LE(Z+) .

On considére alors l'espace métrique compact (2+,ds) ,» le noyau markovien
P sur 2+ introduit partie IV, la mesure de probabilité v = p+§ et la chaine de
Markov canonique (Xk)kzo a8 valeurs dans Z+ de probabilité de transition P et
de loi initiale v dont la probabilité correspondante sur l'espace des trajectoires

est notée Pv .

v étant P-invariante, l'application & ces objets des résultats de la

partie V assure que :

.81 ¢ ¢ LE(Z+), lim HPk¢-v(¢)ﬂe = 0 et la convergence est exponentielle

koo
. Si 02 = J(f(y)+u(y)-u(x))ZP(x,dy)dv(x) est strictement positif,
t 2
alors lim Pv[SnSot/;] = e ¥ /2 du

Nt /E; -0 n-1

ou Sn = g fo Xk ,n 21l

et u = £ Pl ¢ dans (L (£+),H.H ).

k20 & €

Remarque : Si g, veLe(2+) R

J(g(y)+v(y)-v(x))zP(x,dy)dv(x)=f(gz+2v2)dv=ZI(vPv+ng-gv)dv car v(P¢)=v(¢)
= J(g2+2v2)dv-2j(voe.v+voe.g-g.v)dv car v(P¢.y)=v(¢.yob)

= J(g+v-voe)2 dv .

On en déduit 1'égalité (I) du lemme suivant ;

Lemme 1 : 2
02 - j (f+u-uo08)“dv (1)
a0
= v(f%) +2 I v(f.fos¥t) (11)
k=0
S, £ 2
= lim 9" av (I11)

n+beo /n
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Preuve de 1'égalité (II) :
2

Comme v est P-invariante, o

v(f2)+2v(f.u)+2v(u.(u-Pu~Pf))

k+1

v(f Y+2v(f. Z P
k=0

40
v(f2)+2 b v(f09k+1.f) car la série
k=0

f) car u-Pu-Pf=0

. . +
converge uniformément sur I

Preuve de 1'égalité (ITI) :

Comme [v(£.£06%)(=[v(P*.£)[s1£1_tP*¢1_ et comme (1P%f1)

k2] converge
exponentiellement vers 0 , la série I k.v(f.foek) est convergente
) ) n-1 kel
Ainsi o0"=v(f°)4+21lim I v(f. £o8¥ )=v(f )+21im Z (1-—)v(f fob )
n>+e k=1 n++eo k=1
On conclut alors car, pour tout n 2 2,
S f2 n-1 n-1 n-1 n-k-1
=105 fPoe®+2  z fos*iroet)= 1z fPeef2z 1 foe.foek™)
vn k=0 0sk<tsn-1 m k=0 k=1 =0
S f n-1 n-k-1 n-1
et done, v((Z)H=v(£2)+ 2 5 1 v(foe®.£0 )£+ 2 1 (n-k)u(s.£08¥) |
vn k=1 2=0 k=1
L'égalité (III) prouve que (J(-——)2 dv) converge et que sa limite

vaut 02 . La premiére égalité, associde au fait que supp v = t , montre que si

f n'est pas un cobord, 02 est strictement positif. Le lemme suivant suffit donc

pour conclure :

Lemme 2 : Pour tout n2l , Pv[f(X°)+f(Xl)+...+f(Xn_1)Sot/;] =

+1 y
v{xeZ / £ fob (x)Sotvn} .
k=0
Remarque : Intuitivement, vu la dualité entre P et 6 , (xk)kzo est une recons-
titution aléatoire du passé de X . Il est donc naturel que la loi de (Xo’
X .;) coincide avec la loi de (6" x,...,6%,%). Le lemme 2 en est une consé-
quence.

Preuve :

Si hi : (Z+,13 +) -+ (R,]BR) , i=0,...,n-1 , sont des fonctions mesura-

bles bornées, z
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)er ) (x)dv(x)

Jho(Xo)hl(Xl)...hn_l(Xn_l)dPV=Jho(x)P(hl.P(hz...P(hn-Z.Phn_l

_=Jhooe(x)hl(x)P(h2...P(hn_z.Phn_l)...))(x)dv(x)

car v(P¢.p)=v(d.y08) .
En procédant ainsi (n-1) fois, on aboutit & 1'égalité :
_ n-1
Jho(xo)hl(xl)...hn_l(X“_l)de = f h o8 (x)...hn_zqe(x)hn_l(x)dv(x) .

Le lemme en découle, via le théoréme des classes monotones.
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PARTIE VII
A PROPOS DU LEMME IITIT-1

A. POINT DE VUE : "ANALYSE DE FOURIER"

1. Rappels et notations

1. La famille { 1
H(k,2)4
2

2. On pose, pour tout (k,%) dans 22 'y Cr,e) ¢ “-¢
]

3 /(k,z)ezz,(O)} est sommable si et seulement si ad2 .

(x,y) - eZi1r<(k,9.),(x,y)> .

Alors :
. La famille {e(k 1)/(k,2)622} est une base orthonormale de LZ(TZ) .

. Pour toute fonction f de LZ(TZ),HfH§= z If(k,l)l2 ol
(k,2)e2?

f(k,2)= J 2f.e_(k z)dm . (Relation de Parseval).
T ?

. La famille {f(k,&)e(k 2)}(k,2)522 est sommable dans LZ(TZ) de

somme f .

. Si(k,i)ezz [£(k,2)] < 4= , £ =(k,§)¢zz f(k,2) ©(k,s) D-Presque partout.

{(Théoréme d'inversion de Fourier).

II. Comportement de certaines trajectoires (An(x,y))nez , (x,y)eR2

' On désignera par (u(x,y),v(x,y)) les coordonnées d'un point (x,y) de

2
R dans (O,el,ez) .

On considére alors les quadrants

Q, = {(x,y) €% /u(x,)>0,v(x,y)>0} Q, = {(x,y) € /u(x,5)>0,v(x,y)<0}
Q3 = {(x.y)eRZ/u(x,ka,v(x,y)<0} 04 = {(X,Y)ERZ/U(X,)’)<0,V(X,}')>0} .
AN Q 1

AV 4
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Si (xo,yo)eo1 » la trajectoire (An(xo,yo))n€2 est contenue
dans la branche d'hyperbole {(x,y)eRz/u(x,y)V(x,y)=u(x°,y°)v(xo,y°) » u(x,y)>0}
. n n . n
puisque u(A (xo.yo))V(A (xo’yo)) Al u(xo’yo)sz(xo’yo)au(xo’yo)V(xo’yo) .

De plus, comme Al>1>A2>O yla trajectoire est décrite dans le sens indiqué

sur la figure ci-dessus. On en déduit, en particulier, que lim ﬂAn(x,y)H=+w .
n>te

On obtient des résultats analogues avec les autres quadrants.

III. Quelques résultats d'analyse de Fourier sur le tore relatifs 3 T

~ -~
Lemme 1 : Si f « Ll(Tz) et si (k,l)ezz , foT(k,2) = f(A 1(k,l)) .
Preuve :

foT(k,2) = J £oT.e_(y 45

-1 -
dm J f.e_(k’z)oT dm car mT =m

= J'f.e_(k l)oA-l dm = j f.e -1 dn car A"l est
’ -A “(k,%) autoadjointe

= (4" k,0) .

Lemme 2 : Si f = goT-g avec geLz(Tz) etsi I [£(k,2)| < += , alors

(k,2)¢c2
- o -
f(0) =0 et I £(aA%(k,2)) = 0 pour tout (k,2) de z?/(o) .
n' -00

Preuve :

Comme A n'admet pas de point fixe autre que ‘0 , on déduit de la somma-
bilité de {[f(k,2)|/(k,2) 22} , celle de {f(A"(k,%))/neZ} pour (k,2) dans
2/(0) .

Ainsi :

o N . N . .
T F(A(k,2))= lim I (FoT(A™(k,2))-g(A™(k,2)))= lim £t (g(aA™ }(k,2))-g(aA%(k,2)))
n=- N+ n=-N N+« n=-N

= lim (g(A-N-l(k,2))-3(AN(k,£))) = 0 d'aprés la relation de Parseval
N0

et parce que lim HAN(k,l)l = 4w ,

Nt
Lemme 3 : Soit feC(Tz) avec E(O) =0, (I%(k,l)l)(k 2)&22/(0) € 0(—;—1—;1;).G>3
* Bk, 21

et I £f(A"(k,2)) = 0 pour tout (k,2) dans 22/(0).
Y 4
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Alors, f est de classe C' , g = ( 2 f(A (k,2)))e

k,1)e2/(0) = (k,2)
est de classe (31 et f = goT-g . En particulier, f est un cobord.
Preuve :
' 2
Comme feC(T") et que If(k 2){)(k 2)622/(0) € 0(——-————-) avec
0(k,2)1°
a >3, le rappel 1 et le théoréme d'inversion de Fourier assurent 1'égalité
des fonctions continues f et f(k L) (k,g) SYF .

(ko2 ¢22/(0)
Le rappel 1- assure aussi la sommabilité de {Hf(k L) -—154229H of (ks z)ez /(0)

de
et de (1E(k,2) 5=l /(k, 1) ed/(0))

I1 en résulte que f admet des dérivées partielles du premier ordre

continues. f est donc de classe (:1.
0 .
Soit maintenant (k,z)ezz/(O). On pose C(k 2)— T f(A (k,2))= % £(A"(x,2)) .
n=-u)
Les pentes des directions propres de A étant 1rrat10nnelles, (k,2) ¢ U Qi .
i=1
Supposons que (k,2) ¢ Q1 (les autres cas sont similaires). Alors :
. 8i u(k,t) 2 v(k,2) , on a pour tout n 2 1
1AR(k, 200 2 u(A™(k,8)) = A? u(k,2) 2 & A?l(k,l)l
V2
et donc, (/_ )a
4o +o0 +o0 2 A
lc(k 2)|s T |£(A"(k,2))]|s T —L <1 o - 2 )t =(c Za )
2 n=1 n=1 e n=l All(k,l)ﬂ 1(k, )1 1- Az

AR (K, L)1

. Si u(k,2) < v(k,2) , on a pour tout n 2 0

1A, 01 2 V(AT (K, 2)) = AT v(k,2) 2 == AT #(k,2)1
V2
et donc,
0 oo a/2
CPPNE : |EA"k, ) |s T ———s 1 C(— 2 e, 1 ~(c 2—
** pm-e n=-= 1A%(k,2)§® n=0 A G, )0 B(k,2)H 1-1,
Ainsi ¢ 0( 1 ) et les mémes arguments que ceu

(|c ) —_—
10k, 0! (k,2)¢3%/(0) 1k, )%

du début de la preuve montrent que g = est de classe C°

(kfz)ezz/(o) Clk,2) ®(k,2)
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De plus, goT-g= = I c e oT - T C e
(k,2)¢2?/0) (o8 "G00 gy 3200y (ki) Tk, 0)

b I C e - T C e
(k.l)EWZ/(O) (k,2) "A(k,2) (k,g)ezz/(o) (k,2) “(k,2)

= ) (c -C )
,2)e22/(0) Al () SCoe)
= 1 £((k,2)) e
(k,2)e2%/(0) (k,2)

f est donc un cobord puisque, par le théoréme des accroissements finis,

1
les fonctions de classe C° sur Tz sont lipschitziennes.

Remarques :

1. Soit f : (TZ,G) + R une fonction continue de moyenne nulle.
Foo
(i) Si I £(A"(k,2)) # 0 pour un élément (k,%) de 22/(0)
n:-“

alors f n'est pas un cobord (Lemme 2).

(ii) Pour la méme raison, si f(k,2) 2 0 pour tout (k,2) dans 22 et si f

est non nulle, ce n'est pas un cobord.

2. Soit f : (Tz,é) + R un polyndme trigonométrique de moyenne nulle.

Alors f = 0 sur le complémentaire d'une boule fermée B(O,R) . Il en

résulte que :
. o

. Pour tout (k,L) dans "ZZ/(O) , la somme I f£(A"(k,2)) est finie
n= -0
(car lim JA"(k,2)1 = +=) .
n>tw 4o . )
. Si, de plus, I f£(A™(k,2)) = 0 pour tout (k,2) dans 2Z°/(0) ,
n:-w

f vérifie les hypothéses du lemme 3 et comme C(k 2) * (k,2) ¢ Z /(0) , peut
toujours s'écrire comme somme de f(A (k,2)) ot nez et JA(k,2)01 2 Bk, 2)0 ,

t un polyndme trigonométrique (notations de la
E k,2) %(x,2) ©°

(k1) eB(0,R) (&> -

preuve du lemme 3).

3. Si f est de classe C° » ([£(k,2)]) 2 € o(-—l-—-—ja) .
(k,2)ez”/(0) 1(k, )1
En effet, si ke2/(0) , une intégration par partie donne pour toute fonction h
1 1 1 -2iwkx e-Zlnkx
de classe C° sur § : h(k) 3ok k j h'(x) e dx +(i 5 h(x)]0=———h (k
0

Ainsi, pour (k,%) dans ZZ/(O) , on a :
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) 1,1 . . 11 e o
f(k,2)=J (J £(x,y)e 21'rrkxdx)e 21n2ydy= E%E J j %i(x,y)e 21ﬂkxe Zlvlydxdy
0-°0 0/o °X

1,1 .4 “an
=, .= _—IZ—ZI ‘jzf(x,y)e'zmkxe-zmg‘ydxdy = —1—4—5 (a—-%) (k,2) .
(27)7k” 70°0 Bx (27)7k" Bx
: s T 2
De méme, £(k,2) = ———5= (——5 O)(k,0) = —1— &) ,0) .
(27)7(k°2%) oax“dy (2m)7e  ay
a* 24 24 2, 2.2 |
Mais — f , ———= f , — f ¢ C(T) ¢ L°(T°) et la relation de Parseval
4 2, 2 4
X 9x~ 9y oy
assure donc que :
lim 4202200y [F,0) = i 1000 [EGk,2)] = 0 .
B(k,2) it 1 (k,8) ot

IV. Réponse partielle au lemme III.1

On considére une fonction f : Tz + R vérifiant les hypothéses suivantes :

1 - f est continue
2 - m(f) =0

3 - (]£(k,0)]) ¢ o(—L

2 ————-——;) , 0> 3.,
(k,2)eZ2°/(0) 1(k,2)1h

Alors, étant donné ce qui précéde :

a) f est héldérienne

b) Si for est un cobord, en passant par TZ , on vérifie qu'il existe
heLz(Tz)_ telle que f = hoT-h dans LZ(TZ) . On en déduit, par le lemme 2 , que

f vérifie les hypothéses du lemme 3 et donc que f est un cobord.

Ainsi, on a ici une version plus faible du lemme III-1, version qui

permet d'assurer la validité du théoréme limite central sur (TZ,IB 2,m,T) pour
T

les fonctions f qui vérifient les hypothéses 1-, 2- et 3- et qui ne sont pas des

cobords.

Exemples : Le théoréme limite central est donc valide pour :

a) les polyndmes trigonométriques de moyenne nulle (i.e. : sans terme

constant) qui ne sont pas des cobords.

Exemples :

1 ~2in(x+y)+ 1 eZi'n(x+y)
2

. E(x,y) = cos(2n(x+y)) = Je et, plus généralement,

les polyndmes trigonométriques non nuls, de moyenne nulle & coefficients non néga-

tifs (voir remarque 1-(ii)).
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. £f(x,y) = sin(2n(x+y))= - %; e-ZI“(x+y) + %; e2im(xty) ; ce n'est pas

un cobord comme le montre chacun des deux points suivants :
-+ On vérifie facilement, grdce au II- que, pour tout n dans 2/(0) ,

o0 -
A"(1,1) € {(-1,-1),(1,1)} . Il s'ensuit que I £(A"(1,1))=£(1,1)= -;-1- #0 et

n=-~co

donc que f n'est pas un cobord.
. 31 ft s -
+ Le point (=, E) est périodique de période 3 pour T et

(£+£0T+£0T2) (3, D)=sin(21(3 + 2))+sin(2n(0+ 1) )+sin(2n(f + 7))= 2 # 0

b) Les fonctions de classe (34 » de moyenne nulle et qui ne sont pas

des cobords (voir remarque 3).
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B. POINT DE VUE : "TRAJECTOIRES PERIODIQUES"

La méthode employée dans la suite est décrite par R. Bowen dans [2].

Si x est un point de T2 de période n pour T , comme w-l{x} est

de cardinal fini, x admet un codage w , périodique pour 8 , de période

nd (d entier 2 1). Ainsi, si f : (Tz,é) + R est holdérienne et si for est un
nd-1 K n-1 X
cobord, I fomof (w)=d T foT (x) =0.
0 0

Le lemme III-1 se déduit donc de la proposition suivante :

Soit f : (T2,6) + R une fonction héldérienne.

Proposition 1 :

n-1 X

Si § foT'(x) =0 désque n21 et T'x=x, f est un cobord.
0

Résumé de la preuve :

k-1 .
On fixe un point x d'orbite dense dans Tz . On pose u(Tkx)= T £(T¥x) .
j=0

Quand deux points y et 2z de l'orbite de x sont proches, on peut
approcher l'orbite de x entre ces deux points par une orbite périodique, et ceci
permet de contrdler u(y)-u(z) . On montre ainsi que u est hdldérienne sur
1l'orbite de x , ce qui prouve que u se prolonge en une fonction hdldérienne

sur T2 qui vérifie uoT-u=f .

Commencons par établir deux lemmes qui seront utilisés dans la suite.

A
Dorénavant, on note ¢ = -2 et C=+v2 ¢ et 1'on considére la distance

/2
sur le tore définie par : 6(x,y)=inf{Iu-vl/u,veRZ,p(u)=x,p(v)=y} y ¥ X, ¥ ¢ r? ,
(Elle est équivalente 3 la précédente mais elle est plus pratique pour ce qui suit.)

Lemime 1 : Si x et y sont deux points du tore tels que 6(Tkx,Tky) S € pour
tout k de <-n,n> alors &(x,y) £ ¢C Ag .

Preuve : Si R est un rectangle du plan dont les"bords dilatants" (resp.

“"contractants") ont une longueur a (resp b) , on le notera R(a,b) .

S/lemme 1 : Si S(Tkx,Tky) S ¢ pour tout k de <0,n> , il existe des représen-

tants u et v de x et y dans Rz qui sont contenus dans un rectangle

n
Ro(ekz,s) .
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Preuve :

-——---

Comme 6(Tnx,Tny) € ¢ , il existe des représentants Ay et AT de

™x et Tny dans Rz qui sont contenus dans un méme carré Rn(e,s).

Si n=0, le résultat du s/lemme 1 est donc obtenu.

Sinon, on suppose que, pour k > 0, Aku et Akv sont contenus dans
un méme rectangle Rk(skg-k,s) et l'on montre que, alors, Ak-lu et Ak-lv

-k+
n-k l,e)

sont dans un rectangle Rk(e)\2 ce qui établira le s/lemme 1.

Comme les '"bords dilatants" de A-le ont une longueur égale a

Azsxg-k <« L (1) et comme ses "bords contractants" ont une longueur égale
22
a Ale - L .
%)
saA7IR = sup{iz-si/r,s « AR} < 2.
k i k 2

D'autre part, p(Ak-lu)=Tk-1x et 6('I'k-1x,'1'k-1 )
k-1 k-1

y) £ € ; il existe donc
w dans R2 tel que p(w) =T 'y et A" "u-wk 5 € < % .
k

Mais p est injectif sur B(Ak-lu,%), TR TP % et
p(A¥ 1) = ™7y | Ainsi, w=aFYv et ¥ lui- A¥lvis e ().
o 1 » n-k+l
On déduit de (1) et (2) qu'il existe un rectangle Rk-l(slz JE)
contenu dans A-le et contenant Ak-lu et Ak-lv , ce qui achéve la preuve du

s/lemme 1.
De la méme facon, on démontre le

‘S/lemme 2 : Si G(Tkx,Tky) S e pour tout k de <-n,0> , il existe des repré-

sentants u' et v' de x et y dans Rz qui sont contenus dans un méme

rectangle Ré(e,slg) .

Conclusion : Il existe donc V" , représentant de y , tel que u et v'" soient

. contenus dans un méme rectangle R;(e,eAg) . Ainsi Ju-v"§ < % et, comme
fu-vi < % , V" = v par injectivité de p sur B(u,%) . u et v appartiennent
donc a Ro(sAg.s) n Rg(e,ekg) . I1 en résulte que : . 8(x,y) § fu-vi s v2 eAg=CAg .

La proposition suivante est essentielle dans la preuve de la proposition 1
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Propoéition 2 : Pour tout B > 0, il.existe a >0 tel que si x ¢ T2 et si
8(T"x,x) < a (n21) , il existe x' ¢ Tz avec T'x' = x' et G(Tkx,Tkx') £ B
pour tout k de <0,n-1> .

La preuve de la proposition 2 nécessite l'introduction de deux notions

et la démonstration d'un lemme (lemme 2) relatif a ces notions.

b
i=a
a-pseudo-orbite (a>0) si G(Txi, xi+1) < o pour tout ie<a,b-1> .

Définition 1 : Une suite {xi} (a<b, a,beZ) de points de Tz est une

Définition 2 : On dit que x(eTZ)B-approche (8>0) une suite {xi}?=a de points

de % si 6(Tix,xi) S B pour tout i de <a,b> .

Lemme 2 : Pour tout R > 0 , il existe o > 0 tel que toute a-pseudo-orbite

de T2 R {xi}?=a , de longueur (b-a) arbitraire, soit R-approchée par un point
x de Tz .
Preuve :

ler cas ¢ a,be 2, b=atp, p>0.

Soit o > 0 et {xi}::g une a-pseudo-orbite de Tz .

Soit également y, un représentant de X, dans Rz .

Comme 6(Txa ’ xa+1) <o, il existe un représentant Va1 de X 41

tel que IAya-ya+lﬂ < a . En réitérant cet argument, on peut construire une

suite {yi}::g de points de Rz , représentants de {xi}?:g , telle que

IAyi - yi+1l < a pour tout i de <0,atp-1> .

Notons maintenant D 1la droite passant par Ya et de direction 61 .

et C la droite passant par y et de direction 62 .

atp

Montrons alors par récurrence que d(AnD,ya+n) < a(1+12+...+A2-1)

pour n=1,...,p (ol d est la distance euclidienne sur Rz)

. Pour n=1, Aya ¢ AD ainsi d(AD,ya+1) g d(Aya’ya+l) <a.

. Supposons le vrai pour n < p et montrons le pour n+l :

n+l n+l ) ( 1 )

Ona d(A D ) s d(a D,Aya+n) + d(Ay

*Ya4n+1 a+n’Yatn+l
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Si d(AnD,ya+n) > 0., on peut considérer l'unique point z de la droite
n n
A'D tel que iz-ya+nﬂ = d(A D’ya+n) . Le segment [z,ya+n] est perpendiculaire
&4 la droite A'D ; il est donc contracté d'un rapport Az sous l'action de A
et A[z,ya+n] = [Az,Aya+n] reste orthogonal a &
n+l

1
Ainsi d(a

1l'on déduit de 1l'inégalité (1) et de 1'hypothése de récurrence que :

= - = _ = n
DiAY, 4n) = MAz-Ay 1 = A lz-y 0 = A,d(AD,y_ ) et

d(An+1D

+. o0

n-1
) < Az(a(1+A2+...+A2 )) +a 2 2

a
1-29

a
a+p-n) < T-%, pour n=l,...,p .

La récurrence est donc achevée et d(AnD,ya+n) < pour n=l,...,p . De la

méme.fagon, on peut montrer que d(A "C,y

On note y 1'unique élément de DNA"PC .

o
1-a

. Par orthogonalité de D et APc, ona Hy-yaﬂ = d(A-pC,ya) <
2

P ) P.._ = P Q
et par orthogonalité de A"D et C , ona A%y ya+pﬂ a(a D’ya+p) < 1'*2
. De plus, si n=1,...,p"1, Any € AnDnA-p+n C . Ainsi, comme

~p+n a n o
A",y ) < Thp et come dWPTCY) <, Wyl <2

I1 résulte des deux derniers points que ﬁAny-y i <v2 —%—— pour
atn 1 Az

n=0,1,...,p .

S < galy. - - . )
Ainsi  §(T%op(y), xa+n) S My-y 8 < V2 i, pour n = 0,1,...,p
Ce qui prouve la proposition dans ce premier cas :
1-A
Pour tout £ > 0 , toute a-pseudo-orbite finie avec a = —=f est
2

f-approchée par un point de Tz .

2d cas : a = -® , b= 4o,
Soit B > 0 fixé quelconque et o le réel associé 3 B déterminé dans

le ler cas.

Soit {x.}+°° une a-pseudo-orbite quelconque.

i'i=-o

D'aprés ce qui précéde, & tout m 2 1 , on peut associer un élément

(m) 2
X de T

: m
qui B-approche {xi}i=—m .

Comme Tz est compact, on peut extraire de la suite (x(m))m>l une

(m,) , 2
sous-suite (x ) convergente vers x dans T

kzl
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(m, )
Alors, pour k21 et n ¢ <-mk,mk> , §(T™(x k ),xn) £ B ; ce qui
preuve; par passage & la limite sur k , et par continuité de & et T° gue
X B-approche {x.}fO

i’i=-e °

Preuve de la proposition 2 :

On peut toujours supposer que B S % .
Considérons o« > 0 le réel associé & B dans le lemme 2.

. 2 . ™ . . k
Si xe¢T° et si 68(T'x,x) < a, on pose pour tout entier i , x; =Tx

Zkmodn et k ¢ <0,n~-1> . Alors, {x.}f°° est une a-pseudo-orbite :

i‘i=-w

e
L]

ou
8(Txy %, ) = S(T(T*x),T*™%) =0 si izkmodn et ke <0,n-2> .

n-1 mod n .

.6(Txi,xi+1) = G(T(Tn-lx).x) <a si 1

I1 existe donc un point x' de T2 qui B-approche {xi};:_°° et, pour

tout i dans 2, on a : G(Tix',Ti(Tnx')) s G(Tlx',xi) + é(xi,Ti(Tnx'))

i+nx,)

= G(Tix',xi) + 6(xi+n,T S 28 S e .

Ainsi, vu le lemme 2, x' = ™ %,

De plus, pour tout k dans <0O,n-1> , 6(Tkx,Tkx')=6(xk,Tkx') S B; ce

qui achéve la démonstration.

On est maintenant en mesure de montrer la proposition 1 .

Preuve de la proposition 1 :

Comme (T2,13 2,m,T) est ergodique et comme supp m = Tz
T

’ (TZ:B Z’m:T)
T

est topologiquement transitif. On en déduit qu'il existe x « Tz tel que

Oox) = {Tkx : k2 1} soit partout dense.
k-1

On pose, pout tout k21, u(Tkx) = T foll(x) .
0

Alors, pour tout z dans O(x) , £(z) = uoT(z) - u(z) (1)

D'autre part, la proposition 2 appliquée & B = % assure qu'il existe

§ >0 tel que si y ¢ Tz et si &(Ty,y) < & , il existe y' ¢ % avec

. Tny' = y'

. G(Tky,Tky') s % pour k ¢ <O,n-1> .
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Soient y = Tkx et z=T'x avec n = m-k>0 et

(1 Ay ) oy N+1 s 8(y,z) < (1 A ) x S § (N21) . Comme z = T’y , on peut donc
trouver y' dans Tz avec : 1
Ty! = y'
G(Tky, ™ y') s % pour k ¢ <0,n-1>

m-1 X k-1 . m-1 . m-k-1 C ok
Alors, Ju(z)-u(y)[=] £ foTo(x)- £ foTI(x)[=| £ foT?(x)[=| T f£oT¥(T x)|
0 0 k 0
n-1 n-1
=I b foTJ(y) Z foTJ(y )| par hypothése sur f et
0 0 ' Py
n-1 . ' car y' est n-périodique.
sa T §(Ty), TJ(y'))e car f est hdldérienne.
0

Or, 5(Tky,Tky') S e pour k € <-N,ntN> . En effet,
. Pour k € <0,n-1> , G(Tky,Tky’) S % S €

. Pour k ¢ <0,N> : - lercas : N<n ou k <n:

Alors 5(T“+ky,T“+ky')=6(§“+ky,Tky') s §(T8(T), T¥y)+s (TXy, TFy ")
1 £ [

(1- Ay ) =+ 5 S
1

-2dcas : N2n et k2n:

A

Alors 6(T“+ky,Tn+ky') = 6(Tn+ky,TJy‘) avec je<0,n-1> et k=j+nf , 221

2-1 . ..
s ¢ s(mtP (), 1 Py)4s(Tdy, Ty")
p=0 '
-1 .
$8(T,y) = AP+ 2
p 0

s £1-1,) 2 Ag (Gtpn) L & ¢
p=0

Njm

. Pour k € <-N,-1> ,

G(Tky,T y') = &(T y,TJy ) avec j ¢ <0O,n-1> et k=3jn2, 221.
g1 . o

s3 & n(p+l) () , n(p+1)y) + s(ty,Tdy")

p=0 ¢~
s 8(T,y) A“(P+1) i+

om0 1 2

€(q. 1'1 N+j-n(p+l) | ¢

s 2(1 X)) oA +38

e -
p=0 2
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I1 en résulte que si j € <0,n-1> ,

+ j+
6(Tj ky,TJ ky') $e pour ke <-min(j+N,N+n-j) , min(j+N,N+n-j)>

et donc, d'aprés le lemme 2, é(ij,ij') sC Agin(j+N,N+n—j) .

n-l . . » o3 +o0 . 6
Ainsi, |u(z)-u(y)|sac® "z AOmin(§+N,Nin-j) o, 6 = ,85 _ 2aC_,eN
I oA LAy 542
j=0 j=N l-kz
o . e 8 6N (1'*3) ¢ o
et , §(y,z)” 2 (5 (1-x2)xz) Ay 2 _"e—(i(l"‘z)"z) [u(z)-uy)] .
2aC

On a donc établi qu'il existe une constante K > 0 telle que :

Si y,z ¢ O(x) avec &(y,z) < min(%(l-AZ)Az,é) y Ju(y)-u(z)]| = Ké(y,z)e .
Ainsi, u est uniformément continue sur O(x) et se prolonge donc en une fonc-
tion sur Tz' uniformément continue, encore notée u .

Comme u est bornée sur Tz » pour tout y et =z dans l'orbite de x ,

on a

[u(z)-u(y) |smax(K,20ul_ min(%(l'lz)lz,é)_e) s(y,2)?
inégalité qui passe, par continuité de u et & , & tout (y,z) de Tz x Tz .
u est donc hdldérienne.

Enfin, toujours par continuité de u , 1'égalité (1) reste vraie pour

tout 2z dans TZ , ce qui signifie que f est un cobord.
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ANNEXE

I. THEOREME DE IONESCU-TULCEA ET MARINESCU

Théoréme : On considére un espace de Banach (L,! 1) s un opérateur borné T

sur (L,I 1) dont le rayon spectral r(T) est 2 ! et une norme |.] sur
L telleque : . |.| s #.4
. T soit borné sur (L,[.}])

On suppose que :
1 - T est compact de (L,{.#) dans (L,|.]|)

2 - Ilexiste 0 Sp< 1l et C20 tels que ITEN s pIfi+C|f| pour

tout £ ¢ L .
3- sup [T <+ = .
nz0
Alors :

a - r(T) = 1 . Plus précisément, le spectre, o(T) , de T s'écrit :

o(T) =0 U {Apseensd, ) avec lAiI =1 pour i=1,...,k et

g € D(0,1-e) ot 0<e<1

b - 1§ dim Ker()\i I-T) < + = et Ker(Ai I-T) Ker(Ai I-T)2
pour tout i ¢ {1,...,k} .

c - Il existe un sous-espace fermé H de L tel que

k
L=(e Ker(A, I-T)) ¢ H
i=1 1

et la restrictionde T a4 H a un rayon spectral <1 .
d - Pour i € {l,...,k} , le projecteur T,  sur Ker(Ai I-T) dans la

i
. décomposition ci-dessus est borné dans (L,|.|) .

La premiére version de ce théoréme a été donnée dans l'article [8]
de C.T. Ionescu Tulcea et G. Marinescu. On pourra retrouver 1'énoncé précédent

ainsi que sa preuve dans l'article [6] de H. Hennion.
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II. THEOREME DES PERTURBATIONS

Dans la suite, (L,i.#) désignera un espace de Banach et L.(L,f.})

1'anneau des opérateurs bornés de (L,i.1).
I1 est utile, pour énoncer le théoréme des perturbations, d'introduire
la définition suivante :
Définition : Soit T wun opérateur borné de (L,i.!) de rayon spectral r(T) .
On dira que T a une valeur propre simple dominante A , si :

(i) dim Ker(AI-T)2 = dim Ker(AI-T) = 1

(ii) Il existe un sous-espace fermé H de L tel que
L = Ker(AI-T) o H

et la restrictionde T a H a un rayon spectral < r(T) .

On notera dans la suite D(zo,r) = {zecllz-zo|<r} , zoéC , >0 .

Théoréme : Soient Y > 0 et wu € D(O,y) » T(u) ¢ I.(L,t.4) une application m

fois contintiment dérivable.

Si T(0) a une valeur propre simple dominante k(0) , il existe
0<BRSY et a>0 tels que pour u ¢ D(0,B)

(i) o(T(p)) < D(0,r(T(0)) - 3a) U {k(u)} ou k(u) est une valeur propre
simple de T(p) qui vérifie |[k(u)-k(0)| < a .

(ii) 1I1 existe un projecteur w(u) sur le sous-espace propre associé a k(u)
qui commute avec T(u) et tel que r(T(u)(I-v(u))) < r(T(0))-3a .

(11i) k(.) et =(.) sont m fois continliment dérivables sur D(0,B) .
On trouvera une preuve de ce résultat, qui est un cas particulier de la

théorie classique des perturbations (Dunford, Schwartz [4]), dans l'article [7]

de H. Hennion.

Complément au théoréme :

En reprenant la démonstration du théoréme, on peut remarquer que l'on a

en fait :
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!STPHT(u)n(I-w(u))H g C(r(T(O))-Bu)n+1 pour n20 avec C20 ,
Hi<B

propriété qui entraine la propriété (ii) du théoréme.
En effet, si 1'on pose

D
0

<

V=g /(Do U Dl) et R(z,T(u)) 1la résolvante de T(u) , on sait que ([7])

{z:]z] < r(T(0))-3a} D, = {z:]|z-k(0)| < a}

{z:]2-k(0)[=a} C,= {z:|z]=r(T(0))-3a}

. ow(w) =§%—-j R(z,T(u)) dz pour yu ¢ D(O,B)

it) o
, 1

. (z,u) » R(z,T(u)) est continue sur V x D(O,Bl) avec B, > B > 0.

On en déduit que T(w)" (I-7(y)) =E%;J. 2" R(z,T(y))dz pour u ¢ D(0,B)
C

et que sup sup IR(z,T(UW)IC + = .,
[ul<g zeC,

Adnsi IT()® (T-7(u))1 S sup sup IR(z,T(u))! (r(T(O))-3a)n+1 pour
luj<g zeC,

tout uw de D(0,B) , ce qu'il fallait démontrer.
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