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1 

CHEVERRY 
Christophe 

J U S T I F I C A T I O N D E L ' O P T I Q U E G E O M E T R I Q U E 

N O N L I N E A I R E P O U R U N E L O I 

D E C O N S E R V A T I O N S C A L A I R E 

0 . Résumé . 

Cet article traite-'pour une loi de conservation scalaire du problème des 
oscillations de petite amplitude. 

Plus précisément, on considère une solution u de classe C°° , bornée et 

définie sur la bande de temps [0, T] {T éventuellement égal à l'infini} du 

problème de Cauchy suivant : 

J dtu(t,x) + ] T dXifi(u(t,x)) = 0 sur (î = [0,T] x ÏÏT 

^ u(0,x) = UQ(X) sur H n 

On modifie ensuite la condition initiale en lui ajoutant e h(x, ip(x)/e ) où 

h(x,6) désigne une fonction C°° de R n x H à valeurs réelles, à support 

compact en la première variable et périodique de période un par rapport à 

la seconde variable. Quant à <p, on lui impose simplement d 'ê t re régulière : 

<P e C°° ( l R n ) . 

Le comportement oscillant lorsque e tend vers zéro de la condition initiale 

perturbée se traduit par la formation de chocs au bout d'un temps fini T*(e) 

pour u€ solution de : 

( dtue(t,x) + ] T dXifi(ue(t,x)) = 0 sur il - [0,T] x HT 

(0.2) l ¿=1 
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2 RÉSUMÉ 

Lorsque e tend vers zéro, T*(e) converge vers une constante T* que l'on 

suppose inférieure à T . Pour t appartenant à [ 0 , T ] , on recherche u€(t,x) 

sous la forme de we(t>x) = w(t,x) + ev(t^x,(f(t,x)/e) . En reportant u>£ 

dans (0.2) et en égalant les termes en facteur de la même puissance de e , 

on obtient les deux problèmes de Cauchy résolubles suivants : 

(i) Une équation eiconale pour la phase <p : 

l ¥>(0,x) = y>(a;) sur fftn 

( n ) Une loi de conservation {écrite sous forme conservative} pour le 

profil v : 

% ( n 

dtv(t, x,B) + J2 d*< (fiM*. *)) v & *)) 
1=1 

(0.4) +«.(Ê/<(-(«.»)) ( ï ^ ) ) - 0 

sur î î = [0,T] x R n x R 

v(Q,x,6) = h(x,d) sur R n x R 

Soit 77 > 0 , avec T* —77 > 0 . Pour t <T*~r] et e choisi suffisamment pe­

tit, J-M-R [3] ont estimé la différence L1 entre la solution exacte ue de (0.2) 

et le modèle we {construit à l'aide de (0.3) et (0.4) } . Les auteurs utilisent 

à cet effet des estimations L°° entre ue et w£ . Cependant ces estimations 

obtenues en intégrant le long des caractéristiques de (0.2) "explosent" dès 

que t s'approche de T* . En fait, outre les travaux formels de Kalyakin [4], 

le seul résultat global en temps connu à ce jour a été obtenu par DiPerna-

Majda[ l ] et concerne l'étude des oscillations linéaires de grande amplitude 

qui se produisent dans les solutions faibles d'une loi de Burgers. Le choix des 

hypothèses plus restrictives { phase linéaire (<p(x) = x ) , dimension égale à 

un ( n = 1 ) , état initial pris constant ( u0(x) = u0 ) , perturbation périodique 

(h(x,x/e) = h(x/e)) et comportement quadratique du terme non linéaire 

( / ( u ) - a u 2 avec a ^ 0 ) } ainsi qu'un changement de variable temps 

( r = et) font de leurs résultats une conséquence du théorème qui suit. 
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3 0 . RÉSUMÉ 

On se place maintenant sous les hypothèses générales {phase non planaire, 

état initial non constant, dimension quelconque} et on cherche à établir la 

validité du modèle général construit ci-dessus {obtenu en procédant aux 

calculs d'optique géométrique} et ce, pour tout temps t < T , y compris 

postérieur à la formation des chocs ( t > T* ) . 

En d'autres termes, on établit le résultat suivant : 

T H E O R E M E . 

Soient <p et v vérifiant respectivement (i) et (ii). Alors pour tout temps 

t inférieur à T , il existe une constante C{t) dépendante du temps mais 

indépendante de s telle que : 

| | t t . ( t , . ) - « ( t , . ) - c ( * r s . w ) ( < ) | | L 1 ( j R - ) < C(t)e2. 

où (trs€v)(t) désigne la, trace sur Vhypersurface C°° de JRn x fît d'équation 

Se = {(rr, 9), 6 — = 0 } de la fonction à variation bornée .) qui 

à 0 , 0 ) € Rn x R associe v(t,x,9) G JR. 

Remarque. 

L'intérêt de ce théorème réside dans le fait qu'aucune limite en temps 

n'est imposée. Si par exemple UQ(X) = UQ {UQ figure un état constant}, 

fc u(t,,x) = UQ est solution de (0.1) avec T qui vaut l'infini. T* reste fini et 

<p{t% x) prend la forme suivante : <p(t, x) = ip^x — t f(uo)) . Dans les nouvelles 

variables (s , y, 9) {obtenues en changeant (t, a:, 9) en ( t = s , x — t f{uQ) = 

y, 9 = 9)}, (0.4) s'écrit : 

' dsv{s,y,9) + de ( ( v y y ( ^ y ) J ( u 0 ) ) p 2 ( Y , g ) ) = 0 

(0.5) J sur fî = [ 0 , T ] x R n x E 

^ v(O,y,0) = h(yy9) sur R n x R 

Un développement limité dans C([0 ,oo[ ; Ll{ H n ) ) de la solution en-

tropique de (0.2) existe donc pour tout temps, nonobstant le fait que ue{t, x) 

devienne discontinue pour t > T* . Qui plus est, il s'obtient à l'aide de ma­

nipulations simples : Il suffit de substituer (p(y) à la variable 9 de v, la 

solution moyennée de (0.5) { ( 0 . 5 ) s'interprète comme une loi de Burgers 

paramétrée par y de sorte que v est définie en tout point et prend aux points 

de discontinuité en 9 la valeur de la demi-somme de la limite à gauche et 

à droite de v(s,y,.) } . La forme asymptotique recherchée est alors donnée 

dans les coordonnées initiales par : 

UQ + EVI i , X ~tf(u0), — L J . 
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CHAPITRE I 

S T A B I L I T E L 1 DES LOIS D E 

C O N S E R V A T I O N S C A L A I R E S 

P A R P E R T U R B A T I O N D U T E R M E N O N L I N E A I R E 

P R O B L E M E G E N E R I Q U E 

1.1 Introduction • 

Dans le cas où la condition initiale prend la forme d'une valeur constante 

UQ , les termes non linéaires fi(u) s'écrivent : fi(u) = Q%{u) + Ri(u) avec 

Qi(u) = fi(u0) + fi(u0).(u - u 0 ) + | fi(uo)-(u - UQ)2 , R{(u) étant le reste 

de taylor d'ordre deux de fi. 

ue restant proche de UQ , il semble raisonnable d'espérer une contribution 

négligeable des restes Ri(u£), c'est à dire en désignant par v£ la solution 

entropique de (1.1) : 

f n 

dtv£(t,x) + ^ dXiQi{v£(t,x)) = 0 sur fi = [0,T] x R " 

(1.1) l .=i 

ve(Q,x) = M 0 +eh(x,¥^j sur HT 

une estimation du type suivant : 

(1.2) || u«(t,.) - « . ( * , . ) | | L I ( R.») < C(t)e2. 

Le but de ce chapitre est d'établir (1.2) dans le cadre général des 

hypothèses du résumé { ^ o ( # ) € C°°( H n ) non forcément constant}. 

On remarque ensuite que le modèle fourni par les calculs d'optique 

géométrique pour (0.2) conduit aux mêmes équations de phase et de profil 

que pour (1 .1 ) . 

Il suffit dès lors d'établir la validité du modèle pour des équations de la 

forme (1 .1 ) . 
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6 STABILITÉ PAR PERTURBATION DU T E R M E NON LINÉAIRE 

On rappelle que u(t,x) et u€(t,x) désignent respectivement les solutions 

des problèmes de Cauchy (0.1) et (0.2) {cf Résumé}. 

Par conséquent, la différence we(t,x) = u c ( i , x ) — u(t,x) satisfait : 

dtw£(t,x) + ] T dXiFi(t,x,we(t,x)) = 0 sur ii = [ 0 , T ] x R " 

(1.3) l - i 

[ w€(0,x) = sur !R n 

où on a posé Fi(t,x,v) = fi(u(t,x) + i>) —/¿(t¿(í, x ) ) . 

La solution {unique ! !} de (1.3) est à comprendre au sens de Kruzkov [5]. 

On considère maintenant le flot Xt attaché à l'équation différentielle 
suivante : 

( dtQx{t) = avec / = ( / j , , / n ) 

0 . (0 ) - a: 

On pose xt(x) = g x ( t ) . 

L'application t/;""1 définie par : ( f , x) — > ( 5 = i , y = X t " 1 ^ ) ) 

réalise un C 1 difféomorphisme global de [0, T] x H n sur lui-même. On 

exprime alors (1.3) dans les nouvelles coordonnées («s,y) de manière à 

supprimer le terme linéaire en v qui apparaît dans l'expression des Fi. 

En prenant soin de conserver la forme divergent ielle, on obtient que we = 

ip* iv£ ~ we o xp satisfait le problème de Cauchy suivant : 
r n ~2 

dsw£(s,y) + ] T dyi\ai{s,y)-f + Gi(s,y,ñe)ül) = 0 
1=1 7 

( 1 4 ) ) sur Q, = [0,T] x H n 

w£(0,y) = e / i ( y , ^ ) sur ] R n 

avec a , ( s ,y ) = £ ( - 1 ) ' ( - ^ ) (u o ^(s, y ) ) J«(a ,y) 
t=i 

et Gj(s,y,t5 e) = 

¿(_1)¿ (í í ^ ^ ( ^ ) ( t t 0 ^ ' » ) + r , 5 « ( a ' » ) ) d r ) J « ( a ' y ) 

où J,7 desígnele ( ¿ , j ) e m mineur principal de Dtp(s,y). 
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7 Estimations L 1 

On estime maintenant en fonction de e l'erreur d'approximation en­

gendrée par la suppression dans (1.4) du terme d'ordre trois en e : 

Gì(s, y, we) ibi priori pet i t}. 

On suppose désormais que le problème se présente directement sous la 

forme simplifiée (1.4) et afin de conserver des notations cohérentes avec 

celles de l'introduction, on pose ue = w£ . Quant à la solution du problème 

"générique" {dans lequel est oublié le terme cubique}, on la désigne par 

v£ . 

1.3 Estimations L 1 

T H E O R E M E . 

Soit h(x,9) une fonction C°° de JRn x JR à valeurs réelles, à support 

compact en la première variable et périodique de période un par rapport à 

la seconde variable. 

Soit <p G C°°( JR n ) , une fonction phase. 

Soit ve la solution entropique généralisée de : 

f n 2 

dtv£(t,x) + Y, = 0 sur = [0,T] x JR" 

(1.5) .=1 

[ « e (0 ,a : ) = e / i ( z , ^ ) sur JRn 

Alors v£ se compare à u£ {solution de ( 1 .4 )} avec l'estimation suivante : 

pour tout temps t inférieur à T, il existe une constante C(t) dépendante 

du temps mais indépendante de e telle que : 

Il « c ( * , 0 - « « ( * » • ) HLI(H") ^ c ( < ) £ 2 -

Preuve. 

On note Q T = ] 0 , T [ x H n . 

Soit g(t,x,s,y) > 0 une fonction de classe C°° et à support compact 

dans Qt x ^ r - Suivant Kruzkov[5], on écrit que ue {resp v£ } est solution 

entropique associée aux flux \u — k\. Dans les inégalitées ainsi obtenues, on 

remplace k par ve(s,y) et / ( i , x ) par g(t,x,s,y) {resp k par u£(t,x) et 

/ ( s , y) par g(t, x, s, y) } , on intègre sur fì^ dans les variables (s, y) {resp 

( t , x ) } puis on somme les deux expressions ainsi obtenues, on obtient : 
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8 STABILITÉ PAR PERTURBATION DU TERME NON LINÉAIRE 

( 7 0 IIII \ue(t,x)-ve(s,y)\ (dt9+d9g)(t,x,s,y) dtdxdsdy 

( 3 ) + M E?=i - V)) (1/2) [a,(*,x) tiftt,*) 
- a/(«,y) v?(*,y)] (#n0 + 0wflO(<,a:,5,y) dtdxdsdy 

('!) + M E i i ^ W < , * ) - » . ( * , y ) ) ( l / 2 ) [a,(j,y) 

— a/(i,x) ^ (¿ ,2 ) ] * dyig{t,x,s,y) dtdxdsdy 

+ M ^ M < ^ ) - v e ( 5 , y ) ) ( l / 2 ) [a/(s,y) t;2(5,y) 

— a/(i,x) t^(s,y)] * dX(g(t,x,s,y) dtdxdsdy 

+ IIII E î - i ^ n ( u £ ( t , z ) - i > £ ( s , y ) ) ( l / 2 ) [0„«i(* ,y) u*(t,*) 
— dX |aj(<,x) t^(,s,y)] * #(<,x,s,y) dtdxdsdy 

('!) + //JJ E / l i s<7"M*,a : ) - t;e(a,y)) [G,(t,*,i / e ) u2(*,*) 

- G/(t,x,t; e(s,y)) y)] * dx,g(t,x,s,y) dtdxdsdy 

~ IIII EiLi ^n(u £ (* ,x ) - i ; e ( s ,y ) ) 0*, (?/(<, x,t>e(a, y)) v*(s,y) 
* g(t,x,s,y) dt dx ds dy 

> 0 . 

Avec le choix particulier de / , fonction test à support compact contenu 

dans le cylindre [g,T — 2 g] x B(0,r — 2 g) avec 2g < min(T,r), on donne 

à g la forme particulière suivante : 

gh(t,x,s,y) = 6k(*=i) №=1 6h(*=*) 
avec fc< g, Xh(t,x,s,y) = 6h{**) Uî=x h ( ^ ) 

et Sh(x) = l <f>(f), <j> 6 C0°°( H ) positive et d'intégrale un. 

Puis on fait tendre h vers 0 . On obtient d'après Kruzkov [5] : 

(1.6) Jj \ue - v£\ dtf(t,x) dtdx + Jj ^ s9n(us - ve) 

* a , ^ x ^ (u2

e(t,x)-v2

£(t,x)) dcJ(t,x) dtdx + limsup > 0 . 

La notation J*'e marque la dépendance en h de l\ {g dépend de h 

avec le choix de la fonction test effectué ci-dessus}. 

On souhaite désormais estimer la dépendance en fonction du paramètre 
e de la limsup f c_,. 0 . 
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9 Estimations L 1 

Rappelons tout d'abord les estimations classiques suivantes qui traduisent 
la stabilité L1 , L°° et BV des équations considérées : 

( a ) On dispose d'un contrôle L°° de ue {resp v£} : 

Il M*) I I l - C Œ T ) ^ C'iC) Il wo 11^00(11») < Ci(<)e . 

Il M*) I I l « ( R - ) < Ci(*) Il t;0 | | L o o ( R - ) < 

(/?) On dispose pour tout t d'un contrôle de la norme BV de u€ : 

+ (deh)(x,^) | | L 1 ( R - } < C 2 ( f ) . 

de même, V(ve(t)) < C2(t). 

( 7 ) On dispose enfin d'un contrôle L1 de ue {resp u £ } : 

Il ««(*) IIlk R - ) < C s ( * ) £ {resp i| v€(t) | | L 1 ( < C s ( * ) e } . 

On sépare maintenant Z | en deux termes dont on observe successivement 

le comportement pour h —>• 0 : 

(i) Etude de A | = JJJJ Y2h=i « f l f » ( " E ( < , a : ) - W E ( a , Y ) ) dXlGi(t,x,ve(s,y)) 

* vî(s,y) 9h(t,x,s,y) dtdxdsdy : 

i ^ n i < j t {jdt z;r=i i ô « f G , ( t , a : , » . ( * 1 v ) ) i \vUs,y)\ 
* lflto(*>3,s,î/)| d^dj/} dicta 

Ve^s^y) étant à support compact en les variables ( s , y ) , 
u c ( ,s ,y) gh(t) x,$,y) est à support compact en les variables (t,x,s,y) . 

Par conséquent G/ prend ses valeurs sur un compact {indépendant de 

e } sur lequel la fonction et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre trois sont 

bornées disons par M. On a alors d'après ( 7 ) : 

\A% I <nMCfe2 ff {jj \v€(s,y)\ Xh(t,x,s,y) dsdy) dtdx 

Puisque Jj \ve(s,y)\ \h(i,x,s,y) ds dy converge pour presque tout (t,x) 

vers |u c (< ,z ) | en restant borné, le théorème de Lebesgues s'applique et 

fournit : 

l i m s u p & _ 0 \A% J < nMCl £2 JJ \f(t,x)\ \ve(t,x)\ dtdx 

< C4(i) e 3 \ \ f ( t , x ) \ \ L o o ( m 
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10 STABILITÉ PAR PERTURBATION DU T E R M E NON LINÉAIRE 

(ii) Etude de B\ = ffff Zî=i sgn(u£(t,x)-ve(s,y)) [Gt(t,x,ue) ue(t,x) 

- Gi(t,x,v£(s,y)) v3

£(s,yj\ * dXlgh(t,x,s,y) dtdxdsdy : 

On pose Tt(t,x,$) = Gi(t,x,9) 03 

et Hi(t,x,6,é) = )l deTt(t,x,6 + s(é-0))ds 
de sorte que Gt(t,x,u£) u\ - Gt(t, x, v£) v\ = Ht(t, x, ue, v£) (u£ - v€) 

Puisque deTt(t,x,9) = (d6Gi)(t,x,9) 93 + 3 Gt(t,x,9) 92 , on a les 

estimations L°° suivantes : 

| fT / (* ,a : , iXe , î ;« ) | < sup { sup9Ç[0A] M (u£ + s (v£ - u£)) (t,x)} 

< Me2 d'après (i) 

\dxiHt\ < M e2 et 

\deHi\ < Me. 

On fixe les variables i , s et y de l'intégrale et on applique Fubini : 

JIIt

dtdsdy {/ ̂  ^ ~ ^' ̂ ^'^'^ ^ ^} 
= — / / / K(t,s}y) dtdsdy 

J J Jt,8,y 

où K{t, s, y) désigne : 

n 

(dXl(\u£(t,x) - v£(s,y)\ ff|(*,a:,tie(*,a:),t;e(5,y))) , ^ . 

/ = i x * x 

Pour presque tout ( £ , s , y ) , l'application £ ^ ; î , de K n à valeurs dans 1R 

définie par Uty3>y(x) = --t? e(s,y)| ^ ( * ^ ' ^ C ^ ) ' ^ ^ ^ ) ) e s t u n e 

fonction (X°°nSV)( R n ) . 

En effet, |A(x) ~- k\ {k € R } appartient à W ( H n ) dès que 

appartient à BV( R n ) . De plus, si / ( . , . ) € C°°( R n x IR), et si h(x) 

est une fonction BV, alors apparait comme la composée d'une 

fonction BV et d'une application C°°. Il s'agit donc d'après un résultat de 

Volpert [7] d'une fonction BV. 

(L°° P| BV)( ïïtn) étant une algèbre, on a finalement obtenu que UtyS,y 

est dans [L°° f] BV)( H n ) . Le terme entre crochet peut donc s'interpréter 

comme l'intégrale de la fonction g(t,s, y) par rapport à la mesure dXl{ ) . 

Qui plus est, on dispose de la formule de dérivation suivante qui permet 

d'estimer en fonction de e le poids de la mesure considérée : 
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1 1 Estimations L 1 

d*i ( •) ~ v e ( ¿ , y) | -, tl e(í, .)> ü e ( ¿ , y)) ) = 

#i(<,.,t£ e(*,.),t; e(a,y)) o dXi\ue(t,.)-ve(s,y)\ 

í f / (t , . ,u e ( í , . ) , t ; £ (s ,2/)) ¿yn(u e(t,:r)--v e($,y)) o dXlu€(t,.) 

+ \u€(t,.)-ve(s,y)\ {dXiH¡(t,.,ue,ve) + deHi(t9.,u€,ve) o dXiue(t,.)} 

On précise les notations : 

f(x) = lim^—o ( / * {valeur moyenne de f } 

et def(x,u€(x)) = Jq 1 def(x, t l„ue(x) + Z_„u e(a;)(l - f) ) d< 

Ces deux expressions sont définies en tout point de régularité de la fonction 

à variations bornées ue , c'est à dire en dehors d'un ensemble de i f n - i 

mesure de Haussdorf nulle. Suivant Volpert [7], on désignent par lvu{x) {resp 

l-vu(x) } les valeurs limites dans les directions v et —v de la fonction u(x). 

Le symbole o signifie que l'on procède à la multiplication d'une mesure 

{par exemple dXlu£(t,.) } par une fonction integrable par rapport à cette 

mesure et bien définie en dehors d'un ensemble que ne charge pas cette même 

mesure. 

On peut désormais écrire le terme Bh en explicitant le crochet de dualité 

par une intégration explicite : 

Bh = - / / / K(t9sjy) dtdsdy 
J J Jt,syy 

avec cette fois-ci : 

K(t,s,y) = 

. n 

/ Yl f sgn(ue(t,x) - ve(s,y)) o dx,ue(t,.) gh 

+ / Y, M * , - ) - ^ > y ) i 
J x /=i 

* [dx,Hl(t,.,ue(t,.),ve) + deHi(t,.,ue,vc) o dxtue(t,.) gh 
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12 STABILITÉ PAR PERTURBATION DU TERME NON LINÉAIRE 

On utilise alors les estimations L°° portant sur Hi et d$Hi, valables 

en dehors d'un ensemble de mesure nulle pour la variation totale | d X i u e | 

associée à dXlu£ : 

\ Hi(t,^ue(t,.),v€(s,y)) sgn(ue(t,x)-v£(s,y)) \ < Me2 

\\u£(t,.)~ve{s,y)\ dXlHi(t,.,u€(t,.),v€)\ < M ' e 3 

I M * , . ) - v e ( 3 , y ) | S ^ i ( t , . , t i e ( t , . ) ^ e ) | < M" e2 

Par conséquent, 

\Bh\ < Iti ^ M e 2 + M ' e 2 + M"e2) f \gh\\dXlu€\ dtdsdy 

En appliquant Fubini, ce que rend possible le fait que la mesure \dXlu€\ . dt 

est indépendante des variables (s, y ) , on a : 

iBftl < M'" e2 JJ yj \gh\dsdy} \dXlu£(^-)\-dt 

<M""e2JJ I I / H ^ R " ) \dxMi,-)\-dt 

< M""e2 H / | | L - ( R - , j f l ( 0 . i « « ) ( * ) l ( R ) * 

< M e2T II / | | L 0 O ( r ) V(u . ) (0) < C(t) e 2 || / | | L e o ( R » } 

On dispose donc finalement de l'inégalité suivante : 

(1.7) JJ \ue(t,x)-ve(t,x)\ dtf(t,x) dtdx 

+ // s9n{Ue(t,x)~Ve(t,x)) 
J J /=1 

* a,(t,x)(l/2)(u2

e(t,x)-v2

£(tix)) dXlf(t,x) dtdx 

+ C(T) s2 H / | | L o o ( r - , > 0 . 
En appliquant la méthode de Kruzkov[5] {choisir / = [ah(t — g) — oth(t — 
s)i X/i(*»ar) avec Xn = 1 - <*/*( \A + N t - R + ¡1 ) , ^ > 0 et ah(a) = 

/ - o o ^ C O ^ O » o n obtient en faisant tendre \i puis h vers zéro : 

J \ue(t,x)-ve(t,x)\dx < C(t)e2 

ce que l'on souhaitait démontrer . 
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CHAPITRE II 

P R O B L E M E S D E S U B S T I T U T I O N 

E T D E T R A C E 

2.1 Introduction : 

Le caractère intrinsèque du modèle fourni par les calculs d'optique 

géométrique {les développements limités commutent aux changements de 

variable} permet désormais de considérer le problème sous la forme (1.5) 

{cf page 7 } . L'équation de la phase devient alors : dt<p(t,x) — 0 et en re­

portant eu(t,x,<*p(x)/e) dans (1 .5) , on obtient que u(t,x,6) doit satisfaire : 

(2.1) 
( U 

dtu(t,x,9) + e 9Xi(ai(t,x) u2(t,x,0)) 
i-l 

+ de (JT ai(i,x) dXiip{x) (^f^1)) = 0 

sur Q = [0, T] x H n x H 

u(O,x,0) = h(x,6) sur R " x E 

On note ~ï(t,x) = YZ=i a i ( ^ x ) dxi'Ax)-

L'idée de l'optique géométrique consiste alors à négliger le terme en facteur 
de e c'est à dire d'approcher (2.1) par : 

' dtûx(t,x,0) + d9 ( T ( t , x ) ( û z )
2 ( * , M ) ) = 0 

^ 2 2 ^ < sur fi = [0, T] x R n x TR 

k ûx(Q,x,6) = h(x,$) sur R n x R 

système qui s'interprète comme une loi de Burgers paramétrée par x . 

On espère alors décrire la solution de (1.5) par ûe(tf, x) = e ûx(t, x, £ ~ ) . 

Dans le cas où la donnée initiale h est régulière, les lois ( 1 . 5 ) , (2.1) et (2.2) 

développent des chocs au bout d'un temps T* fini. 
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14 PROBLÈMES DE SUBSTITUTION ET DE T R A C E 

Pour t < T* , des considérations géométriques portant sur des estimations 

L°° le long des caractéristiques fournissent : 

(2-3) || ( « « - « . ) ( * , . ) | | L 1 ( R - ) < C(t)e2 

Pour prolonger (2.3) après la formation des chocs (t > T*) se pose le 

problème de la substitution de <p(x)/e à 0 , dans des données qui peuvent 

présenter des sauts de continuité. Ce problème se formule en termes de trace 

de fonctions BV( R n + 1 ) {u(t,x,$) solution de (2.1) ou £L solution de 

( 2 . 2 ) } sur des sous-variétés C°° {le graphe de (t,x) —• (t,x,0 = !£ilï) j 

de dimension n 4* 1 de H n + 1 . L'objet de ce chapitre consiste à donner un 

sens à la manipulation ainsi effectuée. 

2.2 Rappels sur les fonctions BV( TEC1) : 

On se donne un ouvert fi de IR n , a un vecteur unitaire, u G BV{ ÏR n ) 

et I I a l'hyperplan { x , x.a = 0 } . Pour x G R n , on note x1 = prUa(x) 

la projection orthogonale de x sur I I a et la(
x') l a droite issue de xf et 

de vecteur directeur a. Un point de R n est naturellement repéré par ses 

coordonnées x1 G I I a et xn = d ( x , I I a ) . 

On peut alors trouver F C II a de (n — 1) mesure totale {c'est à dire 

H^n"^{Fc) = 0 , telle que pour x1 G F, % appartienne à BV{ H ) . 

On pose alors pour x tel que PrUa(x) G F , 

û a ( # ) = (1 /2 ) f lim u(x + ha) + lim u(x + ha)] 

= lim / u(x + ha)x>(h) dh 

où xtf figure (l/6)x(x/6) avec x € Co°( El) et x = 1 sur im voisinage de 
l'origine, x paire et d'intégrale 1. 

On note u ~a v si À a (JB) = X(Prna(E)) = 0 , avec A la mesure de 

lebesgues sur Ua et JE? = { x , w(x) ^ v ( x ) , x G ̂  } . 

On rappelle {Volpert [7]} : 

T H E O R E M E . 

Soit u G BV r ( JR n ) . Alors pour tout vecteur unité a, û ~a ûa où û(x) 

désigne la valeur moyenne de u en x {cf page 11 } . 

Soit u G (BV 0 L°°)( ÏÏT), soit G le graphe d'une fonction s de classe 

C 1 au dessus de II a { G : fi' C ïïa ouvert borné — • R n } et si h est 
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15 2.3 INTERPRÉTATION DE (2.1) ET (2.2) : 

une fonction continue de H dans H , alors ü qui est définie en dehors 

d'un ensemble de i ï ( n . - i ) mesure nulle, est définie presque partout sur G et 

satisfait {c'est une application du théorème précédant} : 

lim / / h(u(x)) X6(
s(x')+Xn) dx'dxn 

= j h(ü(s(x'))} dx1. 

2.3 Interprétation de (2.1) et (2.2) : 

La solution du système (2.1) est C°° sur la bande de temps [0,T*] {avec 

T* indépendant de £ } , domaine sur lequel la substitution de ip(x)/e à 9 

dans (2.1) donne de toute évidence la solution de (1 .5) . A t'on un résultat 

analogue après la formation des chocs ? ? C'est l'objet du lemme suivant : 

Lemme 2.3.1. Soit u € BV([0,T] x J R n _ f l ) la solution entropique de 

(2 .1 ) . Alors ü fonction moyennée de u coincide avec u en dehors d'un 

ensemble de mesure de Lebesgues nulle et est donc aussi solution entropique 

de ( 2 .1 ) . De plus, la substitution {cf 2 .2} de <p(x)/e à 9 dans 

fournit la solution généralisée de (1.5) {et du coup trStu € BV( R n + 1 ) } . 

Preuve. On écrit que ü est solution entropique généralisée de (2.1) : Pour 

tout V € C§°(CIt) , $ > 0 , 

(2.3.2) / I « ( * , x , 0 ) - k \ dtij>(t,x,0) dtdxd9 

+ e J s#n(ü(í ,x ,0) - k) ( - • 2 ^ ) ^ C * ' 1 ) d i . V ^ X j t f ) ) dtdxd0 

+ J sgn(ü(t,x,8)-k) ^ — ) flt(¿»x) d*i<P(X))<W(*> x,9) dtdxd8 

- e I ^2 sgn(ü(t,x,B) - k) (dXiai)(t,x) \^—jip(t,x,9)dtdx > 0 . 

puis on fait le choix particulier de î/?(i,a:,0) = i¡>(t,x) x6 iP ~~ - ~ ^ ) , et on 

effectue le changement de variable : ( x¡ = p¡, 9 — • — q ) dans l'inégalité 

(2 .3 .2) . 

Avec le choix particulier de i¡> effectué, on a ift(t,pyq) = ^ ( ^ p ) X¿(#) • 

On exprime alors (2.3.2) dans les nouvelles coordonnées (p, q) et en 

faisant tendre S vers zéro, on obtient : 
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16 PROBLÈMES DE SUBSTITUTION ET DE T R A C E 

(2.3.3) / \eû-sk \ dttf>(t,p,q) dtdpdq 

+ ( ( £ S ) 2 ; ( £ f c ) 2 ) s9n(eu - ek) (£oi(t,p) W(t,p. dtdp 

expression dans laquelle û est pris au point (t,p,<f>(p)/s). 

La condition initiale {critère (ii) de Kruzkov[2]} s'obtient en remarquant 

que les solutions de (1.5) et (2.1) sont régulières sur la bande de temps 

[ 0 , T * ] . Ceci, joint à (2.3.3) exprime finalement que e û(t->P,(p(p)/€) e s t 

solution de (1 .4 ) , ce que l'on souhaitait démontrer. 

On désigne désormais par (2.4) le problème de Cauchy associé à (2.2) 

considéré non plus comme une loi de Burgers paramétrée par x mais comme 

un problème de Cauchy posé sur [0, oo] x IC1*1 . On a alors le : 

Lemme 2.3.2. Soit, pour tout x, ux une solution entropique de ( 2 . 2 ) . 

Pour tout ( t , x ) , .) € BV( M). On note t / x ( t , . ) la solution moyennée 

associée de sorte que u : ( t , x ,# ) — • ùx(t,6) est définie en tout point 

de [0,T] x J R n + 1 . C'est une solution entropique de ( 2 . 4 ) . Qui plus est, 

ûxit^i^/s) coïncide presque partout avec trstu = û\s^ . 

Preuve. 

ûx satisfait : 

Pour tout x de H n , pour tout ii>(t,0) de classe C°° et positive, 

(2.3.4) / \ûx~k\ dtxi>{t, 6) dt de 

+ J sgn(ûx - k) ( - a ^ 2 ~ fe2) x) deW, 6) dtd6 > 0 . 

On multiplie (2.3.4) par <p(x) fonction positive de classe C°° . On intègre 

en x et on utilise un résultat de densité pour obtenir l'inégalité entropique 

associée à u. 

Par ailleurs, d'après le théorème page 14, û ~a ûa . Appliqué avec 

a = ( O { t } , O { x } , l { 0 } ) , on a pour presque tout (t,x), û ( t , x , . ) = û x ( i , . ) 

et en particulier pour presque tout ( t , x ) , û(tixJ(p(x)/e) = ùx(t,ip(x)/e), ce 

qui termine la démonstration du lemme 2.3.2. 
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CHAPITRE III 

J U S T I F I C A T I O N D U M O D E L E 

P O U R U N E LOI D E C O N S E R V A T I O N 

E S T I M A T I O N S L1 

3.1 Introduction : 

La démonstration du théorème énoncé dans le résumé repose sur une 

bonne compréhension de la forme géométrique des solutions du système 

(1 .5 ) , forme géométrique imposée par les oscillations de petite amplitude 

qui apparaissent dans la condition initiale. Pour x variant dans un petit 

domaine D de diamètre e , <p(x)/e parcourt un intervalle dont la grandeur 

est contrôlée par une constante. 

Dès lors, la forme de la solution v de (1.5) sur le cône de propagation 

Ki = {(tyx) , \x — l\ < C e (1 + 1 ) } où / appartient à D est essentiellement 

gouvernée par le comportement de h par rapport à la seconde variable, 

c'est à dire {pour simplifier} par un problème de Cauchy avec donnée 

initiale x —• h{l,<p(x)/e) . La phase <p dans h(JJip(x)/e>j sélectionne une 

direction privilégiée de propagation que Ton note par exemple $ . Un simple 

changement de variable permet alors de se rendre compte que la variable 

6 du modèle joue le rôle de 0, la variable x intervenant comme simple 

paramètre. En assimilant 9 à 6, on obtient la comparaison L1 souhaitée, 

la difficulté étant d'effectuer des opérations licites sur des fonctions dont on 

sait qu'elles peuvent développer des discontinuités d'ordre zéro. 

Dans tout ce qui suit l'expression "on remplace 6 par" est à comprendre 

en termes de trace comme expliqué dans le chapitre précédant. On appeler a 

aussi "bonne approximation locale" une estimation Ll contrôlée par une 

constante {qui peut dépendre du temps} fois c n + 2 . 
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18 JUSTIFICATION DU MODÈLE 

3.2 Localisation en la première variable t 

3.2.1 Cas de ve(t,x) solution de (1 .5 ) . 

On s'intéresse à ve(t,.) en restriction à Ce où (k) = (&i, , f c n ) 

désigne un multiindice { k{ représente un entier} et on convient de noter 

C * le cube Ylî^i [eki;e(ki + 1 ) ] . Soit enfin № le centre du cube C*h) . 

Les estimations de Kruzkov[5] permettent d'affirmer que l'information se 
propage à vitesse finie. Plus précisément, les valeurs de u au temps t et en 

restriction à Ce dépendent uniquement de celles prises dans un cône de 

sommet C * et de pente contrôlée par N avec : 

n = s u P ([E^a^)]1/2i^i} 
( < , x ) € [ 0 , 7 1 x R n et \u\<M { l = i J 

où M est une estimation L°° de v£ . 

Par construction, al(i^x)]1^2 e s t borné sur [0,T] x R n tandis 

que M est contrôlé par C(t) || v€(0,.) \\LOO . N est donc de l'ordre d'une 

constante fois e et Ce {section du cône au temps t = 0 } figure du coup 

un domaine centré en № et de taille contrôlée par C(t) e. 

vc(t,x) se compare alors en restriction à C* à la solution de (3.2.1) : 

dtvW(t,x) + ] T ^ ( a i & x ) ^ - ) = 0 

»=i 

C 3 - 2 - 1 ) S sur ft = [0,T] x H " 

t>?>(0,x) = e f c < * > ( ^ ) sur R» 

où on a posé h{e\e) = fc( 0) . 

Le travail de Kruzkov[5] fournit l'existence, l'unicité pour (3.2.1) ainsi 
que la comparaison suivante : 

Il vïHt) ~ ve(t) | | L l ( c . ) < Cx(t) || r ? ) ( 0 ) - «.(0) | | L Ï ( Ô . } 

(*) V (k) ' 

avec Ci(t) = e 7 * , où 7 est indépendante de e et de fc. 

On remarque alors que : 

Il »?) (0) - «.(0) | | L 1 ( Ô . ) < C2(t) e y V,fc(.,.) IIl- / H x - / ? > y ^ 
<*) 

< C*(t)en+2 (t + ^)n^ < CA{t)e»>+2 

avec Ci{t) indépendant de e et de A:. 
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19 3.2 LOCALISATION EN LA PREMIÈRE VARIABLE : 

Soit ve la fonction construite en "recollant" les , c'est à dire : 

v£\ = v^k\t)in. . On a alors : 
(*) l c (*) 

Il « - ( * ) " M*) ÏÏLH TEC) < C(i) £ £ " + 2 

(fc), supJ£*; |<D 

où D est contrôlé par la taille du support de h {qui est compact} , e étant 

fixé, le nombre de cubes intervenant dans la sommation est de l'ordre C e~~n 

avec C constante. On dispose finalement de l'estimation : 

V i e R + , K ( t , . ) - « . ( * , - ) IILMR") £ 

3.2.2 Cas de eu(t,x,ip(x)/e) avec u solution de (3 .2.2.1) . 

On rappelle que u est solution de : 

' dtu(t,x,0) + de (T(t,x) u2(t,x,0)) = 0 

sur ft = [0,21 x H " x R, 
(3.2.2.1) { 1 ' J 

k u(0, x, 0) = /i(x, 0) sur R n x 1R 

On considère alors (3.2.2.2) : 

'a.u<*>(t,M) + a,(T(*,*)(u?>) a(t,x,tf)) = O 

sur 0 = [0, T] x ïïtn x m 
(3.2.2.2) I 1 

u (

£*>(O,x,0) = / i ( / {

£

f c ) ,0) sur H n x R 

On souhaite comparer en norme L 1 sur les fonctions eu(t,x,~^^ 

et eu?*(t, 

On estime d'abord la différence 6(x,0) = h(x,0) — h(fik\8). 

On a encore S(x,0) = { / o ( V x / » ) ( / (

e

f c ) + s (x - J (

e

f c )), 0) -

L'application # — • ( V x / i ) ( x , . ) étant périodique, le terme intégral est borné 

sur C * x H . £(x ,0) est donc estimé sur C* x H par C(t)e. 

On peut donc encadrer les conditions initiales de (3.2.2.1) et (3.2.2.2) de 

la manière suivante : 

3 m > 0 , V x € C (

e

t ) , 0 6 R , 

< / i (x,0) < h2(0) et / ^ ( 0 ) < h(î(

£

k),0) < h2(0) 

avec / i i(^) = h(l(k\0) - me et h2{0) = h(l(k\0) + me. 
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A x fixé, le système (3.2.2.2) est une simple loi de Burgers et satisfait à 

ce titre un principe du maximum : Si on note wi(t,x,Q) {resp xi)2(t,x,9)} 

les solutions moyennées de (3.2.2.2) associées à la donnée initiale h\ {resp 

/12 } , on a la comparaison suivante valable pour tout ( x , 9) G C* x I I : 

w\{t,x,9) < u{t,x,9) < u> 2(t,.z,0) 

{resp wi(t,x,9) < u ^ ( i , : r , 0 ) < w2(t^x^9)} 

On a : 

*Sc;k) \ u ( t , x ^ ) - é €

k \ t ^ £ ¥ ) \ d x 

< e j c t \Wl(t,z,*&) -W2(t,x,*&)\dx 

Il s'agit donc d'estimer en fonction de e le terme intégral de droite. La 

démonstration précise de cette estimation {en £ n + 2 } est une conséquence du 

chapitre 3.4. On se contente pour l'heure d'avancer les arguments : 

On redresse dans un premier temps la phase (f : Supposons donc que 

<p(x) = xn — L On note x = (x',xn). Dans (3.2.2.2), on peut regarder 

x1 comme un paramètre, ce qui permet {cf chp 3.4.2 } de se ramener à un 

problème en une dimension d'espace. Supposons donc que N = 1 et x FI — x , 

un principe de localisation du paramètre x qui intervient dans le coefficient 

de Y(£,.x) permet {cf chp 3 .4 .3} , en restriction à C * , de remplacer wi 

{resp vu>2 } par xb\ {resp W2 } solution de (3.2.2.2) dans lequel Y(t , x) est 

remplacé par T ( t , / ) et h(lik\ô) par hi(6) {resp h,2{9) } et ce avec une 

bonne approximation locale {c'est dire en C\(t)ez {resp en C 2 ( 0 £ 3 } } • Or 

£ / c . I t f i f r ^ r ) - M * * ^ d x < Ce2 U \MW)-Mi>0)\ d 0 

<*) 

où P est un intervalle de taille de l'ordre d'une constante indépendante 

de e. 

w1 et w2 satisfont une simple loi de Burgers {le coefficient de dérivation 

ne dépend plus de x } . Le principe de stabilité L1 s'applique au terme de 

droite qui se majore donc par C(t) e2 Jp |wi(0, s) — w2(0, s)\ ds < Cs(t) e 3 

puisque d'une part, on dispose d'une estimation L°° entre wi(0,s) = hi(s) 

et u>2(0, s) = / i 2 ( ^ ) et que d'autre part, le diamètre de P est de l'ordre d'une 

constante. 

Une fois la phase rendue linéaire et le problème ramené à une dimension 
d'espace, on a donc : 

« / M * , * , ^ ) - ^ ( t , * , ^ ) ! dx 

< s J \[wi - u>i + xbi - w2 + w2 - w2](t,x,£fl)\ dx 

< (C i (0 + C2(t) + C 3 (*)) £ 3 { e n + 2 pour la dimension n } 

Résumons : 

Si on note u£ la fonction construite en "recollant" les u^e\t^x1(p(x)/e) , 
c'est à dire en posant : 

£ E ! C E = eu(

£

k)(t,x,v(x)/e)lce , 
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21 3.3 PROBLÈME LOCALISÉ EN PHASE NÉGLIGEABLE : 

on dispose après sommation sur les (k) tels que e \(k)\ < D , de l'estimation : 

V < € R + , || eu(<, .,¥>(.)/£) - tte(<,.)||Li(F») < C(t) e2 . 

On a donc localisé la variable x au niveau des deux systèmes à comparer et 

ce, en conservant une estimation adéquate. 

Reste donc désormais à préciser les arguments avancés ci-dessus et à 

estimer {toujours localement} la différence L 1 entre ûe et v£. 

3.3 Problème localisé en phase négligeable : 

On rappelle que v\ est solution de : 

dtv[k\i,x) + £ dXi(ai(t,x)^Y-) = 0 
T=i 

t 3 - 2 - 1 ) \ sur Q = [0,T] x H n 

t>?>(0,*) = Ê * < * > ( ^ ) sur H " 

Une autre manière d'obtenir v£ (t,x) {cf chapitre II} est de résoudre : 

'*»«(*,«,«) + e £ djai(t,x) ( » ' > ' ) , (« . - . » )A 

1=1 ^ ' 

(3.3) l + d e V T ^ ' x ) 2 ) ~ ° 

sur Û = [0, T] x H n x 1R 

w ? > ( 0 , x , ^ ) = h(lik),0) sur E " x R 

puis de considérer ew^e

k\t,x,<p(x)/e). 

Pour e suffisamment petit, 3 a > 0 , tel que s'il existe x € C' avec 

|V*v?(x) | < a , alors w(

£

k) est de classe C°° sur C(

e

k) x [0,T] x 1R {les 

coefficients de (3.2.2.2) et (3.3) sont rendus petits}. Du coup les solutions 

de (3.2.2.2) et (3.3) sont régulières et se comparent localement {en norme 

L1 } grâce aux méthodes classiques de l'optique géométrique à e n + 2 près 

{ e n + 2 provient de l'intégration locale}. 
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3.4 Problème localisé en phase oscillante : 

On regarde le cas complémentaire de celui qui précède : 

\/x € C(

e

k), \Vx(p(x)\ > a avec a > 0 fixé. 

Sous cette hypothèse, on procède à un changement de variables permettant 

de prendre en compte la géométrie de la phase <p. 

3.4.1 Redressement de la phase. 

On a obtenu l'estimation L1 locale souhaitée entre la solution et le modèle 
{localisés en la première variable de .) } pour l'ensemble des cubes С * 

pour lesquels il existe x € Cf avec JVxy>(ar)| < a. 
~ (&) 

Si maintenant, Vx € Ce , |V r y?(.r) | > a, il existe x difféomorphisme 
(fc) 

C°° d'un voisinage Ve^ de № sur С6 avec : 

\ x(J?>) = i(

e

k) ; <P о X(y) = yn - r/k) 

où désigne la n e m coordonnée de № et satisfait : 

sup d(y,/<e*>) < C ( * ) c 
Y € V < * > 

En d'autres termes, x "redresse" la phase en gardant la taille du voisinage 
de Z?> . 

On pose zx(s,y) = v{

€

k)(s,x{y)) et z 2 (s,y) = ti(a, x(y),0) . On transcrit 
ensuite les lois de conservation (3.2.1) et (3.2.2.2) dans les coordonnées 
(«s,y) {changement de variable ф : (s,y) — • (s = t,y = x~l(x)) }• 
Comparer г4*^ et и revient alors à comparer z\ et la trace de Z2 sur 
l'hypersurface S = , б = ?п~'е' - } sur les sections en temps du cône 

de propagation , transformé de К par 0 { i f = ^~ 1(iir)}. Le calcul 
fournit pour z\ et Z2 les deux systèmes suivants : 

F N 2 

(3-4.1.1) S sur fl = [0,Г] x ïïtn 

*i(0,y) = eh{Vn l e ) sur R " 

et 

(3.4.1.2) I Д ' Г ^ У ) + а * ( а ' п ( ^ У ) y ) = 0 sur = [0,T] x R n 

{ * 2 (0,y) = ¿ (0 ) sur ÏÏT 
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où on considère e 22 (.s, y, V n * c ( *) {la dépendance de la donnée initiale h 
vis à vis de e et (k) est omise}. 

3.4.2 La variable de propagation 9. 

T H E O R E M E 3.4.2. 

(3.4.1.1) peut s'approcher par (3.4.2.1) {où est localisé le y des coeffi­

cients de dérivation} : 

dM*,y)+itdy>{a>(s^Zi) = 0 

1=1 

(3.4.2.1) I s u r 0 = [0,T] x JRn 

* 3 (0 , y ) = e h { ^ - f - ) sur Rn 

avec Vestimation suivante : || 2 3 ( 5 , . ) — zi(s,.) < C(s) £ n + 2 

{ K3 désigne la section au temps s de K}. 

Preuve. 

On se contente cette fois-ci de donner des indications de démonstration 

dans la mesure où celle-ci est calquée sur celle du chapitre I. 

Le terme d'erreur à estimer est donné par : 

M Er - i * * » ( * . ( 3 , V ) - * 1 ( * , * ) ) a>(s,y)) (*'.»-»?(«.'>) 

* dyig(t,x,s,y) dtdxdsdy 

- M E te i **»(*3(* ,y ) -* i (* ,* ) ) (a w a})(«,y) 
* #(£, x,s,y) dtdxdsdy 

Le premier terme s'interprète par dualité {cf chapitre 1} : Lorsque la 

dérivée touche ( « ¿ ( 5 , / ^ ^ — « ¿ ( 5 , y)) , on gagne du e2 grâce à l'estimation L°° 

de ^*a(*>y)~zi(*>g)^ e ^ e n p r o v j e n t <Je l'intégration locale. Lorsque la dérivée 

touche sgn(zs(syy) — zi(t,x)) ^iMÏzJiil^l^j ^ o n obtient une mesure de 

Radon multipliée par \z^(s, y) — z\(t, x)\ (a[(«s, l\ ') — a^(.s, y)) qui est majoré 

{au voisinage de } par du e2 , l'intégration locale fournissant là encore 

le en complémentaire. 

Quant au second terme, une estimation L°° donne directement du £ n + 2 . 

Dans le système (3.4.2.1), y = (yi, ,yn-i) n'intervient ni dans la 

condition initiale, ni dans les a\(s, îe ) . On en déduit que z 3 est indépendant 
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de y , ce qui signifie que l'information dans (3 .4 .2 .1 ) est gouvernée par la 

variable yn. En d'autres termes, z 3 est aussi solution de : 

dsz3(s,y) + dyn(a'n(s,lW)£)= 0 

(3.4.2.2) i sur O = [0,T] x I T 

* 3 ( 0 , y) = e — ) sur HT 

En répétant l'argument précédant { cf théorème (3.4.2) } , on peut comparer 

zz à ¿3 solution de : 

d.H(*,v) + a f B («'„(«. y. Ç , w ) f ) = O 

(3.4.2.3) | sur O = [ 0 , T ] x HT 

« - i n ' ( f c ) 

5 3 ( 0 , y ) = £/>(— f — ) s u r ^ 
^ £ 

toujours avec une estimation valable à £ n + 2 près. 

On pose 6 = ( y n — ln

e^)/e, puis on remarque que 

24(5 , y, 0) = ( 1 / 6 ) 2 3 ( 3 , y , / « ' ^ + £0) est solution de : 

2 

f a.z 4(«,y,tf) + de(a'n(s,y,l^)^) = 0 

( 3 - 4 - 2 - 4 ) ï sur fi = [0,T] x R " 

1 z4(0,y,8)= h(0) sur R n 

c'est à dire précisément (3.4.1.2) où on a remplacé y par 

Finalement, pour comparer à £ n + 2 près z\ et Z2 , il suffit de pouvoir 

comparer z 4 et Z2 avec la même estimation sur l'hyperplan 6 = -——f— . 

Dans (3.4.1.2) et (3 .4.2.4) , y joue le rôle d'un paramètre que l'on "gèle" 

en considérant les solutions entropiques particulières construites au lemme 

(2.3.2) page 16. 

L'intégration locale en y fournit du sn~l. Pour obtenir du £ n + 2 {et donc 

après sommation sur les supports compacts de nos fonctions une estimation 

globale de l'ordre de e2 } , il suffit d'obtenir une estimation L1 d'ordre £ 3 

entre (3.4.1.2) et (3.4.2.4) à y fixé. 

Ceci revient précisément à se poser le problème de la validité du modèle 

pour une loi scalaire en une dimension d'espace. 
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3.4.3 Le problème en une dimension d'espace. 

On s'est donc ramené au problème scalaire en une dimension d'espace et 

à phase linéaire suivant : 

( daue(s,y) + dy(a(syy) = 0 sur Q - [0,T] x R 

(3.4.3.1) I _/ 
[ u e ( 0 , y ) = eh(^^—) sur ]R 

y G H , /i : R + x 1R —> H de classe C°° et périodique de période 1. 

On s'intéresse à la description de u€(sy.) sur V€ , voisinage de / tel 

que s u p y € V e \y — /| < e. Plus précisément, on souhaite approcher ue par 

u£(,s,2/) = ewy(s,(y — l)/e) où u>y(.s,0) est solution du problème de Cauchy 

suivant {paramétré par y G H } : 

(3.4.3.2) 1 ^ s > ^ ) + i f ) = ° S U r a = [ ° ' T ] X R 2 

1 u>„(O,y,0) = h(0) sur JR2 

On rappelle {cf théorème 3.4.2 page 2 3 } que l'on peut comparer (3.4.3.1) 

à û£ solution de (3.4.3.3) : 

Î dsûe(s,y) + dJa(s,l)%) = 0 sur ft = [0,T] x El 

û £ ( 0 , y ) = e / i ( ^ — ) sur H 

et ce, avec une bonne estimation locale : 

(3.4.3.4) Il (û. - u£)(s) \\Li{Vt) < C(s) e3 . 

On remarque maintenant que ae($,0) — (l/e)û£(s,l + e$) est solution de 

(3.4.3.2) avec y = / , c'est à dire que ae(s,0) — wt(s,0). 

Par suite JVt \û£(s,y) - ewy(s,(y - î)/e) \ dy 

< e 2 / [ _ c ; c ] \ w i ( s i e ) ~ wi+£d{s,Q) \ d$. 

Admettons provisoirement le théorème suivant : 

T H E O R E M E . 

Il existe une constante C indépendante de e et de l, 

[ \wi(s,0) - wi+£e(s,0)\dÔ < C(s)e. 
J[-C;C] 

On déduit alors de (3.4.3.4) et de ce théorème que : 

J \ue(s,y) - ewy^s,^-^-^ | dy < C(s)e3. 

ce que l'on souhaitait obtenir. 

La preuve de ce théorème repose sur deux lemmes : 
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Lemme 3.4.3.1. Pour tout s et y, wy(s,.) £ BV\0C{ JR) • Déplus, pour 

tout couple d'intervalles compacts ( J , J ) fixé, il existe des constantes Co et 

Ci telles que Von ait pour tout (s, y) € [0 ,T] x / , les estimations suivantes : 

(i) || wy(s,.) \\BV(J) < C0. 

(ii) \\ wy(s,.)-wy*(s,.) | | L i ( J ) < Ci II/ — -

Preuve. 

(i) A y fixé, wy est solution (Tune loi de Burgers. Sa régularité 

BV\0C( H ) et son caractère borné dans cet espace résulte des théorèmes 

classiques sur les solutions de lois de conservation. 

(ii) Quant à la comparaison L1 donnée, elle s'obtient grâce à 

des calculs analogues à ceux développés au chapitre I : Il suffit de majorer la 

quantité |a(s,y) - a(s,y')| par C | y - y ' | . 

Remarque. 

Le lemme (3.4.3.1) exprime que l'application ^ de 1R à valeurs dans 

Ll(J) définie par t/>(y) = wy(s,.) est lipshitzienne de rapport Ci . 

C'est la traduction analytique d'un fait géométrique : Les surfaces de choc 

de (3.4.3.2) ont une normale unitaire v qui satisfait l'équation de Rankine-

Hugueniot : vt [u] + u$ [a(s, y) ( u 2 / 2 ) ] = 0 . Si sur le choc v# vaut 0 alors vt 

vaut 1 et donc [u] = 0 , ce qui est absurde. u$ est donc différent de zéro, ce 

qui signifie que les surfaces de choc sont transverses aux hyperplans y = C 

sur lesquels on regarde la norme L1. 

Lemme 3.4.3.2. Soient I et J deux intervalles bornés d'intérieur non 

vide. On se donne w : I x J — • M, satisfaisant : 

(i) w e L°°(I x J). 

(ii) pour tout y, hy : 0 — • w(y,0) € BV(J). 

hy(.) est déûnie en tout point par sa valeur moyenne (hy ^ ) { i i 

s'agit d'une fonction à variations bornées d'une variable réelle} et satisfait 

l'estimation || hy \\BV(J)< Co • 

(ni) V ( y , y ' ) € / x / , Jj \w(y,$) - w(y'}0) | d9 < d |y - y ' | . 

Alors w e BV(I x J ) et si ï + e$ e I pour tout 0 dans J, 

(3.4.3.5) j \w(l + e0,6) - w(l,0)\ dO < Ce. 

où l désigne le milieu de I. 

Le théorème énoncé dans ce chapitre est une application directe du lemme 

(3.4.3.2) à la fonction : (y ,0) —> w9(s,6). 

Preuve. Soit g < inf(|J|; | J | ) . On pose : 

/* = {*€/, d(x,FrI)>g} et J^ = { x € J , d(x,FrJ) > g}. 

On commence par établir (3.4.3.5) sur JQ pour g quelconque avec une 
constante C indépendante de g. L'inégalité (3.4.3.5) s'obtient alors par 
passage à la limite pour g tendant vers 0 . 
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g étant maintenant fixé, on régularise w : 

Soit Vv(y, 0) = C 1 / ^ 2 ) V^ÎZ/aO vK^/VO > a v e c V> e R ) , paire, positive, 
d'intégrale un et à support compact. On pose : 

= - JI w(y-z,e-0') №,0') dzdO'. 

Pour fi « g, v M ( y , 0 ) est définie sur ÏQ x Je. Du fait de la régularisation 

effectuée, est une fonction C°° de ses deux variables. Par ailleurs, pour 

(y, y ' ) € J ' x l « , 

(3.4.3.6) jT ^ ( y ^ J - u ^ , ^ <20 

< /7 { / K y - ^ ^ - ^ y ' - ^ ^ l ^ } ^ ^ , ^ ) ^ ^ ' 
J Jz,ef JJ 

< CI [[ \v-v'\M*>6') d z d 6 ' ^ C i l y - y 1 ! -

uM satisfait donc aussi l'inégalité (ii) et ce avec la même constante Ci que 

celle donnée pour w. On pose : 

= sup K V v ( y , 0 ) | . 
(y ,0)€/«xJ« 

On a alors pour (y, y ' ) G I e x I e , 

12/ — 3/1 Jo 

y'—!/ | î / - y | 

Le théorème de Lebesgues s'applique et on a, après passage à la limite 

{y' —• V } dans (3.4.3.6) : 

J Idyv^d)] dO < C1. 

De sorte que : 

(3.4.3.7) / \vM + ee19)-vtl(i1e)\ de < f f {dyv^z.e^dzde 

Jj JjJ[l;l+e$] 

< f { f 10^^(2,^)1 de] dz < 2eCxD 
J[l-e D ; î + e D ] {Jj ) 

avec D = \J\. 
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Pour obtenir (3.4.3.5) sur l'intervalle Je, il faut pouvoir passer à la limite 

dans l'expression (3.4.3.7) pour fi — • 0. Ceci n'est pas immédiat : On a la 

convergence de vers w pour presque tout (y, 0) € Ie x. Je mais non pour 

preque tout point de la droite D£ d'équation y = / + 60. Pour pouvoir 

passer à la trace, il faut être un peu plus précis. 

On commence par remarquer que est une suite uniformément bornée 

de BV(Ie x J«) . 
En effet, est uniformément bornée dans Ll(IQ x Jô) et pour toute 

V ? € C 0 ( / * x J*), 

(") I < 0 , w ) \ = \iïy* <*V<"I 

< Il lU- J , {A I ^ M ) ! ^ } ^ < d Il IP l u -

( / ? ) I < 0 * w ) | = | ( ( d ^ ) * V v ^ ) I 

^ Iy£ie \\w(y>')\\BV(j*) \\<p*Myi-)h~a*) dv < °o \îe\ I M U ~ 

Comme par ailleurs, converge dans Ll(Ie x J6) vers w {elle converge 

presque partout vers w et est uniformément bornée d'après ( i )} et ses 

dérivées sont uniformément bornées dans Ll(ïQ x J e ) , on a w(y,6) 6 

BV(fr x j*). 

Soit v la fonction moyennée associée h w. v est définie en dehors d'un 

ensemble de H1 mesure nulle et donc en particulier presque partout sur la 

droite Dç {d'équation y = / + 6 0 } . , régularisée de w , converge vers v 
en tout point régulier de w. L'ensemble de ces points est de mesure totale 

sur D£ { c a r d e H1 mesure nulle sur IxJ } . Par conséquent, v m | d € converge 

presque partout sur D£ vers {en restant bornée!} . On a donc : 

lim / \Vfl(l + e0,0)-vfi(l,0)\ d0 = [ \v(l + e0,0)-v(l,O)\d0 
T*-*0 Jje Jj6 

Le terme de gauche vérifiant (3.4.3.7), on a, par passage à la limite : 

(3.4.3.8) / \v(l + e0,0)-v(l,0)\d0 < 2eCxD 

JjQ 
Reste à établir un lien entre (3.4.3.8) et JJê \w(l + e0,0)- w(i,0)\ d0. On 

utilise à cet effet le théorème de Vol'pert {cf page 14} avec le choix particulier 

de a = ( 0 ( y ) , 1 (0)) . On a : v ~a wa . 
Mais d'après l'hypothèse (ii), wa(y,0) est pour presque tout y définie 

pour tout 0 et, lorsqu'elle est définie, vaut identiquement w(y,0). w et 

v coïncident donc presque partout en restriction à D£ et on peut dès lors 

écrire : 

/ \v(l + e0,0)-v(l,0)\ d0 = / \w(l + e0,0)-v(l,0)\d0 

Jje Jje 
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On pose h(y) = JJê \w(y,0) - v(y,0)\ d Ô . O n a donc d'après (3.4.3.8) : 

/ \w(l + e0,O)-w(î,0)\ d0 < 2eCxD + h(l) 

Jje 

On termine la preuve du lemme (3.4.3.2) en prouvant que h est identique­
ment nulle. 

| % ) - М У ' ) 1 < / \\w(y,e)-v(y,e)\-\w(y',e)-v(y',e)\\ de 

< f \w(y,e)-w(y\e) -v ( y , e ) + v(y\e)\ de 

< f \w(y,0)-w(y\0)\d0+ f \v(y,0)-v(y\0)\ d0 
Jje JJQ 

< Сг | y - y ' | + / |« (M)-*(y ' ,* ) | de 

Comme converge vers v en dehors d'un ensemble de Jfîi mesure nulle, 
converge en particulier vers г; pour presque tout e к y fixé. On a donc : 

lim / \v,(y,$) - «,„(y',*)| d0 = / \v(y,0)-v(y',e)\de 
Jje Jje 

Comme par ailleurs, 

/ \Vfl(y,e) - v^y'^i de 

< f f | ^ i V ( 2 , 0 ) | àzde < d \y-y'\ 
J JeeJ', ze[y,y'] 

on a, | % ) - % ' ) | < 2C1\y-y'\. 

En particulier h est continue {puisque lipschitzienne} et par suite : 

lim / <рц(г) h(y - z) dz = h(y) 
№ * J 2 

Mais le terme de gauche s'écrit 

/ Vti(z) Цу - z) dz = // ip^z) \w(y - z,0)-v(y - z,0)\ dzd0 
Jz J Jzfi 

et comme w et v coïncident presque partout sur ïô x JQ , le terme de droite 

est identiquement nul et on obtient après passage à la limite { / / — • 0 } que 

h(y) = 0 , ce que l'on souhaitait obtenir. 
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