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CHEVERRY
Christophe

JUSTIFICATION DE L’OPTIQUE GEOMETRIQUE
NON LINEAIRE POUR UNE LOI
DE CONSERVATION SCALAIRE

0 . Résumé .

Cet article traite pour une loi de conservation scalaire du probléme des
oscillations de petite amplitude.

Plus précisément, on considére une solution u de classe C*, bornée et
définie sur la bande de temps [0,T] {T éventuellement égal a l'infini} du
probleme de Cauchy suivant :

(0.1) Ou(t,z) + ; O fi(u(t,z)) =0  sur Q=[0,T] x R"

u(0,z) = uo(x) sur IR"

On modifie ensuite la condition initiale en lui ajoutant € h(z,¢(z)/c) ot
h(z,8) désigne une fonction C* de R"™ x R a valeurs réelles, & support
compact en la premiére variable et périodique de période un par rapport a
la seconde variable. Quant a ¢, on lui impose simplement d’ étre réguliere :
p € C(R").

Le comportement oscillant lorsque € tend vers zéro de la condition initiale
perturbée se traduit par la formation de chocs au bout d’un temps fini T*(¢)
pour u,. solution de :

Ou.(t,z) + z": O filue(t,z)) =0  sur Q=[0,T] x R"
(0.2) i=1 _

u.(0,z) = up(z) + eh(r,%(f—)-) sur R"
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2 RESUME

Lorsque ¢ tend vers zéro, T*(¢) converge vers une constante T* que I’on
suppose inférieure & T . Pour t appartenant a [0,T], on recherche u.(t,z)
sous la forme de w.(t,z) = u(t,z)+ ev(t,:c,cp(t,z)/e). En reportant w,
dans (0.2) et en égalant les termes en facteur de la méme puissance de ¢,
on obtient les deux problemes de Cauchy résolubles suivants :

() Une équation eiconale pour la phase ¢ :

Oup(t,z) + Z f,-(u(t,a:)) O;,p(t,z) =0 sur Q=1[0,T] x R"

(0.3) P
¢(0,2) = p(z) sur  R”
(1) Une lot de conservation {écrite sous forme conservative} pour le
profil v :

, Owv(t,z,6)+ i Oy, (f,-(u(t, z)) v(t,x,G))

=1

. v2 T
(0.4) ﬁ + Og (Z f.'(U(t,z)‘) Oz 0(t, ) (._(%.’_9).)) =0
) sur @=[0,T]x R"x R

v(0,z,8) = h(z,0) sur R"x R

Soit n > 0,avec T*—n > 0. Pour t < T*—n et € choisi suffisamment pe-
tit, J-M-R [3] ont estimé la différence L' entre la solution exacte u, de (0.2)
et le modéle w, {construit a P’aide de (0.3) et (0.4) }. Les auteurs utilisent
a cet effet des estimations L entre u, et w,. Cependant ces estimations
obtenues en intégrant le long des caractéristiques de (0.2) “explosent” des
que t s’approche de T*. En fait, outre les travaux formels de Kalyakin [4],
le seul résultat global en temps connu a ce jour a été obtenu par DiPerna-
Majda[1] et concerne I'étude des oscillations linéaires de grande amplitude
qui se produisent dans les solutions faibles d'une loi de Burgers. Le choix des
hypotheses plus restrictives { phase linéaire (¢(z) = z ), dimension égale &
un (n = 1), état initial pris constant (ue(z) = ug ), perturbation periodique
(h(z,z/e) = h(z/e)) et comportement quadratique du terme non linéaire
(f(u) =au? avec a#0)} ainsi qu'un changement de variable temps
(7 = et) font de leurs résultats une conséquence du théoreme qui suit.
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On se place maintenant sous les hypothéses générales {phase non planaire,
état initial non constant, dimension quelconque} et on cherche & établir la
validité du modeéle général construit ci-dessus {obtenu en procédant aux
calculs d’optique géométrique} et ce, pour tout temps ¢ < T, y compris
postérieur a la formation des chocs (t > T*).

En d’autres termes, on établit le résultat suivant :

THEOREME.

Soient ¢ et v vérifiant respectivement (i) et (i1). Alors pour tout temps
t inférieur a T, il existe une constante C(t) dépendante du temps mais
indépendante de ¢ telle que :

| ue(t,.) —u(t,.) — e (trs,v)(t) I gy < C@) e,

ou (trszv)(t) désigne la trace sur ’hypersurface C*®° de R" x R d’équation
Se = {(z,8), 6— 5"(th2 = 0} de la fonction & variation bornée v(t,.,.) qui
a (z,0) € R" x R associe v(t,z,6) € R.

Remarque.

L’intérét de ce théoreéme réside dans le fait qu’aucune limite en temps
n’est imposée. Si par exemple ug(z) = ug {uo figure un état constant},
u(t,z) = uo est solution de (0.1) avec T qui vaut I'infini. T* reste fini et
¢(t,z) prend la forme suivante : ¢(t,z) = ¢(z—1t f(ug)) . Dans les nouvelles
variables (s,y,6) {obtenues en changeant (t,z,6) en (t=3s, :l'—tf(lt()) =
y,8=26)}, (0.4) sécrit :

( . vi(s
Osv(s,y,6) + Og ((Vygo(s,y).f(uo))—(—-’é-y-’—e-)-> =0
0.5) ¢ sur =[0,T]x R"x R
\ v(O,y,G) = h(yae) sur R" x R

Un développement limité dans C([0,00[; L'( R")) de la solution en-
tropique de (0.2) existe donc pour tout temps, nonobstant le fait que u.(t, )
devienne discontinue pour ¢ > T™. Qui plus est, il s’obtient a 'aide de ma-
nipulations simples : Il suffit de substituer ¢(y) a la variable 8 de v, la
solution moyennée de (0.5) {(0.5) s’interpréte comme une loi de Burgers
paramétrée par y de sorte que v est définie en tout point et prend aux points
de discontinuité en @ la valeur de la demi-somme de la limite & gauche et
a droite de v(s,y,.) } . La forme asymptotique recherchée est alors donnée
dans les coordonnées initiales par :

u0+5v<t,x—tf'(uo),‘p( .

x-tf.(uo))).
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CHAPITRE 1

STABILITE L' DES LOIS DE
CONSERVATION SCALAIRES
PAR PERTURBATION DU TERME NON LINEAIRE
PROBLEME GENERIQUE

1.1 Introduction .

Dans le cas ou la condition initiale prend la forme d’une valeur constante
ug, les termes non linéaires fi(u) s’é(_:.rivent : fi(u) = Qi(v) + Ri(u) avec
Qi(u) = fi(uo) + f,-(uo).(u — ug) + %f,'(uo).(u —ug)?, R;(u) étant le reste
de taylor d’ordre deux de f;.

ue restant proche de wuy, il semble raisonnable d’espérer une contribution
négligeable des restes R;(u.), c’est & dire en désignant par v, la solution
entropique de (1.1) :

Opve(t,z) + Z aziQ,-(ve(t,a:)) =0 sur 2 =1[0,7] x R"
(1.1) i=1
ve(0,2) = ug+¢€ h(a:, -"-D%l) sur R"

une estimation du type suivant :

(1.2) e, ) = velt, ) llpaqrmy < C() €%

Le but de ce chapitre est d’établir (1.2) dans le cadre général des
hypotheses du résumé {uo(z) € C°( R™) non forcément constant}.

On remarque ensuite que le modele fourni par les calculs d’optique
géométrique pour (0.2) conduit aux mémes équations de phase et de profil
que pour (1.1).

11 suffit dés lors d’établir la validité du modéle pour des équations de la
forme (1.1).
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6 STABILITE PAR PERTURBATION DU TERME NON LINEAIRE

1.2 Localisation du probléme
prés de la condition initiale

On rappelle que u(t,z) et u.(t,z) désignent respectivement les solutions
des problemes de Cauchy (0.1) et (0.2) {cf Résumé}.

Par conséquent, la différence we(t,z) = u.(t,z) — u(t,z) satisfait :

Owe(t,z) + Z BziFg(t,z,we(t,a:)) =0 sur Q=1[0,T}] x R"
(1.3) i=1

we(0,z) = 5h(z,—‘P—(€:-E—)-) sur R"

ou on a posé Fi(t,z,v) = fi(u(t,z)+ v) — fi(u(t,z)).
La solution {unique!!} de (1.3) est & comprendre au sens de Kruzkov [5].

On considére maintenant le flot x, attaché & 1’équation différentielle
sulvante :

Bioc(t) = fult,x(t))  avec  f=(fi, o fn)
0:(0) ==z

On pose xi(z) = 0.(t).

L’application %~! définie par ¢! : (t,z) — (s=1t,y = x;'(z))
réalise un C! difféomorphisme global de [0,7] x R" sur lui-méme. On
exprime alors (1.3) dans les nouvelles coordonnées (s,y) de maniére a
supprimer le terme linéaire en v qui apparzait dans D’expression des F;.
En prenant soin de conserver la forme divergentielle, on obtient que W, =
P* w, = w, 01 satisfait le probléeme de Cauchy suivant :
=2

4 _ n w2 3 .
Oube(s,y) + Y Oy (ar(s,9) 5 + Gils,,0) 5 ) = 0
=1

(1.4) { sur ) = [O,T] X ]Rn

We(0,y) = 6h<y, go(y)) sur R"

avec ai(s,y) = Z (=1)f ( 3ft)(uo¢(s v)) Ja(s,y)

et Gi(s,y, W) =

Z (— 1) (/ {d .__7-)2 (f;{;)(uow(s,y)-f—ru?,s(s,y))dr) Ji(s,y)

ot Ji; désigne le (7,7)*™ mineur principal de Diy(s,y).
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On estime maintenant en fonction de ¢ l'erreur d’approximation en-
gendrée par la suppression dans (1.4) du terme d’ordre trois en ¢ :
Gi(s,y,we) w? {a priori petit}.

On suppose désormais que le probléme se présente directement sous la
forme simplifiée (1.4) et afin de conserver des notations cohérentes avec
celles de 'introduction, on pose u, = w,. Quant & la solution du probléme
"générique”  {dans lequel est oublié le terme cubique}, on la désigne par
Ve .

1.3 Estimations L!

THEOREME.

Soit h(z,0) une fonction C* de R" x IR a valeurs réelles, & support
compact en la premiére variable et périodique de période un par rapport a
la seconde variable.

Soit ¢ € C*( IR"), une fonction phase.

Soit v la solution entropique généralisée de :

n 2
Bve(tiz) + Y Os, (a,-(t,:z:)v?’) =0 sur Q=[0,T)]x R"
(1.5) =1

v:(0,2) = eh(a:,f?) sur IR"

Alors v, se compare & u. {solution de (1.4)} avec l’estimation suivante :
pour tout temps t inférieur & T, il existe une constante C(t) dépendante
du temps mais indépendante de ¢ telle que :

lue(t, ) = velt, ) ey < CQ0) €%

Preuve.

On note Qr =]0,T[x R" .

Soit ¢(t,z,s,y) > 0 une fonction de classe C* et a support compact
dans r x Q. Suivant Kruzkov [5], on écrit que u, {resp v, } est solution
entropique associée aux flux |u — k|. Dans les inégalitées ainsi obtenues, on
remplace k par v.(s,y) et f(t,z) par g(t,r,s,y) {resp k par u.(t,z) et
f(s,y) par ¢(t,z,s,y)}, on intégre sur Qr dans les variables (s,y) {resp
(t,z) } puis on somme les deux expressions ainsi obtenues, on obtient :
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8 STABILITE PAR PERTURBATION DU TERME NON LINEAIRE

(If) ] Nue(t,z) — ve(s,y)| (819+0s9)(t, z,s,y) dt dx ds dy

(72) + [ i sgn(ue(t,z) = ve(s,v)) (1/2) [a(t,z) ui(t,z)
- ai(s,y) vg(s,y)] (0z,9 + Oy, 9)(t,z,s,y) dtdxds dy

(13) + [ iy sgn(ue(t,z) ~ ve(s,v)) (1/2) [ails, y) ui(t, =)
— ai(t,z) uz(t,z)] * Oy,9(t,z,8,y) didcdsdy

+ [ iy son(ue(t,z) = ve(s,9)) (1/2) [a(s,y) v}(s,)
- at,r) vf(s,y)] * Og,9(t,z,s,y) didrdsdy

+ [[ff oy sgn(ue(t, z) = ve(s,y)) (1/2) [y ai(s,y) ui(t,z)
— Oz, ai(t,z) vi(s,y)] * g(t,z,s,y) dtdz ds dy
(I:) + fﬂf z;;l 'Sgn(ue(t>$) - ve(S,y)) [Gl(taxaue) ug(tax)
— Gi(t,z,ve(s,y)) v2(s,9)] * Oz, 9(t,2,5,y) dtdz dsdy

- ffff Z?:l sgn(uf(t’w) - ’U;(S,y)) athl(tamva(say)) Ug(s’y)
* g(t,x,s,y) dtdrdsdy

> 0.

Avec le choix particulier de f, fonction test a support compact contenu
dans le cylindre [p, T —2¢] x B(0,r —2p) avec 29 < min(T,r), on donne
a g la forme particuliére suivante :

gn(t,z,s,y) = (2, ZH2) 6,(252) [Tiey Sn(E5%)
avec h < g, A(t,z,s,y) = 6u(152) [li; dn(H5H)

et 6p(z) = -};qﬁ(%), ¢ € C5°( R) positive et d’intégrale un.

Puis on fait tendre h vers 0. On obtient d’aprés Kruzkov [5] :
(1.6) // lue — ve| Oy f(t, z) dtdx + // Z sgn(u€ — ve)
I=1

*

az(t2,x) (uX(t,z) — v2(t,z)) 8, f(t,2) didz + Limsup IM* > 0.
h—0

La notation I‘f * marque la dépendance en h de I{ {g dépend de h
avec le choix de la fonction test effectué ci-dessus}.

On souhaite désormais estimer la dépendance en fonction du parameétre
€ dela limsup,_,, .
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Rappelons tout d’abord les estimations classiques suivantes qui traduisent
la stabilité L' L> et BV des équations considérées :

(a) On dispose d’un contréle L>® de u, {resp v.} :

Il ue(t) ”Loo( R Ci(®) || wo |lpew( "y < Cit) e

I 2e(t) e 7y < C1(®) Nl v llpm( Ry S Ca(t) €.

(#) On dispose pour tout ¢t d’un contréle de la norme BV de u. :

V(ue(t)) < Caft) IIE(Vzh)(x’ so(:))

+ (96h) (=, ‘P(:)) Voo(@) e mr) < Calt).

de méme,  V(v.(t)) < Co(t).
() On dispose enfin d’un contrdle L' de u, {resp v, }:

“ 'us(t) ”Ll( ]R") S C3(t) € {resp “ vf(t) “Ll( ]R") S 03(t) 6}'

On sépare maintenant I{ en deux termes dont on observe successivement
le comportement pour h — 0 :

(i) Etudede Af = [[[] S, sgn(ue(t,z)—ve(s,y)) 0z, Gi(t, 7, ve(s,y))
* v3(s,y) gr(t,z,s,y) dtdrdsdy :

Ayl < ff{ff i1 102,G (t ,Ve(8,Y) )| |v3(s ¥l
* |gn(t,z,s,y)| dsdy} dtde

ve(s,y) étant & support compact en les variables (s,y),
ve(s,y) gn(t,z,8,y) est a support compact en les variables (t,z,s,y).

Par conséquent G; prend ses valeurs sur un compact {indépendant de
€ } sur lequel la fonction et ses dérivées partielles jusqu’a 'ordre trois sont
bornées disons par M . On a alors d’apres (v) :

|45 | < aMCe® [[Ift, ) {[f lve(s,¥)| Anlt, 2, s,y) dsdy} dtdz

Puisque [f |ve(s,y)| An(t,z,5,y) dsdy converge pour presque tout (t,z)
vers |v.(t,z)| en restant borné, le théoreme de Lebesgues s’applique et
fournit : R

limsup,_o |45 | < nMCE e® [[ |f(t,2)| |ve(t,2)| didz

< Cu(t) € || f(t,2) e R™
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10 STABILITE PAR PERTURBATION DU TERME NON LINEAIRE
(i) Etude de Bf = [[[f 1, sgn(ue(t,z)—ve(s,y)) [Gi(t, ¢, ue) ui(t, )

~ Gi(t,z,ve(s,y)) v3(s,9)] * Oz, 9n(t,2,8,y) dtdzdsdy :

On pose Ti(t,z,0) = Gi(t,z,0) 6°
et Hi(t,2,8,6) = [y 86Ti(t,z,0+s(6 - 6))ds
de sorte que Gi(t,z,uc)ud — Git, z,v.)vi = Hi(t,z,u.,v.) (e —ve)

Puisque 0pTi(t,z,6) = (8sGi)(t,2,6) 6° + 3 Gi(t,z,6) 6%, on a les

estimations L sulvantes :
2
Bty 2,00,0) | S 5up { supaciou) M (e + 5 (ve = o)) '(1,2))
,T
< Me? d’aprés (i)
|0z Hy| < M ¢? et
l@gHzl < Me.

On fixe les variables ¢, s et y de I'intégrale et on applique Fubini :

Bl =
// dtds dy {/ Z lue(t, z) — ve(s,y)| Hi(t, o, uc(t, z),ve(s, ) Oz, g dw}

tr"’y =1
=——// K(t,s,y) dtdsdy
t,81y

ou K(t,s,y) désigne :

2": <3z, (Iue(t, r) — ve(s,y)| Hi (t,:z:,ue(t, ), ve(s, y))) , g>

D.xD;
1=1

Pour presque tout (t,s,y), l'application U;,, de R" & valeurs dans R
définie par Uy ,,(z) = |uc(t,z) — ve(s,y)| Hi(t, 2, ue(t, x),ve(s,y)) est une
fonction (L*° (N BV)( R").

En effet, |h(z) — k| {k € R} appartient & BV( R") des que h(z)
appartient & BV( R"). De plus, si f(.,.) € C®( R" x R), et si h(z)
est une fonction BV, alors f(.,h(.)) apparait comme la composée d’une

fonction BV et d’une application C*. 1l s’agit donc d’apres un résultat de
Volpert [7] d’une fonction BV.

(L= BV)( R") étant une algtbre, on a finalement obtenu que Uy,
est dans (L°° (BV)( R"). Le terme entre crochet peut donc s’interpréter
comme 'intégrale de la fonction g¢(t,.,s,y) par rapport a la mesure J,,( ).
Qui plus est, on dispose de la formule de dérivation suivante qui permet
d’estimer en fonction de ¢ le poids de la mesure considérée :
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azz ( "u,(t, ) - ve(sa y)l Hl(ta * ue(t, ')a ve(sa y)) ) =

Hl(t,-,uc(ta -)a ve(S, y)) © arllut(tr) - vC(‘gay)l
+ Teelt) = v (W] © Oy (Hult, o uelt, ), vels,v)) =
Hl(t,.,ue(t,.),ve(s,y)) sgn(ue(t,m)—ve(s,y)) o Oy, ue(t,.)

+ Tuelt,) = 0V {Oe Hilt, e, 00) + BaHilt, e, ve) © Druelt, ) |

On précise les notations :
f(z) = limp_o (f *6n)(x) {valeur moyenne de f}
et Bpf(z,uc(z)) = [, Bof(z, thuc(z)+iyu(z)(1—1t)) dt

Ces deux expressions sont définies en tout point de régularité de la fonction
& variations bornées u., c’est & dire en dehors d’un ensemble de H,_;
mesure de Haussdorf nulle. Suivant Volpert [7], on désignent par [, u(z) {resp
I_,u(z) } les valeurs limites dans les directions v et —v de la fonction u(z).

Le symbole ¢ signifie que 'on procéde a la multiplication d’une mesure
{par exemple O:,u.(t,.)} par une fonction intégrable par rapport a cette
mesure et bien définie en dehors d’un ensemble que ne charge pas cette méme

mesure.

On peut désormais écrire le terme B), en explicitant le crochet de dualité
par une intégration explicite :

B, = —// K(t,s,y) dtdsdy
1,8,y

avec cette fois-ci :

K(t,s,y) =

/ Z [ Hi(t,.,ue(t,.),ve(s,y)) sgn(ue(t,z) — vc(s,y))] o Or,uc(t,.) gn
T =1

+ [ S REIuG)

=1

. [8I,H,(t,.,ue(t,.),v€)+5;\H;(t,.,u€,ve) o az,uf(t,.)] g
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12 STABILITE PAR PERTURBATION DU TERME NON LINEAIRE

————
On utilise alors les estimations L® portant sur H; et OgH;, valables

en dehors d’un ensemble de mesure nulle pour la variation totale |0, u.|
associée & Oy u, :

| Hi(E, - uelt, ), 0e(5,9)) sgn(ue(t,2) = ve(s,)) | < Meé?

Hue(d,.) — ve(s, y)| Oz, Hi(t, ., ue(t,.),ve) <M e
| Tuelt, ) — ve(s,9)] BeHi(t, -, uelt,.), ve) | < M"¢?

Par conséquent,

|Br| < /// [z:(Me2 + M'e? + M" %) / lgnl |6,,u€|] dt ds dy
tey | =1 z

En appliquant Fubini, ce que rend possible le fait que la mesure |0, u.| . dt
est indépendante des variables (s,y),on a :

B < e [ ] onl dsdy } 10cue, ) -
t,z s,y
< M [ le ey (Bt )]
t,xz

T
B Py TR 0TS O
S MET || f e rry V(#)©0) < C) € || fllpo( R™

On dispose donc finalement de 'inégalité suivante :

(1.7) / |ue(t,z) — ve(t, )| Ouf(t,z) dtdz

n // gsgn(ue(t,x)—ve(t,w))

* ai(t,z)(1/2) (uz(t,z) — vi(t, :c)) 0., f(t,z) dtdz

£ CT) & | f e Ry 2 0.
En appliquant la méthode de Kruzkov [5] {choisir f = [ax(t — o) — an(t —

$)] xu(t,z) avec xu =1 —au(le|+ Nt—R+p), p > 0 et ap(o) =
ffoo 6r(1)dl}, on obtient en faisant tendre pu puis h vers zéro :

./]R" lue(t,z) — ve(t,z)| dz < C(t) €

ce que 'on souhaitait démontrer .



CHAPITRE 1II

PROBLEMES DE SUBSTITUTION
ET DE TRACE

2.1 Introduction :

Le caractére intrinséque du modele fourni par les calculs d’optique
géométrique {les développements limités commutent aux changements de
variable} permet désormais de considérer le probléme sous la forme (1.5)
{cf page T7}. L’équation de la phase devient alors : 9;¢ (t,z) =0 et en re-
portant eu(t,z,p(z)/e) dans (1.5), on obtient que u(t,z,6) doit satisfaire :
(2.1)

4

Ou(t,z,0) + € Z 0z, (ai(t, z) uz(t,z,O))
=1

+ O (zn: ai(t, ) Oy(z) (fﬁtz_x@)) —0

=1

sur 2=[0,T]x R"x R

u(0,z,0) = h(z,0) sur R" x R

\

Onnote Y(t,z) = Yo, ai(t,z) O0(z).

L’idée de 'optique géométrique consiste alors a négliger le terme en facteur
de € c’est a dire d’approcher (2.1) par:

Byiiz(t, z,0) + Op ('I‘(t,x)(zl,)2(t,z,0)) =0
(2.2) sur Q=00,T]x R"x R

i.(0,2,6) = h(z,6) sur R" x R

systéme qui s’interpréte comme une loi de Burgers paramétrée par z.

On espére alors décrire la solution de (1.5) par #.(t,z) = € 4, (t,, f%) .
Dans le cas ot la donnée initiale h est réguliere, les lois (1.5), (2.1) et (2.2)
developpent des chocs au bout d’un temps T™ fini.

13
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14 PROBLEMES DE SUBSTITUTION ET DE TRACE

Pour t < T*, des considérations géométriques portant sur des estimations
L® le long des caractéristiques fournissent :

(2.3) I (ue = Be)t,) (R € CO)E

Pour prolonger (2.3) aprés la formation des chocs (¢ > T*) se pose le
probléme de la substitution de ¢(z)/e a 6, dans des données qui peuvent
présenter des sauts de continuité. Ce probléme se formule en termes de trace
de fonctions BV( R™') {u(t,z,6) solution de (2.1) ou &, solution de

(2.2) } sur des sous-variétés C* {le graphe de (t,z) — (t,z,0 = -‘@) }
de dimension n+1 de R"*!. L'objet de ce chapitre consiste & donner un
sens a la manipulation ainsi effectuée.

2.2 Rappels sur les fonctions BV( IR") :

On se donne un ouvert 2 de IR™, a un vecteur unitaire, v € BV( R")
et II, 'hyperplan {z,z.a = 0}. Pour z € R", on note z' = pr; (z)
la projection orthogonale de z sur II, et [,(2') la droite issue de z' et
de vecteur directeur a. Un point de IR" est naturellement repéré par ses
coordonnées z' € II, et z, = d(z,1l,).

On peut alors trouver F C II, de (n — 1) mesure totale {c’est & dire
H(”"l)(Fc) = 0, telle que pour z' € F, Uy o) appartienne a BV( R).
On pose alors pour = tel que Pry (z) € F,

uq(z) = (1/2) [hlirg)r u(z + ha) + hli%l_ u(z + ha)]

§—0

= lim u(z + ha) x,(h) dh
_— (h)
ou x, figure (1/6) x(z/6) avec x € C§°( R) et x =1 sur un voisinage de
Vorigine, x paire et d’intégrale 1.

On note u ~* v si A (E) = A(Pr, (E)) = 0, avec A la mesure de
lebesgues sur II, et E = {z,u(z) #v(z),z€0}.

On rappelle {Volpert [7]} :
THEOREME.
Soit u € BV( R™). Alors pour tout vecteur unité a, 4 ~® @i, ot @(z)

désigne la valeur moyenne de u en = {cf page 11}.

Soit u € (BV N L*®)( R"), soit G le graphe d’une fonction s de classe
C! au dessus de 1I, {G: Q CII, ouvert borné — IR"} et si h est



2.3 INTERPRETATION DE (2.1) ET (2.2) : 15

une fonction continue de IR dans IR, alors % qui est définie en dehors
d’un ensemble de H(,_;) mesure nulle, est définie presque partout sur G et
satisfait {c’est une application du théoréme précédant} :

lim / /  h(u(e)) xe(s(#) +2a) da da

= /‘ h(ﬂ(s(m'))) dz'.

2.3 Interprétation de (2.1) et (2.2) :

La solution du systéme (2.1) est C* sur la bande de temps [0,7*] {avec
T* indépendant de ¢}, domaine sur lequel la substitution de ¢(z)/e a 6
dans (2.1) donne de toute évidence la solution de (1.5). A t’on un résultat
analogue apres la formation des chocs 7?7 C’est I'objet du lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Soit u € BV ([0,T] x IR"“) la solution entropique de
(2.1). Alors u fonction moyennée de u coincide avec u en dehors d’un
ensemble de mesure de Lebesgues nulle et est donc aussi solution entropique
de (2.1). De plus, la substitution {cf 2.2} de p(z)/e & 8 dans eu(t,z,.)
fournit la solution généralisée de (1.5) {et du coup trs,u € BV( R**1)}.

Preuve. On écrit que 4 est solution entropique généralisée de (2.1) : Pour

tout ¥ € Cg°(Qr), v 2 0
(2.3.2) / |a(t,z,0) — k| Op(t,z,0) dtdzdf
Qr

2

) (i ai(t, z) azn/)(t,z,é)) dt dz df

=1

=2
+ s/ sgn(it,,6) — k) (= 2’“
Qr

2

+ /QT sgn(ﬁ(t,m,ﬂ)—k) (a2 ; k ) (i a,-(t,:z:) 6z;¢($))60¢(t,$,0) dt dz dé

- e/ Z sgn(u(t,z,0) — k) (0, a:)(t, m)( ) Y(t,z,0) dtdr > 0.
T =1
puis on fait le choix particulier de ¥(t,z,0) = ¥(¢,z) x, (9 - @) , et on
effectue le changement de variable : (z; =p;, § - 1’% = ¢ ) dans I'inégalité
(2.3.2).

Avec le choix particulier de 1 effectué, on a ¥(t,p,q) = ¥(t,p) x,(q)-
On exprime alors (2.3.2) dans les nouvelles coordonnées (p,g) et en
faisant tendre é vers zéro, on obtient :

69



70

16 PROBLEMES DE SUBSTITUTION ET DE TRACE

(2.3.3) / lew—ek| Oup(t,p,q) dtdpdq
Qr

+ / (Lg(sk).z_) sgn(eil — ek) (i.a,-(t,p) 8,9 (t P, w(p)>) dt dp

=1

— ¢ ngn(su——ek) (B,,a:)(t, p)<(€ )2) (t,p, w(gp)) dtdp > 0.

Qr i=1
expression dans laquelle 4 est pris au point (¢,p, ¢(p)/e).

La condition initiale {critére (ii) de Kruzkov [2]} s’obtient en remarquant
que les solutions de (1.5) et {2.1) sont réguliéres sur la bande de temps
[0,T*]. Ceci, joint & (2.3.3) exprime finalement que ¢ @(t,p,¢(p)/c) est
solution de (1.4), ce que 'on souhaitait démontrer.

On désigne désormais par (2.4) le probleme de Cauchy associé & (2.2)
considéré non plus comme une loi de Burgers paramétrée par = mais comme
un probléme de Cauchy posé sur [0,00] x R™*'. On a alors le :

Lemme 2.3.2. Soit, pour tout z, u; une solution entropique de (2.2).
Pour tout (t,z), u.(t,.) € BV( R). On note u,(t,.) la solution moyennée
associée de sorte que u : (t,z,0) — u(t,0) est définie en tout point
de [0,T] x IR"*'. C’est une solution entropique de (2.4). Qui plus est,
i, (t,¢(z)/e) coincide presque partout avec trg,u =, .

Preuve.

u, satisfait :
Pour tout z de R", pour tout ¥(t,0) de classe C™ et positive,

(2.3.4) /Q @, — k| Be(t, 6) dt df

+ ‘/QT Sgn('ﬁz — k) (_(_Ei}_%:_’f_) T(t,z) 60¢(t,9) dt dé Z 0.

On multiplie (2.3.4) par ¢(z) fonction positive de classe C*° . On intégre
en z et on utilise un résultat de densité pour obtenir 'inégalité entropique
associée a u.

Par ailleurs, d’apres le théoreme page 14, @ ~* u,. Appliqué avec
a = (0{4,0(z},144)), on a pour presque tout (t,z), @(t,z,.) = u.(t,.)
et en particulier pour presque tout (t,z), a(t,z,¢(z)/€) = U (t,¢(z)/€), ce
qui termine la démonstration du lemme 2.3.2.



CHAPITRE 111

JUSTIFICATION DU MODELE
POUR UNE LOI DE CONSERVATION
ESTIMATIONS [L!

3.1 Introduction :

La démonstration du théoréme énoncé dans le résumé repose sur une
bonne compréhension de la forme géométrique des solutions du systeéme
(1.5), forme géométrique imposée par les oscillations de petite amplitude
qui apparaissent dans la condition initiale. Pour & variant dans un petit
domaine D de diamétre €, ¢(z)/e parcourt un intervalle dont la grandeur
est controlée par une constante.

Des lors, la forme de la solution v de (1.5) sur le cone de propagation
K ={(t,2),|lz—1 € Ce(1+1t)} ou l appartient & D est essentiellement
gouvernée par le comportement de h par rapport a la seconde variable,
c’est a dire {pour simplifier} par un probleme de Cauchy avec donnée
initiale z — h(l,¢(z)/¢). La phase ¢ dans h(l,¢(z)/e) sélectionne une
direction privilégiée de propagation que I’on note par exemple 6.Un simple
changement de variable permet alors de se rendre compte que la variable
6 du modéle joue le role de §, la variable z intervenant comme simple
parametre. En assimilant 6 a 0, on obtient la comparaison L! souhaitée,
la difficuité étant d’effectuer des opérations licites sur des fonctions dont on
sait qu’elles peuvent développer des discontinuités d’ordre zéro.

Dans tout ce qui suit ’expression ”on remplace 6 par” est & comprendre
en termes de trace comme expliqué dans le chapitre précédant. On appelera
aussi "bonne approximation locale” une estimation L! controlée par une

constante {qui peut dépendre du temps} fois £"*2.

17
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18 JUSTIFICATION DU MODELE
3.2 Localisation en la premiére variable :

3.2.1 Cas de v(t,z) solution de (1.5).

On s'interesse & v(t,.) en restriction a C;  ou (k) = (ki,....., kn)
désigne un multiindice {k; représente un entier} et on convient de noter

C;, le cube T1, [eki;e (ki + 1)]. Soit enfin 1) le centre du cube Cs, -

Les estimations de Kruzkov[5] permettent d’affirmer que I'information se
propage a vitesse finie. Plus précisément, les valeurs de u au temps t et en
restriction a C o dépendent uniquement de celles prises dans un cone de
sommet C (i) et de pente controlée par N avec :

N = sup {[Z at(t, z))1/? iui}

(t,z)€{0,T)x R™ et Jul<M =1
ou M est une estimation L de v,.

Par comstruction, [0, a?(t,z)]'/? est borné sur [0,T] x R" tandis
que M est controlé par C(t) || v(0,.) ||, - N est donc de I'ordre d'une
constante fois € et C ) {section du céne au temps t = 0} figure du coup

un domaine centré en 1% et de taille controlée par C(t)e.

ve(t,z) se compare alors en restriction a C (‘i) a la solution de (3.2.1) :

( (& n (U(Ek))z
atve )(t,.’IZ) + Z az‘-<a,‘(t,$) _——é——) = (
1=1
(3.2.1) { sur Q=[0T] x R"
| v0(0,2) = e b ((P_(eﬁ) sur  R"

ou on a posé h(ek)(O) = h( l(ek),ﬂ) .

Le travail de Kruzkov [5] fournit I'existence, 1'unicité pour (3.2.1) ainsi
que la comparaison suivante :

108 (t) — ve(t) lzrces ) = Cit) |l v(0) ~ v,(0) g,

avec C1(t) = e7', ol v est indépendante de ¢ et de k.

On remarque alors que :

1990) = 00 ey, ) € Cal®)e I Vehl) lom [ Na =1 o
o
1
< Cy(t) e (-t+-2-)"+1 < Cy(t)ent?
avec Cy(t) indépendant de ¢ et de k.



3.2 LOCALISATION EN LA PREMIERE VARIABLE : 19

Soit 9, la fonction construite en "recollant” les v(ek) , C’est a dire :

~ — (k)
e — t e O 1 .
v,:'C(k) ve ( )lc(k) n a alors

lvet) = 5e®) lammy < CH Y, &
(k),suplek;|< D

ou D est controlé par la taille du support de h {qui est compact}. € étant
fixé, le nombre de cubes intervenant dans la sommation est de 'ordre C ™"
avec C constante. On dispose finalement de ’estimation :

Vie RY, [lv(t,.) - %lt,) I mry S C() €.
)

3.2.2 Cas de cu(t,z,p(z)/e) avec u solution de (3.2.2.1).

On rappelle que u est solution de :

du(t,z,6) + 8o (Y(t,z) v’(t,z,0)) = 0
sur Q=[0,T]x R*"x R
(3.2.2.1)

u(0,z,0) = h(z,6) sur R" x R

On consideére alors (3.2.2.2) :

o (t,,8) + 3 (Y(t,2) (uP)*(t,2,6)) =0

sur =[0,T]x R"x R
(3.2.2.2)

u0,2,6) = R 6) sur R"x R

‘L('El)

On souhaite comparer en norme L' sur C (i) les fonctions 6u(t,a:, -

et cul(t 2, ey,

€ &
On estime d’abord la différence 6(z,0) = h(z,8) — h(l(,k),é‘) .
On a encore 6(z,6) = { PV (I 45z - 18, 6) ds} (z — 1%
L’application § — (V h)(z,.) étant périodique, le terme intégral est borné

sur C5 x R. 8(z,0) est donc estimé sur C(i) x R par C(t)e.

On peut donc encadrer les conditions initiales de (3.2.2.1) et (3.2.2.2) de
la maniére suivante :

Im >0, Vmeé(i), 6e R,

hi(8) < h(z,6) < hy(B) et hi(8) < h(IP,6) < hy(6)
avec  hy(8) = R(IP,8) —me et hy(8) = A(IP,60) + me.
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20 JUSTIFICATION DU MODELE

A z fixé, le systéme (3.2.2.2) est une simple loi de Burgers et satisfait a
ce titre un principe du maximum : Si on note wy(t,z,8) {resp ws(t,z,0)}
les solutions moyennées de (3.2.2.2) associées a la donnée initiale h; {resp
hz }, on a la comparaison suivante valable pour tout (z,6) € C5 x R:

wi(t,z,0) < u(t,z,0) < wqlt,z,0)
k
{resp wy(t,z,0) < u )(t,w,ﬂ) < wy(t,z,6)}
Ona: )
c Joy Tult,52) — o (1,2, 42)]
< Lo lun(t 52) — un (e )
k

Il s’agit donc d’estimer en fonction de ¢ le terme intégral de droite. La
démonstration précise de cette estimation {en €2} est une conséquence du
chapitre 3.4. On se contente pour ’heure d’avancer les arguments :

On redresse dans un premier temps la phase ¢ : Supposons donc que
¢(z) = 2, — 1. On note z = (2',z,). Dans (3.2.2.2), on peut regarder
z' comme un paramétre, ce qui permet {cf chp 3.4.2} de se ramener a un
probléme en une dimension d’espace. Supposons donc que n =1 et z, =z,
un principe de localisation du parameétre = qui intervient dans le coefficient
de Y(t,z) permet {cf chp 3.4.3}, en restriction a C(i) , de remplacer w;
{resp ws } par W; {resp W, } solution de (3.2.2.2) dans lequel Y(¢,z) est
remplacé par T(t,1) et h(lgk),ﬁ) par hy(0) {resp h2(8)} et ce avec une
bonne approximation locale {c’est dire en C;(t)e® {resp en Cy(t)e®}}. Or

€ Joo ln(t,250) = Ba(t, 20| da < C & [y [61(t,6) — (2, )| d8
(k)
ou P est un intervalle de taille de I'ordre d’une constante indépendante
de €.

W; et wy satisfont une simple loi de Burgers {le coefficient de dérivation
ne dépend plus de z }. Le principe de stabilité L' s’applique au terme de
droite qui se majore donc par C(t) €2 [ |,(0, s) — @2(0,s)] ds < Ci(t)e®
puisque d’une part, on dispose d’une estimation L™ entre wy(0,s) = hy(s)
et wy(0,s) = ha(s) et que d’autre part, le diametre de P est de I'ordre d’une
constante.

Une fois la phase rendue linéaire et le probléme ramené & une dimension
d’espace, on a donc :
€ f lwl(t)m’ '?;e.l) - wZ(t)xals-l)l dz
S £ f |[w1 — ’lI)l -+ ’1131 - 7122 -+ 12)2 - ’wz](t,l‘,xT—l)‘ dz
< (Ci(t) + Co(t) + C3(t)) € {e™*? pour la dimension n}
Résumons :

Si on note . la fonction construite en "recollant” les u(gk)(t, z,p(z)/e),
c’est & dire en posant :

~ — (k)
Ugloe = €u’(tT,0(T)/€) 1. ,
elc(k) e ( ( )/ )‘c(k)



3.3 PROBLEME LOCALISE EN PHASE NEGLIGEABLE : 21
on dispose aprés sommation sur les (k) tels que € |(k)] < D, delestimation :
Vte RY, | 6u(t,.,cp(.)/e) — ue(t,.) “Ll( R" < C(t) 2.

On a donc localisé la variable z au niveau des deux systémes a comparer et
ce, en conservant une estimation adéquate.

Reste donc désormais a préciser les arguments avancés ci-dessus et a
estimer {toujours localement} la différence L! entre i, et o, .

3.3 Probléeme localisé en phase négligeable :

On rappelle que v(ek)(t,z) est solution de :

¢ n (v(k))2
6tv(€k)(t,x) + Z 0z, (ai(t,m) 52 ) =0
i=1

(321) < sur  Q=[0,T] x R"

v(0(0,z) = e ¥ (f—(:x-z) sur R"

Une autre maniére d’obtenir v(sk)(t,a:) {cf chapitre II} est de résoudre :

( z w(ck) 2 xr
OwP(t,2,0) + ¢ ; Os, (ai(t,:r) (we’) 2“’ ’9))
w¥2(t, 2

sur 0=[00,T]x R"x R

wl®)(0,z,6) = h(IP,0) sur  R"x R

puis de considérer ¢ w(ek)(t,a:,go(.r)/e) :

Pour ¢ suffisamment petit, Ja > 0, tel que §’il existe z € C°_ avec

*)
Vep(z)] € a, alors w® est de classe C® sur é’(i) x [0,T] x R {les
coeflicients de (3.2.2.2) et (3.3) sont rendus petits}. Du coup les solutions
de (3.2.2.2) et (3.3) sont réguliéres et se comparent localement {en norme
L'} grace aux méthodes classiques de 'optique géométrique & "2 pres

{e™*? provient de l'intégration locale}.
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22 JUSTIFICATION DU MODELE
3.4 Probléme localisé en phase oscillante :

On regarde le cas complémentaire de celui qui précede :

VeeC®

o IVap(z)] 2@ avec  a>0 fixé.

Sous cette hypothése, on procéde a un changement de variables permettant
de prendre en compte la géométrie de la phase ¢.

3.4.1 Redressement de la phase.

On a obtenu Pestimation L' locale souhaitée entre la solution et le modele
{localisés en la premiére variable de h(.,.) } pour 'ensemble des cubes C(i )
pour lesquels il existe z € C (i) avec |V.o(z)] € a.

Si maintenant, Vz € C’(i) , IVzo(z)] 2 a, il existe x difféomorphisme

C* d’un voisinage f/}(k) de l(ek) sur C’(i) avec :

k €
{ Ve — C(k)
x(

l(ek)) = () —®)

;o pox(y) = yn
ou l?’(k) désigne la nt™ coordonnée de l(gk) et f/,(k) satisfait :

sup  d(y,1Y) < C(P)e.
yev®)

En d’autres termes, x “redresse” la phase en gardant la taille du voisinage
de l(ek) .

On pose z1(s,y) = v(ek)(s,x(y)) et z2(s,y) = u(s, x(y),8) . On transcrit
ensuite les lois de conservation (3.2.1) et (3.2.2.2) dans les coordonnées
(5,4) {changement de variable ¢ : (s,y) — (s = t,y = x () }-

(k)

Comparer ve’ et u revient alors a compd.rer z1 et la trace de z, sur

—m(k
I'hypersurface S = {(y,8), 6= l—l—‘——- } sur les sections en temps du céne

de propagation K, transformé de K par ¥ {K ¥ 1(K)}. Le calcul
fournit pour 2; et 2, les deux systémes suivants :

¢ n 3
Osz1(8,y) + Z Oy, (a;(s,y) 52-1-) =
i=1

(34.1.1) ¢« sur =[0,T] x R"

ln (k)

2(0,y) = eh(y—"—_—é————) sur  R"

et

2
z
(34.12) { dzlsw)+ B(ah(s,y)2) =0 sur Q=[0,7]x R"
22(0,y) = h(6) sur  R"



3.4 PROBLEME LOCALISE EN PHASE OSCILLANTE : 23

. . \ — ( )
ou on considére € z2(s,y, g—"——'—‘—) {la dépendance de la donnée initiale h

vis a vis de ¢ et (k) est omise}.

v

3.4.2 La variable de propagation 4.
THEOREME 3.4.2.

(3.4.1.1) peut s’approcher par (3.4.2.1) {ou est localisé le y des coeffi-
cients de dérivation} :

s n 22
O,23(s,y) + Z Oy, (a}(s,l(ek)) _21) =0
=1
(3.4.2.1) { sur Q= [O, T] x IR™
- ln,(k)

2(0,y) = ¢ h(ﬂ"_;f__

) sur R"

avec I'estimation suivante : || z3(s,.) — z1(s,.) l|py(&,) £ C(s) gnt?

{ K, désigne la section au temps s de K }.

Preuve.

On se contente cette fois-ci de donner des indications de démonstration
dans la mesure ou celle-ci est calquée sur celle du chapitre 1.

Le terme d’erreur a estimer est donné par :
k 22(s,y) — z2(t,z
M S0y sgn(zs(s,y) = z1(t,2)) (aifs, 189) = ais, y)) (Het5H0)
* Oy, 9(t, x,5,y) dtdrdsdy

— I Ty sgn(za(s,y) = 21(t,2)) (By,a})(s, y) Z2p¥
* g(t,z,s,y) dtdrdsdy

Le premier terme s’interpréte par dualité {cf chapitre I} : Lorsque la

dérivée touche (ag(s, l(ek))——aﬁ(s, y)) ,on gagne du €2 grace a I’estimation L™
2 2

de (fﬂw) et ™ provient de l'intégration locale. Lorsque la dérivée

2 2
touche sgn(z3(s,y) - zl(t,m)) (.{ai-:_ﬂl_i_ﬁ_&’_)) , on obtient une mesure de

Radon multipliée par |z3(s,y)—2z1(t,2)| (ai(s, l(ek)) —al(s,y)) qui est majoré
{au voisinage de l(gk)} par du €?, l'intégration locale fournissant la encore
le é™ complémentaire.

Quant au second terme, une estimation L™ donne directement du ¢"*?2.

Dans le systeme (3.4.2.1), ¢ = (y1,......,Yyn—1) n'intervient ni dans la
condition initiale, ni dans les aj(s, ! &) ). On en déduit que 23 est indépendant
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de §, ce qui signifie que I'information dans (3.4.2.1) est gouvernée par la
variable y, . En d’autres termes, 23 est aussi solution de :

( 2
Os23(s,y) + Oy, (a:,(s,l(ek))fzi’-) =0
(3.4.2.2) ¢ sur Q=[0,T] x R"

z3(0,y) = sh(y" ) sur R"

\ €

En répétant ’argument précédant { cf théoréme (3.4.2) }, on peut comparer
z3 & Z3 solution de :

( 32
8y7s(5,v) + By, (dh(s,5,100) 2) = 0

2
(3.4.2.3) | sur  Q=[0,T] x R"
y - lzv(k)
23(0,y) = e h(= . ) sur R"
toujours avec une estimation valable & "% pres.

On pose 8 = (y, — 7)) /e | puis on remarque que
24(s,9,0) = (1/¢) Za(s,g,lﬁ‘(k) + €6) est solution de :

22
0s24(5,9,6) + 69( ! (s, 4, 1) 24) = 0
sur Q=[0,T]x R"
24(0,9,0) = h(9) sur R"

(3.4.2.4)

c’est & dire précisément (3.4.1.2) ou on a remplacé y par (g, lz’(k)) .

n+2

Finalement, pour comparer a ¢ pres z; et zo, il suffit de pouvoir

comparer zs4 et z; avec la méme estimation sur ’hyperplan 8 = y_":—l-‘—-z
Dans (3.4.1.2) et (3.4.2.4), § joue le rdle d'un paramétre que l'on ’ gele”
en considérant les solutions entropiques particuliéres construites au lemme
(2.3.2) page 16.

L’intégration locale en § fournit du €”!. Pour obtenir du £"*? {et donc
apres sommation sur les supports compacts de nos fonctions une estimation
globale de l'ordre de €? }, il suffit d’obtenir une estimation L' d’ordre &3
entre (3.4.1.2) et (3.4.2.4) a § fixé.

Ceci revient précisément 3 se poser le probléme de la validité du modéle
pour une loi scalaire en une dimension d’espace.
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3.4.3 Le probléme en une dimension d’espace.

On s’est donc ramené au probléme scalaire en une dimension d’espace et
a phase linéaire suivant :

2
Osu(s,y) + 0, (a(s,y) Ei) =0 sur Q=[0,T]x R
(3.4.3.1) 2

—1
u.(0,y) = ah(ye ) sur R

y€ R, h: R*x R— R declasse C™ et périodique de période 1.

On s’interesse & la description de wu.(s,.) sur V., voisinage de ! tel
que sup,ey, |y — | < €. Plus précisément, on souhaite approcher u. par
ve(s,y) = ewy(s,(y—1)/e) ot wy(s,8) est solution du probléme de Cauchy
suivant {paramétré par y € R} :

w? ,
Oswy(s,y,6) + 89(a(s,y) —21) =0 sur Q=[0,7] x R*

wy(0,5,6) = h(6) sur R?

(3.4.3.2)

On rappelle {cf théoréme 3.4.2 page 23} que I'on peut comparer (3.4.3.1)
a i, solution de (3.4.3.3) :

~2
Ostic(s,y) + Oy (a(s,l) gf—) =0 sur Q=[0,T]x R
(3.4.3.3) 2

-1
(0,y) = eh(ye—) sur R
et ce, avec une bonne estimation locale :

(3.4.3.4) | (e~ ue)(s) vy € Cs) €.

On remarque maintenant que o.(s,8) = (1/¢)t.(s,! + c8) est solution de
(3.4.3.2) avec y =1, c’est a dire que o.(s,0) = wy(s,6).
Par suite [, |ie(s,y) — ewy(s,(y—1)/e)| dy
< € fiioq [wi(s,8) — wires(s,0)| db.
Admettons provisoirement le théoréeme suivant :
THEOREME.

Il existe une constante C indépendante de ¢ et de 1,
/ wi(s,0) — wigeo(s,0)| d8 < C(s)e.
[(-¢iC]
On déduit alors de (3.4.3.4) et de ce théoréme que :

y—1
A IuE(s,y)——ewy(s,———e—)| dy < C(s)é®.

3

ce que ’on souhaitait obtenir.

La preuve de ce théoréme repose sur deux lemmes :
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Lemme 3.4.3.1. Pour tout s et y, wy(s,.) € BVi,( R). De plus, pour
tout couple d’intervalles compacts (I, J) fixé, il existe des constantes Cp et
C; telles que I'on ait pour tout (s,y) € [0,T] X I, les estimations suivantes :

() N wy(s,) lBvn < Co. ,

(i) |l wy(s,.) —wy(s,.) gy < Crly -yl

Preuve.

(i) A y fixé, w, est solution d'une loi de Burgers. Sa régularité
BViee( R) et son caractére borné dans cet espace résulte des théorémes
classiques sur les solutions de lois de conservation.

(ii) Quant & la comparaison L' donnée, elle s'obtient grace &
des calculs analogues & ceux développés au chapitre I : Il suffit de majorer la
quantité |a(s,y) — a(s,y')| par C |y —¢'|.

Remarque.

Le lemme (3.4.3.1) exprime que Papplication 3 de R & valeurs dans
L1(J) définie par ¢(y) = wy(s,.) est lipshitzienne de rapport Cj .

C’est la traduction analytique d’un fait géométrique : Les surfaces de choc
de (3.4.3.2) ont une normale unitaire v qui satisfait I’équation de Rankine-
Hugueniot : vy [u] + vg [a(s, y) (u2 /2)] = 0. Si sur le choc vy vaut 0 alors v,
vaut 1 et donc {u] = 0, ce qui est absurde. v4 est donc différent de zéro, ce
qui signifie que les surfaces de choc sont transverses aux hyperplans y = C
sur lesquels on regarde la norme L!.

Lemme 3.4.3.2. Soient I et J deux intervalles bornés d’intérieur non
vide. On se donne w: I x J — IR, satisfaisant :

(i) w € L®(I x J).

(ii) pour tout y, h,: 6 — w(y,6) € BV(J).

hy(.) est définie en tout point par sa valeur moyenne (M) {il
s’agit d’une fonction a variations bornées d’une variable réelle} et satisfait
I’estimation ” hy ”BV(J) S Co .

(1i1) V(y,y') €eIxI, [;|lw(y0)-wy,0)]dd < Cily—1y'|.

Alors w € BV(I x J) et si l+¢c8 €I pour tout § dans J,

(3.4.3.5) / lw(l+€6,0) — w(l,0)] dd < Ce.
J
ou | désigne le milieu de I.

Le théoréme énoncé dans ce chapitre est une application directe du lemme
(3.4.3.2) ala fonction : (y,60) — wy(s,6).

Preuve. Soit p < inf(|I]; |J]). On pose

Ie={zel, da,FrI)> p} et ={z€J, dz,FrJ) > p}.

On commence par établir (3.4.3.5) sur J ¢ pour p quelconque avec une
constante C indépendante de p. L'inégalité (3.4.3.5) s’obtient alors par
passage a la limite pour p tendant vers 0.
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¢ étant maintenant fixé, on régularise w :

Soit ¥, (y,8) = (1/u?) o(y/p) ¢(0/u), avec ¢ € C°( R), paire, positive,
d’intégrale un et & support compact. On pose :

vu(y,8) = (b, * w)(y,0) = //132 w(y —z,6 - 6') $u(2,6) dzdf’ .

Pour pu << p, v,(y,8) est définie sur J¢ x J¢. Du fait de la régularisation
effectuée, v, est une fonction €' de ses deux variables. Par ailleurs, pour
(v,y") € I¢ x Ie,

(3.4.3.6) [, 1uw6) = v,ta/,6)) o

<[] L [ty = 2.6) = wly’ = 2,6)] d8} 1, (2.8') dd¥

< ¢ // y—y| $u(2,8) dzdd' < Cy ly—vy.
z,0

v, satisfait donc aussi I'inégalité (ii) et ce avec la méme constante C; que
celle donnée pour w. On pose :

C, = sup  |Gyvu(y,0).
(y,0)€lexJe

On a alors pour (y,y') € I¢ x Ie,

lvu(y,8) — vu(y', )] 1
SRl = 1] Gyt s - v),0) ds| < G

hm I'U”(y, 0) - v”(y',0)|
v —y ly — v'|

Le théoreme de Lebesgues s’applique et on a, apres passage a la limite
{y' — y} dans (3.4.3.6) :

= |0yvu(y,0)!.

[ w8 < cn.

De sorte que :

(3.4.3.7) / o (I+€8,8) - v,(1,6)] df < / / 10,v,(2, 8)] dz db
J JTJ;

{+e4)
< / {/ 10,v,(2,6)] dG} dz < 2eCyD
{l—e D;l4e D) J
avec D = |J|.
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Pour obtenir (3.4.3.5) sur 'intervalle J¢, il faut pouvoir passer a la limite
dans ’expression (3.4.3.7) pour p — 0. Ceci n’est pas immédiat : On a la
convergence de v, vers w pour presque tout (y,8) € I¢ x J¢ mais non pour
preque tout point de la droite D, d’équation y = [ + €6. Pour pouvoir
passer & la trace, il faut étre un peu plus précis.

On commence par remarquer que v, est une suite uniformément bornée
de BV(Ie x Je). o

En effet, v, est uniformément bornée dans L'(I¢ x J¢) et pour toute
p € Co(fe X jg)’

(@) 1 Oyvus) | = | [, 6 Oou(y,6) o(y,6) dydf| )
<ol [, {fs 10y0u(v,6)1 d6} dy < Cu |I¢] | ¢ fl1ee

(B) | (9ovpu,0) | = | ((Gow) * Yy, 0) |
- ffy,@ w(y,0) Os(p * ) dydb = Jy {fa w(y,8) Op(p *}/)u) dO} dy
< Jyere 1w ) lBvgey | @ * uys ) ey dy < Co [I9] || ¢ |1

Comme par ailleurs, v, converge dans L(I® x J¢) vers w {elle converge
presque partout vers w et est uniformément bornée d’aprés (i)} et ses

dérivées sont uniformément bornées dans LY(Ie x J¢), on a w(y,0) €
BV (12 x Je).

Soit ¥ la fonction moyennée associée a w. ¥ est définie en dehors d’un
ensemble de H! mesure nulle et donc en particulier presque partout sur la
droite D, {d’équation y =1+¢6}. v,, régularisée de w, converge vers ¢
en tout point régulier de w. L’ensemble de ces points est de mesure totale
sur D, {car de H' mesure nulle sur IxJ }. Par conséquent, v,|p, converge
presque partout sur D, vers ¥yp, {en restant bornée!}. On a donc :

Iim |v,,(l +¢€6,6) - v,,(l,@)l df = / |f)(l +¢e6,0)—9(1,0)| dd
Je JJe

u—0

Le terme de gauche vérifiant (3.4.3.7), on a, par passage a la limite :
(3.4.3.8) / |6(1+€6,8)—9(1,6)| dd < 2Cy D
Je

Reste & établir un lien entre (3.4.3.8) et [;, lw(l+¢6,6) — w(l,6)| d§. On
utilise a cet effet le théoréme de Vol’pert {cf page 14} avec le choix particulier
de a = (O(y),l(g)). Ona: o~%w,.

Mais d’apres 'hypothése (ii), wa(y,0) est pour presque tout y définie
pour tout 8 et, lorsqu’elle est définie, vaut identiquement w(y,8). w et
v coincident donc presque partout en restriction a D, et on peut deés lors
écrire :

/J, 16(1+ £6,8) — 5(1,8)| df = /j lw(l + ¢ 8,6) — o(1,68)| d6
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On pose h(y) = [y, |w(y,8) — 5(y,0)| df. On a donc d’aprés (3.4.3.8) :
/ lw(l+¢c6,0)—w(l,0)] dd8 < 2 eC, D + h(l)
Je

On termine la preuve du lemme (3.4.3.2) en prouvant que h est identique-
ment nulle.

Ih(y) - h(y")| < /J_ﬂ | [w(y,8) - (y,6)| — |w(y',6) — d(y', 0)|| df

< / lw(y,6) — w(y',0) — iy, 0) + (y", 6)| db
Je

< [ WO -\ 016+ [ 100.0)-5,0) db

< Cly-y) + /J 15(y,6) — 5(y/, 6)| db

Comme v, converge vers ¢ en dehors d’un ensemble de H; mesure nulle,
v, converge en particulier vers 0 pour presque tout § & y fixé. On a donc :

im [ (uu0.6) = 0, 0) 8 = [ [o(4,6) = 5(s',0)] 46

u—0

Comme par ailleurs,

[, u(w,6) = w5/, 0)] @

< // [0;v,(2,0)] d2df < Cy |y — |
6eJe, z€[y,y']

ona, |h(y)—h(y')| < 2Cily—y|.

En particulier h est continue {puisque lipschitzienne} et par suite :

lim / eu(2) My —z) dz = h(y)

Mais le terme de gauche s’ écrit
[euarmu=2 dz = [[ o) ot —2,0) - oy - 2,0)| dz o

et comme w et © coincident presque partout sur I x J¢ le terme de droite
est identiquement nul et on obtient apres passage a la limite { 4 — 0} que
h(y) = 0, ce que l'on souhaitait obtenir.
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