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Introduction

Dans cet exposé, on considére une suite (pj),1 < j < ¢, de symboles classiques
réels de $'(f2 x R™),Q étant un ouvert de R™®. On suppose que la condition de
sous-ellipticité de Hormander est vérifiée a 'ordre 2 : pour tout compact K de 2, il
existe deux constantes ¢,C > 0, telles que tout X = (,£) € K x R", {¢| > C, l'on
ait .

(1) Y RUX?+ > !, pIHX)? = cléf,
J=1 i,J=1

pg désignant le symbole principal de p;j,1 < j < g.

Soit P; une réalisation proprement supportée de p;j,1 < j < ¢, on considere
Popérateur laplacien généralisé

q
(2) Ag = ZP;PJ'.

i=1

On sait que Ay est sous-elliptique ([7], [2], [5]). On se propose de démontrer que
Ap admet localement une paramétrixe qui est un opérateur pseudo-différentiel dont
le symbole a une croissance régie par une métrique et un poids convenables. Cette
démarche est bien connue lorsque les opérateurs P;,1 < j < ¢, sont des champs
de vecteurs réels réguliers ([7], [9], [10]). Elle nécessite ici le calcul de Weyl. Plus
précisément :

Théoréme A.—

Sous les hypothéses précédentes, il existe un symbole b € ST (Q x R") tel que,
2'2

B étant une réalisation proprement supportée de b, Id — AyB = Id — BAy soit
un opérateur infiniment régularisant.

De plus, pour tout compact K de 2, pour tout (a,8) € N?", il existe une
constante C telle que

(3) V(z,€) € K x R™ |9805b(x,£)| < C m(g, )~ Wl=lel < ¢ S 1P

1/2
avec m(z,£) = (ilp‘}(x,f)2+ <¢ >) .
=

1



Remarques :

@ Aux points X = (z,£) ou le systeme est elliptique, on a alors m(X ) 2
Cte < &> et Vestimation (3) est du type S72.

o Un poids de ce type a été introduit par R. Beals dans [1].

Le texte sera organisé de la maniére suivante : Dans la section 1, on décrit les
classes de symboles de Hormander que 'on utilisera et 'on rappelle quelques unes
de leurs propnetes de base. Dans la section 2, on énoncera et on démontrera un
théoréme d’inversion exacte. La démonstration necesmte I'introduction de ’espace
de Sobolev associé & un poids m et & une métrique g déterminés par le systéme
d’opérateurs pseudo-différentiels considéré. Dans la section 3, on déduira le théoréme
A du théoréme d'inversion exacte démontré dans la précédente section et enfin la
section 4 sera consacrée a des résultats d’inclusion dans L? des espaces de Sobolev
associés & un systéme sous-elliptique de champs de vecteurs.

Les démonstrations omises dans ce texte sont détaillées dans [7].
Remerciements :

Nous tenons a remercier J.-M. Bony, J. Camus, N. Lerner et G. Métivier pour
de fructueuses discussions.

1 - Classes de symboles

On commencera par rappeler les résultats classiques du calcul de Weyl ([8]) repris
dans Particle {4}, puis on démontrera un lemme utilisé & la section 2.

1.1 Rappels

A une distribution tempérée a définie sur I'espace des phases RY® = R? x Ry,
la quantification de Weyl associe un opérateur a* : S(R") — S'(R") par la formule

(L1) a*u(z) = (2m)" [ [eeita ( ,s) u(y) dy dt.

L’opération # de composition des symboles, définie par (a#b)” = a™b* conduit au
moins dans le cas ol a et b appartiennent 4 S(R?"), au résultat :

(1.2) afb(X) = 2" / / e~ BY-X.Z-Xly(y) 4(7) dY d,

2
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ot [-,-] désigne la forme symplectique [X.Y] =yl -z ; X =(z,£),Y =(y,n)
€ R?",

Soit g une métrique riemannienne, c’est-a-dire la donnée, pour tout X € R?",
d’une forme quadratique définie positive gx(-). On note g% la métrique duale de gx
pour la dualité définie par la forme symplectique. Alors

T,W}?
1.3 % (T) = sup LW T € R*™.
On dira que g est une métrique de Hormander si Papplication X — gx dépend
mesurablement de X et si elle satisfait les trois propriétés suivantes :

g est une métrique lente : il existe une constante C' > 0 telle que l'on ait

(1.4) gx(X —Y) <1/C = (gv()/9x())* < C.
g vérifie le principe d’incertitude : gx(-) < g%(), ce qui revient & dire que
(L.5) Ag(Y) = g,nio(gi'f(w)/gY(W))l/z > 1.

g est une métrique tempérée : il existe une constante C > 0 et un entier N tels que
Pon ait

(1.6) (9v () gx(N* < C(1 + g3 (¥ - X))

Soit M une fonction strictement positive, définie sur R**. On dira que M est
un poids admissible pour g s’il existe une constante C et un entier N tels que 'on
ait

gx(X-Y)<1/C = (MY)/MX)*<C XY eR™,
(1.7) ~
(MY)/M(X)* < C(L+g3(Y - X))V X,Y e R*",

Une fonction a de classe C*°(R?") appartient & la classe de symboles S(M, g) si
toutes les semi-normes suivantes sont finies :

(1.8) llallx;s(m.9) =  sup |81, - - - B1,a(X)| /M(X),
<k ; XER™
ax (T})<1

en notant Op la dérivée directionnelle d »< da, T >.

Lorsque a € S(M,g), 'opérateur a* est borné de S(R") dans lui-méme, de
S'(R™) dans lui-méme et, si M = 1, de L*(R") dans lui-méme. De plus les classes
S(M,g) forment une algébre graduée, par le groupe multiplicatif des poids, pour
l’opération #.



1.2 Enoncé et démonstration du lemme 1.2.1

Soit a un symbole classique, positif, de S2(R?"). Considérons les fonctions m et
gx définies par

19) m(X) = ((X)}+ <€)V X cR™,
< £ > désignant (1 + |£]2)1/2,

(1.10) gx(dz,dé) = m~3(X)(< € >* dz® + dE?) X e R,

Lemme 1.2.1.—

Soient a un symbole classique, positif de S?(R*"), m et g les fonctions définies
en (1.9) et (1.10), alors

1) g est une métrique de Hérmander, m un poids admissible pour g,

2) a appartient & S(m?, g).

Cette démonstration repose sur le fait que S'(R?") est inclus dans S(m?,g) et sur
I'inégalité suivante, vérifiée pour toute fonction f positive de classe C?(R):

(1.11) (0f/02)* < 25up(|0° f/92*|)f.

2 - Enoncé et démonstration du théoréme global
Théoréme 2.1.—

Soit a un symbole classique de S*(R*") dont la partie principale est positive. On
suppose que a* est inversible et que a*(z, D)™ applique continiiment L*(R") dans
HY(R™). Alors il existe un symbole b € S(m™2,g) tel quea# b=b#a=1(metg
définis en (1.9) et (1.10)).

Avant de démontrer le théoréme 2.1, on a besoin de plusieurs résultats démontrés
dans [3] et [4], concernant en particulier les espaces de Sobolev associés & une métrique
de Hormander et l'inversibilité dans l’algébre des opérateurs pseudo-différentiels
d’opérateurs inversibles en tant qu’opérateurs entre espaces de Sobolev, vérifiés pour
la métrique g du théoréme 2.1. On a aussi besoin des deux lemmes 2.2 et 2.3 qui
utilisent le concept de symboles confinés que nous allons rappeler.

4



46

Soit Uy, la boule {X | gy(Y — X) < r?} ot r? < C~! (C constante de lenteur
(1.4)). Par définition, I’espace des symboles confinés dans Uy,, est 1'espace S(R*")
muni de la famille de semi-normes

(21) “d”k;conf(g,Y,r) = lnf{c ’ aTx vt aTld(‘X) < C(l + g;(X - UY:'))_k/2}7

ou les vecteurs T; vérifient

gy(Tj) <1,{<ket g{z(X - Uy,,.) = Wlnf gg',(X —_ W)
EUY,r

Une famille de symboles dy est dite uniformément confinée dans les boules Uy, si

les semi-normes ||d||r,cont(q,,r) Sont majorées par des constantes Cy indépendantes
de?.

o Il existe une g-partition de I'unité (théoreme 3.1.3 de [3]), c’est-a-dire une
famille uniformément confinée de fonctions ¢y a support dans Uy, vérifiant

(2.2) / eylgy'? dY =1,
R2»

ou |g| désigne le déterminant de g.

Si M est un poids admissible pour g, on peut alors décomposer tout symbole d €
S(M, g) sous forme intégrale en posant dy = M~1(Y)dpy et

(2.3) d(X) = /R _ M(Y)dy(X)lgy|'/2d.

La famille dy est uniformément confinée et réciproquement si dy est une famille de
symboles uniformément confinée, 'intégrale (2.3) converge et définit un élément de

S(M, g).

e Comme la métrique g est dominée par la métrique de Hormander § de type
(3,3) ((1.11), définition 7.1 de [4]), on a toutes les propriétés suivantes pour tous
poids M et M; admissibles pour g et tout symbole d € S(M, g) :

- On peut définir 'espace de Sobolev H(M) (théoreme 7.8 de [4]). H(M) est
'espace des distributions u € §'(R") vérifiant

(2.4) ] M2(Y)|[oul L lgy [2dY < oo
R_?n

(py partition de 'unité définie en (2.2)).



H(M) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire
(25) (wouon = [ MHE)pPu, pv)isla[V2aY.
On notera || ||s(m) la norme associée.

- H(1) est identique & L2(R") (théoréme 4.6 de [4]).

- Opérance dans les espaces de Sobolev (corollaire 4.5 de [4]) ; d applique
continiment H(M,) dans H(M,;/M).

- La condition suffisante d’inversibilité (corollaire 7.7 de [4]) : Pour qu’il existe
deSM1g)telqued # d =d # d=1, il suffit que pour un poids admissible
M, Vopérateur d¥ soit inversible en tant qu'opérateur de H (M ) dans H (M JM).

L’idée directrice de la démonstration du théoréme 2.1 consiste a traiter le symbole
a comme un symbole elliptique (de poids m?) au sens suivant :

(2.6) 3(¢,C) € R VX € R?" \y(X) > C = a(z) > em?*(X).

Ceci suggere la décomposition de I’espace des phases R2" en la réunion d’une zone
dite sous-elliptique

(2.7) S={Y=(y,n) e R™ | m(Y)<A<n>"?}

et d’une zone dite elliptique £ = §° (A > 0 désigne une constante assez grande que
Pon va choisir ultérieurement).

Le théoréme 2.1 résulte alors des deux lemmes suivants ; nous ne démontrerons
que le lemme 2.2.

Lemme 2.2.—

Soit @y une g-partition de 'unité (2.2). Il existe deux familles dy et Ry uni-
formément confinées dans les Uy, telles que I'on ait pour Y € £

(2.8) oy =m 3 (Y)by # a+ A; (Y)Ry.

Lemme 2.3.—

Soit By une famille de fonctions de S(R?*") uniformément confinée. Alors pour
tout poids M admissible pour g, il existe une constante C > 0 telle que

(29) [ Mo sulilav 2y < Clulfian,
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Démeonstration du théoréme 2.1

Comme a € S(m?,g), a¥ applique continiiment H(m?) dans L*(R"). Donc en
vertu de la condition suffisante d’inversibilité, il ne reste plus qu’a vérifier que

(2.10) Hu”H(mz) < Cte ||a%u||L2.
Or
lullansy = [ m(llopullalov /2ay

- /S mA (V) lp%ul B2 lgy [/2dY + /s mA (V) lpulBalgy [/2dY

=1+ I,.

(2.11)

Comme par hypothése : a¥(z,D)~! applique continiiment L? (R") dans H'(R"),
on a pour le premier terme I :

Rt [ <>t lipgullisloyiay
R2n

< Cte |lull}rny < Cte [laull3..

(2.12)

Pour majorer I, on va décomposer ¢y dans € (lemme 2.2) :

On a donc en quantifiant

(2.13) 0¥ =m 3 (Y)6%a" + A;'I(Y)Iw

et donc

b= [ m)leyullalov2ay

£
< Cte ( / 162 avul2. gy [/2dY

(2.14) R2n

+up \AY) [ m(V)IRYulalav[2dY)
Ye& R2n

1
< Cte (awu”%? + 'X’f”u“%l(mz)) ’

d’apres le lemme 2.3 d’une part, et du fait que A;(-) > A dans £ d’autre part.



Démonstration du lemnme 2.2

Pour démontrer le lemme 2.2, il est nécessaire d’introduire la notion de bicon-
finement. On note A.(X,Y) la quantité suivante qui mesure I’éloignement pour g
de deux g-boules. '

(2.15) Ar(X,Y) =14 sup{gx(Ux,r — Uy,r), 9y (Ux,r — Uy,r)}

\
ou

9% (Ux,r — Uy,r) = inf {g%(X' -Y") | X' € Ux,r,Y' € Uy}
A, vérifie la propriété d’intégration (théoréme 3.2.2 de [3], section 2.3 de [4]) :

(2.16) 3C,3N, VX / AFN(X,Y) |gy[tidy < C.
' R2n
Le théoréme de biconfinement suivant (théoréme 3.2.1 de [3]) donne une estima-
tion du reste d # h — dh que I'on notera A;(Y)R(d, h):

Soient d et h deux fonctions de S(R?"), on a alors I'estimation suivante pour le
reste R(d,h) défini ci-dessus :

VkeN VNeN FHeN 3IC>0 [|R(d,h)l|kcont(s,Y,r

(2.17) < Clld)|e.cont(q, v, |Rlle,cont(s,2,n ATV (Y, Z).

En particulier si (dy) et (hy) sont deux familles de symboles uniformément
confinées dans les boules Uy, pour chaque entier N, la famille A7 (Y, Z)R(dy, hz)
est uniformément confinée dans les Uy, et dans les Uz,,.

Pour obtenir la décomposition (2.8) dans £, on écrit ¢y sous la forme du produit
(2.18) py(X) = (pr(X)/a(X))a(X) X eR™,

puis & 'aide de la forme intégrale (2.3) de a

(2.19) or(X) = m W)y (X) [ mi(Zar(X)lgsl /a2,
(2.20) by (X) = (m2 (¥ )py(X)/a(X)).
8
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La famille az est uniformément confinée dans les boules Uz (2.3) et la famille éy
définie par 5
by = by siYe€&
Y= { 0 sinon,

est uniformément confinée dans les boules Uy,

D’apres le théoréme de biconfinement (2.17) on a :
(2.21) Syaz = by # az + ;1Y) R (6v,az).

De plus la famille A7 N,z )E(&y,az) est uniformément confinée pour tout N, A,
vérifie la propriété d’intégration (2.16), il s’ensuit alors que la famille définie pour
tout X € R?" par

m=2 mA(Z\R(6y.a 1247 4
(2.22)  Ry(X)= (Y)A,,, (Z)R(8y,az)(X)lgz|'?dZ siY €€

0 sinon,

est uniformément confinée dans les Uy, ce qui achéve la démonstration du lemme
2.2.

3 - Localisation

Il s’agit de démontrer le théoréeme A qui n’est rien d’autre qu’une version lo-
cale du théoréme 2.1. On va préalablement construire une paramétrixe sur chaque
compact de §2.

Soit K un compact de € (on utilise les notations de 'introduction), on pose
| ,on p

(3.1) Ak =Y (pxP)(exP}) =Y (1 - ¢K)0}(1 - ék),
=1

j=1 J
ou px et Pk sont deux fonctions C§°(R2) telles que G vaille identiquement 1 prés

de K et soit supportée a 'intérieur de ’ensemble ol ¢ vaut 1.

L’opérateur Ak est un opérateur positif, globalement sous-elliptique avec perte
d’une dérivée, donc il existe deux constantes c et C positives telles que

(3.2) llullamm < Cli(Ak + ¢ [yull 2.

Le symbole principal ax + ¢ de Ax + ¢ Id est positif ; on peut lui appliquer le
théoréme 2.1 avec mg et gx définis par (1.9) et (1.10). Donc il existe un symbole
Pk € S(mi’,gx) tel que

(3.3) (ak +¢) # px =pk # (ak +¢)=1.

9



De (3.3) on obtient

u =pgAxu + cpRu
{3.4) =pkArxu  + cpR(PRAxu + cpfu)
= pkAxu  + c (k) Axu + A (pk)y,

ainsi de suite, d’ot pour chaque j € N* un symbole b; défini par
bj = cj"'lpii"éJ € S(mz” ,9xk).

Admettons le lemme suivant :

Lemme 3.1.—

Soient g une métrique de Hérmander, M un poids admissible pour cette métri-
que, (b;) une suite de symboles telle que b; € S(M* | g) oti k; est une suite strictement
décroissante tendant vers —oo lorsque j tend vers +oo. Alors il existe un symbole

be S(M*,g) tel queb— Y b; € S(M*V g).
J<N

Il en résultera Pexistence d'un symbole bx € S (m3?, gk ) tel que :
(3.5) Ab¥(z,D) - Id et b Ak — 1d opérent de £} dans C§°(S).

Le théoréme 18.5.10 de [8] assure par ailleurs existence du symbole b de S(m%>, gk )
tel que by = by (z,D). Soit alors by défini par bx(z,€) = @(x)bly (z €), il est clair
que

(3.6) Agbg(z,D) — 1Id et bx(z,D)An — Id opérent de £ dans C5°(R).

Considérons maintenant un recouvrement (£2;) localement fini (de §2) tel que K;=
Q; soit un compact de Q. Soient (p;)jen une partition de I'unité associée & ce
recouvrément et (x;)jeN une suite de fonctions C§°(§};) telles que, pour tout j, x;

vaille 1 prés du support de ¢;. On pose B = 2 x,bk (z,D)p;.
JEN

11 est évident que le symbole b de B appartient a S;ll (2 x R™). Reste a vérifier
13
que Ay B — 1d est un opérateur infiniment régularisant. On a :

(3.7) AuB =) xjAuBpj+ Y (1-x;)AnBe;.
JEN JEN

10
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Le symbole de Y (1 — x;)AnByp; appartient & $~°(Q x R"), il est donc infiniment

]
régularisant ; alors

AHBE Z x,-AHx_ka,(a:,D)cpkgo,‘
i,keN

= Z XiAnbk, (z, D)prp;
(3.8) jkeN

= Y xj Id gp;
jkeN
= Id

(o1 on a noté A = B si et seulement A — B opére de D'(Q?) dans C>(Q)).

Les estimations (3) de l'introduction résultent immédiatement de I'unicité des
paramétrixes bk (z, D) (3.6) modulo un opérateur infiniment régularisant.

Démontrons alors 'unicité annoncée, ce qui achévera la démonstration du théo-
reme A :

Pour tout compact K de ,A = Bk, signifie A — B opére de £} dans C3°.
Soient bx et cx deux paramétrixes vérifiant (3.6), alors

bK —CK = bKAHCK — CKAHbK
= ckx — bk,

d’ot. l'unicité.

4 - Inclusion dans les espaces LP

On se propose de démontrer, dans le cas d’une somme de carrés de champs de
vecteurs, le théoreme 4.1 d’inclusion dans les espaces L?. On utilisera les résultats
de la section 4.6 de [4] que nous allons rappeler aprés avoir énoncé le théoréme 4.1.

Théoréme 4.1.—

On suppose que les opérateurs Pj,1 < j < ¢, sont des champs de vecteurs &
coeflicients C*°. On note Q; 'ouvert

(4.1) Qe = {z € R"; le systéme Py(z,€),---, Py(z,§) est de rang £ en z}.

11



Soit p > 2 ; on pose
1) hep() = ([ Bl 674 < € 5) O D)o D,

Pour tout compact K de (2, pour tous s,p, ¢ tels que s > (n —£/2)(1 — 2/p), il existe
¢ > 0 tels que l'on ait :

(4.3) ”h;,,l,u”LP(Q,nK) <C ““”H(m}()

pour mk et gk définis par (1.9) et (1.10).

Démonstration

La métrique g est scindée c’est-a-dire qu’il existe des formes quadratiques
définies positives g; x et g2 x sur R” telles que

(4.4) gi(dz,d€) = g1,x(dz) + g2,x(d§).

On a alors le théoréme suivant (théoréme 4.7 de [4]) que 'on rappelle pour la com-
modité du lecteur :

Soient M un poids admissible pour g et p €]2, +00[. On note 2, ’ensemble des
z € R" tels que la quantité

hp(z) = [|M ™Y (2, &)l L2e1(5-2)a)
soit finie.

Si la mesure de Q, est > 0, alors 'application u — h;'u|o, définie sur S(R")
se prolonge en une application définie sur H(M) vérifiant

thy  ullLoqa,) S Cte |lullm ).

On observe alors qu’'un changement de variable ramene, via le théoréme 4.7 de
[4] ci-dessus, & ’étude évidente de la convergence de l'intégrale

/ (L& e+ €8+ €l + oo+ )70 e,

12
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