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LE CALCUL FONCTIONNEL DANS LES ESPACES DE SOBOLEY

Gerard Bourdaud

Exposé a Rennes (décembre 91)

[-Introduction

Quelles sont les fonctions G, de la variable réelle, telles que

G o f appartienne & HS(R™) pour toute f appartenant a H3(RM) 7 La
réponse a cette question est maintenant connue dans trois cas:

(i) sentierets>n/2 [B1],

(i) 0<s< 1 (1], [MM],[BK1], [B1],[B2], (B3], [B4]),

(ifi) 3/2<s<n/2.

Dans 1é troisieme cas, le calcul fonctionnel est trivial:
seulss les fonctions G(t) = ct opérent. Ce phénomeéne, a priori
surprenant, a été mis en évidence par Dahlberg [D] ; l'auteur a
observé que le résultat de Dahlberg se généralise aisement & tout
réel tel que 3/2 < s < n/2 [BS] et, de fagon plus subtile, au cas
limites = 3/2 [B6].

Dans les autres cas, ce sont généralement les conjectures les

plus naives qui se sont trouvées vérifiées, Ainsi, si s est un entier

tel cue s > sup(n/2,1), la condition G € Hslocm) - clairement

nécessaire pour que G opére - est également suffisante; de méme,
pour 0 < s < inf(n/2,1), la condition suffisante évidente - a savoir
G' € L°°(R) - est en fait nécessaire.

Le lecteur trouvera dans un exposé précédent [B4] 1a liste des
résultats obtenus jusqu'en 1990; le seul résultat déemontré depuis

lors concerne le cas critique s = 3/2 . P1utdt que de délivrer une
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nouvelle énumeération, nous préférons revenir ici, a travers des cas
tupiques, sur les méthodes utilisées.

Precisons nos notations. Nous allons élargir notre propos aux
diverses versions LP des espaces de Sobolev, pour lesquelles nous
adopterons la notation générique E:(Pr'). Ainsi, pour sentier,s > 0
et 1 <p<+oo, E:([Rn) pourra étre 1'espace de Soboley usuel
w3 P(RM); poursréel,s>0et 1 <p < +00, ES({Rn) désignera aussi
1'espace de Besov qu([Rn) (ge[1,+00]);pours>0et 1 <p< +00,
E;‘([Rn) sera encore 1'espace de Triebel-Lizorkin Fj’“([Rn) (ge[1,+o0]).
| 7|l désignera la norme de f dans E;([Rn), guand il n'y aura pas de
risque de confusion.

Ajoutoné ~ pour rassurer le lecteur - gue nous utilisons

rarement les définitions précises de ces espaces. |1 nous suffira

bien souvent d'observer que E;([Rn) se plonge dans B;'”(Pn), pour

lequel nous disposons d'une norme "raisonnable”, a savoir
170y + supp oo IS Cf 1 10cen) = 1060 P ax) TP,
cecl, bien sdr, pour O < s < 1 ;pour s =1, il convient de remplacer

la différence premiere par la différence seconde; pour s > 1, 0n
procede comme pour les espaces de Sobolev usuels. En fait 1'étude
des WP (s entier ) et des H® (s réel positif ) est tout a fait
typique des réesultats plus généraux.

L'introduction du nombre p = (n/p)-s est justifiée par

I'importante estimation

(1) GNP (Yaelon]) .

On dira que E;({Rn) est sur-critiques'il s'injecte dans
L°°(R™), sous-critigue dans le cas contraire. |1 est bien connu que
E:([Rn) est sous-critique pour s < n/p, sur-critique pour s > n/p.
Voici 1a liste exhaustive des EV*(R") sur—critiques: |

B 1(R™) (voir [T1), FIUR™ (voir [J]) et w™ (R |

Une derniére precision: a 'exceptionducas p = +oc0, E;((Rn) ne



contient pas de constante non nulle, de sorte que la condition
G(0) = 0 est toujours nécessaire pour que G opére sur E;(Pn); elle
sera, en regle générale, scus—-entendue.

“Last but not Teast”: le présent travail est le résultat de

colleborations avec Dalila Kateb, Djelil Kateb et Yves Meyer.
II- Non-trivialité du calcul fonctionnel

Nous disons que le calcul fonctionnel est non-trivial si les
n

fonctions de la classe de Schwartz »(R) opérent sur EX(R
Théoréme 1. Le calcul fonctionnel sur E;([Rn) est non-trivial

sietseulementsis< 1 + (1/p)ous>n/p. Pour 1 +{(1/p) <s<n/p,

seules les fonctions linéaires operent.

Ce théoreme comporte des lacunes: pour certains E: - fort
exotiques, il est vrai - nous ne savons pas prouver 1a
non--trivialité, bien qu'elle soit vraisemblable; c'est le cas de
BIUANRN) (1 <p<n-1),FIRM (1<s<2,s<n)etF%R"M
(p<n,g=z2,0zp).

Le théoreme 1 repose sur 'existence de fonctions plateaux

(ou localement linéaires) ayant des normes appropriées:

Lemmel. Dans le cas sous—critique,il existe une suite

(va)v> ; de fonctions C%° sur R, portées par le cube unité
Q=[-1/2,+172]", telles que Bv(x) = 1 sur lecube 27YQ et

”m\)—~>+oo//5\)//:0'

Preuve. Donnons-nous une fonction ¢ € 2(RM telle que

9(x) = 1 sur Qet ¢(x) = 0 hors de 2Q.
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Le cas s < n/p est tres simple: on pose 8,,(x) = 9(2Vx) eton
utilise 1'estimation (1),
Supposons maintenant s = n/p &t posons
8,(x) = v Zléjé\) 0(23%) ;
tout se passe com me si la somme ci-dessus était une série
d'ondelettes, de sorte que || 6\)11 est estimée par \)( t/g)-1 dans le

(1/p)-1

cas Besov et par v dans le cas Triebel-Lizorkin ( voir [B2)]

ou [B3] pour plus de détails ).

Dans le cas sur—critique, il est hors de question que || B\JH

tende vers 0: onaeneffet 1 < || Bvlioo < Cl 6\)“.

Lemme 2. Supposonss =1+ (1/p) (avecqg> 1, dans le cas

Besov, et p > |, dans le cas Triebel ). |1 existe alors une suite
(u v)v> 7 de fonctions C°°, portées par Q, telles que
(i) u,(x)=x,, pour/xl/sZ'V' / et/xj/< 1/74(j=2,..,n);

(i) 1im, oo //Uv//: 0.

Plagons—nous d'abord en dimension 1. D'aprés le lemme 1, il

existe une suite (8,)) de fonctions C%°, portées par [-1/2,+1/2],
vérifiant 8,,(x) = 1 pour Ix| < 2=V=1 g

Hm\)_)“m H B\)H Ep”p([R) = O
Rien n'interdit, dans la preuve du lemme 1, de choisir la

fonction ¢ paire et d'intégrale nulle; on e alors J B\J(X) dx = 0 , de
sorte que la fonction u,(x) = _[fme\)(t) dt satisfait a toutes les

conditions souhaitées,

) =

En dimension n > 2, on pose u"(x ..., x,

u\)(x}) Lp(2x2)... w(2xn).



Yenons-en a la preuve du théoreme 1. Nous supposerons
d'abord 1 + (1/p) < s < n/pet, dans un premier temps, s < 2. Soit G
une fonction, de classe Cl , QUi opere sur E;([Rn); on sait alors

( [BK2],[B3] ) gu'en un sens faible, G opére de fagon bornée:

Lemme 3. /] existe des constantes Cj> 0 telles que, pour

toute fonction f, portée par Q, |||l < C, implique || Gof |l <C5.

Posons f(x) = 2a u\)(r']x), ou lesnombresa> 1,r € ]0,1] et

I'entier v > 1 sont reliés par la condition

v e _
(2) 2 a!]u\)llr =Cy
Sofent T € 10,1/4]eth=(ta 'r27V,0,.., 0). Intégrons
| D 1 (GoNx+h) =D (G of)(x) IP sur 'ensemble défini par
|x]|<r2"v‘zet|xj!<r/4 (j=2,...,n);
1'inégalité || G o f|| rscermMy < Co conduit alors 3
galite | 6ol gampmy < Cp
(3) [i-asa vara | 6/ (1+T) = 6°() Pt < C5 (a2%)1~5P p=0P,
Sis> 1+ (1/p),onfaitv=1.L¢galité (2) devient rPa= Cy4

et le second membre de (3) est estimé par a] +p—sp; en faisant

tendre a vers +oo, on obtient G' = Cte.

Pour s = 1+(1/p), on posea = | u\)ll" ' onaalors 2Vr0 = C, et

le second membre de (3) est estimé par a~ P en faisant tendre v
vers +oo, il vient encore G' = Cte.

Danslecass=2etp=1,o0n modifie 1a preuve ci-dessus en
remplagant les différences premieres par des différences secondes
( voir [B6] pour plus de détails ).

Enfin, pour s > 2 et p > 1, on note qu'il existe des nombres S4
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etp]telsque
p<p]<+00, 1+(1/p1)<81<2 et (n/p])-—slzo’

alors E;([Rn) se plonge dans Bp *+(R"); en appliguant le calcul
1

précédent au couple (ss1 Py ), on parvient a 1a méme conclusion.

Passons aux preuves de non-trivialité. En dehors des cas bien

connus: 0 < s < 1 ous>n/p (voir [R], [M], etc), on utilise le

Théoréme 2. Toute fonction dont la dérivée seconde est une
mesure bornée opere sur Ej(ﬁ?n) pour 1 <s< 1+ (1/p) (sauf -

peut-étre - si Eps(ﬂ?n) est 1'un des espaces exceptionnels signalés

apreés le théoreme 1).

Yoici les grandes lignes de la démonstration.

La "proprieté de Fubini”, vérifiée par certains E;, et, pour les
autres, un argument d'interpolation non-linéaire, permettent de
nous limiter a 1a dimension 1.

La seconde réduction consiste a écrire

6(x) = (1/2) [g (x=t| = [t]) du(T) + ax

ou Yy = G" ,desortequ'il nous suffit d'obtenir 1'estimation
(4 [[If-tl-Ixil< clsplfl,
pour tout f € EX(R) et tout T € R. La preuve de (4) repose sur une

version précisée de 1'inégalité de Hardy-Littlewood [HL]; dans le

ces ou B est 'espace de Sobolev usuel HS, cette inégalité s'écrit

(5) [ 5 100 Zdist(x,30)2 28k < C(8)] [ 5, 5 IFOO-TCW)IZx-ul ' =23ax ay,
pour tout intervalle ouvert 3, borné ou non, et toute fonction f, de
classe C| , telle que

(i) f(x) = O(x‘z) (|x| > +o00 ), si Fest non borné ,

(i) [5 f(x) dx = 0 , si 3 est borné.



On appligue (S) & la fonction ' sur chacun des intervalles aux

bornes desguels f~T s'annule. Le lecteur trouvera tous les détails

dans les ré‘érences [BM] et [BK3].
1= Yers les conditions nécessaires

Une fois ecartés les cas de trivialité, notre objectif est
d'obzenir des conditions nécessaires simples pour gu'une fonction

opere. Un premier pas dans cette direction est le

Théoréme 3. Supposons s > 0, alors toute fonction qui opéere
sur EXR") est
(1) lipschitzienne si EX( R") est sous-critique,

(ii) localement lipschitzienne si £ R") est sur-critigue.

Ces conditions ne sont suffisantes que pour 0 < s < 1 ( ainsi
gue pour s = 1, sionse limite aux espaces de Sobolev classiques
W] P ). on montre en effet facilement que certaines fonctions
lipschitziennes n'opérent pas sur Ej(an), désques > 1.

Nous indiguerons la preuve du théoreme 3 dans le cas ou
Ej({Rn) est sous-critiqueet 0 <s < 1 (pour s> 1, il suffit de
remplacer les différences premiéres par des différences d'ordre
supérieur: voir [B3]).

On cherche & mettre en évidence une constante K > 0O telle
que | G(a) - G(b)| < K|a-b]|, pour tous nombres a et b; pour cela,
on taste G sur la fonction

0= (b-2) Ty 1y o(3(r™ X = K) +a8(x)

(Les fonctions ¢ et 8\) ont été introduites au lemme 1; la somme

Z|k~|<u“ est étendue aux k € Z" tels que lkjl <ypourj=1,.,n)
J\

Nous proposons d'appeler f un "peigne d'igari”, d'une part a
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cause de sa forme en dimension 1, d'autre part parce que S.igari [1]
aeu, le premier, 1'idée d'utiliser une telle fonction - en prenant

pour ¢ et 8\) des fonctions caractéristiques d'intervalles - afin de

décrire le calcul fonctionnel dans 1'espace HY(R) (0 <s < 1/2 ).
Les entiers positifs y , v et le nombre r € ]10,1] seront
astreints aux conditions
(6) la!lleH < Cy/2,

(7)) (3le-bD7! < cg P uMP < (2fa-b) T,

(8) rys<2V?

Pour un choix convenable de Cg, les conditions (6) et (7)
entrainent || f|l < Cy (voir le lemme 3 ) ; de son coté, 1'inégalité (8)
impligue

f(x) =bsur r((1/3)Q +k), f(x) =a sur r(Q + k) \ r((2/3)Q + k).

Yoici comment réaliser ces trois inégalités. D'apres le
lemme 1, 0na(6) pour un grand entier v; ensuite, pour p > 0, on
pose

r={(20gle-b =t yn/Py1/e,

I'hypothése s > O permet d'obtenir (8) dés que y est assez grand;
pour p = 0, on commence par choisir y pour avoir (7), puis r suivant
(8).

Alors, en intégrant [ (G o F)(x + (173)rey) = (G oN(x) P sur 1a

réunion des cubes r ([0,1/6]" +k) ( kjl <), on obtient
[6(a) - 6(b) [ < Cg r @y P

une nouvelle utilisation de (7) permet de conclure.
Les méthodes employées dans la preuve ci-dessus sont assez
souples pour fournir, si besoin est, des conditions d'ordre

supérieur sur la fonction G ( voir [B1]).



IV~ En guise de conclusion

Endehorsdescas 0 < s < 1 et - sionselimite aux espaces
de Sobolev classiques - s entier, on ne dispose d'aucune condition
necessaire et suffisante d'opérance.

Pour 1 <s< 1 +(1/p) < 2, lacondition suffisante du
théoréme 2 n'est en rien nécessaire; on montre en effet [BM] que la
condition

6'e L°(R) et |6 ()| <Clt™!,
est également suffisante, au moins dans le cas Besov. Par exemple,
la fonction G(t) = !t}1 + opére sur Bj"‘([Rn), alors que G" n'est pas une
mesure.

Pour s =2 n/p, les conditions suffisantes connues s'obtiennent
par interpolation [P] ou par linéarisation [M], deux méthodes qui
"gaspillent” vraisemblablement de la régularité sur G.

Risquons deux conjectures:

1~ Dans le cas sur-critique, avecs > 1 + (1/p),
I'appartenance locale & E;(P) est nécessaire et suffisante pour que
G opére sur E;((Rn).

2- Si E;""([Rn) est sous-critique, avecn > p + 1,
1'appartenance locale-uniforme a E;””([R) est nécessaire et

suffisante pour que G opére sur E7*(R") .
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