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ENSEMBLES NODAUX DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS ELLIPTIQUES
(D'APRES R.HARDT ET L.SIMON)

P REGBAQUI

1.Introduction et énoncés des résultats

Le but de cet exposé est de décrire un résultat de R.Hardt et L.Simon[2]
concernant les ensembles nodaux des solutions de quelques équations
elliptiques.

Soit 2 un ouvert connexe de R", on considéere des équations de la forme

(1.1) X aij(x)Di Dj u(x) + bj(x)Dj u(x) +c(x) u(x) =0 dans Q
ou a;; sont des fonctions Lipschitziennes et bj , ¢ des fonctions
bornées.On supposera que la matrice (g, j ) est reelle symetrique définie

positive .

Pour une solution z de (1.1) de classe C'nH?Z on veut étudier
l'ensemble ©#1({0}) au voisinage d'un point x, ( localement ).Comme on

ne s'intéresse qu'aux solutions non triviales de (1.1) on peut supposer que
V'ordre d'annulation de u en x, est fini , c'est & dire qu'il existe un d >0

tel que R‘dj |u]?dx ait une limite supérieure strictement
B(xo,R)

positive,car sinon ,en utilisant des théorémes du prolongement unique
(voir Hormander [3] ) on aurait u identiquement nulle dans Q.

Le résultat principal de cet exposé est que l'on peut donner une borne
supérieure de la mesure d'Hausdorff d'ordre n-1 de l'ensemble

17 1({0)) en fonctionde n,d ,u,v,0 avec p= Sugn b.(x) ,v= Sug c(x) et
x€Q) J x€

o est la constante de Lipschitz des fonctions aq, i

THEOREME 1.1
Il existe une constante C=C(n) > 0 ,il existe un g >0 qui dépend de

(n,d,u,v,0) tel que :
a) H"Y(B(x, p)nut({0}))<Cdp™! pourtout p <p.

b) dim B(x, ,p)n ut({0})~ |Du|"1({0}) < n-2

oo H™ ! désigne la mesure d'Hausdorff d'ordre n—1, dim : l1a dimension
d'Hausdorff et Du désigne le gradient de u.
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REMARQUE 1.2

a) D'aprés le b) du théoreme 1.1 onpeut décomposer B(x, ,p)n u=1({0})

en une sous-variété de dimension n-1 et de classe C! qui est:
B(x, .p)n u 1 ({0})n (|Du| > 0} ayant une mesure d'Hausdorff finie et un

ensemble fermé :B(x, ,p)n u1({0})n |Du|"1({0}) de dimension n-2.

b) Les résultats du héoréme 1.1 restent valables pour des équations non
lineaires de la forme :

% q, (%, u, Du, D?u)D, D; u+b(x, u, Du, D*u) D; u + C(x, w,Du, D*u)u =0

avecu e C?, a;; Lipschitz et b s C brnées.

Maintenant on va donner une déscription précise de la structure de

l'ensemble u"1({0}) dans le cas C®.En fait on a le théoreme suivant qui
est un corllaire du théoréme 1.1 :

THEOREME 1.2

Supposons que a; I b i C € C*®(Q) et soit u une solution non constante
de (1.1) .Alors ©~1({0}) se décompose en une sous-variété de dimension
n—1 ayant une mesure d'Hausdorff de dimension n-1 finie sur chaque
sous ensemble compact de et un ensemble fermé dénombrablement
réctifiable de dimension n-2.

2.Applications

Soit M une variété Riemannienne de classe C™ et soit 0 = A,< 4; <45 <...
la suite des valeurs propres du Laplacien associé a M. Soit @; une
fonction propre associée a la valeur propre 4 .

Dans [1] H.Donnelly et C.Fefferman ont montré que l'ordre
d'annulation de ®; en un point de M est 4 ; » plus précisement ils ont
montré que

1Pll 25, o)) <

dépend que de la courbure et le diameétre de M , R ne dépend que de la
courbure et ou B(x, ,p) désigne la boule geodésique de centre x,et de
rayon p.

Lorsque la variété M est analytique H.Donnelly et C.Fefferman [1]

donnent une borne inf et une borne sup de H”"l(fb;l({O})) .En fait ils

26V A; 1®jll 2p(, oy POUrtout p<R o C>0 ne
0

démontrent le théoréme suivant;



THEOREME 2.1

Supposons que M est analytique alors on a:

CiNAj < H"‘l(cb;l({O})) <Cyv Aj ou: C,,Cy ne dépendent que
de la geométrie de M.

REMARQUE 2.2
Dans le théoréme 2.1 1a borne / A ; est optimale, on a qu'a prendre M =

T" =8 x 8! x...x 8 et les fonctions propres: Sin(k;xy) Sin(kyx,).
Sin(k,x,)

Dans le cas ou la variété M est seulement C* ,S.T.Yau a conjecturé
que les résultats du théoréeme 2.1 restsent valables.

Si on applique les résultats du théoréme 1.1 on arrive a donner une
borne supérieure de H"’l(d);l({O})) mais elle est plus grande que +/ Aj o

THECREME 2.3
Supposons que M est C* ,alorsona:
H"_l((b;l({O})) < C AJ-C\/AJ' ou C est une constante qui dépend

seulement de la courbure et du diamétre de M .
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