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L'ANALYSE PAR ONDELETTES D'UN OBJET MULTIFRACTAL :

n.2

LAFONCTION ¥ L sinn?¢ DE RIEMANN
1

Yves MEYER
CEREMADE
Institut Universitaire de France

o

1 - Introduction.
1

Riemann aurait affirmé que la fonction R(¢) = Z = sin n?t n'est nulle
1 n

part dérivable. Weierstrass chercha en vain a établir 1'assertion de Riemann et

o0
modifia alors le probleme. Il considéra alors les séries lacunaires ¥ a” cos b" x,
0

O<a < 1, b entier impair, ab > 1 + %n. Ce sont des fonctions continues et

Weierstrass démontra qu'elles ne sont dérivables en aucun point. Ce résultat
fut ensuite amélioré par Hardy qui montra que la condition ab > 1 suffit a
entrainer la non-dérivabilité.

En 1916, Hardy retourne au probléme de Riemann et démontre que R(¢)
n'est pas dérivable en ¢, sit,/ n est irrationnel, confirmant ainsi l'assertion de

Riemann.

S. Lang avait 1'habitude de citer & ses étudiants débutants le probléme
non résolu de la dérivabilité de la fonction R(t) et, a la surprise générale, un
jour, le probleme fut complétement résolu par un des étudiants de S. Lang.

Il s'agit de J. Gerver qui démontra que R(¢) est dérivable en 7 et que R'(n) = - 1

5 .
Plus généralement R'(¢,) existe si et seulement si ¢, = 221;:—11 et alors R'(¢,) =~ % :
La série de Riemann est donc dérivable en certains points. En d'autres

points, elle présente des "cusps" (ou rebroussements) que l'on peut décrire

explicitement et qui correspondent & un exposant de Holder égal a —21

En d'autres points ¢, 1'exposant de Holder a(z,) est encore différent et ces
fluctuations trés fortes de l'exposant de Holder «(t,) font penser & un objet



multifractal. Pour aller plus loin, i} conviendrait de calculer la dimension de
Hausdorff de l'ensemble E{a) des ¢, € [0, 2 #] pour lesquels a(f,) = a et tracer le

graphe de 1a fonction E(a) lorsque % <as ‘%(ces deux bornes correspondent
respectivement & la régularité globale qui est exactement d'exposant de Haolder

%et aux points les plus réguliers ou l'exposant de Holder est g—).

L'analyse par ondelettes est considérée par certains spécialistes comme

~"la "voie royale" permettant d'accéder au coeur méme des structures

multifractales.

Nous allons, sur 1'exemple particulier de la fonction de Riemann R(),
comparer les performances de cing méthodes d'analyse allant des "méthodes
élémentaires” (J. Gerver, H. Queffelec et S. Itatsu) aux "méthodes
analytiques” (G.H. Hardy, M. Holschneider) qui utilisent les propriétés de la
fonction 6 de Jacobi. L'analyse par ondelettes appartient a ce second groupe.

Nous conclurons sur les avantages et les inconvénients des diverses
méthodes.

2 - Rappels sur la fonction 68 de Jacobi.

Siz=x+iy,y>0, xR, on pose

@2.1) o) = 3 elmh

On a donc |6(2)] si e TRy - 0 y).

La formule sommatoire de Poisson nous indique que

= 2 = 2 :
Vy S e TRy = Y " K1y cest a dire que Vy 6G y) = 6(;7) et, par prolongement
analytique au demi-plan supérieur, il vient

(2.2) V-iz 62) = 6(- D,

Siy 21, on revient & (2.1) et 'on a, par majoration brutale,

(2.8) 16@2)-1] < Ce™



tandis que si 0 <y < 1, on utilise \/; 0 y) = 6(%’) pour se ramener au cas
précédent et I'on a donc ‘
(2.4) l6z)] < Cy 12
Enfin 6(z + 2) = 0(2), grace a (2.1).

Le comportement de 6(z) au voisinage de 0 est essentiel dans la discussion
qui suit.

On distingue deux cas, selon que y > Izl2 (c'est a dire z appartient au
disque ouvert de centre -'2- et de rayon %) ouquel<y< |Z|2«

Dans le premier cas — ;1- =u+ivetv>1 On utilise alors (2.3) et 1l vient, si
y > lzl%,

. 1
(2.5) 6(z) = “/::,‘ +0[|z] 2 exp =7y |27 2)].
Si 0 <y < |2]?% la méme méthode fournit

1
(2.6) 6z) = O (L;J)a

- 1
que l'on peut d'ailleurs écrire '\/ﬁ +0 (%l)i puisque le second terme englobe le

premier.

Finalement on a dans les deux cas

@7) o) = [T+ @)

1
o p(@) = Ollz] 2 exp(~mylz[™] siy> |zf?
1
et p2) = O(Lf,l)i si 0<y< Iz}z.
On en déduit que l'on a, dans tous les cas,
(2.8) @) < Cy*1|z|° si 0<ac< 51, o = g—-,‘Za.

Il vient alors 6 (1 +2) = 2 el nri(142) =§‘ (- 1) ¢imn’z

oc o

- 22 e4i7:n?z__zeixn72 —'—'26(22)-—9(2).



Il vient donc

Lemme 1.

Il existe une constante C telle que,si 0 < a S%— et o =-§— -2a, onait

(2.9) 0 (1+2)] < Cy*!z|°

pourtout z=x+1y, y>0.

Nous allons ensuite vérifier que 1'on peut remplacer 1 par n'importe quel
2p+1
2qg+1

conclusion du lemme 1.

nombre ¢, = (» e N, g € IN) et conserver (du moins localement) la

Pour cela on observe que si |6 (¢, +2)] <C y* 1 |z|° lorsque |2|< 1, (1, >0),2z =
x + 1y, la méme estimation sera vraie pour t; =¢, + 2 (grice a la périodicité de 6)

et pourt,= —21— (grace a (2.2)). Dans ce dernier cas, il conviendra de changer

r,> 0 en ry >0 et de modifier la constante C. Finalement l'ensemble S des ¢, réels
pour lesquels l'estimation est vérifiée possede les propriétés suivantes : S contient

1;si t,e S, alors t,+2 € S; si t,e S, alors —;1- € S. 1l en résulte que tous les

rationnels ¢, = %%If appartiennent a S.

Nous venons d'établir le résultat suivant.

Lemme 2.

2p+1 _—
ZQ+1»P € IN, g € IN, il existe une
constante C, et un nombre réel r,>0 tels que, pourtout z=x+1iy vérifiant y>0
et |z| <r,,on ait

(2.10) 6@, +2) < C,y* ! |2|°

Pour tout rationnel t, de la forme t, =

lorsque 0 < o <

En appliquant la formule de Cauchy sur un cercle centré en ¢, + z et de
rayon %, on déduit de (2.10) une majoration du méme type des dérivées

0'(t, +2), 8"(t, +2), asavoir

(2.11) 16°t, +2)| < 2C,¥* 72 |2|°



(2.12) 0", +2)| < 4C,y* 3 |z|°.

La méme méthode (ou une majoration brutale) fournit

(2.13) |6'@) < Cy lexp(-my) siy=21,2z=x+iy

(2.14) 10"@)| < Cy 2exp(-my) siy=212z=x+iy.

]

3 - La dérivabilité de R(t) =) @;’;—2!— en 7 22;1—51}11—— par "la méthode de
1

Lusin".

. ) o 9 imnZs < .
On considére la fonction holomorphe f(z) = 2 n2em™ otz = x+1y,
1

¥>0.0n a évidemment f'(z) =iz Y, &"**=L¥(6 (2) - 1).
1

Naturellement cette série dérivée divergerait si l'on remplagait

2q+1

pas a assurer la dérivabilité de f(¢) en ¢, mais permet du moins de savoir que si

r

cette dérivée existe, elle vaut nécessairement - 5

brutalement z par ¢, = 2p+1 aison a cependant liin 0(t, + i y) =0. Ceci ne suffit
Y0

Pour démontrer la dérivabilité de f(¢) en ¢, , on montre un énoncé plus

précis, a savoir que

(3.1) f+h) - ft)+iEh| < Cylnlf, sil<p <3

Pour établir (3.1), on commence par observer que, griace a (2.11) et (2.13),
l'intégrale J: S, +iy)dy est absoclument convergente. On a ensuite

A=~i [ F,vindy = lim fit,+ie) = i,
0 elo

Pour établir (3.1), il suffit d'écrire
(3.2) =i |7 fevindy

et de laisser ensuite courir sa plume.



Onadonc fit,+h)-ft,)-Ah=

=i f: {f@+h+iy) =@ +iy)-h U, +in}dy = I;(h) +1y(h) +I3h).

On a posé

Ly = =i [ (flgth+in) = +i)-hF U, +in}dy
Lk = =i | (f,+h+iy)-f,+in)dy

h
ot Ih) = ih [ ft,+indy.

Pour majorer |I 1(h) |, on écrit
|f’(to+h+ty)—f(to+zy)—hf(to+ty)| <k sup, | fit, + iy,
Or( )3 ft+iy) = 6 ‘(t +1iy) que l'on estime par (2.12) ou (2.14). On

obtient ainsi,si A <y < L, |f @, +h+iy)-f @, +iy)-h ft,+iy)| < Chzy"i

et le membre de droite peut &tre remplacé par C A%e ™ si y > 1. On a donc
3

I, (B)| < C A2

Pour majorer lIz(h) I , on écrit simplement

/@ +h+iy)-f &, +iy) =-2’E |0 G +h+iy)~06 (&, +iy)|

% |6t + b +iy)| + |6, +i y)|.

On applique alors le lemme 1 et il est essentiel de choisir « > 0. On

3_
obtient alors |I,(h)| < g pote =g 2 % La majoration de |I5(h)| ne pose aucun

1 3
probleéme et il suffit d'utiliser |9°(¢, + i y)| < Cy 2 pour obtenir |I3(h)] < C h2.

Cette approche directe et élémentaire aurait pu étre utilisée par G. H.
Hardy qui avait souvent utilisé la représentation (3.2). Mais Hardy avait, sans



~

doute, trop de respect pour Riemann pour songer a mettre en doute sa

conjecture.
4- LadenvablhtedeEe "2 en f,=2B%L,
n2B 2g+1°

© jrn2t
On suppose Z <B < 1etl'on se propose de démontrer que f4t) =) ¢ 2
T n

est aussi dérivableen ¢, = Zp+l
2qg+1

La démonstration est identique a celle que nous avons utilisée
précédemment. On observe que

4.1) n—-2[3 ein:nzt — C(ﬁ) j: einnz(tﬂ'y) yﬁ—l dy
ce qui conduit a la représentation

4.2) Fo®) = €@ |7 6e+iyn -1 y*71 dy.

Le seul changement a effectuer dans les démonstrations précédentes est
de remplacer systématiquement la mesure d y par y* "1 d y.

smn t

5 - La fonction de Riemann Z n'est pas dérivable en d'autres points

n?
que ceux déja mentionnés.

Nous allons démontrer un résultat plus précis. Si 0 <s < 1, Nous dirons

qu'une fonction f, définie au voisinage de t,, appartient a Csto s'il existe une
constante C telle que l'on ait, au voisinage de ¢, ,

(5.1) If@&) - fia) < Clt-t,°.

Nous laissons de coté le cas s = 1 et, si 1 < s < 2, nous écrirons f € Cio s'il

existe une constante A telle que l'on ait
(5.2) If®-fe)-At-t) < Clt-t,)°.
Alors f est dérivable et f'(t,)=A.



Si enfin m <s <m + 1, on demandera l'existence d'un polyndéme P, de
degré < m, tel que

(5.3) /&) -P@)| < Clt-t,)°.
C'est le point de vue des développements limités.
Définition 1.

Une ondelette analysante est une fonction y de la variable réelle t possédant
les propriétés suivantes

(5.4) D asit-t0 1y@ldt < oo
el
(5.5) 0= [T ywdt=..= [ ywde

Pour éviter des choix absurdes tels que y(¢) = 0 identiquement, il faut
imposer une condition de non-dégénérescence sur laquelle nous reviendrons
ultérieurement.

Dans un souci de simplification, nous supposerons dans 1'énoncé qui

suit que la fonction f(t) que nous cherchons & analyser vérifie (5.3) pour tout ¢
réel. Cela signifie simplement qu'en dehors d'un voisinage de ¢, , [f(¢)] est

bornée et que |f(¢)] = O(‘tls) a l'infini, Ce sera le cas pour la fonction de
Riemann (qui est continue et périodique).

On a alors

Lemme 3.
St f vérifie (5.3) et si l'ondelette analysante y vérifie (5.4) et (5.5), les
“coefficientsd’ondelette” définispar

(5.6) W, =2[" feovEhds, teR, y>0,

vérifient
(5.7 Wi, < CO°+t-t,|°).



En effet, on peut, grace a (5.5), remplacer f(t) par Jfit) - P(t), ce qui
conduit a majorer |W (¢, y)| par g— '[ Is” =t |° |Jw(= )I ds’. On utilise
finslement s ~¢ |5 < 2571 (|s"~¢[*+ |t ~¢,]*) etlon obtlent (5.7).

Le lemme 3 nous permet d'établir que non seulement la fonction de
Riemann n'est pas dérivable en d'autres points que ceux déja mentionnés,
3

. ' 3 A T+E . . .
mais encore qu'elle n'est méme pas C;‘ sie > 0 et si ty n'est pas un des points
o

ou R(¢) est dérivable.

Pour faire cette vériﬁcation on choisit y(t) de sorte que W(t,y) =
yO(t+1y), cestadirey(t) = (t +i)"2. On observe alors que le lemme 3

s'applique si 0 < s < 1. Si donc la fonction de Riemann appartenait a Csto

avec 0 < s < 1, on aurait nécessairement |6 (t,+iy] < Cy ** pour y >0.
De deux choses 1'une

1
(a) Sit, ¢ Q, G. H. Hardy a démontré que |6 (¢, +iy)| =2 C(&,) y ¢
ou C(,)>0.

(b) Sit, e Q mais ¢, # .22%:'—1{ , il résulte du raisonnement qui a conduit
1
au lemme 2 que l'on a |6 (t, + iy)l >2C@t,)y 2 o0u C(t)>0.

Dans le premier cas, 2 wﬂ ¢ C'fo pour f3 >% et dans le second

n

() . 2
cas z s——"mzn P Ct pour f3 >—~ En particulier la fonction de Riemann n'est
1 n

pas dérivableen ¢, si ¢, # =« 22-?:—1—.

6 - L'étude de 1a régularité 2-microlocale de la fonction Riemann.

Les espaces 2-microlocaux ont été introduits par J.M. Bony dans [1] et [2].
Les liens entre l'analyse 2-microlocale et l'analyse par ondelettes ont été



io

10

explicités par S. Jaffard. Si bien que les ondelettes constitueront une technique
d'analyse dont la finalité est I'analyse 2-microlocale.

Les espaces 2-microlocaux généralisent les classes C‘;o que nous avons

définies au paragraphe 5. L'analyse 2-microlocale posséde une souplesse que
l'on ne trouve pas dans les développements limités : possibilité de dériver
terme A terme, possibilité de faire agir tous les opérateurs pseudo-différentiels
(classiques) quel que soit leur ordre.
s,8" ,
Il est temps de définir les espaces 2-microlocaux Cto . On part d'une

[N

fonction ¢ appartenant a la classe de Schwartz ¥(IR), paire, dont la
transformée de Fourier ¢ (£) est égalea 1 si |€| S% etalsi |&] 21. On pose

ensuite ¢; (x) = % ¢ (¥ x) et l'on désigne par S; l'opérateur de convolution avec
@; . On forme enfin A; =S;,, -S; et,si 4 € ¥ (R) est une distribution

tempérée arbitraire, on a

(6.1) 1) = 8w @+Y Aw) @
0

et cette décomposition s'appelle l'analyse de Littlewood-Paley.

Définition 2.

Soient s et s’ deux nombres réels. On désigne par Ci;s l'espace de Banach des

distributions tempérées ue ¥ '(R) pour lesquelles il existe une constante C=C(u)
de sorte quel'on ait

(6.2) IS, (w) ()] < CA + |x])~*

pour tout x réel et, pourtout jeIN,
(6.3) Aw) @) < C27¢ (1+2 [x~¢,D7°"

Il est aisé de vérifier que les conditions (6.2) et (6.3) définissent

effectivement un espace de Banach de distributions tempérées et que cet
espace ne dépend pas du choix de la fonction ¢. On observe que Afu) (x)

= 278 U; ¥ (x -1,)) et que les fonctions U; possédent les propriétés (6.4) et
(6.5) suivantes



1

(6.4) La transformée de Fourier de U; est nulle en dehors des deux
intervalles [- 2,——;-] et [~21-,2],

(6.5) U] < C @+ [x])e.

d
dx

propriétés (6.4) et (6.5). Il en est de méme pour la transformée de Hilbert I}J de

Il est alors immédiat de vérifier que la dérivée U; de U; conserve les
U; ou de l'action de n'importe quel opérateur de dérivation ou d'intégration

fractionnaire.

8
Revenant aux espaces Csto il vient

S, ’ _1’ , _ ’SI
(6.6) ueCtS@—‘LueCf ‘o IDI'u e C; 7
(o] dx 0 [¢]

ou D=-1 3% , ¥ € R. On peut étendre ce dernier résultat au cas o y est un

nombre complexe y; +1i 7, & condition de remplacer s~y par s—7v;.

Le lemme suivant, dont la preuve trés simple est laissée au lecteur a titre
d'exercice, nous servira a démontrer la dérivabilité de la fonction de Riemann

en les rationnels ¢, = %%11.

Lemme 4.
Pour tout nombreréel s >0, s ¢ IN et pourtout s" > —s, ona

6.7) ;e e

Pour démontrer qu'une fonction f(t) de la variable réelle ¢ est dérivable
en ¢, , il suffira donc d'établir 1'existence de deux nombres réels s>1 et s'>-s

tels que f(t) appartienne a ¢’ . Ce faisant, nous aurons démontré un
tO

résultat un peu plus précis : a savoir que |D|" f est aussi dérivable en ¢,

lorsque 0 < ¥ < inf(s-1,s+5s").

Une derniére observation. On a, grice a (6.1),

’

u(t) = Uo+2 uft) et, si u e C':O’s, s>1, s+s >0,
0

11
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on a lu; @] < C277° A+ |t -,y
et |4 ) < C2907D A+ |-t
Sis>1let s+s >0, lelemme 4 peut &tre complété par I'énoncé suivant.
Lemme 5.
Ona,si s>1let s+s >0,

4 -3 S

La série de Littlewood-Paley peut donc se dériver terme a terme, sous les
hypothéses du lemme 4.

Un dernier lemme nous sera particulierement utile pour démontrer que

’

S,8 . < ' .
f appartient a Cto . Ce lemme sera démontré dans 'appendice.

Lemme 6.
Soit w e LY(R)une fonction dont la transformée de Fourier ne s'annule pas

sur [-2,~1] L [1,2]. Supposons en outre que cette transformée de Fourter 121(5) soit
indéfiniment dérivable au voisinage de [-2,-1] U [1,2]. Posons w;(x) = 2

w (¥ x). Supposons s >0, s’ >0. Alors toute fonction f e L®(R) vérifiant

6.9 |[(frw)®| < C29 1+ |x-x,))° pourtout j 2 0 ettout x € R

. . . s’
appartient nécessairementa Cio .

7 - Retour a la fonction de Riemann,

Théoréme 1.
-2 o 2 $,8" . ,_ 3 _ 2p+1
Ona ;n sin (xn®t) e G~ si s>1, s'=5-25s e 0T 5g+l

Si 1<s <§ ,onauras’ >-s etil enrésultera que 2 n~2sin (nn’t) e Cﬁo.
1

A fortiori la fonction de Riemann sera dérivable en ¢,.



[e-] o0
) _o . e -2 imn?
Démonirer que ¥ n™?sin (xn’) e C;’* équivaut a établir que Y n 2 girntt
1 o 1

L4

€ C:'s (puisque la transformation de Hilbert conserve les espaces 2-
o]

microlocaux). On désigne par w (x) =-175 d% (1_1—3) la dérivée du noyau de Poisson
+x

et on applique le lemme 6. On a alors, pour tout y > 0,
1 N -2 iznfx _ N Linnl(xeiy) _ :
yw(y)*IZn e = ulee =in0x+iy)
Des lors le lemme 2 permet de conclure.

L'intérét que présente cette approche est de relier immédiatement

entre elles toutes les fonctions 2 n=2P sin (xn?) lorsque % < B < 1. En effet
1
ces fonctions (que l'on note f5 (¢)) se déduisent de f1(¢) en appliquant

l'opérateur de dérivation fractionnaire |D|'~#. Alors f, € C, t’os équivaut a fp

-1+B.s’ . L. ee 2
€ C’io ths et les conditions portant sur s et entrainant la dérivabilité sont s

-1+8>0et s-1+B+5 >0.0Ondoitdoncavoir 2-f <'s <§1+ﬂ ce qui n'est

3

possible que si L <Bsl

8 - L'analyse par ondelettes de la fonction de Riemann.

3. Jaffard a démontré dans sa these [7] que les espaces 2-microlocaux
peuvent &tre caractérisés par des conditions trés simples portant sur les
coefficients d'ondelettes.

Considérons le cas particulier des ondelettes de classe C?, a support
compact, d'Ingrid Daubechies. Il existe donc deux fonctions ¢ et y, de classe

C?, a support compact, telles que la collection des fonctions ¢, k& € Z, et ik,

je IN, k e Z, soit une base orthonormée de LAR) ; on a posé ¢;(x) = p(x — k) et

I :
yjple) =22 y(F x - k).

Le théoréme de Jaffard est l'énoncé suivant :si |s| <2 et |s'| <2,

alors fe Cios si et seulement si les "coefficients d'ondelettes” §;, = < f, ¢, > et

ajp = <f,yj> vérifient

13
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(8.1) 1Byl < C(1+ k)

e T . ,
(8.2) a4l < 27 Q- )

pour tout £ € Z et tout j € IN.

Si, en outre, ces conditions sont satisfaites pour s >1 et s+s’ >0,

alors f(¢) =2 Bk (pk(t)+2 Z o Wjx(t) est dérivable en t,et l'on a
- 00 0 ~oo

(8.3) FE)=3 B o 1) + 33 0 v, 0.
— o0 0 =-occ ’

Observons que

oy Wig @)l < C27C D+ k-2t |y (@ t, - Rl

Or le produit (1 + le)"?' ]u/’(x)l est une fonction continue, a support
compact et, pour tout j >0 fixé, le nombre de valeurs de & qui entre en jeu ne
dépasse pas une constante C. La série (8.3) est donc absolument convergente.

L'utilisation des séries d'ondelettes orthogonales est donc une des "voies
royales” pour étudier la dérivabilité de la fonction de Riemann. Mais cette voie
d'accés a la dérivabilité, bien que théoriquement parfaite, repose sur la
possibilité d'estimer les coefficients d'ondelettes de la fonction de Riemann.
L'utilisation du lemme 6 et de la fonction 6 de Jacobi est le détour
indispensable. '

9 - Les méthodes directes : J. Gerver, H. Queffelec et S. Itatsu.

Les méthodes directes ont un double avantage : elles fournissent des résultats
plus précis et elles n'utilisent pas le détour par la fonction 6 de Jacobi.

Commencons par la méthode directe de S. Itatsu. Elle repose sur le
calcul (élémentaire) de la transformée de Fourier f(£) de la fonction f(x) = g_*2_1
x

On observera que f(x) appartient 4 L(R) et sa transformée de Fourier A(&) est



une fonction continue et paire, dont le développement asymptotique quand
& — + o0 est fourni par

9.1) fle) = 7184 (%+§43+...)

S f—

Oﬁ Clz

o0 .2
Démontrons alors la dérivabilité en 7 de u() = Z n~2 " * On
1

écrit u(x +h) =2 (-1)" n~2 ein’h =:?1 u(4h)-uh).
1

Nous allons établir que, si A >0, on a
3
9.2) uth) = u(©)+CVh-i2+0 2)
ce qui implique

; 3
9.3) ulr+h) = ulm) - -;— h + O(h2).

On a, par ailleurs, u(r — h) = u(r+h) et donc (9.3) est aussi vraisi A < 0.

La relation (9.3) est plus précise que ce que nous avions obtenu par les
méthodes utilisant la fonction 6 de Jacobi. En effet les termes d'erreur étaient
en O(h") ou vy < -g— et 'on ne pouvait obtenir y = -g’-

Pour établir (9.2), il suffit d'appliquer a la fonction f(x) la formule

00

sommatoire de Poisson. Il vient, si 7> 0, 7 Z fin1) = 2 f (gf n). On choisit

— 00 -00

1 o0
T = h2 et alors 1 Z fint) =17 +% u(h) —-11- ’% La relation (9.2) découle

immeédiatement de (9.1).

La seconde méthode directe est le perfectionnement que Hervé Queffelec
a apporté a la démonstration originale de J. Gerver. H. Queffelec étudie la
dérivabilité des séries

o0

_ sin{f(n)x]
(9.4) H(x) = 21: )
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16

ou f(n) est soit un polynéme de degré > 2, soit la restriction aux entiers d'une
fonction de classe C? sur [1,00[ et vérifiant, en outre, les estimations suivantes

Cit" < fi) < Cot™, Cit7™1 < f@) < Cot™™, Cit7™2 < f1() < Cyt'2

ou Cy 2 C; > 0. On supposera que f(n) # 0 pour tout entier n € IN. On a

alors [8]

Théoréme 2.
Soit x, un nombre réel tel que la suite x, f(n) soit, modulo 2 n, périodique

N

de période N. Alors H est dérivable en x, siet seulement st 2 exp [ix, fn)]=0
1

et,dans ces conditions,

N
(9.5) Hx,) = -x 3 n cos [fn) z,]
1

10 - Conclusion.

Nous avons étudié la dérivabilité de la fonction de Riemann par quatre
méthodes différentes et il convient de conclure. D'un point de vue objectif, la
méthode S. Itatsu parait la meilleure si 'on se restreint au cas particulier de
la fonction de Riemann originale et si le but poursuivi est I'estimation du
terme d'erreur.

La méthode de Gerver-Queffelec est sans doute la meilleure si 1'on vise la
généralisation la plus vaste possible.

Mais mes préférences vont a la technique de la 2-microlocalisation car
elle permet l'utilisation libre des opérateurs pseudo-différentiels.

Il serait trés intéressant de démontrer que lorsque les fonctions H(x) de
Hervé Queffelec sont dérivables, elles appartiennent aux espaces 2-
microlocaux définis dans la section 6.

11 - Appendice : la preuve du lemme 6.

Le lemme 6 découle du résultat plus général suivant.

Lemme 1.
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Soient w et 6 deux fonctions de LY (R™). Posons y = w * 6. La constante
C, est définie par

Com | W4l 0@l dx si s <0

et

C, = sup (1+x"* 1+ o) si s > 0.
R

°  xeR"
Alors toute fonction u(x) € L*(R) vérifiant, pour un certain x, € R”,
[ Ju-y2" w@y) dy] < 279°A+% |jx-x,|)°
vérifie automatiquement
Ju-y2" y (@ y) dy| < C, 27 (1+2 |x—x,|)°.

La preuve est immédiate. Elle est donnée pour la commodité du lecteur.
Ona y(y) = [w{y-2) 6(z) dzetdonc

2 y(Py) =2V [w@y-d2) 2V 0(¥2) dz.
Il en résulte que
Ju-y)2™ v (P y) dy =
2% [ fux-y) w@y-Y2z) 2Y 0(F2)dz dy =
2n | jux-z-y) w@y) dy 2% 6 (¥ 2) d=.
Finalement
| [ utx-y) 2% (@ y) dy| <
275 [ 1+ |x-z-x,])* 2V |0@2)| dz <

C, 27° (i+2 |x—-x,)%"

Revenons a 1'énoncé du lemme 6. Par hypothese, la transformée de
Fourier w (§) de w ne s'annule pas et est indéfiniment dérivable sur
1-5 < |€] £ 2+26(0<6<1). 1lest alors possible de construire une fonction y

appartenant a la classe de Schwartz #(IR), paire, telle que Z 1;7 278 =1

(§ # 0) et que le support de cette transformée de Fourier \f/ soit précisément
inclusdans 1-6 < |&] £ 2+ 26.

17
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Dans ces conditions, on a 1;7 = w6 oud e Cgo(IR). Finalement y = w * 6.

On est dans les conditions du lemme 7, ce qui démontre le lemme 6.
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