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DONT LA MATRICE FONDAMENTALE CONTIENT DES VALEURS
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Jussien. 75005 Paris. France.
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Dans ce travail on va prouver des resultats de propagation des
singularités C®, ou Gevrey-s pour des operateurs pseudodifferentiels a
caracteristiques doubles dont la matrice fondamentale admet des valeurs

propres non purement imaginaires.

I1 est bien connu quil y a deux types de propagation envisageables. La
premiére, que l'on peut decrire aussi pour des equations ultra-
hyperboliques, est celle de ia propagation le long de varietés stables. La
deuxieme est une propagation hyperbolique le long de courbes

bicaracteristiques suturées .
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On sattend 2 ce que dans le premier cas une condition discrete sur les
termes d'ordre inférieurs soit demandée. Pour la propagation

hyperbolique il n'y a par contre aucune condition.

De nombreux resultats sont connus dans chacun de ces deux cas. Dans
Lascar-Sjostrand [6], on prouve des résultats du premier type pour une
tres large classe d'equations, avec cependant une condition sur les
termes d'ordre inférieurs probablement trop restrictive. Dans le cadre du
front d'onde analytique, géneralisant un resultat d' Oaku (8], dans [10]
Sjostrand traite le cas ou les caracteristique doubles sont symplectiques
et de codimension quelconque. On fait remarquer que la methode de {10}
est trés specifique aux singularites analytiques. Notre premier resultat

prolonge au cas C* le resuitat de Sjstrand mentionne.

Pour ce qui est des opérateurs effectivement hyperboliques, Melrose [
7] donne un résultat tout 2 fait général pour ce qui est des singularites C*.
Notre propos a donc été de prouver un resultat analogue pour ce qui est
des singularités Gevrey-s. Ceci permet de completer dans le cas

effectivement hyperbolique ies résultats de Lascar [4].

Chacun de ces résultats étant traité par une méthode spécifique, cet
article contient deux paragraphes indépendants contenant chacun une
introduction, un enonce des hypotheses et des commentaires sur la

preuve.
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On peut dire qu'il s'agit dans tous les cas de methode d'estimation
d'energie, et que dans les deux situations on utilise des mutiplicateurs qui

sannullent a un ordre assez grand sur les caracteristiques doubles.
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1.Propagation des singularités le long de variétés stables.

i. 0 Enonce du theoreme 1.

Soit P(x,D,) un operateur pseudodifferentiel de symbole principal p, et

notons pg son symbole sous principal.

On suppose que p est reel et on designe par Z, lensemble des

caractéristiques doubles de P, c'est a dire Z={(x,E}; plx,E}=dp(x,E)=0].

Soit pge T*RM\, un point de %, au voisinage duquel on travaille. On sait
que sur Z la matrice fondamentale Fy, est bien definie, ainsi que le symbole

sousprincipal.
Or: fera de plus les hypotheses suivantes :
{H); : Z est une variéte lisse, symplectique, de codimension 2r.

(H)z : Pour pe Z, Fplp) est de rang 2r et ses valeurs propres non nulles

ont une partie reelle non nuile.

Pour pe Z, soit A+{p) (resp A-{p)} le sous espace dont le complexifié est
la somme des sous espaces spectraux de Fplp) relatifs aux valeurs

propres de parties reelles strictement positives (resp négatives).

On sait alors, voir Abraham~Marsden [1] et Sjostrand (10}, que l'on peut

definir au voisinage de po, deux variétés stables par H,, contenues dans
p~10), involutives, l; telles que =Cls, Tolls)=ToZoA+p). 14 (resp |.) est Ia

variete stable attractive (resp répulsive).



11 resulte aussi de Sjostrand {10}, que Yon peut trouver des coordonnées
symplectiques {(x,£) avec x=(x",x) x"e RT, X*e R, telles que p{x,E=AlxEX"E"
La matrice A a pour valeurs propres (aux points de Z) des nombres \; de

partie reelle positive. En effet, IAjsont les valeurs de Fy.
On fait thypothese suivante sur les termes d'ordre inferieurs :

(H)3 Si pe X, potiQ;isjsdajt1/2A#0, pour tout ac N,

On peut prouver le theéoreme :

Theoreme .

Soient P un opérateur pseudodifférentiel qui satisfait les conditions

(H);, ...,{H}3 et py un point de 2. Soit A«pg) Ia feuille intégrale de /4 passant

par pg

Si poe WF(Pu) et si A+pp\pg)WHu)=L, alors poe WF(u).

1.1 Preuve du theoreme 1.

On se raméne a un probleme avec grand parametre A, et on utilise la
quantification adaptee :

P(x,Dy,A)=0p 1 /2(pl=fpllx+y}/ 28X} ex-yX uly) (\/2m)n dyde.
On designe pa r OF lanalogue oscillant du front donde WF.

On s'intéresse a un opérateur pseudodifferentiel P(x,Dx,A)=0py/2(0). Le
symbole total o s€crit o=p+A~Ipg{x,E\) ou py est de degre 0, tandis que le

symbole principal p est de la forme plxE=AEx"E"; x"eRF, E'eRT est la
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variable duale de x", X RMT et £ RDT seront les autres variables. Alx,E)
est inversible. On microlocalisera pres d'un point pg ou x"0=§"o=0 et £¢=0. On
peut supposer que Q!Alpg)Q=diagx #+T ou les Re A0, Q est une matrice
complexe, T est une matrice triangulaire de norme assez petite pour que

Re(Q~1Alpg)Qv,vizcv2.

Soit s(x,E)=1/2(Ax"x"-ClE"E-Clfix . ENR)+e. C, € et C; sont des constantes
positives, A et W sont des operateurs autoadjoints positifs determines par
les relations :
1720:AlpoH+tAlpoh)=1, 1/2{utAlpg)+Alpoht)=I1.

Sx=AX", pr=Al,EX"HVpAN £
Sg=—Cuk’, px=tAXEEHVAX"E
s E=Cilx\E), Pl s =Vix g)Al"E

D'ou l'on deduit que
{pslEx+ClERrOlx T+E UK THE P+C 1/ C /%X, EY). Les O ne dépendant pas du
choix des constantes C et C; qui seront fixees en fonction de la geometrie.
On supposera que C;=CV/2,
On travaille dans le domaine Q={(x,£), [x'l<a, |El<B, [ E)<y). On supposera

que O est assez petit pour que {p,slzcx"R+C']?) dans Q. (1.1)

La region {s20}aQ ne contient que des points ou [xl=a si C82 et C(y2
sont grands par rapport a a2, de plus en ces points [%ska?/C et
[x\E)2=ka?/C}; si on fixe, pour une valeur donnée de a, des constantes C et

C) grandes, il va resulter de 'hypothese que {sZ0}NaQNOF(u)=3. (1.2)

Dans la suite on sera amene a choisir Q petit, s sera fixée alors.



On pose ug=x"u et Un=(ugl| =N. A un vecteur (pau=N on associe le
polynSme sur CF piz}=) ) =Npaz®. Si A est une matrice rxr, on note L, I
opérateur L(pi=Az.8/9zplz) agissant sur les pdlynomes de degre N sur C.

Soit JopXz)=p(Qz), on voit que Jqladq !=Lg-1aq

On va montrer que pour N assez grand, Uy n'a pas de front d'onde dans
{s>0}"Q. Par récurrence sur k, on suppose que OFc+N{UNN{s>01NQ=D.

Soit K une partie compacte de {s>0)nQ, Uy est H<*N dans K.

Soit ¢ une fonction C*(R), a support dans R+, croissante et egale a 1

pour t=gg.

On va calculer Im(PUy, Clq*JQUN) ou C=op;/2(c), clx.E=d(s(x,ENwlx.£) 0t w
est une fonction de troncature dans . On aura fait en sorte que c soit

supporte par K.

On evalue dabord ImCP. CP=0p;/olc(ptA~Ipgh+1/2i{c,pHON2).  (1.3)

Le symbole de O(A~2) est a decroissance rapide hors de K. Donc

KON -9UN,JQ" JQUN)jsCA-2-2N-2,

{p,c}=0's)nip,sl+d(s)p,w), le deuxiéme terme est supporté dans un
voisinage de {s>0}aQ dans lequel u est C*, on pourra donc le negliger; le
premier {erme a un siymbole Z0 on a donc une borne inférieure

(¢ (s)olp,shu,ulz-Cr~Zul2. 11 en résulte que
Im(PUn,CJq*JQUn)-A~Yop)/2{cImpgllqUn,JQUn) 2-CA-2¢-2N-2, (1.4)

On calcule Px"d=x"aP+P x"q] le commutateur

[PX"91=Y sq iz 1Ca M FhOEPo)x'aB et pour Bi=1, cqp=1/ial/(a-B. (15).
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On fait remarquer que 8®p sannule sur x"=0, soit 3gPo=), |sisr(op Pxr+op!
ou og | est de degré 1. Ce qui fait que {1.5) peut secrire :
PX'Y=D s 1, 1glsrca,g)\"Bk(cg,])x"a“a"“)*"O‘Blx"““ﬁ.
Ou encore :
[Px"al=x 11/ia/(a~DN Ak 1+ 2 mOe Ak mEm)X KD Lol 100y XY

0U Ogq,y est de degre hyj-lal-1. (L.6).
On notera aqg=1/iA"1 2y B:q-(l)q-kal/(a?(l))!(AkJ+ZmaaAk,mEm). (1.7).

On a a estimer les termes Y gl=NImM(0qyX"u,ClJq*JqUN)a ) , on suppose

que C=C;2+D+0(\~), ou D est de degré -1 et supporte dans {s>0}MQ.

On utilise alors la proposition

Proposition 1.1

Si xu est A1 dans (s>0/Q, pour Jaf=M et si Pu=f ou OF{f)~{s>0}Q
=@, alors pour [y=M, xu est /* dans {(5>0/nQ. De plus si c(x£) est un

symbole supporté dans (s>0/Q, alors :

[exYufso(tNeH 3o aufriaprL (18)
ou of1) tends vers zéro avec le diamétre de (2 et k est une constante
positive; of1) ne depend que de M et de 0.

Preuve.

On suppose que x"Yu est M1 dans {s>0)Q pour lysM, et que x'eu
est HeHdl dans {s>00M0 pour k=M. Soit TAX,EI=G(x,\E"), ot G est la

transformee de Fourier partielle en x". Si C=op)/9{c) est un opérateur



pseudodifferentiel, on voit que Culx E"=op);2(cly, avec

clE" X w,E=cl-wx:E" E) ou w est la variable duale de &'

(x"du)™= (i\)"99g-2u=uq, On note Dg=1/(i\)3g-. Supposons que |yl=j et j=M-1.
Notons vi=2 yj=pICiy| . On va prouver une relation de récurrence sur les
vj La fonction U satisfait PG=T, f est O(A~*®) dans {s>0}"Q. On note, en
faisant un calcul analogue a celui de la formule (1.7) que {iy satisfait le
systeme :

Plis 2y 10,y Oy)=Dhyicls Ps,y Uy DT (1.9);

ou les opérateurs Ps,y sont de degré [ylHs}-1.

On ecrit P=2, sqsrPqDeq A ™1, 11 résulte de la condition (H)s, que G+old

est un systeme elliptique. On a en effet le lemme suivant :

Lemmel.

Sous Ihypothése pg+), 1sprlaj+1/2 0, pour tout ae NT, sur 2. Si O est
assez petit, §+p'old est elliptique dans Q.

Preuve du lemme.

On calcule d'abord @ Q. provient du calcul de ~{P,DgY] On a calcule en

(1.7) ta contribution de [P,x™], par transformation de Fourier il vient :
Qys=12k,1 8=y Yy ~(DKAK 1+ 2 m O Ak mEm) ™

Le deuxieme terme sannule sur 2, la premiére matrice est celle de
lopérateur iAz.8/8z comme opérateur sur les polyndmes homogenes de
degré M. Son spectre est donc constitué par les i 1sjsr@Aj O Aj sont les

valeurs propres de Alp) et a est un multi-indice de longueur M.
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o est egal a Pp+i/2trA+O(E"). Lhypothése (Hjs permet donc de deduire
que Q+ppld a un symbole elliptique dans Q, pour tout M, si QG est assez

petit. Ceci prouve le lemme.

On en deduit que :
viol(Dhyy 1sqsr MNICDe Ty koD osisi- vtk A Shyisp AVID S +OA )
| (1.10),
ou ofl) tends vers zero avec le diametre de Q, kg et k; sont des constantes,
de plus kg est indépendante de Q, D est un opérateur pseudodifferentiel
supporté par {s>0}NQ. La relation (1.10) secrit donc :
v SV 1+Ko Qostsi-1VIHK A ™ wja 1 +O ™), (1.11).

Avec Wi=X lyspMIDi, |

11 resulte de la relation (1.11) que si Q est assez petit :
vi=o(lvm+kawm+tO ™) pour j<M, ce qui s'ecrit :

Dy fCy] So(INMTY imlClig] +koh ™13 ) psaaA D+ O ) (112).

Ceci prouve que {y est H<*Yl dans (s>00~Q.. On a donc

D= fCiy] So(DAMIYjqmfClig] +ka%i-L,

On observe que ia constante ofl) ne depend que de M et Q.

Ce qui etait la relation recherchee.

On majore pour |ylal :
kc 10q,yX"Yu,C1(J Q" JQUNaEA 1ol l)+€)2|a}=N{C X" WEHCA ~2c-2fa}-3, (1.13),

ou oll) tend vers zéro avec le diameétre de ( et ne depend que de Q et N; €

est arbitraire.

_10_



Tandis que :
KoqyXu,Dig IqUnlglsCr-2c-2at-2 (1.14)

puisque D est de degre ~1 et que x"Yu est He*hl dans {(s>0lnQ.

De méme :
Kag gx"Pu,DlJg*JQUNIalSCOA ~2¢-2al-2 | (1.15)
KCy,aq 8lx"Bu,Ci{Iq I QUNIlSCA 2202, (1.16).

On deduit de (1.6) et de (1.13) ... {1.16) que :
K[P,x"ahl,C(Jq‘JqUN)a)"ZIﬁHJ(Ba@C 1XPu,Cy(J Q'Y QUN)alé
Alo{IHejcUnea 22 (17)

ou ofl) tend vers zero avec le diamétre de Q et ne depend que de Q et N.

On étudie donc loperateur A(x,D) dont le symbole est
Alx,E)=(aq glg=pi=N- En po, JqAlpoldq™=1/iNBqp X 1a HONAIT]), et donc
dans @ -Im(Alp)q~!v,JqQ"v)zcNA~vi2, comme ImBi(x,D)=op;/2(1/2i(Bix,£)-
B*(x,£)) linégalité de Garding entraine que pour A assez grand (pour N
fixe)
-Im{JgAx,D)q 1C1U,C U)zc NN~ 1C Uiz-Cn 24U (1.18).
La constante ¢ ne depend pas de Cy, ni de N et Q.
Si de plus, U est H<*N dans {s>0}"Q, on deduit de (1.18) que
~Im(Ax,D)CU,C1Jq*JqU)=c NA~1{C1JqUR-CA 222, (1.19)

On deduit a l'aide de (1.17) et (1.19) que :
~Im(PUN.CJq"JqUnZc INAIIC 1 JQURZA~HolDHE) Y =NIC 1 X %uf2-CA~2¢2N-2, gt
donc pour tout N on peut choisir Q assez petit pour que :

-Im(PUy,CJQ* JqUnZc 1/2NA~1C 1 JQUNZ-CA - 2¢-2N-2 (1.20)

-11-
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De (1.4) et {1.20) on déduit que si N est assez grand par rapport a Impy :
cNATIC  JQUARSCA-2¢-2N-2 (1.21).
Cest a dire : X" est H<*N*1/2 dans {s>0)NQ. La récurrence prouve que
pour jaf=N, x"%u est C* dans {s>0}\Q, et la proposition 1 montre que u est

C*® dans {s>0)Q.



2. Propagation hyperbolique des singularités Gevrey pour

des operateurs effectivement hyperboliques.

2. 0 Enonce du resultat.

L'objectif de ce paragraphe est de completer les résultats de
propagation des singularités Gevrey de [4] au cas des operateurs

effectivement hyperboliques.

11 est en effet raisonnable de penser que lon a encore une propagation
des singularites hyperbolique Gevrey-s méme pour s=2 quels que soient

les.termes dordre inferieurs.

Nous donnerons ici une preuve a peu pres complete; elle sappuie
essentiellemnent sur celle de Melrose [7] dans laquelle nous incorporons

certaines de nos techniques de [4] et de [5].

Pour un opérateur effectivement hyperbolique P, on peut definir des

bicaractéristiques suturées en suivant [7] de 1a fagon suivante.

Soient Z;={(x,E); plx,E)=0 et dplx,E)=0} et Z=((x,E} plx,£)=0 et dplx,E)=0}.
Soit t une fonction telle que [Hpt{>8[Hp| sur 2y, pour un certain §>0. Une telle
fonction est appelee une fonction de temps. Une bicaracteristique suturee
est une courbe continue v: (a,b)->p~1(0) satisfaisant :

(i) y~Up~HONZ))={sy} est un ensemble discret.
(ii) Si t est une fonction de temps prés de pi=Yy(sj), t>y est monotone pres de
Si.

(iti) y est C* sur [sys;+1] et est une courbe bicaracteristique reparametree

...13_
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de p sur (s;Si+1)

On supposera dans la suite que I'on a affaire a un opérateur
pseudodifferentiel analytique voir Boutet de Monvel — Kree [2]. Cette
hypothese est beaucoup plus restrictive que celle que lon faisait dans (4].
La raison en est que l'on obtient une estimation d'energie que lorsque P
est est ecrit sous une forme réduite que l'on trouve aprés [utilisation du
théoréeme de préparation de Malgrange et aussi quelques divisions, ces
operations se passant mal en Gevrey. Cependant sous la forme reduite

fhypothese d' analyticite n’ est pas necessaire.
On designe par WFG)u) le front d'onde Gevrey s de la distribution u.

Théoréme 2.

Soit P un operateur pseudodifferentiel analytique effectivement

hyperbolique et u une distribution telle que Pue G° microlocalement, alors

WFS)u) est une réunion de bicaractéristiques suturées.

Dans la preuve on utilisera comme dans [9] un grand parametre A et la

notation suivante pour la quantification de Weyl avec parametre :
P(x,Dy\u=0p1/2plu)=/pllx+y)/2,EN) uly) elMx-Y)E (\/2m)ndydE.

2. | L'estimation d'énergie.

On ecrit Toperateur P sous la forme :
P=-D¢2+t2H(t,x,DyH+G(t,x,Dy)+H(t,x,Dx,\) ou H a pour symbole hit,x,£)>0, G a

pour symbole g{t,x,£)20, H; est un terme d'ordre -1 de symbole h;(t,x,E\).



Le symbole total ¢ de P est -T2+i2h+g+h), le symbole principal est

p=—TZ+t?h+g.
On note par (u,v) le produit scalaire de LARD,).

Soit ¢{t,x,E) un poids tangentiel analytique, k est un entier; on va
calculer Im(Pu,Mu) ou M=0p|/9{m). On prendra m=eM¥(rtk+im'(t,x,£)), m" sera
choisi un peu plus loin. Vu le choix de k, il n'y a pas de termes de bord, on
calcule donc :

Im(rit#o)=Im(rmo) +1/2ARelm,o M 1m(Yq g j+piali/ 208 N -*10, 298
oxPog%a/api+.... 2.1

On notera Ry, le terme ou jaf3l=n.

Comme le cas des classes de Gevrey d'indice s<2 est connu, on suppose
s22. On utilise le notation de [4] en écrivant p=pA~1*1/s, ou g est un petit

parametre.
On prendra m"=1/2utk¢'+Coh~1tk—1,

On va montrer le resultat suivant :

Proposition 2.1.

11 existe des constantes ¢, ¢, C>0, telles que si k, A et ug~! sont assez

grands dans Ia région Au?s] et Auzl, on a I inégalite :
2Im(Pu,Mu)zcu([tk/2Dsufy2+tk/2 1y |22~ Tkt~ 1V 2D 2 a1 8tk 1V 2y [y 24

C kA 2Jk/ 21y 2+c )3\ SJk-3/2y,2~Cexp(~1/CAV/S)Jupf.

Demonstration.

_15_
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La staiegie consiste a montrer une borne inférieure pour la
contribution de Rg+R ), cette estimation sera amelioree par certains

termes provenant de Ry

On calcule Ry et R;.
Ro=e*¥TtkImh;~m'(~T2+t2h+g+Reh,))

Ri=-1/ 2A({eMortk, —T2+t2h+g+Reh)-{eem" Imhy)).

On écrit
Ri=1/2uTtkerid(-T2+t2h+g+Rehy,¢)- 1/20eMd(Ttk - T2+t2h+g+Reh )}~
1/21eMem"{¢,Imh )~ 1/2er¥{m",Imh}.

Dans Ry+R| on aura :
—eM(m'(~T2+t2h+g+Reh)-1/2uTtk{~T2+t2h+g+Reh ¢}~ 1/2 erud
{Ttk ~T2+t2h+g+Reh)-1/2uer®m’{¢,Imhy - 1/20{m”" Imh }+eMortkimh,.

Rot+R; est egal a la somme :
~1/2eM tke' -T2+ t2h+g+Reh+272~1{t2h+g+Reh 1,0}/ ¢t~
eMOCoA~1tk-1(~T2+t2h+g+Reh))-
1/2xeM{rtk —r2+t2h+g+Reh ) 1/2uerém {¢,Imh -
1/22eM{m", Imh  H+edrtKImh;.

Le premier terme de (2.2} est :
-1/2eM Otk (T2+12h+g+Reh - T{t2h+g+Reh ,0)/d'y),

dont la partie principale est transversalement elliptique.

{Ttk ~T2+12h+g+Reh }=2k 72K~ 1+tk(2th+t2h'y+g i +Reh ).

...16_



(2.2) secrit comme Aj+Ap+Ag avec
Ay=-1/2eMdutke'(r2+t2h+g+Reh - T{t2h+g+Reh;, 0l ¢y
Ag=—1/2eMO\ 12k T2tk 1+tk(2th+i2h' ¢ +g'y+Reh | P +Cotk U -T2+t 2h+g+Reh)))
Ag=—1/2ueMom" (¢, Imh}-1/20 e d{m", Imh H+eMértkimh,.

On supposera que ¢ est une direction microhyperbolique c'est a dire
que : ~¢'12+V2g(poXHe, Hy)<0; donc [(g,d)i=2¢'1gl/A1~€), ce qui fait que
Irig o/’ =(1-elv2+g), ITtZh,¢)l/¢'=CltT2+t3). On a donc :

T2+t2h+g~T{t2h+g,0)/ ¢'t=c(T2+t2+g) avec c>0.

Vu 'hypothése Ap2s1, on note que si a est un symbole regulier de degre
0, ega=eg/oHtatey/2+0(1%g), avec la notation eg=e*®. On applique cette

remarque a a=¢'(T2+tZh+g-T{t2h+g,0}/ ).

D ‘apreés linegalité de Fefferman-Phong :

(@u,u)zc({DrufeHtu[Hgu,u)-CA—2jul2.

On adoptera la notation July=leg/2ul. On en déduit que d;=epd satisfait :
(@) u,uzc(|Druly2+ltulyP-CA~Huly?. Par ailleurs
tka | =tk/2#a, #K/2-1/8¢" kA "2tk 2, donc

(tka pu,uzclDetk/ 2up2+tk/2+ hujpB-Ch 1|tk /2y p2-CKA 2|t/ 2 Ty jy2,

Or [t&/2Dguly2s2/Dytk/2uly?+1/2k2\2tk/2"lujg2. Donc
(tka ju,ulzc(|tk/2Dpuly2+|tk/2 u|g2-Cn 1|tk 2ujg2-(Ck +ck?) A2|tk/2-1yjy2 pour ¢
assez petit.
On majore flegtk¢'Reh )u,ul=CA1|tk/2uly2 tandis que

legtkT(Reh 1, D, wISCA™!|K/2Dpuly 2+O0 1tk 2u) 2+CON 2k [[tk/271/2 y|y2

-17-
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On en deduit que :
-2A 12 (|tK/2Dgul2+[tk/ 2+ Iy jp2)-CuA~ K/ 2ufp2-1(Ck +ck?) Atk 2 Tyjy2-

KJuCA2|tk/2-1/2 y)y2 (2.3).

On etudie maintenant Ay, soit
dp={2k T2tk 1+tK(2th+t2h'+g'y+Reh ) HCotk~U~T2+t2h+g+Rehy)).
A3=2K TR~ 1 HK(2th+t2h' p+g' P+ Cotk~ -2+ t2h+g).
On fixera Co=k . |g't}=C1g1/2 puis tkgisCotk~lg+htk+], donc dszk2tk~1+tk+],
Si dg=batk~1, aa=t&-1V24b#t(k-1/2- ] /8(k-1(2k~CoI\ 2tk 3,
(bgu,u)életuI2+|tu|2—Ck)\‘2h1|2. Puis
(bsegu,ulzkcDrulp2+tule?-Cxh ~2uly>Cki2jujp?, donc
(e¢53u,u)§kclt(k'1)/2Dtu ‘ ¢2+ It(k”)/zu | ¢2-Ck>\‘2|t(k"”/2u | ¢2—Ckuzlt“‘"”/2u [ ¢2_

On majore [(ey(tkRehy'++Cotk~IReh u,u)|SCCoA~!|tik-1/ 2uj¢2. Donc
~2Azken k172D 260 =1tk 12y 2(C A ~3+CCoA~2+Ckp2n ~ Djtlk=1 2y 2
~(CkZ+ck3N3ytik-3/2y|y2

On utilise I'inegalite :
k-1 2y 2=\ /k (et + 1V 2y 2+t k-1/2Dpul?) pour tout £>0. Dou l'on deduit que

[tk=1/2y 52A k(eltk+1/2y) p2+2e" it(k‘l)/thulq,?“PCe“luzIt(k'”/ 2y]y2). (2.4)

On obtient donc :
~2A22N~Hke-26" IVKICA2+CKA M+ Ckp (1 -Ce~1p 2 Djtk-1/2D )2+
A M 1-eN/K(CIA2+CRA1+Ckp & 1-Ce~ 12| tk+ D 2y 2-

(Ck2+ckIN3)tlk-312y) 2

. - 18-
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Omn choisit € assez petit puis A assez grand et g assez petit de sorte

que :

~2Az20Ike/2)th1V2Dpujp2en 1/ 2)t K+ /2y 2-(Ck2+ck M J)tk-3V2y |2 (25),

Utilisant (2.4) (2.3) devient :
~2A 12/ 2u({tk/2Dgul o 2HtK/2* lyp2-u(Ck +ck?) A2Jtk/2-1yjy2-

PKOA2tk/2-1/2 )2 (2.6).

On va majorer Az m'{¢,Imh)=(utk+ktk-IA"1)O(~1), donc
lp(epm (¢, Imh Ju,u)[SOp At/ 2ufgZ+kpn-2jek-1/2y |2
{m",Imh}=utk{¢’,Imhy}, donc
I ~Uegfm',Imh u,ull=CA 2tk /242, enfin
legTtkImhyu,ul=CA~ Lt/ 2D t+ D 2u) g+ Opn1jtk/ 2y g2+
CN2k |tk 1/2y),2+CA2|tk/2u}e2, donc
2|A3l=C\! It(k'l)/thul ¢2+ 17401 lt(k+ /2y | ¢2+C(}L>\'l+)\_2) |tk/2y] ¢2+

CkA2Jtlk-1r2y) 2 (2.7).

Utilisant de nouveau (2.4) on obtient :
2|AzjsCntk-1/2pyy| p2+1 2Nt Setd 2y)p2+
ClA~+A=220 /K ([t 2Dy |p2+|tk/ 2+ by 2+

eONHelk+ W2y 24 CemIn1 |tk-1/2Dyy 2 (2.8).

On a donc prouve la borne inférieure suivante : pour A et k grands,
~2(A+A+AgZC(tK/2Dguly2HEK/ 2 tujp2Hn ket~ 2Dy 2+n ~1/8]t 0+ /2y |y 2-

W(Ck +ck2N2|tk/2-1yy2-pCA 2|tk 2712 yj2-(Ck ek M3 k-V2yl2  (29)
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On va voir que certains termes provenant de Ry vont ameliorer

linégalite (2.9).

Soit Ry=1m(Yqp jofs n(i/ 2B~ 1Jen {0819, 99:8mm1 9,Bogo/aipl),
m=eg(tkT-i(1/2u¢'tk+kA1tk~1), o=—T2+t%h+g+k.

11 sera utile de decomposer ¢ en og=t2h+g+h; qui est independant de T,

et en o;=-T2

Ry! est la contribution a Ry, de eyTtk. Le terme général est de la forme
Ox%0ePley) X 0P (TtK) 0,P0r%0 avec a=a'+a’, B=+A"; il est nul sauf si B
Si a"z1 necessairement B=0, car og etant indépendant de T ne donne pas
de contribution, puis |a|$2; il sagit donc d'un terme de la forme
~To%(eg) 0tT tk 0r%T2 comme |a[z2 on a |a|=2, ce terme est réel car n est
pair donc ne contribue pas a Ro.

Si a'=0 et 8"=0, on a un terme de la forme Ttk dx2dePleq) dPde%0. Si o est
egal a op, on a un terme de la forme TtkesO(a*P), on a une majoration par
[(TtkexO2u,u) f=Cujrk-1/2py| ¢2+q.12|t(k+ 2y 23|t/ 22+

Ck p2n-ljttk1/2y),2
on utilise encore (2.4) pour majorer par
lrtke Ol 2u,u) jsCu [tk-1V/2Deujp2+tlk+ /2y |24

Cu3N 7k{Itk/2Dpuly2+{t5/2+ 1yl 2)
ce terme est absorbable dans (2.9) si k et \ sont grands.
Si a"=0 et B"=0, et oy=—72 alors B=0, si a|=2 le terme est réel, des termes ou
la|=1 napparaissent pas ici car nz2.

Si a"=0 et 8"=1, donc a+BZ! et on a un terme majoré par pA~!jtk/2uy2 ce qui
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en utilisant (2.4) se majore par

CukH(jt¥/2Dpup2+tk/2*lyly?), qui peut étre absorbé dans (2.9).

Rp? est la contribution a Ry, de —i/2e4u¢'tX, le terme general est de la

forme p 0% OgP(d'req) oY tk axsag&o, avec a=a'+a’.

Ici encore si @'zl alors seule intervient la contribution de o}, donc B=0,
puis ja]=2 le terme est donc egal a 1a somme
12N 2Y 2D (Breg) OTt/ala,
pour a"=2 on a —l/2;1k‘2¢'té¢k(k—l)tk“2 et
(172320 e gk (k- Dtk~2u,u)zc pk 2 2)tk/2-1yjy2
pour a’=l et |a’[=1 le terme est majoré par Cu2\~Ik|tk~1/2yj¢2 puis si on
utilise (2.4) on majore ce terme par
Cuz(lt(k‘”’thu | ¢2+lt(k+l)/2u | ¢2)
ce qui s'absorbe egalement dans (2.9) si g est assez petit.

I reste les termes ou |a"[=0 qui sont de la forme pdx@0Ef(d'1eptkdyPd%o.
Si o est égal a 0, on a a majorer un terme de la forme egtkO(3). Soit
egtkOl3u,ull=Cp3|tk/2ule2=Cpu3n/k(|tk/2Dyuly2+tk/ 2 1y|y2)
ce qui s'absorﬁe dans (2.9).
Si o1=-12 il ny a que le terme ~1/2pA~20¢&d'eq)tk qui se majore par

Cu3|tk/2y|y2 et donc comme le terme precedent.

Au total
-Ro%Zc pk2\2|tk/ 2‘1u|¢2-o(l)(cu(ItK/ZDtul¢?—+ltk/ 2+1u|¢2)+>\‘1kclt(k‘1)/ 2Dyug?
A 1/gjtk+1/2y}y2) (2.10)

avec la notation ofl) pour une constante qui peut &tre rendue

arbitrairement petite pour k et A grands et yg petit dans la region Azl
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Ry est la contribution a Ry, de ~ikeph~1tk~], le terme general est de la
forme
KA™10,70gHey)o th~10xB0g%0, avec a=a'+a’.
Si a"zl, on a vu plus haut que =0 et |a|=2, pour a’=2 le terme obtenu est
donc
—kA ek~ 1)k -2tk 3u,u)s—c k3N 3jtlk-32y)y2
pour a’=a'=1 on a le terme
A2k~ 1Mepd ttk 2u,u)s—c kZun2tk-2/2y |2
Si a"=0 les termes sont de la forme kA™10 % 0¢eg)tk~10fd¢%0. La
contribution de o se majore par Cku?\~!jtk~1V2y|y2 et encore dapres (2.4)
par Cu¥(|tlk-1/2Dpyy2+|tk+1V2y}42), ce qui s'absorbe dans (2.9) pour o petit.
Pour o;=—72on a le terme kA~39;2(ey)tk~! ce qui se majore par

Cka~1u2jtk-1/2y)y2. donc comme plus haut.

On a montre que :

~Rp32c k3N 3[tk-31 2y 2o N 1(jtlk-1V/2D gy 2+t k+ 112y |y 2) (2.11).

On en deduit que si k et A sont grands, g petit et Au=l, et si le support

de u est petit ona:
2Im(Pu,Mulzcp(tk/2Dpulg2+tk/ 2+ uje 2+~ Ikt 1V 2Deulg 2en /8]t I+ 1V 2y 24

¢ 1pk2A2tk/2-Lyjg2+c k3N 3|ttk-3/2y}y 2-Cexpl-1/CA V/S)u[2 (2.12).
Ce qui était le resultat cherche.

2. 2. Conclusion de la preuve.
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Soit W un voisinage de po, et notons par W' un voisinage de {(x,t,,T) ou
(xt,Ee W et T=x{t2h+g)(tx,£)}, on va montrer que si OFSfu)ND+{a)=D ou
Dila)=llx,t.E,T) ot t=a et (x,tEe W et T=+{t2h+g)t,x,E)1/?) alors poe OFS\u),
ceci vu la dynamique du flot bicaracteristique suffit a conclure voir [7]. On
considere un voisinage O de pg de la forme Q={|t|=a, {(x,£)[=B). On fera pour
¢ le choix suivant ¢=t—C|x,E)|>+€ ou C et € sont éhoisi de sorte que sur
30920} on ait t=a, donc 30$20)NOFSXu)=C, L'inégalite (2.12) permet
donc de prouver que si w(t,x,E) a son support assez pres de pg, pour k
assez grand {t&/2wu| et [t%*1¥2pwu| sont a décroissance exponentielle 1/s.
On posera vi=wgu les wg sont une suite de troncatures pres de pg

wi(tx,E=ax(tBk(x,£), et wy+1=] au voisinage du support de wg, on posera

tmvk -
\Y On ecrit P=Dy?-Alt,x,Dy), donc
tme\/ k

Pvi-1=wg-1Pu+2Dywg - XDy v HD 2wk - Plvi) A, wi-1lvk, = signifie modulo un
terme a decroissance exponentielle 1/s. On trouve que

[t/ 2D 2y - [SCItK/2f [HCItR/ 2Dy [+ CltK 2y [+CIEK 2y O/ ONVS),

On utilise l'inegalite :

|tk D2y =KV A(tk 2y [+t 2Dgvie- ) pus

(tk=1/2Dyvy 1|2 VKOVAK/ 2D vy [+ 1tK/2D v ) donc

[tk-1/2y ) =0y AR/ 2vi FHEK/ 2D P +Ole™ /ONS), soit

jt&=1/ 2Dy [SC A(EK/ 2y [+]tK/ 2Dy +O(e~ 1/ S)

ot Cy» est un polyndme en A.

On en deduit que :

[Vi-1ISCi AV +Ole™1/OM/S) (2.13).
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Linegalite {(2.13) est unilatérale et ne permet pas de conclure

directement. On doit proceder comme dans (7] pour completer 'argument.

Linegalite (2.13) prouve la regularite de toutes les traces, on peut donc

modifier u de fagon a assurer que les traces de u sont nulles. On prouve

ensuite une inégalité d'eénergie analogue a la precedente dans t=0, mais

utilisant le poids |tk et une fonction ¢ égale a t~C|(x,£)|2+&.De sorte que

AN $z0IN{t=0)=D.

Ceci permet de voir que fwujsCe™/C\/5_ dans une norme LARM et donc

pog OFsu),

...24-
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