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Optique géométrique faiblement non linéaire pour le probléme mixte
par

Monique Sablé Tougeron
(Université de Nice)

Rappelons d'abord le résultat de Di Perna - Majda concernant le probléme de Cauchy

{ o,ut+9, fu) =0, t>0,zeR

uf0,x) =p+ev(x), xelR,

ot u e RY est un état constant, supp v est compact, le flux f: RN 5 RY est régulier
et Dfiu) posséde N valeurs propres réelles distinctes i, <1, <..< Ay qui sont
vraiment non linéaires ; r; e ker (DAw) ~ 4; I) étant normalisé par la condition de Lax
d,A.r;=1 et o/7,0),1<i<N, désignant la solution entropique du probléme de
Cauchy a loi de Burger
of
0,0;+dg5 =0, 7>0,0¢R

0,0,6)=¢;.v(8), 6eR, avec e,-.rj= 5i,j’

une solution exacte uf, globale en temps, obtenue pour £ > 0 petit par une méthode de
Glimm équidistribuée et 'approximation formelle de l'optique géométrique

N
u;(t, x)=pu+ey oflet,x-A;thr;
i=1
satisfont

sup Iu‘(t,x)—-u;(t,x)| 1= 0(1) 2.
t>0 L,

La méthode de Glimm s'adapte pour résoudre le probléme mixte

d,uf+9, Auf)=0 ¢>0,x<0
Py fut(t,0)=py ) +eh(et,t), >0
uf0,x) = u+eviex,x), x<0,

pour des données a variation bornée et € petit. Ici py est le projecteur orthogonal sur
un sous-espace fixe W, de dimension N’ = card {4; < 0} et tel que py est injectif sur
vect {ry,...,rn}. L'ajout de variables lentes dans les données est naturel car le calcul
formel, qui s'effectue avec

£ N x
up=u +z':iz1 qi(e‘t,sx,t—-x;)ri,



conduit aux problémes

2
G

[ ;
is> N (Sortants) i (I) (57+Kia€)6i—u?»’;1 89‘-2— =0 s €<0, ‘t>0,9€1R
L {1 Ui(0,€,9)=2igv(§n“‘li 9), €<0, BEIR,

@
i <N’ (Entrants) 4 () 04(z,0,0)=P;(A(r,0)~ Y G,(1,0,0)(A;,pwry)), 7>0,6€RR,
k>N'
(i)
P; désignant le i*™® projecteur dans la somme directe W= @ IR(A, pyry) ; méme

1<k<N’
si v et & ne sont fonction que de variables rapides, les profils entrants sont
génériquement fonction de & D'aprés Bardos-Leroux-Nédélec les problemes mixtes
scalaires (S) et (E) possédent une unique solution entropique glcbale en temps pour
des données BV ; on montre alors le

Théoreéme : Si v et & sont réguliéres, & support compact dans la seconde variable 6 et si
leurs prolongements dans 9 > 0 et 8 < 0 respectivement satisfont une relation de
compatibilité (R. C),on a

i) |2, 2) - ug(t, 0| ) = (DeX(1+et), £>0,

LYx<0
N
. x 2
et,x) - (g + (et A et, t—7)r; =01 e
ii) ?x;glu( 0-(u Eizzl,oz(s i€ ,1,-) ')lLl(x<0) o)
i) sup |uf(t,2)- (& +¢ 3, c,-(et,ex,t—f‘.)rﬁ
t>0 i>N' !
et oS ~Zyr. = 2
+e Y, 0;(et,x; [e2),t li)r‘)ILl(x<0) e

ISN’

\, £
ou Zi,‘!‘(g) -"'-(A..,: T *‘Cos) 1§<ki‘!'“00£ +t§ . llﬁ"lifi <coe + ()’i T+Co£) 1§>/1,;1+c0£ et Co> 0.

Remarques.

1) La non validité d'une asymptotique en (1) en i) vient de l'indépendance des
variables £ et & dans le probléme mixte définissant les profils entrants, alors que ces
variables sont dépendantes dans la définition de la solution exacte u®. Le méme
phénoméne apparait dans la justification de l'optique géométrique pour un probléme
de Cauchy en présence de variables lentes ; de plus des N-ondes explicites montrent
que i) ne peut pas étre amélioré.



2) Aprés un temps ¢ de l'ordre d'un constante, les profils sortants sont nuls : la
condition de causalité de Majda-Artola est bien vérifiée.
3) Le théoréme s'étend & des données de Cauchy de la forme

v, 0)= 2 Ui’g(é)vi,r(e)"i: £<0,0€elR
1<i<N

hE 8)= 3 hifDh, @Rpyr), 1>0,0€R,
1SI<N’

ol v; 4, h;, sont lipschitziennes, v; ., h;, sont BV et vérifient la compatibilité

iro i

(R.C) €.0(0,-4;0) = Ph(0,0)- T, 8. 0(0,~4,8) Gy pyry), Vi< N
k>N’

Idée de la preuve

1. Analyse des o;

-1
-A; & &
) sur les plans T =€0

Les moyennes symétriques des profils 6, ( 7, &, pe .
i

ne sont pas solution de problémes conservatifs et ne peuvent pas étre utilisées
. +
directement pour approcher uf. Par contre leurs traces g i n(7,6) sur les plans

caractéristiques £ = 4; 1+ 7, n € R, sont solutions entropiques de problémes de Cauchy

r » gf.
a,tqc"'li ae 9 =()

d 4} ,(0,6)=€;.v(n,-1;6) si i>N’ ou(i<N’ et 1<0)

qf’n(O,e) = P; (h(-n/4;, 6)~ Z (7,2’ AR A; (-n/A;, 8) (Appy 1)) , 81 iSN' et n>0,
- >N’

A 2 2 . + - .
pour une méme donnée : on en déduit ¢; ,=¢, , = ¢; , dans chacun de cas ci-dessus

avec la gain iy €BV. Pouri<N'etn=0ona
QZO(O, 6)=¢€;.v(0,-4; 6)
4; 0(0,0)=P;(h(0,0)~ Y &),.0(0, - 44 8) Ay Py 1),
k>N’ _
et la relation de compatibilité est exactement qzo(O, D= q;-:o(O, .); on en déduit encore

i 0=4;0=4; o € BV. De plus le régularité lipschitz de v et i dans la premiére variable

conduit a



g, (1, 0)=; (7', 0)] . < cte (j=t'| + [-n'D), Vi

g; (7, 0)=8(1,4; T+n, 8) presque partout sur 7 = cste, Vi
@v‘i,_;‘i,(r, 8)=5,7,0,6) presque partoutsur {=0, Vi>N"

En particulier la trace (7, 0;) (1, ) =67, 0, 6) des profils sortants sur le bord ¢ =0,
qui intervient dans la condition au bord des profils entrants, est feuilletée & feuilletage
lipschitzien en 7 & valeurs Lé et & feuilles BV. De méme la trace o; , de chaque o;

sur le plan 7 = cste est feuilletée a feuilletage lipschitzien en £ & valeurs Lz et a

feuilles BY.
Enfin un calcul de Cheverry donne

.
|5, ai(r-28),6)-T; o (1.0 5y, =OKDe
>N 9 )
T O —(Fr . =
\ | (Fo0,Xe8,0)-(7o0;X0,0) | L10,00) 0(1)e
0; (4,(1-€0),6)-7; ((1,6) | Liooelp = 0(1)e(1+7) et pas mieux
i<SN' ’
I ai, T (xf, r(a‘i(‘t"e 6)),6) —Fi,-,o(f, 9) lLl(—oo el =01
\ 3 »

2. Des e-profils intermédiaires.

Ils peuvent étre comparés 2 la fois aux o; et a la solution exacte. Ils sont solution de

(o5)?
I, @,+24;9,) 0% +(ed;=A7 39) —5— =0, 71>0,6<0,0¢eR
(8),
(i) 03(0,£,0)=6;.v(¢,-2;8)
dy)
(E), (b,) 07(7,0,0)=P(h(z,0)~ ¥ 0(7,0,6)(A;pp 13)

k>N’
GQ,)

Leur moyenne symétrique sur les plans caractéristiques t — f— = ¢ 0 sont solution
i

entropique des probléme conservatifs :
-1
T—li 5

£

en variable (7, &), (ep)) (5,8 = ¢ & (1, ¢, ) résout



( € € (spf)z

2,(ep+3, (ALepi)+ —5— ) =0
" EeR si i>N', £<0 si iSN’
ep(6,8) = €8, . v(&, &)

A

o

(epin, )=Pfehir,tle)~ Y e(To0opX7,ve) (A pyrs)), 7>0 seulement siis<N’ ;
- k>N’

(le coefficient 1 du terme quadratique n'est autre que ;. f"@) (r;, 1)) ;

en variable (1, 8), ¢i(z, ) = &; (1, {7 - £80), 6) résout

- €2
e -1 (q,-)
d; gi—A; 99 —5—=0, 1>0 8i >N, t>e0si i<N'

A\

q;(0,68) = &.v(~e2;0,-A;6), R si i>N’,0<0 si (SN’

qf(e 6,0) = P;(h(0,0)— Z (750,)(£6,0)(Apwry)), 0>0 seulement si i<N’
. k>N’

3. Les derniéres estimations.

3.1. Le théoréme de comparaison de Volpert et sa version mixte donnent

g; o7, 0) —q:(7,8) =0(1e.
!q,,o % | Lie 17,0081 i>N’

Ll(—oo, el o)ei i<’

3.2. La linéarisation donne une autre approximation dans les temps petits, autre
intermédiaire qui donne

Vi, VT3>0, sup Iei.(us(t,x)wu)-eﬁf(et,exﬂ

= 0(1)e2.
t<T, )}

L 1(-—<><a,0

3.3. Pour T, grand on utilise les résultats suivants

. £ p
i) Vs, =0 (—5—)"2,
€+
ii) il existe descones C;={y; ;t<x<u;t}, 0Si<N'+],
—-00 = li_y<pg<Aj@)~a<iw)+a<pyy<.<Apy@)+o<pn <ppn,1=0,

o petit, dans lesquels on a

ut -5 =0 dans C



|ufte, ) Rt 2) - 4@, w1 = O™, 2,
§ ~—> R{s, u} étant la courbe intégrale de r;(u) vérifiant R0, u)=u.

iii) Quelques autres estimations fines mais ennuyeuses (cf : le N-ondes de Lax
pour le probléme mixte).

Par le calcul de Volpert sur les fonctions BV et des théorémes de comparaison de
type Volpert (avec second membre et sans condition d'entropie) on obtient

e, x) - X (w+ept (et ~ =012, isN',
f:fv;l LW, 2) - (w +ep; (e ,sx)r;)ILl(Ci(t» o2, i
d'ott I'on déduit
sup !ue(t,x)—u—epf(et,ex)ril =1)e?,

t>T, LXCi(#)
ce qui compléte la preuve du théoréme.
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