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Résultats de propagation
pour les équations aux dérivées partielles & coefficients oscillants.
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1. Introduction.

Soient (€y),(hn) deux suites de nombres positifs tendant vers 0, X un ouvert de R? et
¢ : X — RP? une submersion. Soit p = p(z,£,y,h) € C®(T*X x RF x R) un symbole
polynomial en (£, k), & valeurs réelles, périodique en y par rapport & un réseau I' de R*.
On posera T* = R¥/T'. On pose

pul@,) = ple,hnt, X2 1),

et on considére la suite d’opérateurs différentiels op,(p) = pu(x, D), ou a — a*(z,D)
désigne la quantification de Weyl,

a®(z, Dyu = (2r) ¢ / / eiz=0)-4q( 2

On se propose d’étudier les oscillations “a la fréquence 1/h,,” des suites (u,) bornées dans
(X) solutions d’une équation du type

opn(p)un =0. (1)

YYu(y) dy de.

loc

On a en vue les exemples suivants, dans lesquels la variable z € X est subrepticement
remplacée par (t,z) € R x R®,

ihnatun = — , ¢($) )un
0%v, — Z Oi(aij(z, ))8, vp) =0, (aij)>0, u,=0w,,
1<1t,5<e

avec des données de Cauchy oscillant & la fréquence 1/h,, du type a(x)exp(¢S(z)/hy), par
exemple.

Il s’agit donc d’étudier leffet résultant de I’homogénéisation du milieu, liée au petit
parameétre €,, et de la propagation des oscillations, liée & h,. Il est alors naturel de
distinguer a priori les trois situations suivantes :

a) €, << hyp. On s’attend a ce que la prépondérance de l'effet d’homogénéisation permette
de se ramener (par exemple & 'aide de développements multi-échelle & la Bensoussan-
Lions-Papanicolaou [BLP]) a la propagation pour un opérateur effectif ; nous n’étudierons
pas ce cas icl.



b) €n et hy, sont du méme ordre. Ce cas a été étudié par divers auteurs ([BLP], [G], [MMP])
dans le cas particulier de ’équation de Schrodinger ci-dessus, pour des raisons provenant
de Physique du solide. La propagation est alors décrite par une infinité dénombrable
d’hamiltoniens, définis comme valeurs propres d’un opérateur elliptique sur le tore, dépen-
dant de (z,£) € T*R°®.
¢) €, >> hy. Ce cas semble particuliérement pertinent physiquement pour ’équation des
ondes {ou le systéme de Maxwell), puisqu’il décrit la propagation d’une onde de haute
fréquence dans un milieu inhomogéne périodique dont ’échelle caractéristique, bien que
petite, est nettement plus grande que la longueur d’onde incidente. C’est ce dernier cas
qui fait ’objet du présent exposé.
Citons deux approches de ce probléeme dans la littérature ; elles sont toutes deux basées
sur la recherche de solutions approchées, et concernent ’équation de Schrodinger, dans le
cas d’un milieu laminaire, c’est-a dire k = 1 (¢ est scalaire).

— Dans [P], A. Pyatnitskii introduit une méthode de V'optique géométrique adaptée
a ce contexte, la solution approchée étant localement de la forme suivante (en supposant,
pour simplifier, h, = €2)

¢(z)

un(t,z) = a(z, T—,en)exp[zz;— (S(t,z) + e 2(t, z, #(2)

€n

),

la quantité ¢(z)/e, intervenant toujours comme argument de fonctions périodiques. Une
telle méthode est limitée au cas d'une donnée de Cauchy a support dans le complémentaire
des points z pour lesquels V(z,y) dépend effectivement de y. Cela oblige d’ailleurs Pyat-
nitskii a prolonger sa solution par des représentations intgrales de Fourier, dans Uesprit de

Maslov[M].

- Une méthode un peu plus générale (mais demandant plus de vérifications techniques
au lecteur) a été ensuite proposée par Berlyand et Dobrokhotov dans [BD]. Toujours en
supposant h, = €2, il s’agit de se ramener 3 une équation d’évolution pseudodifférentielle &
coefficients non oscillants, en conjuguant par un opérateur intégral de Fourier stationnaire
a phase oscillante. Pour simplifier, plagons-nous en dimension 1 d’espace avec ¢(z) = .
Notons a(z,§,y,€) exp(tE(z,€,y)/€) une fonction propre asymptotique pour 'opérateur
différentiel (£ + eD,)?/2 + V(z,y) sur le tore T?, A(z,¢, €) étant la valeur propre associée
; on remarque alors que, en posant

wn = Infn, In= exp[f—(z(m,han, ei)] (2, ha Dy, —, €2),
n n €

n

on est ramené {au moins formellement) & I’équation d’évolution
thnOifn = M2, hnDq, €n) fn.

Le probléme est que I’étude de P'opérateur I,,, en particulier son inversibilité et son action
sur les oscillations d’ordre 1/A,, , n’est nullement évidente.

Dans cet exposé, on propose une approche générale du phénomene de propagation, basée
sur des identités d’énergie microlocales, les oscillations des solutions étant décrites par des
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mesures de Radon dans l’espace des phases T*X x T*, dans I'esprit des “mesures semi-
classiques” introduites dans [G],{GL],[LP] ; le phénomeéne de propagation est alors mis en
évidence par des équations de transport dont sont solutions ces mesures. Hélas, la encore
cette approche n’est menée a bien que dans le cas d’un milieu laminaire. Néanmoins,
elle présente 'avantage d’'une description géométrique systématique de la propagation des
oscillations, et permet peut-¢tre de mieux cerner les difficultés qui font obstacle & une
généralisation a plusieurs phases (k > 1).

Les détails de ce travail apparaitront dans un article en préparation.

2. Densité d’énergie dans ’espace des phases.
On suppose jusqu’a la fin de 'exposé que h, /e, — 0. Soit M = T*X x T*. On désigne
par C§°(M) 'espace des fonctions C* sur M qui sont de la forme

f(z,6,y) = / e~ gz, v,y) dv,

R4

ol g € C°(X x R¥ x T*). Pour f € C°(M), on pose

€n

Opn(f) = fn(wv D)? fn(a")f) = f(.’l?,hné-,

On remarque que, pour n assez grand, op,(f) : L (X) — L2,,..(X) avec des estimées

loc comp
uniformes.

2

£ (X)), on lui associe la suite (p,) de formes linéaires

Si (up) est une suite bornée de L
continues sur C§°(M) définie par
< “n’f >= (Opn(f)un)un)Lz'

Il est clair que (pn) est une suite bornée du dual (Cg°(M))'. On désigne par M I’ensemble
(non vide) de ses valeurs d’adhérence pour la topologie faible. On montre alors la

Proposition 1. Tout élément yu de M se prolonge en une mesure de Radon positive sur
M telle que, pour tout compact K de X, on ait u(T*K x T*) < oo.

Remarque. Il est aisé de vérifier que [ u(z,§, dy) est une mesure semi-classique pour (u,)

au sens de [G], [GL].

Exemple. L’ensemble M associé a la suite de Pyatnitskii
p

¢

un(2) = a(z, E:))eXP[ﬁ% (S(:c) + e, 5(z, é;i)))]

est le singleton formé de

w(z, &, y) = la(z,y)|* dz §(¢ — dS(z) —* ¢'().dy (=, y)) dy.

On voit sur cet exemple comment M décrit les oscillations de (u,) & la fréquence 1/h,
tout en précisant 'interaction avec des opérateurs oscillant avec ¢(z)/en. Le but de notre
travail a été de décrire les propriétés des éléments de M lorsque (u,) est solution de
(1). Un premier pas dans cette direction est donné par le résultat suivant, oit 'on a posé

p(](fL', 67 y) = p(:L, 67 Y, O)



Proposition 2. Si(u,) est solution de I’équation (1), tout élément p de M est supporté
par ’ensemble caractéristique & = {py = 0} et est invariant par le flot du champ de vecteur

\Opo 0¢; O _ Opo 04 8.
@f " Gz ay]' 8yj Oz 66

¢
Z/Po =
j=1

En utilisant le calcul symbolique pseudodifférentiel [H,18.5] associé & la suite de métriques

de Hormander
dz? hi de?

o=z T ARy

on montre aisément les formules suivantes :
(Opn(f)Opn(p)um “n) = (opn(fp)un,un) + O(I)a

. hn T d hn
([opn(f), 0Pn(P)]tn, tun) = ;:(OanL;,of)un’un) + 0(';:)'

Or Péquation (1) entraine que les deux membres de gauche ci~dessus sont nuls. II suffit
alors de passer a la limite quand n — oo pour obtenir la proposition 2.

Voici une interprétation géométrique de L}’;’O. Pour tout j € {1,...,k}, soit Hy, = —0,¢;0¢
le champ hamiltonien de ¢; ; on introduit sur M le champ de 2-vecteurs

k
Z=) Hy NO,.

=1

En tout point m de M, on peut voir Z(m) comme une forme bilinéaire alternée sur T M.
Notons que 1'on a alors, pour toute 1-forme a sur M,

Z(a,dpy) =< «, Lg’o > . (2)

Cette derniere identité ne caractérise pas le champ Lf,’ﬁ, car la forme bilinéaire Z est
dégénérée. Appelons KerZ son noyau, et désignons par V le champ de sous-espaces de
T M orthogonal a KerZ pour la dualité. Il est clair que V est engendré par les 2k champs
de vecteurs Hy. ,d,,. Puisque ces champs commutent et sont partout indépendants, on
définit ainsi un feuilletage, les feuilles étant les cylindres

k
FIo,fo = {(:130,59 + thd¢j(330),y), (tla-"’tk) € Rkay € Tk}'

j=1

Sur chacune de ces feuilles, Z définit un champ de 2-vecteurs tangents, donc une forme
bilinéaire alternée sur I’espace cotangent, qui cette fois est non-dégénérée ; on en déduit une
2-forme différentielle, qui n’est autre, dans les coordonnées (¢, y) ci-dessus, que ¥ idyi A
dt;. En résumé, la donnée de Z permet de fibrer I’espace des phases M par des variétés
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symplectiques isomorphes & T*T*, et la formule (2) montre alors que, sur chaque fibre,
L;f’o n’est autre que le champ hamiltonien de py pour cette structure symplectique.

3. Le cas d’un milieu laminaire.

Dans ce paragraphe, on suppose k£ = 1. Notons 7 : M — T*X/Rd¢ la fibration as-
sociée a ¢, chaque fibre étant un cylindre symplectique de dimension 2. Alors, sous des
hypotheses raisonnables de non-dégénérescence du symbole pg, on va faire apparaitre une
autre invariance des éléments de M, cette fois transversalement & la fibration .

Soit by € B = T*X/Rd¢. On fait les deux hypotheses suivantes :

a) En tout point du cylindre 7=1(;) ot py =0, on a Lffo # 0.

b) Sur toutes les génératrices du cylindre 7 ~1(by), la fonction polynomiale py est de
degré maximal.
Sous ces hypotheses, on montre aisément 'existence d’un voisinage ouvert U de by dans
B tel que 'intersection avec #~(U) de I'ensemble caractéristique {py = 0} soit une hy-
persurface Ly, sur laquelle la restriction 7y de 7 est encore submersive et est propre. Par
le théoreme d’Ehresmann (cf. par exemple [L]), cette restriction est donc une fibration
au—dessus de U. La fibre au-dessus de chaque point de U est une variété compacte de
dimension 1, donc la réunion de N courbes fermées simples . Comme Lg’o est tangent a
ces courbes et non nul, celles-ci ne peuvent étre que des orbites fermées de LZ’O.

En résumé, quitte a restreindre U, on peut écrire
N
EU - Uq=1 Vq,

o1 les V sont des ouverts deux a deux disjoints et difféomorphes 2 U x T. Pour chaque
b € U, pour tout ¢, on pose m5 ()N VI = «f ; alors 4] est une orbite fermée de Lf,’o
dépendant C*° de b. Désignons alors par wj 'unique probabilité sur M portée par v{ qui
soit invariante par le flot de L}fo. On définit alors un champ de vecteurs KI sur U en
posant

K9, (b) = / T Hyg(m) w(dm),
Y

5

ott H,, désigne le champ hamiltonien de py pour la structure symplectique habituelle sur
T*X, étendu trivialement a M.

Théoréme. On suppose que k2 /€2 — 0 quand n — oo. Sous les hypothéses ci—dessus, la
restriction py de tout élément p de M & n~1(U) sécrit

N
py = Z/ w{ v4(db),
=17V

on, pour tout ¢, v¢ est une mesure de Radon positive sur U invariante par le flot de KJ ,
i.e. satisfaisant, au sens des distributions, a I'équation de transport

t —
Kgo(z/q) = 0.
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La décomposition de gy est une conséquence facile de la proposition 2 et du théoreme de
désintégration des mesures. Pour obtenir 'invariance des v?, il suffit de remarquer, a ’aide
du calcul symbolique pseudodifférentiel, que 'identité [op,(f), 0pn(p)]tn,un] = 0 s’écrit,
au sens des distributions sur M,

hn . IS X
?—Lgoif*n =+ hrzﬂpgﬂn + O('e’g‘ + —6“2‘) = 0.
n 11} n

11 suffit alors de localiser cette identité dans un voisinage ouvert de V7 disjoint des autres
V7, de prendre l'image directe des deux membres par 7 et de passer a la limite.

Remarques.

1) La condition A% /€2 — 0 peut probablement étre relaxée.

2) On voit la difficulté que présenterait une généralisation a k > 1 : en se plagant
a nouveau dans le cas ou 7y est une submersion propre, les fibres seraient cette fois des
variétés compactes involutives de dimension au moins égale a 3, sur lesquelles il est fort
délicat de caractériser les mesures invariantes par le flot de L;f’o.
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