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Renormalisations du produit,
formes bilinéaires
et espaces de Lizorkin-Triebel.

S. Dobyinsky

CEREMADE
Université Paris IX, Dauphine

1. Introduction.

A TPaide de symboles bilinéaires, nous construisons un opérateur de
produit renormalisé P! qui améliore, du point de vue de I’inégalité de
Holder et de la compatibilité avec la convergence faible, les propriétés
du produit ponctuel de deux fonctions.

Cet opérateur P* est, dans un certain sens, (voir [5]) équivalent aux
paraproduits de Bony. Le lecteur pourra consulter [5] pour une cons-
truction par ondelettes d’un opérateur de produit renormalisé.

A T'aide de cet opérateur P! nous établissons des versions précisées de
résultats récemment obtenus (voir [1],(3],[4],[8]), qui relient oscillations,
espaces de Hardy, et compatibilité avec la convergence faible.

Nous exposerons ici comme exemple d’application celui des formes
bilinéaires dans le cas du rang constant (dont le lemme “Div-Curl”
est un cas particulier). Soulignons que C. Li, A. Mc Intosh, Z. Wu et
K. Zhang ont obtenu (voir [8]) le méme résultat, mais sans la restriction
du rang constant.

2. Les espaces de Lizorkin-Triebel homogénes.

Nous introduisons ici sommairement les espaces de Lizorkin-Triebel
homogenes, Fg'q(an), 0 <p<+o0,0<q< +0. Le lecteur pourra
trouver davantage de détails sur ces espaces dans [6],[7],[9].
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Soit ¢ une fonction de la classe de Schartz S(IR™) telle que :

A 3
6E)] > ¢ si gslsisg.

On pose, pour j € Z : ¢;(z) = 2™ ¢(2x).

On définit Fz‘,)’q(IR") comme ’ensemble des distributions tempérées
(modulo les polynomes) f telles que

(e f|<1)1/q <.

1l zee =

On a alors les identifications suivantes :
LP ~ EM® st 1<p<+o0
p ., 10,2 3
H F, si 0<p<l1
Bg)'l ~ nyl

Les inclusions suivantes seront essentielles pour les applications que
nous avons en vue :

B ¢ !
#

Fg’lgH” si 0<r<1.

3. La rencrmalisation du produit par symboles bilinéaires.

Nous décrivons ici la méthode de renormalisation du produit de deux
fonctions a l'aide des symboles bilinéaires que R. Coifman et Y. Meyer
ont analysés dans [2].

On appelle symbole bilinéaire une fonction 7(£,n) de classe C* sur
R™ x R™\ {(0,0)}, qui vérifie la condition d’homogénéité suivante :

T(A&, ) = 7(&,n) pour tout A > 0 et tout (£,7) € R" x R™ .

2



A chaque symbole bilinéaire 7(&,n) on associe un opérateur bilinéaire
T’; au moyen de I'équation ‘

W) T(fo)@) = @i [ ] e fegmdsan.

En particulier, 'opérateur de produit ponctuel de deux fonctions est
défini a travers cette équation par le symbole 7(£,7n) = 1.

Les opérateurs T, ainsi définis sont continus de LP(IR™) x L(IR")
dansL’“(IR"),pour1<p<+oo,1<q<+oo,%:%+%, 1<r<+o00
(voir [2]).

Pour définir un produit renormalisé qui soit borné de LZ(IR™) x L?(IR™)
dans l'espace de Hardy H!(IR"), nous aurons besoin des résultats
suivants.

Lemme 1. (Voir [3)).

Une condition nécessaire et suffisante pour que ’opérateur bilinéaire
T, défini par Péquation (1) soit continu de L?*(IR™) x L?(IR") dans
H(IR™) est que son symbole bilinéaire T(£,7) vérifie la condition

(2) (€, ~€) = 0 VEER™, E#0.

Considérons maintenant une fonction p(€,7n) de classe C* sur R"™ X
IR™\ {(0,0)} qui vérifie les conditions suivantes :

([ p(&,n) = p(n,€) v (€,n) € R" xR™\ {(0,0)}

p(A&,An) = p(§,m)  YA>0 , V({n)eR"xR"

3
@) T p&m) =1 si €+l Sfla(lélﬂnl)
o) = 0 s e+l > £(él + 1)

Nous décomposons alors le produit ponctuel de deux fonctions f et g
de L?(IR") de la fagon suivante :

fg = Tp(fag)+T1—p(f,g)‘

Nous appellerons produit renormalisé de f et g et nous noterons Pt (f,9)
le terme Th1_,(f, 9).



D’aprés le lemme (1), Popérateur P* est continu de L2(IR™) x L?(IR")
dans H*(IR™).

En fait, le lemme suivant montre que P¥ se prolonge en un opérateur
continu de LP(IR™) X Lq1(IR"1) dans Pespace de Hardy H"(IR"), 1 < p <
+oo,1<q<+oo,;=;+5. .

Lemme 2. (Voir [5]).

Soit T un symbole bilinéaire vérifiant, pour un certain m € IN, les

conditions suivantes :

(¢ =0 VEFQ

@ OZT(€, < +e)le=0 = 0 VEF0,0< o] <m.

Alors opérateur bilinéaire T, est borné de LP(IR™) x LI(IR"™) dans
H'(R™), 1 <p< +oo,1<g< +oo, L = % + %, dés quem > n(: —1).

T

—

Dans le but d’obtenir, & 'aide de cet opérateur de renormalisation
du produit, "appartenance a un espace de Hardy des formes bilinéaires,
nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 3. (Voir [5]).
Soit T(€,7) un symbole bilinéaire vérifiant, pour un certain m € IN,
les conditions suivantes :

7 -§ =0 VE#0Q
(5) ET(€, € +e)e=0 = 0 VEF#0,0< |of <m
7(£,0) = 4(0,n) =0  VE#£O0,Vn#0.

_ Alors P'opérateur bilinéaire T, est continu de LP(IR™) x LY(IR") dans
FOUR™), 1 <p< 400,11 < g < 400, 2 = %—k%, dés quem > n(:—1).

’or

—

4. Compacité par compensation des formes bilinéaires dans le
cas du rang constant.

Soit
B :R* x RM™ — R™
By : R" xRM — R™

deux formes hilinéaires & valeurs vectorielles.
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On suppose que, pour tout £ € R™ \ {0}, les applications linéaires
Bi(€,-) et By(£,-) sont de rang constant.

Soit maintenant @ : R — IR™ une application linéaire qui vérifie
la condition

(6) MQuv =0 si BN =DBy&v)=0
pour un certain £ #0 .

Notons ¢(A,v) = AT Qv la forme bilinéaire sur R x IR™? associée &

Q.

Théoreme 1.
Soient f € (LP(R™))M, g € (L9(IR™))M2, 1 < p < +00, 1 < g < 400,
telles que :

(7) Bi(D,f) = 0
(7" By(D,g) = 0  au sens des distributions.
Alors q(f, g) appartient & I'espace de Hardy H™(R™), si 1 = % + %,

r>

nj—l ’
Preuve du théoreme 1.
Pour chaque £ € IR" \ {0}, on note

H} = {AeR™; By(¢,\) =0}
H} = {ANeR™; By(§,A) =0} .

On consideére les opérateurs de projection orthogonale
Hé RV — H 51
oz : RY — HZ.

Les applications £ — TI} et £ ~— TIZ sont homogenes de degré 0 et, grace
a I’hypothése de rang constant, de classe C* sur IR™ \ {0}.

On définit maintenant les opérateurs linéaires

Ty : (LPR™)™M — (LP(R™)™
Ty (LP(R™)M — (LP(R™)M

par ’équation



(8) T f(§) = T f(€)
(&) T2f(§) = TEg(E) -
On remarque alors que grace aux hypothéses (7) et (7°) sur les fonctions

fetg ona f(6) € HE, §(€) € HE, pour tout £ # 0, ce qui implique
Ti(f) = f, Ta(g9) = 9.

Observons maintenant que g(f,g) est tout simplement une combi-
naison linéaire de produits de deux fonctions, liées par des propriétés
d’oscillation. Nous faisons donc appel maintenant a la méthode de renor-
malisation du produit par symboles bilinéaires.

Rappelons que U'opérateur P de produit ponctuel se décompose en
P = P'+T,

ol p est un symbole bilinéaire vérifiant les conditions (3). Réécrivons
maintenant ¢(f, g) a Paide de cette décomposition

N1 N3
q(f,9) = ffQg = Z Z%‘jfigi
=1 j=1
N1 2 J AVL 2
= Z ZQU (fir9:) +z ZQU (firg5) -
=1 j=1 i=1 7=1

Notons ¢*(f, g) et g,(f, g) chacun des termes de la décomposition précé-
dente. Le terme ¢!(f, g) appartient & H"(IR™).

Nous montrerons maintenant que les hypotheéses (7),(7) sur f et g
entrainent en fait Pappartenance de ¢,(f,g) & un espace strictement
contenu dans H"(IR"), 'espace de Lizorkin-Triebel F7:1(IR™).

On a:

T

N1
Qp(fag) = Z qu fmgj

i=1 j=1
N1 N2

=Y Sl [ [ g e ia,n dedn

i=1 j=1

= mn [ [ T ol Qs dgdn .
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’) vont étre introduites dans le symbole grace

(7
F(6), i §(n) = §(n).

Les oscillations (7 ) et
aux identités IT; f (&)=

On réécrit alors
(fg) = / / et FETI (e, QT 3(n) de di
- / / & FeVT A€, ) g(n) de dn

ol A(£,7m) est la matrice HET p(€,m) QII, de composantes ag;(€,n),
1=1,Ny, 5=1,Ns.

On obtient finalement

N1 N

B(f9) = D> > (2r)” /n/n e 0,5(¢,m) £:(€)d;(n) dé dn
=1 j=1
= Z ZTaij(fiygj)
i=1 j=1

ou Ty, est 'opérateur bilinéaire associé au symbole a;;(é, n) au moyen
de I'équation (1).

Etudions maintenant les propriétés de chacun des symboles a;; :

- a;; est de classe C*° sur R™ x IR™ \ {(0,0)}
- a;45(€,n) est homogene de degré 0
- aij(O, T]) = CL@'(S,O) =0.

A ces propriétés, que vérifiait déja le symbole p(&,7n), s’ajoute une
annulation supplémentaire, conséquence de (6) :

AE,—€) = pl&,—6)TI} QIIZ,
= I} QU2, = 0.

Ainsi, d’aprés le lemme 3, le symbole a;;(€,n) définit, pour chaque
i =1,Ny, j = 1, N, un opérateur bilinéaire T,,; continu de LP(IR™) x

LY(R™) dans FOL(IR™), des que 7 > 725,
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