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0 . Introduction .

On considére le probleme de Cauchy conservatif, monodimensionnel en
espace, strictement hyperbolique et & données initiales prises sous la forme
d’oscillations de faible amplitude :

( Ouc(t,z) + O, [f1 (ue,ve)] = 0.
Xl(x))_

€

ue(0,2) =u +¢ehy (:c,
(0) 4
Give(t,2) + Oy [fg(ue,vs)] = 0.
x2(z )

g

ve(0, ) :6+5h2(m,

ou h; et hy sont choisies continues, a support compact en la premiére
variable et périodiques de période un en la seconde variable. x, et x, sont
de classe C! avec x|(z) et x5(z) non nuls pour presque tout z dans R.



2 INTRODUCTION

Une translation des données permet de choisir (@,%) = (0,0).

On suppose par ailleurs, sans perte de généralité, que le systéme (0) est
mis sous forme diagonale au point base (0,0), c’est a dire :

9h 9f2

—-(0,0) = 22(0,0)=0
afs _ ofz _
5-(0,0) = a 5(0,0) = b

(avec a < b d’apres la stricte hyperbolicité )

On fait ensuite ’hypothése que les deux valeurs propres Aq(u,v) et
Az(u,v) de la matrice jacobienne de (u,v) — (fi(u,v), fa(u, v)) sont soit
vraiment non linéaires soit linéairement dégénérées au voisinage de (0,0).

Le schéma de Glimm [6] fournit alors ’existence globale en temps d’une
solution faible entropique (u.,v.) € BV(]Ri) pour (0).

L’analyse du comportement asymptotique des solutions de (0) lorsque €
tend vers zero a été abordée pour la premiere fois en 1985 dans un travail de
R.J.DiPerna et A.Majda[4]. Le modéle classique proposé pour un systéme
2 x 2 est celui de 'optique géométrique faiblement non linéaire non résonante
pour laquelle on constate un découplage des équations sous la forme de deux
simples lois de Burgers. L’estimation qui évalue la différence entre le modele
(eal, €0?) et la solution exacte (u., ve) est donnée dans [4] sous la forme
suivante :

VK compact, 3 Cg > 0, | (ve,ve)—(e0l,e0?) ||L1xy < Ck €t.

Cette estimation ne présente donc d’intérét que pour un temps ¢ asympto-
tiquement petit.

Le probléme de la justification du modéle pour des solutions réguliéres de
(0) a fait 'objet de nombreux travaux (consulter par exemple J.Hunter,
J.Keller [7], A.Majda, R.Rosalés (8] ou J.L.Joly, G.Métivier, J.Rauch[9])
dans lesquels I’étude de la propagation des oscillations dans un cadre C*°
est menée a son terme. Mais ce n’est que récemment que Schochet[8] a
généralisé ces résultats au cas des solutions faibles présentant des chocs.
Le contexte de son travail est le suivant : systéme strictement hyperbolique
monodimensionnel de n lois de conservation avec des conditions de Cauchy
qui oscillent avec la méme période, de maniére linéaire et homogéne ( pour
tout ¢ avec 1 < 1 < n, ul(0,z) = ehi(z/e) ot hi(.) € BV(R) et
h,’(t + 1) = h,’(t)) .
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Dans [11], I'argumentation ne saurait a priori se passer de ces hypothéses
d’homogénéité et d’ajustement des périodes. Par ailleurs, la validité du
modele est restreinte & un domaine de la forme [0,t] x IR avec t de
Pordre d’une (petite 7) constante. Cet article se restreint au cas d’un systéme
2 x 2 mais aborde des données initiales d’un type plus général, de la forme
e hi(z,xi(z)/e), c’est & dire non homogénes et & phase non linéaire. La
compacité du support des fonctions h; (¢ = 1 ou 2) en la premieére
variable permet d’énoncer des résultats valables pour tout temps t. Le
prix a payer est l'apparition de deux variables d’espace (une lente et une
rapide) ce qui introduit des problémes de substitution qu’il importe de
traiter avec soin. Sinon la démarche ( commune au cas linéairement dégénéré
et vraiment non linéaire) consiste a exploiter les entropies (chapitre 2.2
et 3.2) naturellement associées a (0) de maniére & écrire des équations
(chapitre 2.1 et 3.1) et des inéquations de propagation pour les mesures de
Young oscillantes ( [5], [10] et [14] ) définies & partir de sous-suites extraites
de U, = (uc/e) et V. = (v./e). La justification (chapitre 2.3 et 3.3)
ainsi que 'unicité du modele de 'optique géométrique faiblement non linéaire
résulte des lors des inégalités ainsi obtenues. Le plan de cet article est donc
le suivant :
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1. Notations
Cn convient des notations suivantes :

fi(u,) = av + quu,v) + Ra(u,v)

wlt

c
avec qi{u,v) = %uz + cpuv + Esvz et |Ri(u,v)| = O(u2 + v2)

f2(u,v) = bv + g2(u,v) + Ra(u,v)

] 3
avec gqa(u,v) = -‘f—f—uz + douv + %l-vz et | Ry(u,v)| = Ou® + v?)?

T désigne le tore & une dimension d’espace.

Soit U, = (uc/c) et V. = (v./e) avec (u.,v.) solution de (0).

D’aprés les estimations du schéma de Glimm, {U.}, (resp {eU.},)
et {V.}, (resp {eVe },) sont des suites uniformément bornées dans
L°°(]R42,) (resp dans BV(IRi)) lorsque € tend vers zero.

Par conséquent, d’apres JMR [10], quitte & extraire une sous-suite ( qui est
supposée fixée dans le reste de I'exposé ), il existe deux familles mesurables
de mesures de probabilité sur R {v;, (1), (t,z,y) € Ry x R x T} et
{ uf’z’y(/\) , (t,z,y) € Ry x R x T} asupport compact en A et satisfaisant :
Pour tout f € C°(R) et pour tout ¢ € C° (]R+ x Rx T) & support compact
en les deux premiéres variables,

11m /f (Uel(t, a:))<p(t T, xa(@ = at)) dz =

// < utl,z,y,f(/\) > p(t,z,y) drdy .

hm / Ve(t,z)) ( z, (ze—bt)) dr =

// < vf’z,y,f()\) > (t,z,y) dedy .
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On introduit aussi :

U(t,z) (resp V(2, z)) la limite faible pour la topologie *(L>, L")
de la sous-suite extraite de U, (resp Ve ). On a par conséquent :
Ut,z) = fol <Vt A> dy et V(t,z) = fol < Vigg A > dy.

M(t,z) (resp A(t,z)) la limite faible pour la topologie *(L*, LY
de la sous-suite extraite de U? (resp Vf) . On a par conséquent :
1 1
O(t,z) = [, < 1/],1’15,11,/\2 > dy et Alt,z) = [, < utz,x’y,)\z > dy.

Soit Up(t,z,y) = < vi,,,A> et Vi(t,z,y) =< 1f,,, A > les profils
associés respectivement aux suites {U. }, et {V:},.

On note enfin M, D'espace des mesures de Radon bornées sur ]R_iz_ .

2 . Le cas linéairement dégénéré

Dans ce chapitre, on fait ’hypothése de dégénerescence linéaire qui conduit
en particulier aux conditions :

2
'%—1%(0,0) = = 0 et

0% f2

5.2 (0,0) = di = 0.

2.1 Equations de propagation dans les variables rapides.

Par définition de (u.,v.) solution faible de (0), U, satisfait la condition
suivante :

Pour toute ¢(t,z,y) réguliére, a support compact en les deux premiéres
variables et périodique de période un en la troisieme variable, on a :

(ic) / / U.(t,z) (at¢+aaz<p)(t,x,’“—(”€lf—tl) dtdz +
(ie) / / ez Ue Ve X (z — at) 3ygo(t,a:, l‘lﬁf’f—aﬂ) dtdz +

(eze) // 223 V2 xi(z — at) Bygo(t,m,-)-c—l—-(fg—at—)-) dtdx +



[CEE

(ive)

// Ri(ue,v.) 05 [go(t,m,—x—l-gig—(-l}-)-)] dtde +

e // [czyevg + %Vf] a,,.cp(t,w,ﬁ‘—ii‘f-;-f‘—t—)) dtde +

(ve) /hl(x,—x—%-z—l) cp((),:c,%ﬂ) dz = 0.

On regarde le comportement a la limite lorsque € tend vers zero de chacun
de ces termes. D’apres JMR [10],

1
lirn0 (ie) = // / Ue(t,z,y) (Owp + aOr) (L, x,y) dtdrdy et
& — i 0

1
lim (v,) = /]R/ hi(z,y) ¢ (0,z,y) dedy .
0

e—0
Par ailleurs, les estimations du schéma de Glimm appliquées au second

terme de lidentité (9; + a0;)U, = —e 0, 1(Ue,Ve) — (1/€) 0z R1(uc,ve)

garantissent les conditions suivantes :

(O¢+ a0;) [Ue 3ycp(t, z, _)_(_1_{_37_2'_“__01)_) ] borné dans M, N W~

(Os+ b0;) Ve borné dans M N W—1
a #b
On a donc, par compacité par compensation (lemme de Tartar [12]), la

convergence du produit Vi(¢,z) . Uc(t,z)(9,¢)(t,z,x1(z — at)/e) vers le
produit des limites faibles, soit :

elimo (ii.) = /// ez Up(t,z,y) V(t,z) Xi(z — at) Oy¢(t,z,y) didzdy

De méme, les conditions

B+ a d;) [(Gygo)(t,:c, 2‘-1—(1?“—‘19)] borné dans M, N W1

(0i+ b0;) V:i=2V,. (0 +00,) Ve borné dans M N W1
a#b

impliquent :
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EEnO (1it,) = /// 0—23- A, 2) xi(z — at) Bycp(t,x,y)ﬂdtdxdy

Mais cette limite est nulle puisqu’a (¢,z) fixé, on intégre sur le tore la
dérivée d’une fonction périodique.

Enfin, € étant en facteur de Pexpression, il vient immédiatement :

lim (wv,) = 0.

e—0

Le calcul précédant montre que la limite faible U,(¢,z,y) doit satisfaire
la formulation faible de I’équation suivante :

(2.1.0) (0 + a8:) Un(t,z,y) + &2 V(t,2) xi(z —at) 9,Us(t,z,y) = 0.
U"(Oaxuy) = h1(x,y).

En procédant de maniére similaire, on obtient pour V,(t,z,y) :

(2.11) (0 +b0;) Vo(t,z,y) + da U(t,z) x4(z — bt) 0,V (t,z,y) = 0.
o Ve(0,2,y) = ha(z,y).

Les valeurs de U(¢,z) (resp V(t,x)) font ’objet d’un calcul explicite.
En effet, (0) peut encore s’écrire :
( Owue(t,z)+ adpue + Or {q1(ue,ve) + Ri(te,ve)} =0
_ xa(z)
ue(0,z) = ehy (a:, . )

(2.1.2) <
Oyve (t,x) + b0yve + Oz {g2(ue,ve) + Ra(ue,ve)} = 0

v.(0,2) = €hy (m, X2($))

€

On teste (2.1.2) contre ¢(t,z). On divise par ¢ puis on fait tendre &
vers zero. On obtient les équations de propagation suivantes pour les limites

faibles U(t,z) et V(t,z):

1
8,0(t, ) +a 8,0(t,z) = 0 0(0,c) = / ha(z,y) dy .
(2.1.3) °
oV(t,z)+b 8, V(t,z) =0 V(0,z) = / ho(z,y) dy .
0



Soit les expressions suivantes :
U(t7 :l') = .,r()1 h (.'17 - atay) dy
et V(t,z) = fo hao(z — bt,y) dy

Les équations linéaires homogénes du premier ordre données en (2.1.0) et
(2.1.1) admettent une solution que 'on peut expliciter :

U,(t,z,y) =
hl(a:-at, y—c Xi(z—at) [} [} ho(c—at+(a—b)s,y) dsdy).
Ve(t,z,y) =
hz(x~bt, y — dy xh(z—bt) [ hy(z—bt+(b—a)s,y) dsdy).

Ur(t,z,y) (resp Vi(t,z,y)) différe donc du profil linéaire hy(z — at,y)
(respectivement ha(z — bt, y)) par un décalage de phase. On remarque par
ailleurs que U, (t,z,y) (resp Vr(t,z,y)) sont de classe C et périodiques
de période un en y. C’est précisément cette régularité (propre au cas
de la dégénerescence linéaire) des équations de profil qui permet dans les

deux paragraphes qui suivent de justifier assez simplement la pertinence des
modéles donnés en (2.1.0) et (2.1.1).

2.2 Inéquations de propagation.

On introduit dans ce paragraphe une famille de couples (entropie , flux-
d’entropie) = (%o0,8, ga,8 ). 7Ta,s sobtient par résolution analytique du
probleme de Goursat-Beudon suivant ( voir [1] ou [2]) :

aa 821, 8214
(Buf1 — By f2) ’7 ”+af2—u+af1——'1—f’=o

(2.2.0)
7(0,v) = Bov® n(u,0) = au?

4.3 se déduit alors de I’équation entropique a laquelle est ajoutée la
condition aux limites supplémentaire : ¢4 (0,0) = 0.

L’équation (2.2.0) prise au point base (0,0) fournit :
i r]a
(a =) - 22(0,0) =

Cette condition et la forme des données initiales choisies en (2.2.0)
donnent le développement limité de (7q g, 9o,8) au voisinage de (0,0) :
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wg = aul + Bv?+ u? + v?)3/2,
(22.1) { Na,8 B O( )

gap = aau® + Bbo® + Ou? +v2)3/2.

De maniere & sélectionner les entropies strictement convexes au voisinage
de Porigine, on impose les conditions supplémentaires suivantes : a > 0 et

8>0.

Le couple (u,,v.) donné par le schéma de Glimm est solution entropique
de (0.0). Soit, pour toute fonction ¢(t,z) réguliére et positive,

(2'2'2) // {ﬂa,ﬂ(ue,vs) ai(to(tax) + Qa,ﬂ(ueva) 6$90(t>w)} dtdx

+/Ua,ﬂ(ehl(x,x—la@),shz(x,-xz—iﬁ))(p(o,x) dz > 0.

On divise (2.2.2) par & et on fait tendre ¢ vers zero pour obtenir
Pinégalité suivante :
Y o(t,z) € C; (]Rf_) avec p(t,z) 2 0,

// [al(t,z) + BA(t2)] (Bp+adep)(t,z) dtdr +

[] «ren e ddy + [ [ 813 e0,0) dedy > 0.

On fait maintenant successivement tendre 3 vers zero & a > 0 fixé puis
a vers zero & > 0 fixé. Il vient les expressions (2.2.3) et (2.2.4):

(2.2.3) / / Mt ) (Brp + @ Do) (t, 7) dt da

+ [ [ Bew w00 dsdy > o,
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(2.2.4) / / A, z) (Bip + b Brp)(t, @) dtdx

+ [ [ Hew o0, dedy > o0.

2.3 Justification du modéle.

L’objet de ce paragraphe est d’aboutir au résultat suivant :

THEOREME 2.

Soit (u., ve) une suite de solutions entropiques du systéme linéairement
dégénéré (0). Soient U.(t,z,y) et V.(t,z,y) donnés respectivement en
(2.1.0) et (2.1.1). Alors pour tout temps t avec t 2 0,

m || U.(4,.) - U(tM) = 0 et
0 © 11(IR)
km || V.(t,.) — V(tZ‘-"’-(—”-b—Q) | = 0.
. ¢ 11(IR)
Preuve.

On pose z(t,z) = U.(t,z) — U,(t,z,x1(z — at)/e) .
Pour tout temps t, on définit la mesure de Young ( classique ) v, associée
a la suite z.(t,.) via:

VfeC'(R), lm / F(U(t,2)) o(2) dz = / <ven FA) > o(z) de.
Le théoréme de convergence dominée fournit ensuite :

VfeC'(R), lim //f(U,_(t,:c)) o(t,z) dtdz =

/ / < vy fO) > o(t,z) dids.

On introduit maintenant une définition : On dit que f(¢,z) appartient
a Lip, (R+) si f est définie pour tout t & valeurs dans L°°(]R) avec

sup, || f(t")“Lw(]R) < oo et si pour tout ¢ l'application qui a ¢ fait
correspondre %, ( f(, )) = [ f(t,z) p(z — at) dz est lipschitzienne.
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On peut maintenant énoncer la propriété de régularité suivante :
Lemme 2.1.

VfeCY(R), <wg,f())> € Lip,(R").

Preuve.

Soit s<t,ona:

[ o(< v, FO) >) = (< v, F(2)>) ]

= elil—-vno l /]R [F(U(t,2)) p(z — at) — f(Ue(s,z)) p(z — as)] dz

/]R /;s Ou [ f(Ue(u,2)) p(z — au) | du de

< lim
e——0

Ou [ f(Ue(u,2)) p(z —au)] =

F(Ue(u,2)) 0,Uc(u,z) p(z — au) — a f(Ue(u,)) ¢'(z — au) =
— a0, [f(Ue(u,x)) o(z — au)] + pe(u,z).

avec pour tout u, p.(u,.) € My(IR) défini comme suit :

() = = F(U(0,) | 0eaa(Ue, Vi) + %ale(ue,ve)] ol — au)

Le premier terme est la dérivée d’une fonction a support compact et donne
a ce titre une contribution nulle. On a donc :

o< w1,y FN)>) = pp(< v, FO) >)| = Jim | N/ : (1, 2)

t
< Jm / e, ) |(R) du < sup e, ) |(R)) Jes].
e u=s sguxt
Mais d’aprés les estimations déduites du schéma de Glimm, on dispose de
SUP ycuge | He(yy-) |(R) < oo.Lelemme 2.1 se trouve donc établi.

Le théoreme 2 affirme que z.(t,.) converge vers zero dans L! (]R) fort,
ce qui est équivalent pour tout ¢ a la réduction & une masse de dirac de la
mesure de young v, associée a z.(,.). C’est ce dernier point qui est établi.
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Soit
A = ljm0 // 22(t,x) (B + aBup)(t,z) dtdz.

Par construction, on a donc :

A= // <vie N2> (O + adpp)(t,z) dide.
On développe maintenant z2(t,z) :

22(t,2) = U2 — 2U. Ur(t,z, xa(z —at)/e) + UZ(t,z,x1(z — at)/e) .

On teste cette expression contre ¢(t,z). Lafonction U, (¢, z,y) ayant tout
d’abord été définie page 5 comme étant le profil associé a la suite {U, }
on obtient par passage & la limite lorsque ¢ tend vers zero :

A= // {ﬂ(t,x) - /01 U,?(t,x,y)dy} (Bep + adep)(t,z) dtda.

En multipliant (2.1.0) par U,(t,z,y),on a:

€ )

(2.3.9) (@ + a0)U; + 523 V(t,z) xi(z — at) 8,U% = 0.
Lff(O’:B,y) = hf(x,y)

En particulier fol UZ(t,z,y)dy est solution de :
1
(0 + aaz)/ Ui(t,z,y)dy = 0.
0
(2.3.1) - .
/0 Us(0,z,y) dy =/ R3(z,y) dy.
0

Soit encore, pour toute ¢ réguliére :

1
- [ [ viten @ + sty te) dededy =
2 Jo

/R /01 hi(z,y) ¢(0,z) drdy.

A s’écrit donc sous la forme :

A = / /Rz N(t,2) (Bip + adpp)(t,a) dtda

1
[ ] B w00 dedy.
R Jo
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On remarque que pour ¢ réguliere et positive, A figure l'expression
qui a été obtenue en (2.2.3) aprés passage a la limite dans des inégalités
entropiques écrites pour le couple (u.,v.).

On en déduit que A > 0. Soit encore, pour toute ¢ réguliere et positive,
A = // < Vtz, A2 > (Orp + aOzp)(t,z) dtdz = 0.

Le lemme 2.1 et l'inégalité précédante garantissent les hypothéses du
lemme 2.2 ci-dessous pour le choix de f(t,z) =< v¢z, A% > . On a donc
< z/t,z,/\2 >= 0 (ou vy, = & avec 6 la masse de Dirac a l'origine)
pour presque tout = a t fixé, ce qui est équivalent a la convergence forte
escomptée. '

Reste maintenant a établir :

Lemme 2.2.
Soit f(t,z) dans Lip, (R+) , positive et satisfaisant :
Pour toute fonction test p(t,z) € C§° (IR_?,) positive,

(2.3.2) / /1R2 f(t,2) (Bp + adep)(t,z) dtdz > 0.

Alors, pour tout t, f(t,z) =0 pour presque tout z dans R.

Preuve.

Soit x une fonction de classe C°, positive, a support compact et
d’intégrale un. On pose x,(z) = (1/p) x(z/p).

Soit tp fixé et z9 un point de Lebesgue de f(tg,.). L’ensemble de ces
points admet dans R un complémentaire de mesure nulle et on a en z; :

f(th"L'O) = ”lino (f(to,.) * Xu('))(wo)'

On pose Hg(t) = [° xs(s — to) ds et on écrit (2.3.2) avec le choix
particulier de ¢(t,z) = H;°(t) xu(z — z0o —a(t —to)), on obtient :

(233),.s /{/ £(t,2) xu(z — 20 — a(t — 1)) dm} xs(t—to) dt < 0.

L’hypothese de régularité Lip, (]R+) sur f permet de passer a la limite
lorsque 4 tend vers zero ce qui conduit a :

61im0 (2.33)u5 = (23.3) 40 = ./]R f(to,z) xpu(z ——x’q) dr € 0.

On fait finalement tendre p vers zero pour obtenir : 0 < f(to,20) < 0.
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3. Le cas vraiment non linéaire

Dans ce chapitre, on fait 'hypothése de non linéarité :

2 fi 0% f,

Ou? ov?

(0,0)—_—‘61 #0 et (O,O)I‘Zdl 7(—'0

3.1 Equations de propagation dans les variables rapides.

La démarche du chapitre 2.1 (faire tendre ¢ vers zero dans les équations
de propagation écrites au sens faible ) s’applique et conduit 3 :

(31.0) (B +ab)Ust,z,y) + (a1/2) xi(z — at) 8y < v, ,, A% >
+ ¢ V(t,:v) Xi(z — at) WUr(t,z,y) = 0.

Le modele naturel qui décrit le profil oscillant associé a U.(t,z) s’obtient
par remplacement du terme & priori inconu < v{, . ,A\? > par U%(t,z,y).
De maniére & gagner 'unicité, on ajoute & (3.1.0) la famille des inéquations
entropiques associée. Soit donc désormais U(t,z,y) et V (¢, z,y) les solutions
entropiques des lois de Burgers suivantes :

(at + aaz)U(t1x7y) + E21— Xll(m - at) a?/U2(t’$7y)
U(Oaxvy) = h](.’L',y)

d
(B +b8:) V(t,2,9) + 5 xalz = bt) 8,V*(t,2,y)
(3.1.2) + dy U(t, @) xy(z — bt) 8,V (t,z,y) = 0.
V(0,z,y) = ha(z,y).

Pour établir la pertinence du modéle donné en (3.1.1) et (3.1.2), le point
important nouveau est le défaut de régularité (par exemple continuité)
de U(t,z,y) (resp V(t,z,y)) solution de (3.1.1) (resp (3.1.2)). Par
conséquent, les identités qui ont été écrites en (2.3.0) et (2.3.1) dans le cas
de la dégénerescence linéaire ne sont plus valables. Pour aller plus en avant,
il faut introduire une famille plus large (& caractére local plus affirmé) de
couples (entropie , flux d’entropie) que celle considérée en 2.2. Ce travail
fait 'objet du paragraphe qui suit.
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3.2 Entropie , flux d’entropie.

Soit (7e(u,v) = ne(ufe,v/e), Ge(u,v) = ge(u/e,v/e)) une famille de
couples ( entropie , flux d’entropie ). 7,(u,v) et g.(u,v) sont donc liés par :

(3.2.0) Vne(u,v). fl(eu,ev) = Vge(u,v).

La résolution de (3.2.0) repose sur la relation de compatibilité nécessaire
et suffisante suivante imposée & 7, :

0 0 0*ne
(3.2.1) (-b-j;—] — %ff)(eu,sv) Bugv(u’v) +

0(,) a({-:ue'v)a(uv)“o

Ce qui se note encore :  P(u,v, Dy, Dy) ne(u,v) = 0.

Soit x(z) € C*(R) paire, positive, & support dans {z, |z| < 1} et
d’intégrale un. Pour é > 0, on note x,(z) pour (1/6)x(z/6). On construit
nks(z) = (. — k| *xs(.))(x). Pour tout couple (k,8) choisi dans R x R},
nk,5(.) est une fonction convexe. Pour # dans Pl'intervalle ]0,1], on pose

Nk6,u(A) = nrs(A) + pA? de maniere a ce que la fonction ngs,(.) soit
strictement convexe sur IR.

On note B(0,r) la boule centrée au point (u,v) = (0,0) et de rayon r.

Lemme 3.1.

Pour tout quadruplet (k,6,r,u) de R xR_:a , il existe € 5 > 0 tel que
pour tout ¢ pris dans Iintervalle 10, € 5, 4], (3.2.1) admette une solution
ne(u,v) strictement convexe dans B(0,r). n.(u,v) est associée a4 un flux
ge(u,v) et on dispose des développements limités suivants :

(3.2.2)  n.(u,v) = nxsu(u) + en'(u,v) + O(e?) dans L*(B(0,r)).
(3.2.3)  q.(v,v) = anrsu(u) +eq(u,v) + O(e?) dans L=(B(0,r)).
Enfin, on a :

(3.2.4) (—an: + q:)(u,v) =

€ [61 Gr,u(u) + c2vnk5u(u) + (b— a)ev2] + O(e?)
dans L*(B(0,r)).

e désigne un parameétre a ajuster et G s ,(u) est déterminé par :

Crtn(u) = unsule) - /k Mg u(t) di.
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Preuve,

Onmn se fixe e avec :
(3.2.5) e > (1+2r)|cs/2(a—b)].

On choisit ensuite n'(u,v) satisfaisant :

on? o Onksu, \ :
(3.2.6) E(u,v) = 273 1Y o (u) = nesu(u)| +

cav kb

p (u) + 2ev.

On recherche une solution 7,(u,v) de (3.2.1) sous la forme :

’75(“#’) = Uk,6,u(”) + 5771(“,”) + 62 773(“,'“)-

Compte tenu de (3.2.6), (3.2.1) se traduit par la condition de compati-
bilité suivante pour 5?(u,v) :

(3.2.7) P.(u,v, Dy, Dy) nt(u,v) = ge(u,v).

ge(u,v) s’exprime de maniére explicite en fonction de ¢ et des données
Mk,6,.(u) et n'(u,v). On retient que g.(u,v) et ses dérivées & tout ordre
sont uniformément bornés par rapport & ¢ sur B(0,r).

Comme 08,f1(0,0) = 0,f2(0,0) = 0, P. se présente, pour & petit,
comme une perturbation (réguliere) de I'opérateur différentiel a coefficients
constants (a — )02, . En particulier, il existe €1 > 0 tel que pour tout ¢
pris dans [0,&;1], P. soit strictement hyperbolique dans B(0,r) par rapport
aux droites u +v = c.

(3.2.7) associé a des conditions initiales nulles sur u + v = 0 admet des
lors une solution n?(u,v) dans B(0,r). Qui plus est, les inégalités d’énergie
pour les opérateurs différentiels de type strictement hyperbolique associées
au contréle dont on dispose sur le terme inhomogene g.(u,v) et ses dérivées
permet de borner dans L°°(B(0,r)) uniformément par rapport & & les
dérivées d’ordre inférieur ou égal & deux de nZ(u,v).

Le développement limité (3.2.2) se trouve donc justifié.

De plus, la matrice hessienne de n.(u,v) est :
Ogunkou + Oy’ + 2 00n;  edn' + €05,k
H(u,v) =
e it + € 0L} edi,n’ + € 0,n?

H(u,v) est définie positive sur B(0,r) siles conditions (3.2.8) et (3.2.9)
ci-apres sont satisfaites :
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82 02 1 02 2
(3.2.8) —g:;ﬂ + s—@’% + 525}’2& >0 VY (u,v)e BO,r).
(3.2.9) detH > 0 V (u,v) € B(0,r).

Les dérivées d’ordre deux de 5? étant bornées dans L (B(0,r)), (3.2.8)
et (3.2.9) s’écrivent pour € petit (&€ < erpsry) :

(3.2.10) 6’7“"()>0 Vue[-rr].

(3.2.11) 62 1 (u v) > 0 Y (u,v) € B(0,r).

(3.2.10) est garanti par la stricte convexité de 5 ,(.).

(3.2.11) s’écrit, compte tenu de la relation (3.2.6) :

(3.2.12) ac_‘*b an“(u) + 2uu| + 2¢ > 0.

Mais Oynk,s(u) est la convolée d’une fonction d’heaviside et de xs(.). Par
conséquent, |9,nk,s(-)] < 1 et (3.2.12) se déduit de (3.2.5).

On recherche enfin g.(u,v) sous la forme :

ge(u,0) = anrsu(u) + eq'(u,v) + € ¢Z(u,v).
ge(u,v) doit satisfaire I’équation d’entropie, a savoir :

o 2 o) P (u0).
3f2

L cuen) o (o) + 22 (eu,ev) Fefu,u).

 (o,0) = fl(w”)%e o) +

(3.2.13)
E (u,0) = L

qu

Compte tenu de la condition (3.2.1) (ou (3.2.7)) qui est maintenant
satisfaite pour le choix du 5Z(u,v) construit précédemment, le systéme
(3.2.13) admet une solution ¢.(u,v) dans B(0,r). De plus, le developpement
limité en puissance de ¢ de g.(u,v) présente un terme d’ordre deux ¢2(u,v)
borné dans L™ (B(O r)) lorsque e varie et un terme d’ordre un ¢'(u,v)
qui satisfait les conditions (3.2.14) et (3.2.15) (déduites de (3.2.13)) ci-

dessous :
2 1 1 — Onk 5,4
(3.2.14) 6u(-—azn + ¢ )(u,v) = (au + cv) vt

Ok b,u

0
(3.2.15) —a—;(—-bnl + ql)(u,v) = (cau + ¢c3v) EW
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D’aprés (3.2.14),

(—an' + ¢)(w,v) = eaCGrau(e) + 2vnrsu(u) + L(v).

D’aprés (3.2.6) et (3.2.15), L(v) doit satisfaire : L'(v) = 2(b—a)ev.
Le développement limité (3.2.4) s’en déduit.

3.3 Justification des équations de propagation.

L’objet de ce paragraphe est d’aboutir au résultat suivant :

THEOREME 3.

Soit (u., ve) une suite de solutions entropiques du systéme vraiment
non linéaire (0). Soient U(t,z,y) et V(t,z,y) les solutions entropiques
des lois de Burgers (3.1.1) et (3.1.2). A t fixé, U(2,.,.) et V(¢,.,.) sont
dans B V(IR x T) . Elles sont donc définies par leur valeur moyenne ( voir
[13]) en dehors d’un ensemble de H' mesure de Hausdorff nul et donc
en particulier presque partout en restriction a ’hypersurface S! d’équation

= {(z,8), 8 = x1(z — at)/e} . La substitution de x;(z — at)/e (resp
x2(z — bt)/e) a y dans U(t,z,y) (resp V(t,z,y)) a donc un sens et on a
pour tout temps t avec t 20 :

) : at) |
lim l U.(t,.) — U( )l =0 et
] . —bt
lim || Va(t,.) - V(t,.,ﬁ(—z——)) ) 0.
Preuve.

On écrit que (u,v.) est solution entropique de (0) pour le couple
( entropie , flux d’entropie ) calculé au paragraphe précédant.

Soit v > sup, ey (Ve llpw(mey + I1Ve Iy me) )

Soit xj une abréviation pour xj(z — at).

On obtient : Pour tout ¢ pris dans l'intervalle ]0,¢g 5., ] , pour toute fonc-
tion ¢(t,z,y) positive, & support compact en les deux premiéres variables
et périodique de période un par rapport a la troisiéme variable,

//fle(’ue,'ve) 2 {sO(t,x, Zl(_”ig__‘_‘f))} dtdz +

//q;(ue,uc) 0: {w(t,m,w)} dtdr +
[ (e o 00 o 1) (000 s > o
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Soit encore,

//Wc(Ue,V)atgo( xa(e - “t)) dtds +

//Qe(Ue,V)azgo( xa(e = “t)) dt dz +

2 [ [l an@a ) + e v x 0 (1,2, 252 2) e +

e 22) 222 o0 22 a5 0

On fait tendre ¢ vers zero & (k,é,r,u) fixé. Compte tenu de (3.2.2),
(3.2.3), (3.2.4) et d’arguments de compacité par compensation analogues a
ceux développés au chapitre 2, on obtient a la limite :

/// < vtl,a;’y777k,5,p.(A) > (0 + a0;)p(t,z,y) dtdedy +

/// < vtl,z,y,cl Grsu(A) + (b—a)e A(t,z) > x} Oyp(t,z,y) ditdzdy
+ /// < vtl,z,y 2 V() nksu(X) > X1 8,0(t, 2,y) dtdrdy

+ //Uk,é,u(hl(x,y)) QO(O,:E,y) d.’l)dy = 0.

Le terme [[[(b—a)e A(t,z) x| 8,¢(t,z,y) dt dzdy donne une contri-
bution nulle car a (¢,z) fixé, il s’agit de l'intégrale sur le tore de la dérivée
d’une fonction périodique.

Par ailleurs, pour tout (t,z,y), v;,, est une mesure supportée dans
B(0,r), domaine sur lequel 7 5 ,(.) converge uniformément lorsque u tend
vers zero vers 1 s(.). Par passage & la limite (g4 — 0), on a donc :

(3.3.0) /// < th,x,y,ﬂk,é(’\) > (0 + alz)p(t,z,y) dtdedy +

[ <thener@ua) + @Vt 2)nes) > x4 0t 2,9) dtdody

+ //nk,e(hl(w,y)) ¢(0,z,y) dzdy = 0.

avec Grs(u) = unks(u) — f nrs(t)dt.
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Soit A(t,z) = fy <Vipy, A = Ult,z,y)| > dy. On exploite 'inégalité
(3.3.0) en démontrant :

Lemme 3.2.

A(t,z) satisfait I'inéquation de propagation suivante :

(3.3.1) (8 + ad;)A(t,z) < 0.

Preuve.

La preuve rigoureuse necessite de nombreuses régularisations. Pour sim-
plifier, on donne tout d’abord I'idée "formelle” de la démonstration :

En faisant tendre § vers zero dans (3.3.0), on a la formulation faible des
inéquations suivantes : Pour tout & dans R,

(332) < (B +ad)vl,, -k > +
(e1/2) x1 < Oy V})z,y, A —kl(A+ k) > +
e xy V(t,z) < 9yvi,,, A -k > < 0.

On rappelle que U(t,z,y) est solution entropique de (3.1.1) associée au
flux |U — A|. Scit, pour tout A dans R,

(3.3.3) (0 + a8:)|U — A
+ (e1/2) X1 9, (U = A{(U + X)) + 2 x} V(t,2) 8,|lU — A\] < 0.
On a par ailleurs :
(8¢ + ady) fy < u}’z’y, A = Ult,z,y)| > dy =
fy < (O + adi)vi,,, A —Ultz,y)> dy +
fy < v}‘x’y , (O + a0z)|A = U(t,z,y)| > dy.

On fait le choix de k& = U(t,z,y) dans (3.3.2). On profite ensuite de
la positivité de la mesure v}, pour lintégrer contre l'inégalité (3.3.3).
Enfin, on substitue les deux quantités obtenues dans le membre de droite de
I’expression précédante. On obtient :

(0: + ady) er <Ulpys A= Ult,z,y)] > dy <
—(@/) [, xi0, [<vheys N = Ultz,)l (0 + Ulty2,9) >] dy
— ¢ V(t,x) fy X1 Oy [< th,z’y, A — U(t,z,y) >] dy.

Le terme de droite se présente comme 'intégrale sur le tore de la dérivée
d’une fonction périodique et fournit & ce titre une contribution nulle. Le
lemme 3.2 se trouve donc "formellement” établi.
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On donne maintenant les éléments pour une preuve plus rigoureuse. Soit :

A
Tus3) = Ao = [ nes(dt = (xs() (51 = kI + £)) (V).

On remarque que T} 5(.) converge uniformément sur tout compact vers
zero lorsque 6 tend vers zero.

Soit l/f,z’y()\) = (th’z’y * x5 )(A) =< th,z,y(-),Xa(/\ —.)>.
A (t,z,y) fixé, Vf,z,y(.) vit dans Cﬁ”(]R) .

Soit dr’' et dr des abréviations respectivement pour les mesures de
Lebesgue dt' dz’' dy' dX et dtdzdydX.

(3.3.0) s’écrit encore :

(3:34) / / / / Vo (V) A= K| (B0 +ady) o2, y") dr' +

////uf,,l_,,y,(/\) (fél- N — k(A + k) + ¢ V(t’,:c’)[)\—kl) Xi Oy dr' +
///< th"zl;y”cl Tk,&(/\) > X; 6y"r°(t,>x’ay,) dT, +
//nk’g(hl(x',y')) (0,2',y") dz'dy' = 0.

Soit x, %Y (¢, a',y') = (1/p2u') x(t—t'/u) x(z — ="' /) x(y — ' /1').
et vORE(tzy N) = IRz 2y (A) xt’z’y(t' "y') dt'dz' dy' .

La positivité de v{ _, , implique v S’ (t,z,y,A) = 0
De plus Vé’”’”,(t,.’t,y,/\) est une fonction €' de ses arguments.
Soit enfin :

mer e = [ [ [[50=HO+8 (6 —at) - xi(@ - at)

vy (N By )2y drf

+ ]///cz A= k| (V(,2") X, (2" = at') — V(t,2) xi(z — at))

v 2y (M) (Dy xzaizy)(t',z',y') dr'.
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Hé"“‘(t T,y) = ///<Vt: iy €1 T s(A) > xi(z' — at")

- ( Y’ X:ji}y)(t' z',y") dt' dz' dy'

(3.3.4) écrit avec le choix de o(t',2',y') = Xu =Y (t',2',y') donne :
Pour tout (t,z,y) dans ]Ri xT et k dans R,

635) = [(@+ a0yt (ta,,0) A @
- / 0,0 (t,2,,3) ('C?zlp‘ ~k|(A k) + 2 V(tz) A~ kl) X, dX

+ //nk,g(hl(z",y')) xi’:",”(O,w',y') dz' dy'

+Hf"‘”"(t,w,y) + Hg"""l(t,a:,y) > 0

Soit ¢(t,z) € C§° (Ri) , positive. On note (3.3.6)s, , l’expression :

038w = [ [ [ [v5#7 t2.0.0) R=U(t,2,)] @0+ ab0) g dr

Une intégration par parties de (3.3.6)s,,,+ conduit a :

(3.3.6)5 4 pr = — / / / / (B + ad) VoM (t,z,y,\) |A — U(t,z,y)| ¢ dr

- // < (at + aax) I’\ - U(t’x’y)[a Vé’”’ul(ta‘rvyaA) Lp(t,:l:) >D'xD dyd)‘

On teste (3.3.5) avec le choix de k = U(t,z,y) contre ¢(t,z) puis on
intégre en (t,z,y), on cbtient :

(3.3.7) — / / / / (8, + ady) Vo (2,9, M) A = U(t, z,y)| o(t,z) dr >

[ ]G n-veamie+viem) + @V - Uee)
O (4 2y, M) XL el T) dr

- /// (HO#W (¢ 2 y) + HIPP (t,2,9)) o(t,z) dtdedy
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— /////nU(t,z,y),é(hl(wl,y')) X:;,z,;:y(o,w’,y') dm,dy,dtdwdy

On exprime que U(t,z,y) est solution entropique de la loi de conservation
(3.1.1) en testant (3.3.3) contre la fonction test 1/5""“'(., o A)@(.,.) puis
on intégre en A, il vient :

(338) — / / < (B +a0) A =U( g, P4 () 0() Sixp dydr >
// < 221 y(IA - Ul(A + U)) » Va’”’ﬂl('r,'a/\)so("') >D'xD X?l dydA

+ // < V(t,z)9,(x - UJ, u‘s"‘”‘l(.,.,.,/\)cp(.,.) >prxp X1 dydA

Finalement, aprés sommation de (3.3.7) et (3.3.8),ona:

(3.36)s 0 = — / / / / d, (fél- A = U|(A+ 1) 1/5”""'(.)) o(t,z) dr

- / / / / 8,(c2 V(t, o)\ — U] vo## () plt,a) dr

- / / / (B (t,2,y) + HPM* (t,2,9)) o(t,z) dtdzdy

- /////ﬂv(t,z,y),s(hl(ﬂf',y')) X, 2¥(0,2',y') da' dy' dtdz dy

Les deux premiers termes du membre de droite de 1'inégalité précédante
donnent une contribution nulle.

On fait tendre & vers zero, [[[ Hzé""“’(t,m,y) dt dz dy s’élimine.

On fait tendre p vers zero, [[f Hf"""l(t,m,y) dt dz dy disparait.

On fait finalement tendre u' vers zero, le terme correspondant & la
condition aux limites s’en va.

La manipulation (§ — 0 puis g — 0 puis g’ — 0) fait converger
le membre de gauche (3.3.6)5, . vers (3.3.6)900, c’est & dire vers une
inéquation intégrale qui est la formulation faible de (3.3.1).

Le lemme 3.2 se trouve donc établi.

Soit U; € CJ(R x T) (fonction continue et & support compact en la
premiére variable ). ¢(.) € C§°(R) avec || ¢ o (R) < 1.

La régularité BV(R x T) de U(t,.,.) a t fixé permet de donner un
sens ( se reporter a [3] et [13]) ala trace bilatére (moyenne symétrique) de
U(t,z,y) sur S¢ (courbe de R x T définie au théoréme 3). On peut donc
considérer & t fixé les quantités :
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(3.39), = fm iU,(m-’:‘l-(:"f-g'l—‘fl) -~ U(t,x, l‘-l-(f-e"—‘-’ﬁ)| o(z) dz.

Ue(t,z) — U(t,z,-"—‘lgf-ela—t)-)

AN

(3.3.10), = /]R

p(z) dr.

On poursuit maintenant la démonstration du théoréeme 3 en établissant :
Lemme 3.3.

lim (3.3.9), = / / \Ui(z,y) — Ult,z,y)| p(z) dzdy.

e—0 RJT

lim (3.3.10), = / / <V A = Ul 2,9)| > o(z) dedy.
P—— R T 1%y

Preuve.

On commence par calculer lim,—.(3.3.9),, la difficulté nouvelle étant

I’absence de régularité ( par exemple continuité ) en (z,y) de U(t,.,.).

Supposons dans un premier temps pour simplifier que xi(z) soit iden-

tiquement égal & z et que ¢z vaille zero. Alors ’application W(.,z,.) définie
pour tout = par la relation W(t,z,y) = U(¢,z + at,y) satisfait le systéme
suivant ( que I'on note (3.3.11); pour marquer le "gel” en la variable z ) :

BW (L, z,y) + le 8, W(t,z,y) = 0
W(O,ib,y) = hl(‘ray)

et aprés changement de variable,
(3.3.9), = /'Ug(:v+at, -S—) - W(t,x,g—)’ o(z + at) dz

(3.39), = Z /C(Tj“) IUz(x+at, 2) - W(t,m, g)l o(z + at) dz

neN V&=
n+1
= ¢ Z/ |Ui(ey +at,y) - W(t,ey,y)| p(ey +at) dy
neN vVY="n

En notant K : R — R l'application définie par :

n+1
K(z) = / Uiz +at,y) — W(t,z,y)| pley +at) dy,
Yy

=1

(3.3.9), s’écrit maintenant :
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(3.3.9) = ¢ Z K(en) + ¢ Z K'(e,n) avec

ncN neN

n+1
K'(e,n) = / Ui(ey + at,y) — W(t,ey,y)| p(ey +at) dy — K(en)
y

=n

On regarde les propriétés de régularité de la fonction K en évaluant :

| K(z1) — K(z2)| < (3.3.12) + (3.3.13) avec
1

(4312) < lollogy [ 0@ +atiy) = Vo +at,p)] dy et
Yy

1

(33.13) < lloll o (m) / (W(t,21,y) — W(t,22,9)] dy.

y=0

L’uniforme continuité de Uj(.,.) (continue sur son support compact )
assure la convergence de (3.3.12) vers zero lorsque z; tend vers ;.

Par ailleurs, W{(.,z1,.) et W(.,z2,.) sont respectivement solutions de
(3.3.11);, et (3.3.11),, .
La stabilité L' des lois de Burgers fournit I’existence d’une constante C

telle que :

1

1
/ (W (t,z1,y) — W(t,z2,y)| dy < C/ |h1(z1,y) — hi(z2,y)| dy
v _

=0 y=0

L’uniforme continuité de h; (continue sur son support compact ) assure
dés lors la convergence de (3.3.13) vers zero lorsque z; tend vers z5. K est
donc une fonction continue de la variable x. De plus W(t,z,y) et Ui(z,y)
étant a support compact en z, K est a support compact. K est done
Riemann intégrable suivant la formule de sommation suivante :

(33.14)  lim ¢ Y K(en) = /IR K(z) dz

neN

= 1 Uz,9) = U(t:7,9)) (@) ||y (R <)
On établit maintenant : lim.—p €,y K'(e,n) =0.
Ona |K'(e,n)] € (3.3.15), + (3.3.16),  avec
n+1

(3.3.158)n . = / |Ui(ey + at,y) — Ullen +at,y)| dy et

n=y
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n41
(3.3.16)pc = f W(tey,y) — W(ten,y)| dy.

=y
La sommation portant sur un nombre d’indices de Uordre de 1/¢, il suffit

de vérifier :

(3.3.17) lim0 sup (3.3.15)p, = 0 et

(3.3.18) lim0 sup (3.3.16), = 0
& n
Soit maintenant,

C, = sup |h1(a:1,y) - hl(£2aﬂ)|-

{(x1,12,y), I.'l!1 —132'{6}
L’uniforme continuité de h; sur R x T donne lim._,3 C. = 0.

A n fixé, on note Wi(t,en,y) et Wy(t,en,y) les solutions de :

0.

ath(tvena y) + 'Cél_ ayp"?lz(t)en’y) :
Wl(O,en,y) = hl(sn,y) — Ce.

|
o

2

6,W2(t,6.n, y) + 2 6yVV22(t,sn,y) =
W2(0,en,y) = hi(en,y) + Ce.

Pour « pris dans Vintervalle [en, e (n 4+ 1)] et pour tout y dans [0,1],
on a par construction :

hi(en,y) — Ce € hi(z,y) < hi(en,y) + Ce

Le principe du maximum appliqué & la loi de Burgers (3.3.11), fournit
(& t fixé chaque fonction dépend de y seul et est déterminée en tout point
de R x T par sa moyenne symétrique) :

V(t,z,y) € [0,T] x [en,e(n+1)] xT,
Wilt,en,y) < W(t,z,y) < Walt,en,y).

D’ou :

n+1
(3.3.16)n = / W(t,ey,y) — W(t,en,y)| dy <
y=n

1
/ [Wa(t,en,y) — Wi(t,en,y)| dy.
0



3. LE CAS VRAIMENT NON LINEAIRE 27

De nouveau, le principe de stabilité L' est de mise et conduit & :
1
(3.3.16)(ney < C / 2C.dy < 2CC..
0

La condition (3.3.18) est donc assurée et la premiére partie du lemme 3.3
est établie.

Lorsque xi1(z) n’est pas identiquement égal & z ou lorsque cp est
différent de zero, on procéde par troncation prés des points (to,o) avec
X1(zo — ato) # 0 puis on redresse localement la phase. (3.3.11), garde la
forme d’une loi de Burgers mais des fonctions C* de (¢, z) apparaissent dans
les coefficients de dérivation en y. L’estimation donnée pour (3.3.16)(, ) et
qui garantit (3.3.18) demande de ce fait plus de soin. Les détails techniques
constituent la matiére du chapitre 3 de [3].

On calcule maintenant lim, 4 (3.3.10), .

Soit (Up): une suite de fonctions de t, = et y, indexée par l'entier [ et
vérifiant :

(3.3.19) Pour tout ¢, Ui(t,.,.) appartient & C°(IR x T) et est &
support en ¢ dans un compact fixé, indépendant de [.

(3.3.20) sup; || Ui(t, 5 ) ||, o (R) < oo et
liml___.oo H(U— Ul)(t,.,.) ”Ll (]R,x '11‘) = liml_,oo 51(t) = 0.

D’apres JMR [10],

lim

e—(

U.(t,z) — U, (t,x, -X—li-x—ei—‘-’ﬁ)l o(z) dz =

1
/]R/'Jr < Vg gy (A =Ui(t,z,y)| > ¢(z) dz dy

Soit, d’apres (3.3.20) et la premiere partie du lemme 3.3,

(3.3.10), — /IR/ < utl’,,y,l)\ —U(t,z,y)| > p(z) dz dyl < &)
T

limsup

&e—0

Mais,

<vi  A-=Ul]> ¢dzd —//(l/lr,/\—-U> dzdy'
I/qur 4y | 1| > ¢ dzdy B ) te,y | | >0

< /]R / | < Vg A= Uit 2,9)] = N = U(t,2,0)| > ()] dzdy
T

< /IR/ < th’x’y,|U1(t,:c,y)—U(t,z,y)[ > le(z)| dzdy < 6i(t)
JT
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Comme lim;— .o 6i(t) = 0, le second point du lemme 3.3 est établi.
On termine maintenant la preuve du théoréme 3.
La positivité de vy ., assure: A(t,z) 20.

Le choix spécifique effectué pour les conditions initiales des systémes (0)
et (3.1.1) donne A(0,z)=0.

Le lemme 3.2 permet de disposer d’une inéquation de propagation pour
la fonction A(t,z), a savoir : (0; + ad;)A(t,z) < 0.

On regarde aussi la régularité de A(¢,z) : Soit s < t,
A(t,z) p(x — at)dz -—/ A(s,z)p(z — as) dz
| [ A2 ot - at Als,2) ol - a9

< /]R,/ I < V},z,w l’\ - Lr(t,.’l?,y)l - l/\ - l](s7m7y)| > (P(‘T - GS)I d.’l?dy
T

< Ny 10C2,9) = Uls,29) Ly (o)

La solution entropique d’une loi de conservation scalaire étant lipschitzi-
enne en temps & valeurs L', on peut préciser cette estimation en C |t — s|
ce qui donne A(t,z) € Lip, (]R+) .

Le lemme 2.2 s’applique avec f(t,x) = A(t,z) puisque cette fonction
vérifie les hypothéses requises. Par conséquent, pour tout £, utl’ 2,y = OU(t,2,9)
pour presque tout (z,y) dans R x T. D’apres le lemme 3.3, on a donc :

lim (3.3.10), = / / < byt g A =U{,z,y)] > p(z) dedy = 0
£—0 R T
ce qui est équivalent a la convergence forte anoncée dans le théoréme 3.

Remarque.

Les résultats enoncés dans ce travail ainsi que les méthodes qui y sont
développées se généralisent au cas des systemes de lois de conservation a
condition toutefois d’imposer des conditions supplémentaires de structure
sur la fonction f. Ces conditions expriment 'existence d’une entropie locale
approchée (au sens des puissances en ¢ ). Elles s'écrivent : Pour tout triplet
(1,7,k) avec ¢ #£ j, i £ k et j # k, Bﬁjukf; = 0. En d’autres termes,
dans les équations de l'optique géométrique sont annulées les quantités
responsables de l'explosion BV a savoir celles qui se présentent comme des
produits de convolution.
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