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Colloquium d'Analyse Rennes , 19 Avril 1993

ONDES SUR UN ESPACE SYMETRIQUE

Francois ROUVIERE

Un éclair ou une percussion est per¢u par un observateur, aprés un temps
de propagation, comme un signal lumineux ou acoustique instantané. Mais si on
jette un pavé dans la mare, on engendre a la surface de 1'eau un train d'ondes
qui ne s'atténue que progressivement. Les solutions de 1'équation des ondes ont
donc des propriétés de supports bien différentes en dimension 3 et 2. On dit que

le principe de Huygens est valable dansﬁRB, mais non danszZ; c'est ce qui

permet, dans notre espace usuel, d'apprécier la musique ou la poésie d'un feu
clignotant.

En 1923, Hadamard a proposé de rechercher tous les cas de validité de ce
principe, pour un opérateur différentiel hyperbolique (cf. Gunther [3]). Ce
probléme est loin d'@&tre entiérement résolu, mais une intéressante classe d'
exemples a été considérée récemment (Helgason 1984 |6|, Branson, 6lafsson,
Schlichtkrull 1991-92 |7]]8]]9]), & 1'aide de 1'analyse de Fourier sur un
espace symétrique. Le probléme de Hadamard servira ici de prétexte pour entre-
voir, sur deux exemples, les liens profonds entre analyse harmonique et propa-

gation des ondes.

1. PRINCIPE DE HUYGENS SURIRn.

a) Revoyons d'abord en détail le cas de R", qui servira d'inspiration pour
d'autres situations. On considére le probléme de Cauchy pour 1'équation des

ondes (linéaire), a 1'inconnue u = u(t,x) avec (t,x)e]Rx]Rn :

(1 2u-du=0 , u0x) =gk , 3,u0,x) =+,



ou A = Bi + ...+ Bi est le laplacien de 1l'espace euclidien R", et les données
1
n
de Cauchy (g,f) sont supposées d: sur R", & support contenu dans la boule

t A

llx || sR (pour la norme euclidienne). On dit

que le principe de Huygens est valable pour

(1) si, a 1'instant t , le support en x de
p

u(t,x) est contenu dans la couronne

t] - Rsllx|l s |t] +R .

b) Parmi les nombreuses méthodes d'étude de

(1), nous choisissons d'effectuer une transformation de Fourier partielle en x :

8(t,E) = ult,x) e 5% gy |
]Rn

avec £€ R" et £.x = glx1+...+€nxn . Pour simplifier 1'écriture, supposons dans
la suite g = O ; on peut toujours se ramener d ce cas (si u vérifie (1) avec
données de Cauchy (0,f) , alors Btu le vérifie avec données (f,0) , d'ou le cas

général par superposition). Le probléme (1) se transforme en
2A 2A ~ o~ p
(2) oyh +[lgll"a =0 , 4(0,8) =0 , 3.08(0,8) = £(&) ,

une équation différentielle ordinaire en la variable t ; la clef de cette simpli-

fication est essentiellement 1'égalité

(3) A(e—ig.x) - “€II2 e—ig.x ,

qui exprime que é—li.x est fonction propre du laplacien. Le probléme (2) se

résout immédiatement en

(4) ﬁ(t,£)=%(g)s—i’frgﬂj—g—“ , teR , teRr"”

I1 nous faut maintenant savoir lire les supports sur les transformées de Fourier,

ce que donne le

’ by 0 L4 3 - m
Théoréme de Paley-Wiener de R". Les transformées de Fourier des fonctions C sur

Rn, a4 support contenu dans la bou1e|hdl§R , sont les fonctions entiéres F sur




t" telles que pour tout entier N il existe une constante CN telle que
s P(g + in)| sC (L+llg]+]nlp~N Rl

pour tous £ , n(—E]Rn.

A

(Dans un sens! si F = £ avec supp f dans la boule, on voit que F se prolonge en
une fonction entiére et il suffit de majorer 1'intégrale de Fourier des dérivées

de f . Pour la réciproque, on définit f par

£(x) = (2m™" §F<z> et& ¥ g

et le théoreme de Cauchy permet de décaler cette intégrale dans ¢", en ajoutant

a £ une partie imaginaire constante r; d'ou, grace a (5),
'|f(x)| <c eR|h1”—ﬂ.x

prendre N = tx , avec t*+>, donne f(x) =0 pour ||x]|>R ).

Dans (4) , f vérifie donc la majoration (5) , et le facteur

sin t|| £l g2kt 2 2.k
3 = kgo (-1) TEE:ITT (§1+...+€n)

se prolonge en fonction entiere de €+inezm“, dont le module est majoré par

| e]lIn

itle (exercice !). Le théoréme de Paley-Wiener de R" montre alors que,

a t fixé, le support en x de u(t,x) est contenu

dans la boule Hxliﬁ‘t| + R, pour tout nz1l

]
R k..
c) L'inégalité el - Rs|lx]] du principe de > x
Huygens s'obtient de maniére analogue, mais '”/////r/////
un peu plus subtile. On écrit, par inversion _——
//

de Fourier, _——
- p i gll ig.x
u(t,x) = (2m)7" f £(8) Sy tP—-J et dg
RrR? ¢

I1 est alors naturel d'introduire des coordonnées sphériques &= py , avec p€R

et |h0H= 1 . Avec ces notations, la transformation de Fourier et sa formule



d'inversion s'écrivent :

(6) £(pw) = £(x) e TPUX gy
R"

pn_1 dp g~ %(pw) eipw.x dw

o) Sn—l

dpdw , ol dw est la mesure sphérique. Par suite, pour nz2 ,

(7) £(x) = (2m)™" g

puisque d§ = pn~1

(8) u(t,x) = g o(p,x) pn_z sin tp dp ,
0

en notant

(9 o(p,x) =

(2m) " g f (pw) e TP X 4
-1
gn

Le changement de w en —w, qui conserve la mesure sphérique, montre que ¢(p,x) =

= ¢(-p,x) . Pour n impair le facteur pn_l est impair, et (8) peut donc s'écrire

comme une intégrale de Fourier sur R :

ult,x) = 511- g

L'égalité (9) se prolonge a la variable complexe p& T ; comme

+0 .
o(p,x) p" % eltP qp

-0

| £(pw)| sCN(1+!pl)‘N KliImpl o |e1P0-X| g Ml Im |

£
on a
‘ &
. -N R)|Y

le(p,x)| sCr(1+lp]) e(llxll+Ryfim »] A

! v
NN —
et le théoréme de Paley-Wiener de R montre que, i

R 4+

a x fixé, le support en t de u(t,x) est contenu

dans |t| £ |lx]| + R, d'ot 1le principe de

Huygens pour (1) quand n est impair.

Pour n pair, une étude directe de 1'inté-
grale (8), en intégrant n fois par parties,

donne sans difficulté :

tro

C1im Pl u(t,x) = < f(y) dy ,
]Rn



a x fixé, ol la constante c, >0 ne dépend que de n . Le second membre n'est pas
nul en général, le principe de Huygens n'est donc pas valable. En un point de
la mare aux canards (n=2), les ondes s'atténuent comme 1/t .

Enfin le cas élémentaire n=1 peut s'étudier en intégrant (1) a la main.

Conclusion : Pour nz1 , le principe de Huygens est valable pour le probléme (1)

n . . . .
sur Rx R si et seulement si n est impairz3 .

2.  L'ESPACE HYPERBOLIQUE DE DIMENSION 2 (cf.|1]).

Un modéle de cet espace X s'obtient en munissant le disque unité |z| <1 du

plan complexe, avec z = x+ iy , de la métrique riemannienne définie par

(10) gg? = dx_ + dy

Cette expression signifie que le produit scalaire de deux vecteurs u = (ul,uz)
et v = (vl,vz) , tangents a X au point z est

' 2.2

(u,v)Z = (1-]z|%) (ulv1 + u2v2)

Sa proportionnalité avec le produit scalaire usuel (u1v1+u2v2) deIIR2 fait que

1'on a un modéle conforme : 1'angle hyperbolique de u et v coincide avec 1l'angle

usuel de la géométrie euclidienne.
X est ainsi une variété riemannienne réelle de dimension 2 . L'expression

(10) permet de calculer la longueur d'un chemin t —> y(t) = (x(t),y(t)) , avec

par exemple OsSt sl ; en intégrant la norme du vecteur vitesse v = Y'(t) on a

1 1 R I
Ley) - g dsy gy - S ' ()2 ()T
o dt o 1-x(t)2-y(t)?

Parmi les chemins qui vont de 1l'origine a un
point réel x>0 , le segment de droite Yo(t) =

= tx est de longueur minimale, puisque

1,
(11) L(Y) 2 f Mgﬂrgthx:mo) ;
o 1-x(t)

Y, est une géodésique de X .



On peut en déduire toutes les géodésiques de 1'espace X en faisant appel

& son groupe d'isométries. Les transformations homographiques

z__.>g.z=i—§—1——g , aveca,b,c,de(ﬂ,ad—bc=1,d=g,c=§,
conservent en effet le cercle |z| = 1 et le disque |z| <1 (car on vérifie que
1 - Ig.z]2 = (1 —Iztz)lgi + gﬂ~2). Elles forment un groupe de difféomorphismes

de X , isomorphe au groupe matriciel

' a b 5 )
G={g_—_(_ __) , avec a,bel et |a]|” - b|© = 1} ,

b a
noté SU(1,1) (analogue, au signe prés, au groupe SU(2) plus familier sans doute).
On vérifie immédiatement que G agit transitivement sur X (on peut transformer O
en un point quelconque z de X), et que le stabilisateur, ou sous-groupe d'iso-

tropie, de O est le sous-groupe K de G formé des
eie 0
k = g/ » avec geR ,

0 et

isomorphe au groupe SO(2) des rotations autour de O . L'espace hyperbolique

s'identifie donc a 1'espace homogéne X = G/K = SU(1,1)/S0(2) . Enfin les trans-

formations de G préservent la structure riemannienne (isométries) : une courbe
y(t) issue de z = y(0) avec vitesse initiale 4)-—")"’(0) ' w= (9-T)’(0) 9 Y(E)

v = v'(0) est transformée par g€G en la

Yt

courbe (g.y)(t) , de vitesse initiale w
(g.v)'(0) , et on a aisément (w,w) ‘\-.‘_gi_ 7
g-2 z=Y{o) 9-z

]
[}

(v,v)Z .

Le groupe G transforme donc une
géodésique en une géodésique. Pour trouver
un plus court chemin de 2y a 2z, dans X , on
peut alors ramener z; en O par un élément
g de G , puis z, en un point réel x >0 par
un élément k de K . On voit ainsi que les

géodésiques issues de O sont les segments de

droites, et les péodésiques gquelconques sont

les arcs de cercles orthogonaux au cercle

'lz[ = 1 (car une homographie de € transforme

droite ou cercle en droite ou cercle, conserve




les angles, et un élément de G conserve le cercle [z] = 1).
La distance d(0,z) de 1'origine & z , calculée le long de la géodésique,

est d'aprés (11)
(12) d(0,z) = Argth [z]

Elle tend vers 1'infini lorsque |z|-+1 ; les points du cercle |z| = 1 jouent le

r0le de points a 1'infini de X , pour la distance hyperbolique.

Remarque 1. On peut montrer que les symétries géodésiques de X (z' est symétrique
de z par rapport a z, si z, est milieu de zz' sur
la géodésique de z a z') sont des isométries de X.
Cette propriété (qui ne va pas de soi en géométrie

riemannienne !) explique le nom d'espace symétrique

’ by 4 I n
donné a des variétés telles que R, les espaces

hyperboliques, les sphéres, et bien d'autres.

Remarque 2. Un modéle équivalent de la géométrie hyperbolique s'obtient en muni-
ssant le demi-plan supérieur y >0 deZ]R2 de
la métrique d32 = (dx2+dy2)/y2 . C'lest 1le
demi-plan de Poincaré SL(2,R)/S0(2) , dont

les géodésiques sont les arcs de cercles z,

. 0
?,_/odlk?“e 9>

, S s / z,
centrés sur la droite & 1'infini y = O . On z

/ \ =0
passe du di:sque au demi-plan par inversion- / ;/ /// /// ///,//'i// /jb

symétrie de pOle i .

3. ONDES SUR L'ESPACE HYPERBOLIQUE (cf.]7]).

a) Sur toute variété riemannienne on a une notion de gradient, obtenue en
identifiant la différentielle d'une fonction, forme linéaire sur 1'espace tan-
gent, & un vecteur de cet espace grice au produit scalaire riemannien. On a
aussi une notion de divergence, qui mesure, comme son nom l'indique, la varia-
tion d'un élément de volume le long du flot d'un champ de vecteurs donné. On a

donc une notion de laplacien : c'est 1'opérateur de Laplace-Beltrami

Au = div (grad u)



I1 commute aux isométries de la variété, et peut s'expliciter a partir d'une

expression de la métrique en coordoonées locales (|1} p.245). On trouve ici
(13) b= (1-x7-yh? @F 4 3h)

On peut donc poser le probléme (1) de 1'équation des ondes sur RXxX , et

du principe de Huygens. Il nous faut, pour calquer la méthode de Fourier partiel
précédente, suffisamment de fonctions propres de A sur X . Or les e_lg'x de R"
s'interpretent physiquement comme des

ondes planes, constantes sur les surfaces

d'onde w.x = constante (en notant § = pw
comme plus haut), surfaces orthogonales

au faisceau de rayons paralléles de direc-

tion w . Rappelons que

Ax(e—~ipw.x) - _ p2 o ipw.x

7

et que w.x est la distance de O & la

surface d'onde par x

On peut aisément adapter & X ces notions, en considérant un faisceau de

géodésiques allant vers un méme point a

1'infini w , et les trajectoires ortho-
gonales de ce faisceau. Tout étudiant
de Géométrie vous le dira : ces trajec-
toires sont ici les cercles tangents
intérieurement au cercle unité, appelés
horocycles.

Un bon candidat a remplacer le
w.x de R" est donc la fonction a(w,z) =
= distance de 0 & 1'horocycle passant
par z et w (avec |z| <1 et |w|=1).

Le calcul montre que

2

|- z}?

a(w,z) = %‘Log l-lz

(fonction curieusement liée au noyau de Poisson du disque !) et que, pour toute



constante p , réelle ou complexe,

(14) o, (CIBFDAWR)y (2, (ipr)atu,2)

(|1] p.32 et 34). Ayant ainsi des fonctions propres du laplacien, on peut déve-

lopper une analyse de Fourier sur X , analogue a celle de']R2 écrite en coordo-

nnées polaires (p,w), selon :

(15) £(p,w) = 5 £(z) eTiptlIalw,z) 4
X

I . m 0 3
transformée de Fourier de fGECC(X) , avec la mesure riemannienne dz =

= (1—x2~y2)—2dxdy , et

(2]

(16) f(z) = (27r)—2 S- p thf%?)dp fx %(p,w) Lirtha(w,z) , ’
0o gl

formule d'inversion de Fourier, avec la mesure dw sur le cercle unité S1 , de

longueur totale 2w (]1| p.33).

La principale différence avec les formules euclidiennes (6)(7) est donc,
outre la difficulté des démonstrations, la présence du facteur th(ﬂp/2) dans
(16), source de divers ennuis (voir ci-dessous).

On peut cependant établir un théoréme de Paley-Wiener pour X , relatif aux

boules d(0,z) sR , mais sa preuve est beaucoup plus délicate que pour ]R2 (Ill
p.44-58).

Remarque. Pour obtenir des fonctions propres de A invariantes par rotations
. 3 . . -ipw.x n
autour de O , il suffit d'intégrer en w la fonction e pw (cas de R), resp.

e(—1p+l)a(w,z) (cas de X). Les fonctions obtenues, dites fonctions sphériques,

s'expriment au moyen de la fonction de Bessel JO (pour R"™), resp. de la fonction

hypergéométrique (pour X).

b) Ces outils permettent d'étudier 1'équation des ondes
(17) Zu- (A+Du=0 , u0,2) =gz , 3u0,2) =£z) ,

avec (t,z)e RxX , u = u(t,z) , f,gezd:(X), (légérement modifiée par 1'addition
de 1 a A), selon les idées du 8§1. En prenant g = O pour simplifier, on obtient

par transformation de Fourier sur X :
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24+ p =0, 40O,p,w) =0 , Btﬁ(O,p,w) = f(p,w) ,

avec t€éR , peR , meS:L , qui se résout en

sin tp
p

a(t,p,w) = £(p,w)
Si le support de f est contenu dans la boule d(0,z)s R , on en déduit par le
théoréme de Paley-Wiener de X qu'a t fixé, le support en z de u(t,z) est contenu
dans la boule d(0,z)s |t| + R .

Pour rechercher la validité du principe de Huygens, on écrit enfin, comme p.4

: » 400 .
(18) u(t,2) = 5+ g o(p,2) th(P)e P dp ,
o]

avec

o(p,z) = (27r)_2 g %(p,w) e(ip+1)a(w,z) dw
Sl

ce que permettent ici encore des considérations de parité. Las ! Le facteur

th(mp/2) n'est pas une fonction entiére de p , mais a pour pbéles les points +1i ,

4+3i , ... La méthode de Paley-Wiener de R ne s'applique pas jusqu'au bout, mais

permet seulement d'ajouter a la variable réelle p de (18) une partie imaginaire

comprise entre -1 et 1 . Ceci conduit, aprés quelque travail, a 1'inégalité

(19) lu(t,z)]| sC ed(o.z)+R_]t|

(ot C ne dépend que de la donnée de Cauchy f); cette inégalité ne peut pas étre

significativement améliorée.

Conclusion : Le principe de Huygens n'est pas valable pour 1'équation des ondes

(17) sur R*X , si X est 1'espace hyperbolique de dimension 2 . Toutefois, en

un point de X , la solution décroit exponentiellement avec le temps, d'aprés

(19). Sans étre parfaite, la musique est donc meilleure sur X que surﬁRz.

4.  COMPLEMENTS.

a) La méthode esquissée au §3 s'étend & tout espace symétrique X = G/K défini

par un groupe de Lie semi-simple G et un sous-groupe compact maximal K , en
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faisant appel au (formidable) outil de l'analyse harmonique sur cet espace,

développé par Harish-Chandra, Helgason, ... Comme précédemment, la clef du

résultat est dans le comportement de la mesure de Plancherel (facteur p th(mp/2)
ci-dessus, "fonction c de Harish-Chandrd' en général), et son expression fait
appel au jargon des algébres de Lie semi-simples.

Pour 1'équation des ondes modifiée aiu - (A+X)u =0 (ot X est une cer—
taine constante, égale a 1 ci-dessus), on peut montrer par exemple (|7]) que le
principe de Huygens est
-~ valable pour 1'espace hyperbolique X = SOO(2n+l,1)/SO(2n+1) , de dimension

2n+l,et plus généralement si X = G/K est de dimension impaire et a multi-
plicités paires;

-~ non valable, avec décroissance exponentielle de la solution, pour 1l'espace
hyperbolique X = SOO(Zn,l)/SO(Zn) , de dimension 2n (le cas n=1 est celui
esquissé plus haut) et plus généralement pour X de rang un, 4 multiplicités
non toutes paires;

~ non valable, avec décroissance de la solution comme une puissance négative
de t , pour 1'espace symétrique X = SOo(n,Z)/SO(n)><SO(2) , de dimension 2n

(avec n22) et plus généralement pour X de rang pair.

b) Sur R" comme sur X = G/K , 1'équation des ondes peut &tre étudiée autre-

ment que par 1'analyse de Fourier :

~ résolution par transformation de Radon, qui associe a toute fonction ses

intégrales sur les surfaces d'onde (|1] p.127, 2], |9]|);
- expression de la solution a4 1'aide de moyennes sur des sphéres (]1[ p.343,|6|).

Ces méthodes ont entre elles de nombreux liens.

2[z|2)_2(dx2-+dy2) ,

on peut évidemment faire une étude analogue a celle des §2 et 3 pour a =1

c) Si on munit le disque [z| <a de la métrique d52 = (l-a

Lorsque a tend vers 1l'infini, on constate facilement que géodésiques, surfaces
d'onde, laplacien, fonctions sphériques, ... "tendent" vers les objets corres—
pondants de 1'espace euclidien R?. Ces phénoménes sont liés a la notion de

contraction de groupes de Lie : il y a ici contraction du groupe d'isométries

SU(1,1) vers le groupe des déplacements de.Rz.
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