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ETUDE DE QUELQUES MODELES FINANCIERS EN TEMPS
DISCRET ET EN TEMPS CONTINU.
CONVERGENCE EN LOI DES STRATEGIES OPTIMALES.

PRIGENT Jean-Luc
I.R.M.AR.
Université de RENNES 1

Campus de Beaulieu
35042 RENNES CEDEX

Résumé

L’objet de cette étude est d’illustrer sur des exemples simples (des hypothéses
assez fortes sont introduites pour obtenir des résultats explicites) la convergence en
loi d’une suite de processus solutions de probléme d’optimisation en temps discret
vers la solution du probleme d’optimisation correspondant en temps continu. Les
questions abordées ici sont issues de la recherche de stratégies optimales de gestion
de portefeuilles financiers.

Présentation du modeéle général

I - Le Modéle en temps discret
A - Le probleme d’optimisation de Pinvestisseur

Les transactions boursiéres sont supposées ici se dérouler sur un intervalle de temps [0, 7]
aux instants déterministes fT, k € {0,—,n}. Dans la suite, on supposera que T = 1.

A chaque instant %, I’investisseur répartit le montant de son portefeuille noté X, :
1 - Une somme notée s, k, correspondant au montant de sa consommation sur [£, 1],

2 - Un vecteur d’investissement financier, noté

pour la période [£, &t1],

73 désigne le montant de son placement sur I'actif non risque,
1 . ] . . ’,

Tn  celui sur Pactif risque.

Ses préférences sont représentées sous la forme d’une fonction d’utilité qu’on supposera
ici séparable et additive par rapport au temps (Fonction d’utilité de Von Neumann Mor-
genstern.)
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B - Le Modéle

On considére ’espace probabilisé (., F,, P,) représentant "les aléas” qui interviennent
dans la détermination du systeme des prix des actifs. On supposera ici que |Q,| < oco.

Ce systeme se compose d’un actif non risqué dont le prix en f est noté Sy , et d'un actif
risqué dont le prix en £ est noté S2 ..

On note (1+Y;);) et (14+Y,},) les rendements des actifs : On a les relations suivantes :

Sor =S a1+ Y]
Spr =Shall +Y]

Remarque : ici, Y;?, est déterministe et Y}, est aléatoire.
L . % s, . . .,
On désigne par S, ; = S5 le systeme des prix actualisé.
n,k

On considere la filtration (F, ) engendrée par (Y, )i 1 Fox = o[Y, /L < k.

On note R, la matrice des paiements : Cette matrice a pour ligne 7 les valeurs des
rendements des actifs pour I'aléa w; et elle a pour colonne j les valeurs des rendements
de Pactif j. Ainsi, la richesse que I'on recoit dans I’état w; si 'on détient le portefeuille

e
11
.

est donné par la relation : X (w;) = 7°Ry, 0 + 7 Ry, 1.
Examen des stratégies : Elles se présentent ici sous la forme d’une suite finie de vecteurs
de R*.

0
7rn.,k

0n = (O )i avec O, | 7Ly ,0nx Fni — mesurable.
Sn.k
On note ©, I’ensemble des stratégies admissibles qui sera précisé sur les exemples.

Examen de la valeur du portefeuille (X, k).

(Xn,k )k vérifie Péquation aux différences :
—_ 0 O 1 y1
Xoger1 = Xng = 70 Voo + T Yo i — Snkre

Examen des préférences de 'investisseur Elles sont représentées par une fonction,
dite d’utilité, sur ©,,

U - 0, - R

ne en - Un(an) = EPn[ZZ;(ll 7n,ku1(3n,k) + U2(Xn,n)]
. : k1

OU 7,k €st un coeflicient d’actualisation de la forme [, e **ds, p > 0.

Hypotheses sur u; et u,

w; : Rt — IR*, C?, strictement croissante et concave. (D’autres hypotheéses seront faites
suivant les exemples.)

Critére de choix : La stratégie 0, est dite "optimale” si elle maximise Uy, (6,) sur ©,,.

2
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II - Le Modeéle en temps continu
On considere ’espace probabilisé (2, F, P)
Le systéme des prix (S;)jo,1) est du type :

53

S st

ou S} est le prix de 'actif non risqué et S} celui de Pactif risqué. On a les relations

dS? = 52a°(t)dt
dS} = Slal(t)dt + a(S},t)dW,;

a désignant une fonction de IR* x [0,1] dans IR. On considére la filtration F, définie par
Fi=0[Rl,s <]

Les stratégies sont du type : (0;):cp0.) avec

Ty
0,| =} ,0; F; — mesurable.

C

On note O ’ensemble des stratégies admissibles.

Examen de la valeur du portefeuille : (X,),

ds? ds}
? 1?'1" - Ctdt.

(X:) vérifie Péquation : dX; = 7= + 7,

Exemples

Exemple 1 On ne cherche pas ici & étudier et a utiliser la structure du marché financier
mais, en faisant des hypothéses assez fortes sur les fonctions d’utilité u; et en supposant
que les stratégies sont d’un certain type markovien, on résoud le probleme d’optimalité
en temps discret par une méthode de programmation dynamique. On montre alors que
les stratégies optimales convergent (au sens L(ID?)) vers celles du probléme en temps
continu.

A - Le Modele
Soit Q,, = {0,1}" 'espace des aléas.

Les rendements sont du type

avec : a a!, B! constantes positives strictement et (A, )i suite de v.a.r indépendantes
1

en k, de méme loi définie par IP,[Anx = :};] = P,[Anx = —71;] =1
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Hypothéses sur les coefficients % o' et !

Hl-1:-1< "Oﬂ_l"’l < 1 (non dominance stochastique d’ordre 1). (on a : Vn €
N, £ -Bce oy By

Hl1-2:a!'>a"

0, = {0, /0, admissible} : On note z,x = X, x + Snx (remarque :

Ino = 2o

Tnmn =Xn,n
H2-1: Vk € {0,—,n — 1},8,% > 0 et X, x > 0 (exigence d’un "minimum vital” et
impossibilité d’emprunt ou de vente a découvert...)

H2-2=Vk € {0,—,n—1},0,, = 0(n, k,z, &) (L’investisseur choisit sa stratégie a I'instant
% en fonction de la valeur de son portefeuille & cet instant).
Fonctions d’utilité : u;(z) = uy(z) = In(z) (critéere de Kelly).
B - Recherche de stratégies optimales :

Les hypotheéses précédentes permettent d’utiliser le principe d’optimalité de la program-
mation dynamique.

lére étape : On suppose connue la valeur du portefeuille z,,_; a l'instant 1‘;—1 le
probleme d’optimisation devient : max[vy, -1 In(ns,,—1)+E(In(X,)] ou O, ,_, représente
Pensemble des stratégies admissibles & I'instant 2=1,

On peut le résoudre de la maniére suivante : X, ,_; étant fixé, on examine
ma;X[’yn,n_l ln(an,n—l) + E[ln(ﬂ-g,n—l(l + a?o) + (Xnyn_l - ”2,71—1)(1 + aTl + 1316"'1")]

0 S 7"0 < Xn,n—l

nn-1 —

Xpn>0

Hypothése supplémentaire sur les rendements des actifs : (Pour I'obtention d’un

maximum intérieur)
(14 20 MO S~ (G -1
n’ T (25%)? '

Remarque : Cette condition est évidemment satisfaite & partir d’un certain rang.

On obtient un maximum 7%, _; = A, Xpno1 avec

12

e
N
On résoud alors : .
max ; Yot I[n(Tne — X e)] + In( X )

>k

en utilisant les résultats des (n — k — 1) problémes d’optimisation précédents.
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Remarque : A chaque étape k, la fonction d’utilité indirecte en zo, ...,k est du type

Vn,k(a:O, ey xn,k) = Vn,k(zn,k)

n—1

= (14 Z Yni)In(zn k) + constante.
i=k

Le probleme d’optimisation a 1’étape k est donc du type :

k-1 0
max[7n,k ln[n(wn,k - X'n,k] + (1 + Z 7n,n—i)E[1n(7r2,k(1 + %‘)
1=1

+ (Xnk— 7o )(1+"—+ﬂ1 nk)]

Xn,k E]Oa Ty k[
1+ a—l
Sous : n  Jn
"rg,k E]xn,k(_ o® — ol \/ﬂ—l )aXn,k]
n vn

Sous les hypotheses du modele, on obtient :

* - (1+E:-—1 7nn—:)
n,k =
1 + Ei=1 7n)n_i

S‘ Z* ( 771 k )
ﬂ,k 1+ E‘_k 7‘”"

1+ In,t
Posons py, x = —E—:ﬁ'-‘r"— ona:

43,7 e

W?;,k = (An:un,k)z;,k et 7"11:1: = (1~ An)l‘n,kx:,k

k
Thr = (Enk+ FakBap)Th sy = To [[(Ene + Frglne)
=1

avec . 1
{ But = Aupingaa (14 2) + (1 = At (1 +22)

Fn,l = (1 - An)ﬂn,[—lﬂl

Remarques : ici, E,etF,, sont non aléatoires. (z},)r et (f;;)r sont markoviennes
(propriété due a ’hypothese H2-2).

n
Vn’ Z EPn[x;,k"’] <o
k=0

et

Z Ep,[l6; 1% <
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C - Convergence en loi des stratégies optimales

A partir des suites (0, k*)x et (z}, ; )k, on construit les suites de processus cadlag suivantes :

c%(t) = ni;,[nt]
(0}, , définie par : Vt € [0,1],0,(t) W,llzt) = W,;Z[nt]
ﬂ-n(t) = 7Irn,[nt]

Remarque : On suppose ici que le montant s}, , est réparti uniformément sur la période
k k;tl{

(Zn,¢)7 est défini par : Vn,Vt € [0,1], 2}y = 2}, -
1 - Convergence en loi de (z)

n
On a:

k
zh, = o [[[(Ene—1)+ FutBne+1]
=1

Ty = Tnfng
Introduisons le processus Z,, défini par

{nt]
Zn(t) = Z[(En,l - ]-) + Fn,lAn,l]-

£=1

On obtient : z,(t)* = zo + fy %(s)dZ,(s).
(a) Etude de Z,

[nt] [nt]
Za(t) =Y (Eap = 1)+ D FuxAni
k=1 k=1
[nt] [nt] 0 1 1
a’ —a a
Y (Enk—1) = Y ((Anf )+ — 4 Dptnp1 — 1)
k=1 k=1 n n
a® — ol ol [ [nt]
= (An( ) + _) Zﬂn,k—l + E(iu'n,k—l - 1)
n n k=1 k=1
[ni]
Examinons : Z(pn,k_l —1)Ona:
k=1
] ] — fp e*d
nt nt] — [, e7%ds
Z(/‘n,k-—l - 1) = E } _ .
k=1 k=1 14+ fL"fl.l e~Psds

Posons : f(z)=1+ fle*ds On a :

k
] — [, e ?ds [ f(k) - f(E1) 1
1 (1 + fia e“Psds) - Xl:
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avec fo(z) = f(f)l[ﬁ,ijgi[(x)-

fn est monotone et sup |A f,,(s)| est majoré uniformément donc :
s<t

1 1

fo o — - f.
o
Conséquence :
[n4] 1+ [lePtdu
Z(.un,k—l - 1) - log (——it-l_—_—u—)
k=1 n 1 + fO e~fidu
examinons :
ol — ol M
[An( +(—]Zunk 1
a® — ol
ona: A, - A=1+ 57 et d’apres ce qui précede,
1 [n]
_T: Z Hng—1 — 1.
k_
Donc :
ot [
[An ( )+(—)]an k-122( (A(a® ~ o) + a')t, vt € [0,1].
On a alors :
al — a° al [ni]
([A4n( 1D (#nk-1)ietoy — ((A(@® — @) + &' )t)iepoy

nk_

(c’est une convergence d’intégrales de Stieltjes).

[n1]
2 - Examinons Y _ Fy xAn :
1

Ici: Fop=(1— A,)B i1 et (Anx)itid avec P, [A, i = 71;] =P, [Anp=—~2=]=1.

Ona: F,xy — (1 — A)B* (uniformément en k). On en déduit que :

[nt] L Dl ~
(Z Fo kD k)ieon =>) (Ze)eepon
k=1

ou Z, = BW, avec

{ (Wy) mouvernent brownien standard
1 0

= (%5%).
Conséquence : Z, £( B Z o Z, = (A(c® — ') + o)t + log( (:}ﬁ:_—:j%) + Z,.

(b) Etude de z},
On a : z% = 20€(Z,) (exponentielle de Doléans de Z,,).

(f
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Pour montrer la convergence de £(Z,), on utilise les résultats suivants :

1 - Condition suffisante : (cf. AVRAM) de convergence de £(Z,,) vers £(Z) :
L(DY)

(Zns[Zn, Z0)) == (2,12, 2]).

2 - Résultat de JAKUBOWSKI-MEMIN-PAGES (Z,),, étant une suite de semimartingales
convergente en loi vers une semimartingale continue Z, on a :

(a): (Z%[2™,2™) =" (Z,[Z, Z]) si (Z™) vérifie U.T. (uniforme tension) et

[I(D
) )
(b) : (Z") vérifie U.T. si :

[ni]
Vt >0 Ja > O{Z IEn(Fn,kAn,k1{|F,.,kAn,k|>aIFI?—U n e W}
k=1

est stochastiquement bornée, condition satisfaite ici car (F,xA,x)r est uniformément
bornée en n et k.

1
Conséquence : =7 Eg) 2o€(Z) On a:

1
E(2) = explZi— Zo— (2, 7))

1+ ftl e "tdu

1
— 1 _B2 l
exp{(a’ +5.5%) + log (1 e

5 ) + BWy].

(c) Etude de 6;

On a:
* _ Tn,[nt] *
63(t) ) =n <1+z,_[m]—yn z) Tn.lnd]
(t < 1) W?L*(t) = (Anun,[nt])x Ind]
7r711*(t) = (1 - An/‘n,[nt] 1__‘_—2::‘11[,%?;;:) :L,[nt]‘
On obtient :
. ﬁ(D3) ;( ) = F(t)xog(zt)’
07, =" 0f;<1) avec 63 1:(t) = Az,E(Zt)
(1) =(1-A) z&(Z1)
ou .
e-P
I =17 Leeudu’
t
Remarques :

1. On a donc : X*(t) = =7 = Xo&(Z,).
2. Les processus limites ont des trajectoires continues.

3. Ona:T e€C[0,1] et I' & valeurs dans ]0,1]
A €]0,1].



98

(d) Etude de la convergence de S,

On a: .
Sn,t

Sn
t 1
Sn,t

avec

n

N ntlo
SO(t) = S0y = So€(Z7) ot ZD(t) = 1_2_1 t
Skey =Sy = SeE(ZY)on ZM(t) =l 4 5 I

On obtient (mémes arguments que précédemment pour £(Z%) = £(Z%)) :

S°(t) = S°exp(at)

n £(D?)
ST=05 Si(t) = S'exp|(ey — 36)t + B1WH].

D - Résolution du probléme en temps continu

On va rechercher ici des stratégies (6;)fo,1) sous 'hypothese 8, = 6(t, X,) avec une ex-
pression du type suivant :
T =

at t N
m = (1-6)X:

ou "
I',A € Cpo et sont a valeurs dans [0,1]
E[fy X?] < 00, X, > 0 P.ps.

On a:

(dSD 1S}

I

dXt =T - Ctdt

d’ou :

dX;, = X,[(c®8, + (1 — &,)at —~ Ty)dt + (1 — 6,)81dW,]
donc dX; = X,dY; avec dY; = a(t)dt + b(t)dW, ou

{ a(t) =a%+(1-é)a! T,
bt) =(1-86)p"

On a donc :
X: = Xo&(Y):
= Xo exp[/ot a(s)ds — = /(; B (1 =T(s))ds + /0 b(s)dW s]

posons a(t) = 18 (1 - §(¢))? + a(2).

Examen du probléme d’optimisation :
U@) = B[ e ln(c(s))ds +In(X))
01 . s 1
= E[/D (e In(T'(s)) + afs) + e“”"/o a(u)du)ds +/(; B(s)dW,

+ /ol e—ps(/os B(uw)dW, )ds]
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or :

1
E| / B(s)dW's) = 0
0
1 1
—ps _
B[ (e [ Bu)aw.)ds] = 0
donc .
v@g) = / (7 In(T,) + a(s) + e "’/0 a(u)du)ds].
Conséquence : Le probleme d’optimisation devient :
1 o 8
max(/ (e In(T,) + a(s) + e"”/o a(u)du)ds)
0

Feclo,10<l<1
6€Cl0,1];0 < é < 1.

On munit ’ensemble C|[0, 1] des applications continues sur [0,1] de la norme ?u;])| -
0,1

Sous : ‘

6 = {f €C[0,1]/0 < f < 1} est un ouvert.

Résolution :

0 (? x0O >R
([T,8) — (e In(['(s) + a(s) + e=** [} a(u)du)ds
@ est différentiable et ’on obtient :
L I ) — __P.’__
PSR U ey o=
§(s) = 11 25

0 étant concave, (I'*,6*) est un maximum.

Expression de (X}): (rappel : B = (“ =2%)?) On a:
X; —me/ @+/ ) dw,]
donc :

1 —pu
X X(1+fte du

1
-~ Bt + BW,
1+ [T e'P"du) expl(ec+ 5Bt + BW]

Expression de (67), :

¢ =Tix;
o; | =8X;
m o= (1-8)X;

Conclusion : On a donc identité entre ces processus optimaux et les limites des processus
(X2 €t (07)n.

Remarque : On peut montrer que U, (6%) — U(6") (Convergence des fonctions d’utilité
indirectes). On utilise pour cela Iéquiintégrabilité de (z,)* et (-z—j-;)" en n et k et
linégalité : Vz € R*,|In(z)| < sup(z, 1).

10
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Exemple 2 : Dans cet exemple, on étudie la structure du marché financier (non arbitrage,
marché complet...) et on recherche des stratégies optimales sans hypothése & priori de

type markovienne. Les conditions imposées a (Y,!,)r permettent d’obtenir d’une part un

modele ”limite” qui soit sans arbitrage et complet, et, d’autre part, la convergence en loi
des stratégies optimales.

A - Le modéle en temps discret

Q,={0,1}", w=(wy,...,wn); Wt = (w1,...,wk)

Po(r) = & Polw) = ] Prsln) = (5"
YO
U

1) @ a!, B! fonctions de C([0,1]), positives strictement.

1,0
n
Lot
n

(3)
(3) + B (5 Ank)

avec ici :

2) (Ap i)k définie comme dans ’exemple 1.
Hypotheses sur les fonctions ag, a; et G!
Hi-1: -1 <25
H1-2: o' > a°
0, = {0,/0, admissible }

H2-1Vk € {0,—,n — 1}, spx > 0et X, > 0.

B - Etude du marché financier

e - <1

On introduit ici les deux propriétés essentiellement étudiées sur les marchés financiers [cf.
[4], [5] et [6]] et on adopte la présentation d’Harrison-Pliska.

Définition : Une stratégie de gestion (0, x est autofinancante si Vk € {0, —,n—1}, 5,4 =
0 (consommation nulle).

On a encore : X, = 70, + 7, désignant la valeur du portefeuille & l'instant f juste

apres la variation des prix,

l
n k=1 ~0 n,k—l 1

n k + 7(' So S Sl nk*

n,k—1

Notion d’arbitrage

Définition 1 : Une opportunité d’arbitrage est une stratégie 6, auto-finangante telle
que :

(1) Pi[Xo=0] =1

(2) Po[Xpn>0] =1et Py[X,,>0]>0

Iinvestisseur a un capital initial nul et termine & I'instant 1 avec un profit positif, stricte-
ment positif sur un ensemble de mesure strictement positive.

11
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Proposition 1 [cf. [6]]

Le marché financier ne contient pas d’opportunité d’arbitrage si et seulement s’il existe
une probabilité Q ,, équivalente a IP, telle que, sous Q ,, le systéme des priz actualisé
soit une (Fnx)x martingale.

On appellera A.0.A.” un tel marché.
Notion de marché complet

Définition 2 : Soit X une v.a. F,,-mesurable et positive. On dit que X est simulable
s’ll existe une stratégie auto-finangante telle que X, ,(0,) = X.

Définition 3 : Le marché financier est dit "complet” si toute v.a.X F, ,-mesurable et
positive est simulable !

Proposition 2 : cf.[6]
Un marché financier AOA est complet si et seulement s’il existe une unique mesure de

probabilité Q ,, équivalente a IP, pour laquelle les priz actualisés sont des martingales.

On se propose ici d’étudier le marché financier a n périodes a partir des marchés financiers
auz différents instants 5 On obtient alors une expression de la probabilité Q) , en fonction

des probabilités Q .- de ces marchés intermédiaires.

Proposition 3 : Le marche financier a n périodes est AOA si et seulement si : Vk,VOr_4,
le marché financier intermédiaire a linstant :, conditionné par wy_1 est AOA.

Proposition 4 : Le marché financier ¢ n périodes est complet si et seulement si :
Vk,VGi_1, le marché financier intermédiaire a linstant £ ~, conditionné par Wi_; est com-
plet.

Proposition 5 : Sur l’ezemple considéré, les marchés intermédiaires sont AOA et com-
plets.

1

Considérons les probabilités Q " associées d ces marchés. (cf. Proposition 2 ci-dessus).

Proposition 6 : La probabzhte Q ,, définie par

H Q 75 (wk)

est la mesure de probabilité associée au marché a n périodes.

1

On obtient une ezpression de Q .’ " : on utilise ici le lemme de Farkas, on a :

(1 + Yo +y(1+Y,(0) >
z(1+ Ylk +y(1+ Y‘k(l))

en appliquant le lemme de Farkas a ces formes linéaires, on a : I\, £(0), A, (1) tels que

{ Ak (0)(14+Y20) 4+ A (1)1 +Y2)
Ak (0)(1 4 Y1,(0)) + A (1)(1 4 ¥2,(1))

On trouve les ezpressions :

AOA =>V(x,y){ =>:c+y20

et /\n,k(O) > 0; /\n,k(l) > 0.

w n, (—k lyl) YO
Mnk@e-1,0) = v k)(k P, GpE)
Aﬂ,k (wk—l , 0) n 1k k(_k 1,0)

= T Gror DY, G0

12
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donc :
Y, (@1, ) — Vil
1+ Y2 (Y (@k-1,1) — ¥} 1 (Tk-1,0))

’\n,k(wk—l) ) =
on a donc, en posant :

/“n,k(wk—lv :

Q :kk ()= ) Ak (@k-1,1) + An £ (@Wk-1,0)

une mesure de probabilité et

1Y (@r1, ) — YUl
Y (@k-1,1) — Yo 4 (@k-1,0))

Qi ()=

Soit
dQ

M = ]EP"[dP

= [ F k]

on a .

w_ Y (@e-1,-) = Y2
Yo k(W) H QQ H l((wg 1, 1) — g(wl—l,o))'

Notation : On pose
k
Vnk = [] Ane-
=1

On a donc

k
Mg, = Vnik X H 2(1 + }/no,l)

£=1

C - Recherche des stratégies optimales

0.~ {o.

On utilise ici une méthode déja employée dans [2] mais en adoptant une approche en
termes d’espérance conditionnelle.

On prendra

Vk, Sng >0
Xan >0

Probléme d’optimisation

n-1
n})ax EP,. [Z ’)’n,kul(sn,k) + 'U'Z(Xn,n)] .

k=0
Hypothese sur les fonctions d’utilité ;. u; : R* — IR?, classe C?, strictement croissante

et concave et telle que
limu! = 400, limu} =0
o+ ° 400 !

On note J; = (u!)~! (exemple ; u;(z) = 24/z. On a alors J;(z) = %).
On peut se ramener & un probléme d’optimisation ne faisant intervenir que les variables
(sn,k)k et Xn,n.

13
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En effet : 70
Xn,k=7r2,k+7r"1'hk=<( >’ ( ? )
Or by (@
. _ n,k+1(@k, 0
R a1 (@) ( Ank41(@, 1) ) ( )
et 0 (X ) (@, 0)
— Tnk | — nk+1 T Sn k41 “ks
R o421 (@) ( W,ll,k ) ( (Xnk+1 + Snk41) (@, 1) )
donc

Xn,k(wk) Q wi) [ nk+1 + Sn,k+1][1 + Y;?,k]_l

n,k+1

On itere ce procédé et on obtient :

Xn,k(wk) = zn: EQ Wy [ Q “’1—1 Snl] H (1+

t=k+1 nk+1 i=k+1

+ Enw [+ FE wn_ (Xnn) H 1+Y0

™kl i=k+1

ou encore

Proposition 7 :

Xn,k(‘) = E EQ [Sne/fng] H (1+

€=k+1 i=k+1

+ EBQ [Xan/Fnal H 1+Y2)™

i=k+1

Remarques : On peut retrouver ce résultat de la maniere suivante :

On sait (cf. [5]) que si 6, est une stratégie auto-finangante alors (X,, ;)x suite des valeurs
du portefeuille par rapport au systeme des prix actualisés est une @ ,-martingale par
rapport & (Fy k).

On obtient donc :
Xk = EQ (Xnn/Fukl H (1+ Y,gk)"l.

i=k+1

En utilisant les propriétés des marchés intermédiaires on peut déterminer une stratégie
auto-finangante 6, générant la méme valeur terminale X, , qu’une autre stratégie quel-
conque f, (mais avec une valeur initiale différente en général).

0

0
7x-'n,n—l

7rn,n—l

Considérons 0, ,—2 et Opn_1

nn—2 nn-1

7TO
—_ nn—1
Xon=Rpn| "

7rn,n—1

14
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0
7rn,n—2 )

3
7rn,n—2

Or, il existe

tel que :
0
— R 7r-n,n—2
Sn,n—l = {in,n-1 1 .
7rn,n—2
De plus,
0 n _ - 0 -1
7rn,'n—2 + Tan—2 = EQ W2 [311,71—1](1 + Yn,n—l)
n,n-—1
Donc : o o .
7r71z,n—‘2 — Fan-2 Ton—1
/ 11 / 1
011, n-—-2 7rn,n—2 - 7rn,n—2 et on n—1 7r'n.,'n.—l
Snn-2 0

est auto-finangante en 2;—1 et génére X, ,. En itérant ce procédé, on obtient une stratégie
auto-financante qui génere X, , et dont les valeurs X , vérifient :

n—1 £

X,k—Xnk— Z EQ Snk/]:nk] H (1+Y£i)—1,k <n-—1.
l=k+1 i=k+1
En particulier :
Xon =Xnn
X,lln - =X'n.,n—1

X' = Xo — 80— Ek——o EQ [Sn k] H:—k+l(1 + Yv?,i)_l'

On a donc :

nk_EQ [Xnn/fﬂk] H 1+Y0
1=k+1

d’ou

Xn,k = EQ [Xnn/fnk H (1+ 1?,:')_1

i=k+1
n—1
+ E EQ [snl/fnk] H 1+Y0
f=k+1 t=k+1

Recherche des stratégies optimales : Il s’agit de résoudre

n-—1
max FEp, [Z Yo kU1(R Spk) + u2(Xn,n)]

k=0
Vk, $ok >0
Sous Xow >0 =
Xo =Ep, [):L‘;é Snk HL:(’;:Y,?,.-) + H:‘;(’;T}%')] .

15
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Considérons pour cela le Lagrangien :

ot n—1
L,=FEp, {Z Yrxtr(n Snk) + uz(Xn,n)] + A (Xo— Ep, [Z Snklink + Xn’nﬂﬂ] .
k=0 k=0 H() H()

On a, a 'optimum :

* 1 /\n"ln
g_-‘fﬁ-(wk) = 0 Vk, Vo o Snik w1 [n'Ynkl—I;— (,;+Y° ]
38)(5,,.“ (w) =0Vw = [ Anfin,n

|—1(1+

avec ), tel que :

n 11 Annnk Annnn
Xo=F J : J .
oo [Zn l[n%,kﬂ?:l(HY,?,.-) i = (1+Y2)

Posons

n_ll TNn,k ] Mnk [ INnn ] Mnn ]
E -Ji : - + J : - .
o) = B[S || et o [ s
Remarque : on a A, = f;71(Xs) (> 0).
Propriétés de f,, :

fo IRY* — IRY, strict |, classe Ct, li(I)n fa = 400, 141’2)1 fn = 0donc (f,)7! existe, est strict
i, C1 avec li(I)nfn'1 = 400, hi_rnf,';1 = 0.

D - Etude des convergences

1 - Convergence du systéme des prix

Rappel :
S0 = Shuca(1+ 2a0(2
Spk = Snpa(1+ 2ol (d

Proposition : On a

avec

S0 = S9exp(fi a%(s)ds)
S = Shexp(fi(a® — 1(8Y)2)(s)ds) + £ B(s)dW.

(preuve : méme argument que dans I’exemple (1)).

St

2 - Convergence de 7, :

donc :

16
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Posons :

e - B ( M= (] 1)

=1 -

Ty = Tafng-

Proposition :
T, 28 7
avec L o
T,=2 ﬁ—la (t)dt.

Preuve : D’apres les inégalités,

1 .k 1k 1 k 1,k 1
—r:a (-T;) - f (;)An,k < 'r—l'ao(;l') < —« (;;) + B ( ) n,k
ona: o k
EFHG)| < VR
On en déduit que :
E ool — aP
Tn,k = ;( ,Bl )( )Anl

par les mémes arguments que précédemment pour la convergence des exponentielles de
Doléans, on en déduit que :

Lp?
= E(T0) 2B 5 = ()

el [y} [

3 - Etude de la convergence des stratégies optlmales
1 - Etude de (c;); et X :

Pour cela, étudions la convergence de (), ou A, = f71(Xy).
Lemme 1 : f, : RY — IR*, strict |, classe C' vérifiant

ﬁHhH—fh = +00
lim+oo fn. =0

avec

)2(s)ds].

alors :
fam f= TS
Examinons la convergence simple des f,

Ona:
n—ll

B T Nnk Tn k :
falz) = Ep, [;;, il n’ynkn,—1(1 + %O‘O(':I)))(Hf:l(l + %ao(ﬁ)))]

T Mnn Nnmn
t {( T+ 2o T + %a°(%)))]

17
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(a) Etude de la convergence du ler terme :
Rappel :
k41
{ Yok =[x €?ds, p>0
(Mmg)n 27 =1

D’autre part,
DRg[0,1] — Dg[0,1] est continue
(Xe): — Jig(X,)ds avec g continue

( TN, [nf] ) E_(_%l) ( :u)t(t)ept )
Yot [Ty (1 + 20(%)) tef0,1] exp(fo @(8)ds) / sefo,

On en conclut :

=y} T k M,k ) Ly
=Ji( )=% ’ : ==
(,;) nony 15, (1 + 7 1 (Lt L)) T, (1 + %0‘0(2)) te[o,1]

h

or :

1 zn(t)e’ (t)
([ ot al(s)ds)dt)te[o,u'

Remarque : Pour obtenir la convergence en espérance, on introduit une hypothése
supplémentaire "raisonnable” sur u; du type Ja < —2, I > 0, Vz € RY™, J!(z) >

o

—cpz?.

On obtient alors
e > 0,Ji(z) < ¢zot!
Je; > 0,38 €]0,1[,ui(z) < cp2f

Ceci nous permet d’établir un résultat d’équi-intégrabilité.
Lemme 2 : Yy <0, (nk)n s €st €qui-intégrable.
Prewve : E,[(72Y] est majoré uniformément. En effet, on a :

k
En[(nn,k)%] = E, LH(1+6nlA2l)] nle ]'—1 1[

=1

- st

or :
1 67),[ 1 611[
1 —_—

donc : FE,[(7,%)*] < €° (ot ¢ = (29)(2y — 1)+ constante).

bnee 1 1
\/r_i+n€(n)

=)+

=14 (29)(2v-1)

Lemme 3 :

Yz > 0 nz—:ll']l( T Mnk ' ) Mn k
Timon \ e TL(1+20°(2))) T (14 La%(2))

est équi-intégrable.

18
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Preuve :
Elle s’appuie sur le résultat suivant : si (Anx)r est une suite de v.a > 0 équi-intégrable

1 b 4
alors - Z A, est aussi.
k=1

Ici

Jl ( I k . ) Nk |
Yok i (14 20°(2)) ) Tt (T4 50°(2)
T yat+1 1 t? or2
] n, aveca+2<0
’Yn.k) (H};l(l + %ao(i))) (77 k)

hau,

< e

~

borné
donc, on obtient ’équi-intégrabilité en utilisant le lemme 2.
(b) Etude du second terme.
On a:

( Tan ) Mn ____ Lohy __ 2n(1)
A1+ 202(2)) ) M (1 + 200(2)) exp(Jo a°(u)du)

avec ’hypotheése : Ji(z) < z°tl,¢y > 0,0 < —2, on obtient de la méme fagon que
précédemment, ’équi-intégrabilité et donc la convergence des espérances.

Conséquence :

_ t zn(s) n(s)
fa(z) = f(z) = Ep [/0 Jl(ep, exp(J2 a®(u)du)’ exp(Jg aO(u)du)ds]

zn(l) (1)
+ 2 [(exp( ¥ a0(u)du)’ exp( f;a0(u)du)}

et en utilisant le lemme 1, on obtient : A, = A = f~!(z)

Conclusion :

(1) ¢, défini par

(0= [ A;?n[nt] ))}

Y o) TTimd (1 + 200(4
vérifie :
(ch)tefo) EL—I');) (¢t )efo]
ou

o= [ An(t) ]

e exp(Je o(u)du)
(2) X, , défini par

ATl,l”f'l,ﬂ. ]
X, =J — :
mo [mﬂ(l + 1a9(%))

vérifie :

e Loy = An(1) ]
Ko = X) =12 pr(fo’a"(U)dU) |
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2 - Etude de 72* et =

(a) Expression de 7)*

On a: o ( )
Tk — X k+1(@k, 1
) =R, ’ _
(7 )= powm (0E0) )
donc : . — . —
o = Xn,k+l(wk7 1) - Xn,k+1(wk’ 0)
ok Ynl,k+l(1) - Y;zl,k+1(0)
Rappel :
Yoo = %QO(L)
Yi, = %al(%)‘Fﬂl( )Dn e
et
n—1 £ n
* = Ani / X Anie
nk+1 z%z /0 (0,1)¢-(x+1) Snt .},12 it (0 1)n=(ke1) M 1.},12 ’
On en déduit que :
n-l An Yoi() = Yo ()l
ﬂ_lt - / k+1 X
B = 2 oo G s < I ZN0)
z¢k+l
o 2(Y 41 (1) + Yoy (0) = 2Y2 1) 9 H M)l 4
(Yor1(1) = Y0 (0))? iz

1 A n o 9YL() - YO0
| fo oo % bl ey U v —vao)

i;éz-ln
y 2(y;l,k+11(1) + lk+11(0) — 2)2?,k+1) y ﬁ .
(Yorsa (1) = Y 441(0)) i=kt2
o A, A
k+l n
€ n, —-,0—, n, ”,1_
]nvnznﬂ(lw,?,,-)" 0 L vy ) [
et

An
bfx-,tzl € ] )nn,n(—ao’—))

1-1(1 + /\n _)”"’n(_’l—)['

?:1 (1 + Y"?ﬁ

Remarques : On a

(Y1k+1(1) Y e41(0))? N n

2 2An, — Tn 2 1
(2) H; =k+2 (ﬂnk+1) X H'_k+2(1+ 20

{ (1) 2(Vaus (DY 0y, 0-2Y2, 0, al—a°)(k_4d)

On obtient :
1% (a ( )7711

7!‘n' =
¢ 1‘3“1‘(1 +Y2)

X En [Tn,k Ifn,k]
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ol
n-1 1 M. 1
Tn’k — Jll( k+1) n,y 2
2 Gater) T Torra (L F Y27
J2(bk+l) Mn,n

+

iekr2(1+ Y20)? Mk
Convergence de 72* : On supposera ici que
Ji(z) = —cpz%, >0, a < =2

Proposition :

ol

Aot (e=opo)(2)
7r1* - a+1 e(1 oz)ps 77(3) a+2
(t) exp[(a+1) ao(u)du]( ()" (o) E [/ (e (t)) '

x exp(—(a+2) /ts a®(u)du))ds + [(1177—((t—)))"""2 x exp(—(a + 2) /;1 ao(u)du)]] .

Démonstration de la convergence de =}*

Lemme 1:

aori(eogly(dtly 2 e (aisel(y)

s vog o Copla 1) el <o
Preuve On a la convergence locale uniforme !

Lemme 2 : Soit

1 1
T () = / [(mlnel Je+( )ds
btz M fni}+1 W) T gea(1+ Y0)2
a(1 1
10() = B2y |

M1’ liepgea(1 + Yoi)*
(notation : - désigne la convergence simple)
On a:
TN =T =) [( Ll yot2]ele+1)0? exp(—(ar + 2) fy' @(u)du)ds
TO() 5 TO() = B[ exp(—(a +2) } (u)du]]

Preuve :

(1) Convergence de T} : (a t et s fixés dans [0,1])

a) |(ndne 1 ot 1 £,
Tt WPufnd [Lepgea(l + Y202

Dl expl—(oc+2) [ o (u)d).
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Mn,[ng) \a 1 a 1
b) ( [n2) ) +2( * [ns] 0 \a+2
Mn,[nt]+1 Y n,[ns] Hi:[nt]+2(1 + Yn.i) n

est équi-intégrable. (cf. démonstration de l’ex. 2 D lemme 3).

Mnns] \o 1 o 1
c)Vn, E, [( [n2] ) +2] ( ) ik [ns) 0 \a+2
N nt]+1 NYn,[ns] [T fmge2(1 + You)®

est majoré uniformément.

On en déduit :

TM(t) 2 TO(3).
De méme

TO(t) 5 T@).
(mémes arguments que (a) et (b)).

Lemme 3 :

TSKo

(T, T) =5 (10, 7).

Preuve : 1l suffit de montrer la convergence uniforme de TV vers T() et de T?) vers T(?)
(par continuité des T®) et T{".)
E - Etude du modeéle a temps continu

On utilise ici des résultats établis par (COX-HUANG [3]). Le systéme des prix est défini

par
5P = Sgexp(Jo o(u)du)
St = Sgexp(fy(e(u) — 38" (w))du + [5 B*(w)dW,)
On considere la filtration F; = o[W,;s<]
© : ensemble des stratégies admissibles est du type suivant
O = {(0(t)seqo,1)s Vit e > 0,X:(0) > 0,0 € L¥(Q x [0,1],F® B, P ® A)}.
I - Propriété du marché financier (cf [5] et [6])
(1) I1 est AOA et complet

(2) On en déduit 'existence d’une unique mesure @ équivalente & IP telle que (.S~'t)t€[0,1]
soit une F;-martingale par rapport a @ .

De plus,

aQ
dP

W, -3 / S s)ds]
o) = EGL/F) = exp[/( T, = 3 [(E )

II - Recherche des stratégies optimales

On obtient :

o = An(t)e”" ]
® = [exp(fsaf’(s)ds)

oy An(1)
Q) =L [eXp(fo‘aO(s)ds)

] ol A vérifie :\ = f71(zo)

22



112

avec

_ 1 zn(t)e n(t)
&) = Bl o ) wa o i
I zn(1) n(1) ]
exp(J3 a%(s)ds) exp(Jg aP(5)d5
) = TN
() = ST D ket ,

at1)ps 1(8) \at2 0
x E[/t (at1)ps (t)) + exp(—(a+2)/t O (u)du)ds
n(1)

A+ exp(~(a+2) [ o)
™) = X7 -

Conclusion
On obtient les mémes stratégies que celles obtenues par convergence.

Exemple 3 : Les hypotheses faites ici sur (Y} k), conduisent au résultat suivant : les
modeles en temps discret et continu sont AOA et complets mais les stratégies optimales
"discretes” ne convergent plus vers les stratégies optimales ”continues”.

On va se limiter ici a des problémes d’optimisation sans consommation et a une fonction

d’utilité u(z) = 2/z.
Systeme des prix :
Hypothese : a°, a! constantes positives strictement et ¢ = o! — o® €]0,1].

71; si k pair

Spy =801 (1+Y) avec Yy, = . _
ol @, = . )
+ ankDn i ’ 1 si k impair

Sax =Sk 1(14+Y],) avec Y, =

22
n

o
n

Remarque : On vérifie la comptabilité de ces hypotheses avec les non-dominances stochas-
tiques.

Proposition 1 : Le marché financier en temps discret est AOA et complet.
Proposition 2 : (Convergence du systéme des priz)

SOty Lp?)
Sit)y

S? = 59 exp(a’t)

Sa(t) S = Siexplt(a’ — 1) + BY]

ot (B;); est un mouvement brownien de loi N(0, %)

Proposition 3 :

B dQ .y
() ma0) = o [ G221 7 )

ne converge pas en loi vers
n(t) = exp[2cW, — 2¢%).
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(remarque : 7,(1) £, 0)
(2) (X:)n ne converge par en loi vers X* vérifiant

/\77(1) )—2
exp(Jo a®(u)du)

X = (

Remarque : Ici (1) :

n

Mn= I (1+cAne)x [[ (1+cene)
2=2

=1

¢ Impair ¢ pair
avec
(Ane)n t1d
Pi[Ang = 7] = Pu[Ane = —71;] =3
et
(6,,,[),‘ iid
Prlens = 1) = Pylene = —1] =3
n aO 1
)X, ,.,=X 1+ — )5
) X = %0 L0+ 200

Proposition 4 : Le modéle en temps continu est AOA et complet.
Il existe une stratégie optimale.

(cf. L’étude en temps continu de l'exzemple 2)

avec { ol(u) =a'et fHu)=1
a®(u) =a°

Exemple 4 : On reprend les mémes hypothéses que dans I’exemple 3 mais en supposant
€n k

maintenant que Y}, = %:— + 71;An,k. Clest-a-dire : Y,}, = °‘—nl + £ ou (€n,k) est une suite
de v.a #id telles que Pplenr = —1] = Prlenr = +1] = 3.

Proposition 1 : Le marché en temps discret est AOA et complet

Proposition 2 : Convergence du systéme des priz

So(t) = SQexp(a’t)

B (5(1) §i(t) = Sgexp(a't)

(5a(t))

Proposition 3 : (7,) ne converge pas en loi vers une v.a positive d’espérance 1 (On a en

effet :
L
(1) = 0)
(X)n ne converge pas en lot.

Proposition 4 : Le marché en temps continu présente (de maniére évidente) une oppor-
tunité d’arbitrage.

Remarque : Le fait qu’ici sup JE[Xf] = +o00, Vp # 0 ne permet pas d’imposer a priori

n
une condition de bornitude dans IL? des stratégies en temps continu.
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