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74
VITESSE DE CONVERGENCE DANS LE THEOREME DU RENOUVELLEMENT

Soit X la classe des fonctions @ intégrables sur R dont la transformée de Fourier 0
est de classe € (i-e admettant des dérivées a tout ordre) et a support S( ®) compact.

K posséde des fonctions positives sur R ; en effet, <I>02 e X, P, étant la fonction dont
la transformée de Fourier est définie par

@, :R - R
1

x =1 41x) exp (——)
1-x

I.CAS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Soit 4 une mesure de probabilité sur R, adaptée, admettant un moment d'ordre 1

et telle que m =J xpuldx)e]10,+o00].
R

+00
On pose G(x,.)=¢,® 2 p*" u*" étant la convolée d'ordre n de p.

n=0

Théoreme 1
Lorsque p admet un moment d'ordre 2+a, a >0, il existe A} B, et ¢ éléments de R++
tels que, pour toute fonction ® de X, on ait :

K (®)
|GD(c)| < ] Jorsquec >0
et |GO(c)—— | P(t)dt| < ——— Jorsquec<0
m le]
R
- - 1 2 -
avec K,(@)= A, (|®]+ [Pt 1910))+ B, |1+ Sup =] (@l +1e1 D
A € S(®)
|Al> €
R O<r<l
. g 1{ oQ) ~ .
®, étant la fonction définie par @,(3)= T d0)| VAe R,
1+ (2—m)2

et a=[x2 u(dx).
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Siu admet un moment d'ordre 3+a, a > 0, il existe Ay, By et € éléments de R*+ tels
que, pour toute fonction ® de X, on ait :

K, (D)
|GD(c)| £ 5 Jorsquec >0
|c]
; K@)
et |G<I>(c)—,7l O@t) dt| < 5 lorsquec <0
R ) 4 )
avec Ky(®) = A, (|®] , + [P'| HP"| HP"M,)
3
1 ~ - -
’ Ql’
+B, 1+ Sup FEE] (@l +H D +H1D" )
2 € S@)
A]> €
O<r«l
2
- ba
1 @(A)(l—g—n;) A
®, étant la fonction définie par ®,(A) = T ——®0)| Vaie R*,

ai 2 bA” o
(2—5) + (1—%)
et b=[ x3 u(dx).

II. CAS MARKOVIEN

Soit P un noyau markovien sur IR, quasi-compact, ergodique, de mesure de
probabilité invariante =.
On définit le noyau U, pour ® fonction borélienne bornée de IR2 dans R, par

V(x,a) e R2 Udx,a)= J Oy, a+x) Px,dy)
R

+00
et l'on pose G= z U

n=0

On définit l'opérateur "transformée de Fourier" P, associé a P par :

V(Ax)e R? P,0k)= J e™ D(y) Plx,dy).

R
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On introduit les hypothéses
. m est décentrée,i.e 0 < [x n(dx) < +oo
.Pest adaptéi.e Py P=P < A1=0 et D est constante.

. les valeurs spectrales de module 1 de P, sont des valeurs propres (condition S).

Théoréme 2

Si P admet des moments d'ordre 2+a ,a >0, (i.e Sup | |y]
xeR

il existe A, B, et £ > 0 éléments de R*" tels que, pour toute fonction ®de X, on ait
K., (D)

1
|c|

2+a

P(x,dy) < +00)

Sup |G( 1x®P)(x,c)| <
xeR

lorsquec >0

1 K, (D)
et  Sup |G(15@D)(x, c)—— D) dt] <

xelR Il
R

avec K,(®) = A; (|®]+I9'| .+ Sup 19,’])
xeR

lorsquec <0

+ By 1+ Sug | I-rP,) lloo( )+ Sup || ((I -P,) )|| R) (||ED||1+||ZI)'||1)

A€ S(@) AeS(@)
|A1>e A]>e
O<r<1 O<r<d
1| A A+Aixmy Ux) . .
@, étant la fonction définie par ® (1) = T o -®0)| Vie R,
1+ (5’

ny’ un opérateur borné sur L°(R) et a = [x2 n(dx).
Lorsque P admet des moments d’ordre 3+a, a > 0, il existe Ay, B, et € éléments de

IR** tels que, pour toute fonction ® de X, on ait
K, (D)

Sup |G(1R®P)(x,c)| <

xeR Ic|

lorsquec >0

K, (D)
et  Sup |GAR®P)x,c)——| D) dt| < lorsquec <0

xeR lcl
R

avec K,(®) = A, ( I&>II°°+I3D’I°°+IIEI>"II°°+ Sup ¥ "||1)
X €

+By[ 1+ Sup I(I—rPl)—IIIL + Sup u ~(U-P,)” Hi

*AR) L®(R)
Ae S(D) A€ S(<I>)
Al>e A]>e
O<r<1 O<r<1
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2

d -1 5 AP
+ Sup I PO e |(IQIH I+ )
Ae S(®)
Al>e
O<r<l
Y, étant la fonction déﬁnie par
42
ba2
YW == - ®0)| Vie R
ai
(1- ——) (z)

ny et my" des opérateurs bornés sur L(R) et b =] x3 n(dx).

Remar
@ étant a support compact, avec par exemple S(®) c [-a,a], nous pouvons majorer

D(1) - (0
de fagon élémentaire 1l'intégrale J | 7 (__()_____(__) )l da.

2
- . . R .
cmai(mm—¢@)=®m_¢m—¢@
aa 2 7 Z
_ W - 0) D(A)— B(0)- A D(0)
=22 _ =

- 1 -
= @"(6,4) - 7 D" (6,1)

d [ @) - © -
o [ 1[20:20) 5 <50y,

R
De la méme fagon, comme @1, < K(J@"Jot [P |oct |Ploo) avec K constante
indépendante de @, on obtient :

— < ’ ”n
|| d* < 3aK (Pl 19Ut 1],
R

IILDEMONSTRATION DES RESULTATS

Nous aurons besoin de deux lemmes préliminaires :
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Lemme 1
i) Si f est une fonction dérivable de L'(R), avec f' € LY(R), alors

Ich(x) e dx | < |14
R
ii) Si f est une fonction deux fois dérivable de L'(R) avec f’ et £’ e LY(R), alors

|c2Jf(x) e dx | <|F";

R
Preuve :
Il suffit de faire une intégration par parties
+A +A
icA —icA
; e A) e -A) 1 ;
J fx)e dx= S e A )—T-J e " f (x)dx
ic ic ic
A -A

puis de faire tendre A vers +oo 1
Lemme 2
Soit (‘pn)nzo une identité approchée et ()“'n)n20 une suite de fonctions bornées sur R.

Si la suite (f )0 cOnverge uniformément vers une fonction f, alors

lim J £, e, (&x)dx = f0).

n — 400
R

La démonstration de ce lemme est évidente.
Démonstration du théoreme 1

Cette démonstration s'inspire des tchniques développées dans [1] et [3].

Soit (X},);,>0 une suite de v.a.i.i.d de loi #. On pose S, =X+ .... + X, avec S¢ = 0.
On note ji la transformée de Fourierde 1 : V A e R [i(1) = E[ei*X;].

1er cas : y admet un moment d'ordre 2+a

A o .
fi est alors de classe C? et I'on a fid) = 1+ imA — a_2_ + 27 %¢(A) avec lim e(A)=0
A0

et a= J 22 p(dx).

R
Comme pour toute fonction positive ® de X

5
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+00 ' +00
GOe)= 2, E[®c+S)] = lim X rE[®c+S,)] = lim G, ()
n=0 r—->1n=0 r—-

r<l r<l

+00
avec Vr<l1l G,®(c)= 2 r'E[®(c+ 8,1, il suffit de montrer que

n=0
K,(®)
| lim G @) £ —— lorsquec>0
r—1 Icl

r<l

K@)

lc|
r<l1 R
D'apres la formule inverse de Fourier, on a

lorsque ¢ < 0.

r-1

1
et | lim G,®()-— J () dt | <

- 1 ~  iAc+S) 1 - e
Gr<D(c)=nz=0r E[5—| ®)e dil=5| Q) dA

1-rii(A)
R R
= Il,,-(c) + IZ,r(c)
1 - iAc !
avec I, (c)-é—n-l[ D(1) e (1_ =T a2 )dA
o 1- i1+ imA - —2—)
1 - . 1

et I, (c)=-2;[ D) e 42 dA .

Etude de I; , (o).

- p 1 1
La fonction 4 — ®4) (1= T 2

A
1I-r(Q+imA - aT)

) est dérivable sur R, de

dérivée :
- 1 1 X " ;
A= O (s —H DX ”‘A( ) . r(im-al) )
1-r(1+ imA — f’-;“—) A=rBAN" 1 14 ima - ‘%))2

Montrons que cette dérivée est une fonction de L1(R).

Fixons € > 0 tel que, pour |A1< ¢ on ait simultanément |i'(1) - im +Aal < 141 lm,
2

A
1 1-rg(W)| 2 rm1Al, Iﬁ(k)—(1+iml—a—2—)| < 1A% et 10° )1 <2m.

Nous avons alors
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- 1 1
DN [ —
J PN | —7 ||
2
A
-1+ iml—a?)
< |®'(A) 5 | dA
A
[ Jl<e] rmA)
KX .
< pa |A|%dA .
r

[ |Al<el

Par ailleurs, u étant adaptée, f[(A)=1<A=0;pourie S(®) N [-¢,€]¢, on a donc

1 1 9 1
o - < —
Vre [2 [ I 1-rii(a) alz I s + lSl;I()&,) ————l TSR] < 400
O<r<1
si bien que
-~ 1 1 . 2 1
' - <10, (— 1
| i | S G Sup
[ 1A[2e] 1-r(1+im4 - —-) A M 3®)
2 £
O<r<l

Il reste & montrer l'intégrabilité de la fonction

PRR ED(A) rii’(A) _ r(im—aA)

A-ri(A)?

alz
(-r(1+ imA — -2—))2
On a

2
rii'AX1-r(1+ imA - %))2 —(1-ri )2rim —1a)

ri'(d) _ r(im—aA)
(1-ri(A))>?

2
A
(1-r(1+ imA - (%))2 (1-rt AN (1-r(1+ imA — (—lé—))2

2
ri‘() ((1—r(1+ imA — C%))2 - (1-rfl (A))z)

2
(1-rii Q)X 1-r(1+ imA - ”-‘-2}'—))2
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r (i '(Aim-1a))
2

(1-r(1+ imA — 3;—))2

Par conséquent, pour |l | < g, on a d'une part
| (1 '(A) - im + Aa) | <r|,1

"~ (rma)?

|1+a

2
(1-H(1+imA — %))2

2
ri'() [l—r( 1+ imA — ‘1;1—))2 - (1—rﬁ(x))2]

et d'autre part |

|
2
(1-rpA) 211+ imA — a—;—))z

2

)

2
ri '(l)(l—r(1+ imA — ‘_’2_) +1-ri (A))(rﬁ (A)=r(1+ imi— "7)

2
A=raA)%(1-r(1+ ima — ‘3‘%‘_»2

4r2m Il | 2+a
| S S

rm|a])®
1
sibienque,Vre [-§-,1[
- rit’(A im—al 10 |@],, da
J oD “()2_ riim-al) 2 ldA £ ——5— 1w
(1-rii(a)) . A 1Al
H (1—r(1+imA— ‘12—))2 m [121<e]
- 2 2a
+ ﬂ@lll(——2+T+ 2m | Sup
me m & A € S()
Al 2¢
O<r<1

Finalement, on obtient, via le lemme 1.i)

10 |9 a 219, .
lel 0 | s—5= J l + 1A|%dA
m

lll_a m2
[|2]<e] [|a]<e]
2
~ 2 2a 1
+ H(I)lll(—2+—2+2m Supﬁ m )
me me A € S(®) #
1Al 2 ¢
O0<r<1
~ 2 1
+{O']; (—+ Sup ——)
m ~ 1 1-rii
€ i e S@) 1-rad)|
Al 2e
O<r<1

8

1

T1-ra()1

I
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¢ étant un réel strictement positif ne dépendant que de pu.

Etude de I , (c).

1 - i 1
I2,r (c)= 57-!- l{ OA) e he di

alz
R 1- r(14+ imA - T)
2

1-r+r— ) - iAc
1 - : 2 A DA
= —J D) - da +”mJ e da
R R

2n 2r
A A
(1——r+ra—2——)2+(rml)2 (1—r+r32_)2+(rmx)2
aat)’
“ iAc
0] 1 - ; 2
= @A) e di + — | @@ ™ dA
2nr alz 0 9 2nr a 12 9 0
rim | A (@Q) €= d2) &) r
+ di avec t=-—.
4n a 12 9 9 1-r
R (1-r+r —2—) +HrmaAi)
1+(mt}~)2 - ;
Lorsque r tend vers 1, la suite de fonctions [ A — 5 D) ™

A
(1+ tgz—)2+ (mtA)2

t>0
2
converge uniformément sur R vers —m—E D) ¢* . En appliquant alors
m (ar)
4
n

le lemme 2, avec ¢,(x) = —_— V x € R, on obtient

n(1+(nx)")

1 t d(2) €™

o z—J 2 “

A
R (1+ta—2—)24(mt)~)2

-~

2
1 t - ; 1+ (mtA) D(0)
= lim sz g oW — S Y
1 A
r— . 1+ (mtA) ( 1+ta—2— 2t 1)2

1
Enfin, pour r € [5;1[, on a



83

a(/lt)2 )
- 2 a|P)
o) — | < '2 - |
(1+tf’2—)2+(mt/1)2 m
&) A iAc _ EI) 1 —iAc 4 ED(X,) eilc _ ED —l) e—ilc
et |4 A) e (-A) e l$—§| ,1( |

A
(I-r+r ‘32—) + rma)

si bien que, griace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue

a(At)’ )
- ilc 2 ¢ A« IAC
lim — | @@t i = — W) s
2nr 2 2 ai o
r—1 ai” o 9 4m 1H=—)
R (1+t7) +(mtA) R 9m
. BR) ™ - Dl & . D) ™ — D(-p) o2
ot lim |3 BMe -—¥HMe )y, ¢ We -0he 5
r1 4rm al22 9 4rm a1 (alz
R (1-r+r —2—) + (rmAa) R (1+ %) )
dR) -
En écrivant —A— = ®(0) + A ®,(4), on obtient
1+ (ﬂ)2
2m
i ED(A) eilc—ED(—A) e i - e g
di = ——| ®(0) | ———— da
4m ai o 4m A

+ ‘[ ((Dl(l) eilc + q)l(_l) e—ilc) dA
R

_ —@(O)J szn(/’Lc)d}v+ 2i J‘DI(M & i
4om

2rm A

R R
Le lemme 1.i) nous donne alors, d'une part

ai 2
o

d(R) - -
lc[ W g < 1], + %urpul
R
et d'autre part ICJQI(A)eMch < 9l

R

sin(Ac)
A

Il suffit alors de remarquer que J dA =r lorsque ¢ > 0 et —x lorsque ¢ < 0.

R
10
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2¢me cag : yu admet des moments d'ordre 3+
2 3

il est alors de classe C®etl'on a AA)=1+imA - 22— -1 5 + l3+a£(3.) avec
lim e)=0.
A0

On décompose G, ®(c)en Iy, (cH I1,(c) avec cette fois

1 - itc 1 1
I = — -
1 ©= g7 J *R e (@ FEEYER
R 1- r(1+ lml—'—z——l —é—-)
1 - ; 1
et I, (©=—| owe* di ;
» 21 2 3
. ar” . bA
R 1—r(1+lm3.——2-——l—6—)
la suite de la démonstration se calque sur la précédente.
Démonstration du théoréme 2

E l'opér r "transform Fourier

Lorsque (X},),>0 est une suite de variables indépendantes et de méme loi, 1'égalité

E[e *Sr ] = E[e *X1] 1 joue un réle crucial dans 1'étude du potentiel G. Lorsque la
suite (X},),>0 est une chaine de Markov, cette égalité n'est plus vérifiée, mais
certaines propriétés spectrales de P, permettent néanmoins d'utiliser des
techniques similaires, d'ou l'intéret d'étudier de fagon assez précise 1'opérateur
"transformée de Fourier”. On a la

Proposition
Sous les hypotheses du théoréme 2, lorsque P admet des moments d’ordre k

i) Ia fonction R — L(R) est de classe C".
A - P,
ii) au voisinage de 0, on peut écrire P, =k(A) m; +r; avec
. k(1) valeur propre dominante de P,
. m, projecteur propre associé & k(1) et r, opérateur borné sur L™(R), de rayon
spectral p(r;) < 1, telsque rym= mr;=0.
.A = kQ), r,et =, sont des fonctions de classe C*.

En particulier, lorsque P admet des moments d’ordre 2+a, a >0, on a
11
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k(A) =1+ imAi - ak +A7%(L) avec m = [x n(dx) eta= )'x2 n(dx), et lorsque

2
2 3
al” .bA
P admet des moments d'ordre 3+a, ona kA)=1+imA — — - — + AM

5 5 e(1)
avec b = | x3 n(dx).

Preuve (cf. [2],[3],[4])
i) Lorsque P admet des moments d'ordre 1, on peut définir l'opérateur U, par

iAX ,
VbeL®R) U®x)=iE[X e ! ®(X,)] ; pour toute fonction @ de L*(R),

dP,

d
ona U,Px)= (ﬁ(P"(D(x)) i-e U, = T

Pour montrer la continuité de la fonction A — P,, on écrit
Xy igXy
1U,-U, 0"lL°°(IR) < Sup E [|e e )X,

xeR
i(A-40)Xq

< Sup ]Ex[ I(e "1)X1| 1[ 1X1|s¢]] +2 Sup ]Ex[ lel 1[ lX1|>c]]
x € R xelR

On fixe ¢ de facon a rendre négligeable le terme Sup E_[ |X]]| 1 Xy > o) puis l'on
xeR
fait tendre A vers A,.

i1) P étant quasi-compact et irréductible, il existe sur L>°(IR) un opérateur borné r de
rayon spectral p(r) < 1 et tel que P=n+r,avec nr=r n=0. D'aprés ce qui précede,
T'opérateur P, est une pertubation de P au voisinage de 0, d'ou le ii) du lemme.
Sn
iA— i
iiiona P,"1x)=E_[e " ]= k)" 7, 100+, 1),
n n

n
Par conséquent
S

4pn e )eimg 2 ,-17"]
b7 Rl Ik 7€
-1
— ’ 2’ A n -1 1 A’ n ’ 1 l ’ n—l—l
= KRG ™ 1y 100 + —k(=) nil(x)+;l§0r£ rhr 1(x)

1 1 -
En prenant A = 0, on obtient {E, [—nf] =k'(0)+ = my 1x) + -~ ry 1(x),

d'ott k(0) = i lim E_[—] = im.
n — +o00 n
Lorsque P admet des moments d'ordre 2+¢, nous introduisons la fonction

A
i = (S, - nm)

H(x,l) - Ex [e n ] —e —ilmﬁ

Pf 1(x) ; cette fonction est de classe sz et

Vn

l'on obtient, en prenant la valeur de la dérivée seconde a l'origine :
12
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1 1 1 .- 1
-—E_[(S, —nm)?] - k"(0) - m® = — ryl(x) + — r* 7 rg 1) + = 7 1(x)
n n n n
-2
15 - 1 o
+— rlr(')r" 2—lr(')l(x) + —r 2r(’)'l(x),
n -9 n
s .1 21 2
d'ot Ilim - E, [(S,~nm)" 1+ k" (0)+m~=0.

n — +o00

1
Comme Vxe R Ilim - E, [(Sn—nm)2 ] =J (x - m)2 n(dx), on a finalement

n — +00
R

£"(0)=-a2.

Pour conclure cette étude de la famille (P,); g, notons que lorsque P est adapté, 1
n'est pas valeur propre de P; pour A# 0 ; par conséquent, sous la condition S, pour

A # 0, I-P, est inversible, et en particulier la fonction Ao | (I—PA)_II]LOO(]R)

est continue sur R*.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 2.

1€r cas : P admet des moments d'ordre 2 +

Pour toute fonction positive ® de X, on a

G(1®P)x,c) = lim G (18P)(x,c)

r-1
r<l1

ouVr<l G(18P)(x,c)= > E, [D(c+S,)]

n=0
+00
- . iAS
= _.1_{ O™ Y. "B [e "1dA
R

x
n=0

=iﬂ[ D) e (-rP,) 1) dA
R

et I'on décompose G, (1®®P)x,c)en [ 1’,(x,c) + Iz’r(c) avec

11 -~ e 1 1+ 4 my'1(x)
I, xe)==— 1 PA)e (I-rP,) 1l(x)- dA
ad 2n g ax’
R 1-r(1+ im,l—-E—

13
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et 12 Ax,0)=— <I>(A) dA.

akz
R 1-r(1+ imA — —2—)

Etude de I, ,(x,c).
Elle se calque sur celle du théoréme 1 ; en particulier, il nous faut prouver
I'intégrabilité de la fonction

. 1+ Axm, '1(x)
A— OW| T-rP) M) - 0

2
. ai
1-r( 1+lm2.—-—2—)

1+ Amy "1(x)

alz
1—r(1+im).—~—)
On fixe £ > 0 tel que, pour |A| <€, on ait P, =k(A) , + r;, avec 31mu1tanément
22
p(r,) < p <1, [k(A)-1-imA+ T|s A AP, IR A)-im +Aal< A JAIE

- d i}
+ O o | (P 1) -

’ 2 ’ ’
I 1A o SACAL Imy =g 0 og o S AL €t Iy <2,

L'hypothése p.<1 entraine en particulier I'existence d'une constante M, < +oo telle
que

+00 n-~-1
Su 2 <M et Su er r, el <M.
A] <pe “n 0 g IlL “(R) € |1|<gp "n 0i=0 ~ * "4 IIL°°(1R) €
Pour |A] < &, on a d'une part
_ 1+ Am,'1(x) iy n, 1(x) 1+ Amy " 1(x)
I-rP) M 1G) - ° Z A1) + | e o 0
arl n=0 1-rk(1) ar’
1-r(1+imA - —) 1-r(1+imA - —2—)
X ai
iy 7,1(x) — (1+Am,'1x)) rk(A)-(1+imd - —-))

= Z_‘,Or r,1(x) + TR

+ (1+Am, 1(x) -

(1-rkA)A-r(1+imA- a_g_))
si bien que, d'apreés le choix de ¢, il existe une constante A, > 0 telle que

B 1+ Amy'16)

Sup |(I-rP,) 1(x)- 5| S Ag<+oo
xeR aA

fAl< e 1-r(1+ima- —2—)

—;-<r<1
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d'ou 1a majoration

- 3 1+ Ary Ux) -
Suﬁ |P(A) | I-rP,) "1(x) - 5 |dA <A_|®|,,
xe A
% ey R 1-r(1+imi _a_2_)

- 2 -
+ 10, (—=+ Sup | A-rP)™D
me ~

A€ S(®)

[Al>e

0<r<1
D'autre part, nous avons
d 1 1+ Amy'1(x) (1-rk(A)r, ' 1x) + rk(A)m,1(x)
72| =Py 1) - - |= .
i ==

(1—r(1+im/1~a—g—))7t0'1(x) + (rim-Aa)(1+An, 1(x))

+00 n-1
+ 2 r 2 r)f r, r:—l—l 1(x) -
n=0 [=0 o oaal,
(1—r(1+lml—--—2—))

Le choix de £ permet alors de montrer que cette fonction est bornée sur [—¢;e], si
bien que

- d 1 1+ Amy'1(x) -
@) | d-rP) ™ 1) - | dr<K, oI,
A
R (A-r(Lrimi—-))
« Sup 12 @)™ ) @
up 1 25 AP o ) 19
Ae S(P)
Al>¢
O<r<l
Notons que Sup Il(I—rPA)_IIILw(]R)<+oo.
AeS(®)
|A]>e
O<r<1

La suite de la démonstration se calque sur celle du théoréme 1 ; en particulier,
pour I'étude de Iy, (x,c), on remplace, dans la preuve du théoréeme 1, ®(1) par

(1+A7my 1(x)) D(A).

2¢me cgg : P admet des moments d'ordre 3+o

On reprend 1'étude précédente avec cette fois
2

A
. 144 75 1) + 575"12)
I, (0)=5— | @)™ | U-rP) 1) - dA
or 2 3
. aik” bk
R 1—r(1+ lml——z-——lT
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2

1 J A _ 1+A 7y '1(x) + %no"l(x)
et I,,(0) =p— | ®A)e™ da.
2n ax?  bal
R 1—r(1+lml——2'——l—6—
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