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Caractérisation d'une famille de fonctions harmoniques positives 
sur les groupes moyennables. 

Par Albert RAUGI 

IRMAR Université Rennes I 

35042 Rennes cedex 

1 - Introduction 

Soient G un groupe localement compact à base dénombrable 

(L.C.D.) et a une mesure de Radon positive [resp. une mesure de 

probabilité] sur les boréliens de G. On s'intéresse aux fonctions boréliennes 

positives [resp. bornées] vérifiant l'équation fonctionnelle: 

(*) h(g) = J higx) a(dx) (geG). 
Cr 

On appelle fonction a-harmonique toute fonction borélienne solution de 

cette équation fonctionnelle. 

Lorsque G est abélien, ce problème a été examiné et résolu par 

G. Choquet et J. Deny ([2]). Des démonstrations de ces résultats s'étendant 

au cas d'un semi-groupe ont été données par L. Davies ([4], cas discret) et 

A. Raugi ([16], cas général). 

Lorsque G est un groupe de Lie semi-simple et a une mesure de 

probabilité absolument continue par rapport à la mesure de Haar, 

H. Furstenberg ([7]) a donné une représentation intégrale des fonctions 

a-harmoniques bornées. Il existe un espace homogène compact B de G, 

appelé espace de Poisson, décrit explicitement, et une mesure de probabilité 

v sur S vérifiant cx*v=v, appelée noyau de Poisson, tels que les solutions 
A A 

bornées h de l'équation (*) sont données par h(g)= J higx) v(dx) où h est 

une fonction continue bornée sur B. Cette représentation a été étendue à des 
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groupes plus généraux et pour une mesure de probabilité a "étalée" par 

R. Azencott ([1]). 

Dans le cas d'un groupe de Lie semi-simple, H. Furstenberg ([8]) a 

aussi résolu le problème des solutions positives lorsque a vérifie l'hypothèse 

(H) (Voir (2.1)). 

Dans le cas d'un groupe nilpotent ou extension compacte d'un 

groupe nilpotent: le problème des solutions bornées a été étudié par 

Y. Guivarc'h ([9]); celui des solutions positives, sous l'hypothèse (H), par 

G.A. Margulis ([13]) (cas nilpotent), puis par J.P.-Conze et Y. Guivarc'h ([3]) 

(cas d'une extension compacte d'un groupe nilpotent) . 

Dans le cas du groupe libre non abélien à un nombre fini de 

générateurs et pour une mesure a à support fini, le problème a été étudié 

par Y. Derriennic ([5]). 

Dans le cas du groupe affine de la droite réelle, le problème a été 

résolu par L. Elie ([6]). 

Dans le cas général d'un groupe L.C.D., presque connexe, et pour 

une mesure de probabilité étalée, A. Raugi ([15]) a donné une représentation 

intégrale des fonctions harmoniques bornées qui généralise celle obtenue 

par H. Furstenberg. Cette représentation est obtenue avec un espace 

homogène B de G, explicitement décrit, non nécessairement compact. 

Plaçons nous dans le cas d'un groupe moyennable, en utilisant ce 

résultat, nous pouvons construire des fonctions a-harmoniques positives. 

Appelons 9 l'ensemble des exponentielles a-harmoniques (c.a.d. des 

homomorphismes de groupes % de G dans (IR+,x) tels que 

\ G x(g)v(dg)= 1). Pour tout élément % de 9, Appelons B l'espace de Poisson 

et le noyau de Poisson qui permettent de décrire les fonctions 

# a-harmoniques bornées. Si la mesure a vérifie l'hypothèse (H), on voit 

2 
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facilement que pour tout g e G, la mesure gv% , convolée de la mesure de 

Dirac eg par la mesure v , est équivalente à vx . Pour tout x e B% , la 

fonction 

Mhxa(g) = r1 )̂ (d(gvx)/dvx)(x) 

est a-harmonique positive. En prenant des moyennes sur x et x de telles 

fonctions, on obtient encore des fonctions a-harmoniques positives. Les 

résultats de L. Elie ([6]), montrent que l'on n'obtient pas ainsi toutes les 

solutions du problème. La question naturelle qui se pose alors est de 

caractériser les fonctions a-harmoniques positives que l'on obtient ainsi. 

A chaque fonction a-harmonique positive, nous associons un 

système dynamique (Q, h P, T) . Nous montrons alors que les fonctions 

cr-harmoniques positives extrémales obtenus par la formule (*), sont celles 

pour lesquelles le système dynamique possède une variable aléatoire 

T-invariante, positive, intégrable, non presque sûrement nulle. On peut dire 

aussi que les solutions du problème que l'on obtient ainsi sont celles qui sont 

comparables (dans un sens qui sera précisé dans la suite), à des 

exponentielles harmoniques. 

Généralités 

2 - Etude des cônes des fonctions a-harmoniques 

(2.0) Notat ions . Soient G un groupe localement compact à base 

dénombrable (L.C.D.) et a une mesure de Radon positive sur G. Nous 

notons e l'élément neutre de G. Nous désignons par C(G) l'espace des 

fonctions continues sur G; par C^G) l'espace des fonctions continues à 

3 
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support compact sur G. Nous notons To le semi-groupe fermé engendré par 

le support de la mesure a . 

Une fonction borélienne positive h sur G est dite a-harmonique à 

gauche [respectivement a-harmonique à droite ] si elle vérifie l'égalité 

fonctionnelle: 

h(g) = J G higx) a(dx),VgeG 

[respectivement h(g) = \ Q h(xg) a(dx) , V ^ G G ] . 

Une fonction qui est à la fois a-harmonique à droite et à gauche sera dite 

bi-a-harmonique. 

Nous désignons par HGG l'espace des fonctions continues positives 

a-harmoniques à gauche sur G ; par HDG l'espace des fonctions continues 

positives a-harmoniques à droite sur G et par HG = HGG n HDG l'espace 

des fonctions continues positives bi-a-harmoniques sur G. 

Si / est une fonction sur G et ^ une mesure positive sur les 

boréliensde G , on note fi1 la fonction définie par : f^(x) = JQ/(UX) ^(du), 

(x e G). Lorsque \i = eu est la mesure de Dirac en un point u de G on note 

plus simplement f1 la fonction fu ; cette fonction sera appelée translatée à 

gauche de / par u . L'espace HGG est stable par translation à gauche . On 

désigne par mG une mesure de Haar à gauche sur G ; Lorsque la mesure 

Il possède une densité a par rapport à cette mesure de Haar , on note f1 la 

fonction f1. 

La fonction identiquement nulle sur G appartient à HGa et HG . 

Nous désignons par 2fG a* [ resp. Ha* ] l'ensemble des éléments non nuls 

de HGG [ resp. HG ] . 

Nous introduisons l'hypothèse suivante : 

4 
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(2.1) Définition. Nous disons que a vérifie l'hypothèse (H) si TG = G et si G 

possède une densité continue à support compact par rapport à une mesure 

de Haar de G. Lorsque G vérifie l'hypothèse (H) nous écrivons: 

G(dx)=cp(x)mG(dx) ; où <p est un élément de C^JG). En outre nous posons : 

X{dx) = £ 2-* o*(dx) = yix) mG(dx) ; 
k>l 

où G K désigne la k-ième convolée de G . 

Sous cette hypothèse, la fonction y ainsi que tout élément de HGa est 

strictement positif sur G et il est facile de voir que : 

(2.2) Lemme. Si G vérifie l'hypothèse (H), alors pour tout élément h de 

HGG nous avons: \h(x)- h(y)\ < h(e) e(xy) ; 

où eixy) = SUD [ \<f>(x-^u) - <p(y-^u)\ /y(u)] . 
ueG 

Nous avons évidemment un résultat analogue pour les éléments 

de HDo . 

Nous munissons C(G) de la topologie de la convergence uniforme 

sur les compacts; C(G) est alors un espace vectoriel topologique métrisable 

localement convexe. Du lemme (2.2) on déduit: 

(2.3) Corollaire, Soient G un groupe L.C.D. et G une mesure de Radon 

positive vérifiant l'hypothèse (H). Alors, dans C(G), HGo, HDa et Ha sont 

des cônes réticulés à bases compactes. 

D'autre part du lemme (2.2), il résulte que les éléments de HGo et 

HDa possèdent les propriétés de continuités suivantes. 

5 
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(2.4) Corollaire. Si a vérifie l'hypothèse (H) alors pour tout élément de 

HGa [respectivement HDa], il existe une fonction continue 5 sur G 

vérifiant S(e)=0 et telle que Vu,geG, 

\h(ug) - h(u)\ < S(g) h(u) [resp. \h(gu) - h(u)\ < 8(g) h(u)]. 

Nous terminons cette section par l'énoncé d'un résultat classique en théorie 

des martingales. Nous aurons l'occasion d'utiliser ce résultat à plusieurs 

reprises dans la suite. 

(2.5) Proposition. Soient P et Q deux probabilités définies sur un espace 

mesurable filtré (Q,^,(3* n) n>o). Pour tout entier naturel n, appelons P n et 

Qn les restrictions des probabilités P et Q à la tribu &n. Supposons que 

la probabilité Q n soit absolument continue par rapport à la probabilité P n 

avec une densité notée Xn . Alors : 

i) La suite de variables aléatoires {Kn ; n>0} définie sur (Q,^,P) est 

une martingale positive qui converge P-p.s. vers une v.a. IP-intégrable X. 

U) La probabilité Q s'écrit Q=X P + R , où 1R est une mesure 

positive étrangère à la probabilité P. 

iii) La probabilité Q s'écrit Q = I P si et seulement si 

jçixdv = jax0dip. 

Dans ce cas la convergence de la suite Xn vers X a lieu aussi dans 

L ^ Q ^ . P ) et l'on a Xn = E p [ X | ? n ] . 

6 
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Système dynamique associé à une fonction a-harmonique 

IN* 
3. Probabilité sur Gy associée à une fonction harmonique. 

Dans cette section nous associons à tout élément h de HG * une 
G 

probabilité P sur le G-espace G u > . Nous reprenons les notations de la 

section 2 et nous supposons que a vérifie l'hypothèse (H), (définition (2.1) ) 

(3.1) Soit h e HG^ . On considère la probabilité de transition hP sur G 

définie par: hPf(g) = j Q h(gx)f(gx) a(dx). 

Pour tout entier n > 1, on définit sur Gn la probabilité : 

lin(dxi>.. •, dxn) = [ h(x1 ...xn)/ h(e) ] aidxj... a(dxn). 

D'après le théorème de Kolmogorov, il existe une unique mesure de 

probabilité hV sur G ^ telle que pour tout entier n > 1, la projection de ^P 

sur Gn soit égale à \in . 

IN* 

On note {Yn ; n > 1} les coordonnées de Q = G et on pose : 

X0 = e ; Xn = Y1. . .Yn V n > l . 

Pour n > 1, on appelle 9n la tribu engendrée par les variables aléatoires 

{Yjfe:l<&<n} . On désigne par ? 0 la tribu triviale {0, fi}. On vérifie 

aisément que ( fi = G ^ * , 9 = % ( G N * ) , (Xn)n>0, ( ^ n ) n > 0 , A P ) est une 

chaîne de Markov de probabilité de transition hP, partant de e. 

T K T * 

(3.2) Nous introduisons l'opérateur 6 de décalage sur fi = G ; 0 est 

l'application de fi dans fi qui à l'élément co = (toi, . . . , con , . . .) de fi 

associe l'élément (Û)2 , . . . , û>n+i, • • -)î autrement dit nous avons 

Vo> e fi, Vn > 1, Yn (0(Û))) = Y n + i (o)) . 

(3.3) Lemme, Pour tout h e HGa*> nous avons : 

i) V n > l , 6n(hF) = hanF; 

ii) Pour toute mesure positive p sur les boréliens de G , 

\Mx) ^Pp(dx) = hP(e) *PP . 
G 

7 
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Preuve. On montre l'égalité des mesures en vérifiant qu'elles coïncident sur 

les tribus &n , n > 0 et en utilisant le théorème des classes monotones 

([14], Prop. I.4.2).Q 

4. Variables aléatoires 0-invariantes. 

(4.1) Un borélien A de Q est dit 0-invariant si 0 - 1 ( A ) = A . 

L'ensemble des boréliens ©-invariants forme une tribu que l'on notera J . 

Une variable aléatoire Z est /-mesurable si et seulement si Z = Z o 0 ; une 

telle variable sera dite 0-invariante. 

(4.2) Lemme . Soit h un élément de HGC* . Nous avons: 

i) VA G / , V n * l , * P [ A ] = ^ P C A ] ; 

iï) Pour tout A G # , la fonction / définie par 

f{g) = h(g) **P[A] ,(geG). 

appartient à HGC et vérifie ^Um^ (f(Xn) /h(Xn)) = 1A > *P-p.s. 

Preuve. La première assertion résulte immédiatement de l'affirmation i) 

du lemme (3.3) . 

Quant à la seconde elle s'obtient en appliquant sucessivement les 
assertions ii) du lemme (3.3) et i) du lemme (4.2) à l'élément hg de HGQ. 

Pour s G G, nous désignons par T l'application de Q dans Q qui à 
o 

Û)GQ = G X Q associe (s, Û)) G Q . 
h h8 

Nous appelons P s la probabilité image de P par T s . On vérifie 

aisément que (Q, # ( Q ) , ( ?n)n>o , (Xn)n^o9

h^P8) est une chaîne de Markov de 

probabilité de transition hP partant de s. 

La propriété de Markov nous donne alors : 

V s e G , f(Xn)/h(Xn) = ^ [ A ] = hEs[lA\?n]
 hPs-p.s.. 

Le résultat résulte alors de la convergence , hPs-p.s. , vers 1^ de la 

martingale { h E s [1A \ ?n] ; n>0 } . • 

8 
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(4 .3) Corollaire. Si h est un élément extrémal de HGa , alors , pour tout 

élément A de / , nous avons l'alternative suivante : 

oubien G , **P [A] = 0 ; oubien V * €G,**P[A] = 1. 

5 . Variable aléatoire 77-invariante. 

(5.1) Nous appelons TJ l'application de Q dans Q qui à 

Û ) = ( Û ) 1 , . . . 9con,...) associe l'élément ( û ) ^ , « 3 , Û ) 4 , . . . , c o n + 1 , . . . ) . Autrement dit, 

nous avons pour tout élément <o de Q, 

Y ^ T K Û ) ) ) = Y1(œ)Y2(co) et V £ > 2 , Y ^ Î K Û ) ) ) = Yk{0(co)) = r ^ C © ) . 

(5.2) Un borélien A de Q est dit 7}-invariant si rj_1(A) = A. 

L'ensemble des boréliens îj-invariants forme une tribu que l'on notera <ê. 

Une variable aléatoire Z est ^-mesurable si et seulement si Z = Zor\\ une 

telle application sera dite Tj-invariante. 

(5.3) Lemme. Pour tout élément h de HGG* et tout élément g de G, 

SUP„ T ^ T < +<*> (Voir (2.1))-
xsG h\x) 

Preuve. Pour n>l, appelons \f/n , la densité de la mesure positive 

n 

^j- ak; nous avons 2 ^ E * ^r?n>i e s * u n e s u ^ e ^ e f° n c t ions 
£ = 1 

continues à supports compacts qui croît vers y. Les sous-ensembles (y/)* > 0} 

de G sont des ouverts qui croissent vers G tout entier. 

Pour £ € G, il existe donc un entier n(g\ tel que 

(suppo)g<z{yn, .>0}; et par suite 5(g)= S U D < + ° ° -

n 

Appelons p la mesure ^ a* - 1 . Nous avons 

hx(gx) = IG hp(ygx) q>(y) dy = \Q hp(yx) çiyg-1) AQr1) dy 

9 
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< î ^ A ^ A ^ W < ô(g)A(g^1)2n(ghlhx(x) ; 

où À est définie par mQ*£g = A(g) ÏYIQ (geG). 

(5.4) Soit h e HGa* . Pour simplifier l'écriture nous écrivons h au 

lieu de h*. Pour tout g e G, le sous-ensemble mesurable Qg de Q défini 

T(gXn(a>)) 
par ft,* = {Û) e Q: /ira — _ , ^ existe} est Tj-invariant. Nous posons 

g n ->+oo h(Xn(œ)) 

alors: 
_ h(gXn(co)) — 
Ç (g, (o)= lim — si œeQ et Ç (g, <o)=0 si û)eQ\Q 

Al—H-oo ( A n ( û ) ) ) « « 

Pourtout^eG, § Û)) est une variable rj - invariante. 

(5.5) Proposition. _ _ 

i) V n > 0 , ~h{gXn)^ T(Xn) = *E[7fc,.) | * n ] *P-p.s. 

et Tfc) * * P = T(«r..)Tfe) * P ; _ 

w ) V * , * € G , 7<S*.-) = T&,(*,.)) T(^.) * P - P A ; 

iii) h ¥(dg, dû)) = = - J(g, CD) a(dg) h P(dû)). 
A (e) 

h (gxXn) 
Preuve. Pour tout x e G, le processus { —, ^—— ; n > 0 } défini sur 

h (xXn) 
~hx 

l'espace_probabilisé ( Qy P ) est une martingale bornée. Il converge 
h x ~hx 

donc P -p.s. et dans tous les espaces L P (Q, 5 r , P ) 
vers § (g , (x, . ) ) . Il s'ensuit que : 

VJC,£GG, Tfe*) * ^ P = T^tfc. -))T(x) * * P 

A Xjr> 

et les probabilités { R ; JC € G } sont équivalentes. 
Les assertions i) et ii) s'en déduisent immédiatement. A l'aide de 

la première assertion de i), on vérifie que les deux probabilités de l'assertion 

iii) coïncident sur toutes les tribus n > 0. • 

10 
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(5.6) Nous appelons S l'ensemble des variables aléatoires Z 
rj-invariantes et telles que , pour tout g s G , la variable aléatoire 

Z(g> •) É (g> •) soit h P -intégrable. 

(5.7) Proposition. 

i) Pour tout élément positif JZ de ê , la relation 

f(g)= Tie) hE[J(g,.)Z(g,.)] >(geG), 

définit un élément de HGa telle que la mesure P soit absolument 

continue par rapport à la mesure h P. 

ii) Réciproquement soit f est un élément de HGG telle que la 
f h 

mesure P soit absolument continue par rapport à la mesure P . Pour 

tout g e G , la suite de variables aléatoires {— ; n > 0 } converge , 
h (gX) 

h P-p.s., vers une variable aléatoire Z(g ,.). La variable Z appartient à S 

et nous avons 

/(£)A> = Z(g9 .)J(g9. )Tfe) * P . 

Preuve. Clair. 

6. Système dynamique associé à un élément de HGa*. 

(6.1) Nous introduisons l'opérateur T suivant : si F est une fonction 

borélienne positive ( ou bornée )_sur Q , nous définissons 

T F { ( Ù ) = J F ((g, ©)) Ç(g, co) o(dg) (to € Q). 

De l'assertion iii) de la proposition (5.5) il résulte que l'on a , pour toutes 

fonctions boréliennes positives (ou bornées) F et G_y_ 

J TF(œ) G(œ) h P(dû)) = j F(<o) Go6(o))h P (dco) . 

En particulier la probabilité h P est T-invariante m 

U 
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Le triplet ( Q 9 * P , T) sera appelé système dynamique associé à 
l'élément h de H G . 

a 

(6.2) Nous avons Tl = 1 si et seulement h e H ^ et dans ce cas la 

probabilité h P est 0-invariante. 

(6.3) Deux éléments Z et Z'_de S sont dits équivalents si et seulement 

si: V ^ G G , Z(g9.) = Z'(g9.) , *P-p.s.. 
Nous notons Y le sous-ensemble de S constitué des variables 

aléatoires telles que TZ = Z. De la proposition (5.7) il résulte que : 

(6.4) Corollaire. L'application Z > f(g)= T(e) k E[ J(g , .) Z(g , .) ] 

établit une correspondance bi-univoque entre les classes d'éléments Z de 
f 

S [resp. de Y] et les fonctions f de H G ^ [resp. U ] telles que la mesure P 

soit absolument continue par rapport à la mesure h P a 

Fonctions a—harmoniques positives 
sur les groupes LoC.Bo 

moyenn&bles connexes 

7 - Rappels sur les fonctions harmoniques bornées. 

(7.1) Soient G un groupe localement compact à base dénombrable tel 

que G/GQ soit compact et \i une mesure de probabilité sur les boréliens de 

G. [GQ désigne la composante connexe de l'élément neutre de G]. La 

probabilité *P sur Q associée à la fonction /x-harmonique constante et 

égale à 1, n'est autre que la probabilité produit ® \i . 
IN* 

Lorsque la probabilité \i est étalée, les résultats de [15] peuvent se 

résumer ainsi: 

12 
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(7.2) Théorème- // existe un espace homogène E^ = GIH^ de G et une 

variable aléatoire à valeurs dans vérifiant Vto e Q,y 

U^(g9co)=g.U^((D), telle que la tribu des boréliens r\-invariants coïncide, 

modulo 1 P , avec la tribu engendrée par la variable aléatoire Uu . 

La loi vM de est l'unique probabilité ^-invariante sur E^. 

La suite de mesure de probabilités (X v, V > N converge, X P -p.s., vers la 

mesure de Dirac e^Toute fonction ^-harmonique bornée h s'écrit sous la 

forme 

hig) = h igjx) v^idx), 

pour un certain élément h de L°°(2?,v). 

8 - Rappel sur les fonctions bi-a-harmoniques sur les groupes moyennables. 

(8.0) Soit h e H . Nous avons h = h et nous désignons par (Q,h]P,T) 

le système dynamique associé à h. La probabilité ^P est ^-invariante. Les 

résultats de [16] peuvent se résumer de la façon suivante. 

(8.1) Théorème, Soient G un groupe L.C.D. moyennable connexe et aune 

mesure de Radon positive sur les boréliens de G vérifiant l'hypothèse (H). 

Une fonction h de Ha est extrémale (dans HG) si et seulement si le 

système dynamique (Q, ̂ P , T) est ergodique. Dans ce cas, il existe une 

exponentielle harmonique % telle que pour ^P -presque tout (o e Q, 

Çh(g,co)=x(g). 

9- Description des éléments extrémaux de HG* pour lesquels le système 

dynamique associé possède un élément T-invariant, positif, non p.s. nul, 

intégrable. 

13 
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(9.1) Proposition. Soit h un élément extrêmal de HGa*- Les assertions 

suivantes sont équivalentes: 

x 

i) Il existe une exponentielle harmonique x ̂ lle Que P ^ s°ti 

pas étrangère à h P . 
x ~h 

ii) Il existe une exponentielle harmonique x ^lle Que et P 

soient équivalentes. 

iii) Y possède un élément positif, non h P-p.s. nul, 

h IP-intégrable. 

iv) Y possède un élément h V-intégrable, h P-p.s. strictement 

positif. 

v) Il existe une variable aléatoire positive, T-invariante et 

h V-intégrable. 

1+T1+ +7^1 
vi) La suite de variables aléatoires ( ) admet 

n n>l 
une valeur d'adhérence pour la topologie faible a( L 1 , L 0 0 ) . 

1+71 + +Tnl 
vii) La suite de variables aléatoires ( ) converge 

_ _ n n>l 

h V-p.s.et dans L 1 ^ , ^ , A P ) . 

Preuve. 

y ~h 

1) Supposons que les probabilités P et P ne soient pas 

x ~h 

étrangères et écrivons: P = Z P + Q , où Q est une probabilité étrangère 

à h P. La variable aléatoire Z est alors la limite * P-p.s. de la suite de 

variables aléatoires ( ) ( voir proposition (2.5)) . Il s'ensuit que la 
~h(Xn)

 n-° 

variable aléatoire positive Z est rj-invariante et vérifie la relation 

d'invariance : 
z=W^ëO)Zoe F~p's~ 14 
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Ce qui montre que Z est aussi T-invariante et que l'événement {Z = 0} est 

0-invariant et est donc de probabilité nullejcorollaire (4.3)). 

2) Si Z est un élément positif h P-intégrable de Y, non h lP-p.s. 

nul, la fonction / définie par: 

f(g)= T(e) hE[J(gy.)Z(g9.)] 9(geG)9 

est b i -a -harmonique extrémale; c'est-à-dire une exponentielle 

harmonique x (Corollaires (6.4) et (4.3) et Théorème (8.1)). Nous avons alors: 

*P = Z(e,.) Tfe) * P ; 

et d'après 1) la variable Z(e,.) est * P-p.s. strictement positive. 

3) D'après le théorème ergodique de Chacon-Ornstein, (Voir 

[14],Proposition V-6-4), pour toute variable aléatoire * P-intégrable U, la 

suite de variables aléatoires ( ^ + ^ j ^ + ' ' ' + Z T ^ ) converge, h P-p.s.. 
l+Tl+^+T"! n>0 6 • 

S'il existe une variable aléatoire Z positive, non h P-p.s. nulle, 

intégrable et T-invariante, la suite de variables aléatoires 

( ) converge P-p.s. vers une variable strictement 
71 n>l 

positive sur l'événement {Z>0}. 

l+ri+.. .+7^1 
Posons W = lim inf ; nous avons TW < W sur Q 

et TW=W sur {Z>0}. La variable aléatoire limi Î^W, est alors un élément 
n-*oo 

positif h P-intégrable de Y, strictement positive sur {Z>0}. D'après 2) la 

variable aléatoire W est h P-p.s. strictement positive. D'après le théorème 

ergodique de Hopf (Voir [14], Proposition (V-6-3)), il s'ensuit que la suite de 

l+Tl+.-^T^l ~h 
variables aléatoires ( -jf ) H converge , P-p.s. et dans 

n n>l 
h W 

LHCl9?9 P ) vers = . 
E[W] 

15 
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De 1), 2) et 3) on déduit facilement que les assertions de la 

proposition sont équivalentes. 

(9.2) Théorème, Lorsque le système dynamique associé à l'élément h de 

HGG* possède une variable aléatoire positive T-invariante, intégrable, non 
_ ^ 
h H- h +...+ h 

p.s. nulle, la suite de fonctions ( / = ) converge 
ït n TI^I 

uniformément sur tout compact vers une exponentielle harmonique % . 

Considérons la mesure de probabilité /z = #.cr et appelons (Ex yx ) 

la ^-frontière de G. La fonction h s'écrit alors: 

h (g) = x(g) iE h (g. u) vx(du\ (geG); 

pour une certaine fonction borélienne positive h sur Ex. La fonction 

harmonique h s'écrit: 

hig) = x(g) (dgvx/d vx )(x) (g € G); 

pour un certain élément x de Ex. 

Preuve. D'après le lemme (2.2), via le théorème d'Ascoli, la suite de 

fonctions (fn\>i admet des valeurs d'adhérence pour la convergence 

uniforme sur les compacts. Ces valeurs d'adhérences sont nécessairement 

des fonctions bi-cr-harmoniques. 

Soit (<p(n))n>1 une suite strictement croissante d'entiers telle que la 

suite (/< p(n)) n> 1 converge uniformément sur tout compact vers une fonction 

bi-cr-harmonique / . On voit aisément que la suite de probabilités ( ç M ^ ) n > 1 

sur le compact (Supp converge étroitement vers la probabilité P. Or 

Un)jo i+ri+...+r*(n)i _ v . , X J 

nous avons ^v 'P = P et d après ce qui précède, nous 
savons qu'il existe une exponentielle harmonique x telle que la suite de 

16 
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probabilités ( if P) converge vers *P. D'où la première 
71 n>l 

assertion du théorème. 

x ~h 

D'autre part, les probabilités P et P sont équivalentes; il en 

est donc de même des probabilités * P et P Nous avons donc: 

T(g)h'v = Z(gy.)X(g)^ = Z(g,.)Z(g)XV; 

pour une certaine variable aléatoire rj-invariante Z. Mais d'après le 

théorème (7.2), nous savons que , modulo P = XP^ , cette variable aléatoire 

s'écrit h (U^) pour une certaine fonction borélienne positive h sur E% . D'où 
le résultat. 

La fonction h s'écrit aussi: 

~h(g) = Zfg) L ^ (u) h(u) vx(du). 
x x 

Pour toute fonction continue positive à support compact a, une telle formule 

reste valable pour la fonction harmonique ha. Pour tout xeE 9 la fonction 
dgv 

g-* i z (x) appartient à HG et est donc continue et strictement positive 
X 

dgv - dygv 
(lemme (2.2)). Or nous avons * x (y JX) = * * Oc), par suite, pour tout 

X y X 

dgv 
geG, la fonction ^ * (.) est continue. En prenant une suite (<* n ) n > 0 de 

x 
fonctions continues positives à support compact, dont les supports forment 

une suite fondamentale de voisinages de l'élément neutre de G, et telles que 

JG<xn(g)mG(dg) = 1, on montre alors, par des arguments standards, que: 

dgv 

avx 

(9.3) Réciproque. Supposons que : 

h(g) = x & ^ b ) (geG); 

où x est une exponentielle harmonique, v est une mesure de probabilité 

X ju-invariante sur l'espace homogène E de G et x un élément de E . 

17 
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Pour toute fonction continue, positive, à support compact a sur G, 

nous avons: 

ha(g) = X<g) L ^7*(y-1*) h(y)a(y)dy; 

que l'on peut écrire 

ha(g) = %ig) \ E ^ ( u ) Çx(u)vx(du)= %{g) \ E ix(g.u)vx(du) 
x x % 

en désignant par Ç la dérivée de Radon-Nykodym de la mesure 

i(ham„) *e relativement à v ; où T est l'application qui à g e G associe g""1. 
Cr X X 

Or la suite de mesure de probabilités CX^.v^)^ converge étroitement, 

*P-p.s., vers une mesure de Dirac (Théorème(7.2)). Nous avons alors : 

iSj- = J*, W > v x i d u ) - * E K * ( t 7 ) I ^ • 
qui converge, xW-p.s. et dans LX(Q, ̂ , *P), vers CX(U). Par suite 

*°P = yt/) *P-

On en déduit que la probabilité h P est absolument continue par rapport à 

*P et le système dynamique associé à la fonction harmonique h vérifie la 

propriété voulue. 
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