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Caractérisation d'une famille de fonctions harmoniques positives
sur les groupes moyennables.

Par Albert RAUGI
IRMAR Université Rennes I
35042 Rennes cedex

1 - Introduction

Soient G un groupe localement compact 4 base dénombrable
(L.C.D.) e¢ o une mesure de Radon positive [resp. une mesure de
probabilité] sur les boréliens de G. On s'intéresse aux fonctions boréliennes
positives [resp. bornées] vérifiant 1'équation fonctionnelle:

(*) h(g) = '[G h(gx) o(dx) (ge@G).
On appelle fonction o-harmonique toute fonction borélienne solufion de
cette équation fonctionnelle.

Lorsque G est abélien, ce probléme a été examiné et résolu par
G. Choquet et J. Deny ([2]). Des démonstrations de ces résultats s'étendant
au cas d'un semi-groupe ont été données par L. Davies ([4], cas discret) et
A. Raugi ([16], cas général).

Lorsque G est un groupe de Lie semi-simple et ¢ une mesure de
probabilité absolument continue par rapport & la mesure de Haar,
H. Furstenberg ([7]) a donné une représentation intégrale des fonctions
o-harmoniques bornées. Il existe un espace homogéne compact B de G,
appelé espace de Poisson, décrit explicitement, et une mesure de probabilité
v sur B vérifiant osv=v, appelée noyau de Poisson, tels que les solutions

A N
bornées A de 1'équation () sont données par A(g)= '[B h(gx) v(dx) ou h est

une fonction continue bornée sur B. Cette représentation a été étendue a des



groupes plus généraux et pour une mesure de probabilité o "étalée" par
R. Azencott ([1]).

Dans le cas d'un groupe de Lie semi-simple, H. Furstenberg ([8]) a
aussi résolu le probléme des solutions positives lorsque o vérifie 1'hypothese
(H) (Voir (2.1)).

Dans le cas d'un groupe nilpotent ou extension compacte d'un
groupe nilpotent: le probléme des solutions bornées a été étudié par
Y. Guivarc'h ([9]); celui des solutions positives, sous 1'hypothése (H), par
G.A. Margulis ([13]) (cas nilpotent), puis par J.P.-Conze et Y. Guivarc'h ([3])
(cas d'une extension compacte d'un groupe nilpotent) .

Dans le cas du groupe libre non abélien 4 un nombre fini de
générateurs et pour une mesure o a support fini, le probléme a été étudié
par Y. Derriennic ([5]).

Dans le cas du groupe affine de la droite réelle, le probléeme a été
résolu par L. Elie ([6]).

Dans le cas général d'un groupe L.C.D., presque connexe, et pour
une mesure de probabilité étalée, A. Raugi ([15]) a donné une représentation
intégrale des fonctions harmoniques bornées qui généralise celle obtenue
par H. Furstenberg. Cette représentation est obtenue avec un espace
homogeéne B de G, explicitement décrit, non nécessairement compact.

Plagons nous dans le cas d'un groupe moyennable, en utilisant ce
résultat, nous pouvons construire des fonctions c-harmoniques positives.
Appelons # l'ensemble des exponentielles o-harmoniques (c.a.d. des

homomorphismes de groupes ¥ de G dans (R},x) tels que

IG x@)o(dg)=1). Pour tout élément y de #, Appelons Bx I'espace de Poisson

et v, le noyau de Poisson qui permettent de décrire les fonctions

x o—harmoniques bornées. Si la mesure o vérifie I'hypotheése (H), on voit
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facilement que pour tout g e G, la mesure gv,, convolée de la mesure de

N

Dirac £, par la mesure Vs est équivalente a Vy - Pour tout x € Bx , la

fonction

W) hey (@) = 1) (g vy )/ dv, )
est o—harmonique positive. En prenant des moyennes sur x et y de telles
fonctions, on obtient encore des fonctions o—harmoniques positives. Les
résultats de L. Elie ([6]), montrent que 1'on n'obtient pas ainsi toutes les
solutions du probleme. La question naturelle qui se pose alors est de
caractériser les fonctions c—harmoniques positives que 1'on obtient ainsi.

A chaque fonf:ﬁion o-harmonique positive, nous associons un
systéme dynamique (€2, h IP, T) . Nous montrons alors que les fonctions
o-harmoniques positives extrémales obtenus par la formule (%), sont celles
pour lesquelles le systéme dynamique posséde une variable aléatoire
T-invariante, positive, intégrable, non presque sirement nulle. On peut dire
aussi que les solutions du probléme que l'on obtient ainsi sont celles qui sont
comparables (dans un sens qui sera précisé dans la suite), a des

exponentielles harmoniques.

Généralités
2 - Etude des cones des fonctions o-harmoniques

(2.0) Notations. Soient G un groupe localement compact a base
dénombrable (L.C.D.) et o une mesure de Radon positive sur G. Nous

notons e 1'élément neutre de G. Nous désignons par C(G) l'espace des

fonctions continues sur G; par CK(G) l'espace des fonctions continues a



support compact sur G. Nous notons T | le semi-groupe fermé engendré par

le support de la mesure o .

Une fonction borélienne positive A sur G est dite o-harmonique a
gauche [respectivement o-harmonique @ droite ] si elle vérifie 1'égalité
fonctionnelle:

h(@) = [g h(gx) o(dx),VgeG
[respectivement h(g) = [g h(xg) oldx) , VgeGl
Une fonction qui est a la fois o-harmonique a droite et a4 gauche sera dite
bi-o--harmonique.

Nous désignons par HG, I'espace des fonctions continues positives
o-harmoniques a gauche sur G ; par HD, l'espace des fonctions continues
positives o-harmoniques a droite sur G et par H; = HG, N HD; l'espace

des fonctions continues positives bi-o-harmoniques sur G.

Si f est une fonction sur G et © une mesure positive sur les
boréliens de G, on note f* la fonction définie par: f(x) = [ flux) u(du) ,

(x € G). Lorsque p = ¢, est la mesure de Dirac en un point u de G on note
plus simplement f*la fonction ft¥ ; cette fonction sera appelée translatée @
gauche de f par u .L'espace HG, est stable par translation a gauche . On
désigne par m, une mesure de Haar a gauche sur G ; Lorsque la mesure
p posséde une densité « par rapport a cette mesure de Haar , on note f* la
fonction f*.

La fonction identiquement nulle sur G appartient 8 HG, et H, .
Nous désignons par HGG* [ resp. HG*] I'ensemble des éléments non nuls
de HG, [resp. H;].

Nous introduisons 1'hypothése suivante :
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(2.1)_Définition. Nous disons que o vérifie I'hypotheése (H) si Ty= G etsio
posséde une densité continue a support compact par rapport 4 une mesure

de Haar de G. Lorsque o vérifie I'hypothése (H) nous écrivons:
o(dx)=¢(x) mG(dx) ; ou ¢ est un élément de CK(G). En outre nous posons :

Mdx) =y 27k ok(dx) = y(x) m(dx);
k21

ou ok désigne la k—ie¢me convolée de o .

Sous cette hypothése, la fonction y ainsi que tout élément de HGG* est

strictement positif sur G et il est facile de voir que :

(2.2) Lemme, Si o vérifie l'hypotheése (H), alors pour tout élément h de
HG nous avons: |h(x)-h(y)| < hle) elxy) ;
ol exy) = usu% [ o) — p(y—1u)| / yw) 1 .

(S

Nous avons évidemment un résultat analogue pour les éléments
de HD .

Nous munissons C(G) de la topologie de 1a convergence uniforme
sur les compacts; C(G) est alors un espace vectoriel topologique métrisable

localement convexe. Du lemme (2.2) on déduit:

(2.3) Corollaire. Soient G un groupe L.C.D. et o une mesure de Radon
positive vérifiant I'hypothése (H). Alors, dans C(G), HG , HD et H_sont

des cones réticulés a bases compactes.

D'autre part du lemme (2.2), il résulte que les éléments de HG et

HD possedent les propriétés de continuités suivantes.
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(2.4) Corollaire. Si o vérifie l'hypotheése (H) alors pour tout élément de
HG_ [respectivement HD_], il existe une fonction continue & sur G
vérifiant 8(e)=0 et telle que Vu,geG,

|h(ug) — h(u)| <6(@) h(u) [resp. |h(gu) — h(u)| < 8(g) h(w)] .

Nous terminons cette section par 1'énoncé d'un résultat classique en théorie
des martingales. Nous aurons 1l'occasion d'utiliser ce résultat a plusieurs

reprises dans la suite.

(2.5) Proposition. Soient IPet Q deux probabilités définies sur un espace
mesurable filtré (Q.7 (F,)n>0) - Pour tout entier naturel n, appelons P, et
Q,, les restrictions des probabilités P et Q a la tribu ¥,. Supposons que
la probabilité Q, soit absolument continue par rapport ¢ la probabilité P,
avec une densité notée X, . Alors :

i) La suite de variables aléatoires {X,, ; n20} définie sur (Q,%,IP) est
une martingale positive qui converge IP-p.s. vers une v.a. PP-intégrable X .

ii) La probabilité Q sécrit Q=X P + R,oi R est une mesure

positive étrangere a la probabilité P.

iii) La probabilité Q s'écrit Q=X IP si et seulement si

[ X dP = [y X,dP .

Dans ce cas la convergence de la suite X, vers X a lieu aussi dans
LYQ#P) etlona X, = E,[X|%,].
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Systéme dynamique associé & une fonction o-harmonique

3. Probabilité sur G]N*associée a une fonction harmonique .

Dans cette section nous associons a tout élément h de HG 6* une

*
probabilité hp surle G-espace ¢N". Nous reprenons les notations de la
section 2 et nous supposons que o vérifie I'hypothése (H) , (définition (2.1) ).

@.1) Soit h € HG G* . On considere la probabilité de transition hp sur G

définie par: *Pfg) = s | hex) flgx) oldx)
Pour tout entier n 2 1, on définit sur G™ la probabilité :
1 (dxy, ..., dxy) = [hx;...x,)/ he)] oldxy) ... oldxp).
D'apres le théoreme de Kolmogorov, il existe une unique mesure de

*
probabilité hp sur GIN telle que pour tout entier n > 1, la projection de hp
sur G" soit égalea p .

On note {Y,, ; n 21} les coordonnées de Q = GIN* et on pose':
Xo=e; X, =Y,...Y, Vn21.
Pour n 21, on appelle %, la tribu engendrée par les variables aléatoires
{Yp:1<k<n} . On désigne par %, la tribu triviale {@, Q}. On vérifie
aisément que (Q = GIN* , F=B( GIN*) y Ko Frdnso hP ) est une
chaine de Markov de probabilité de transition hP, partant de e.

3.2) Nous introduisons l'opérateur 6 de décalage sur Q= GIN* ;0 est

l'application de Q dans Q qui a I'élément 0w =(w,...,0,,...)de Q

associe 1'élément (w,, . . ., ©,41, - - .); autrement dit nous avons
Voe,Vn21,Y, (6w) = Y, (o).

(3.3) Lemme, Pour tout h e HG U*, nous avons :

o
i Va1, 6""P)=""P;

i1) Pour toute mesure positive p sur les boréliens de G,

J k@) Kpode) - e P .
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Preuve, On montre 1'égalité des mesures en vérifiant qu'elles coincident sur
les tribus %, ,n20 et en utilisant le théoréme des classes monotones

([141, Prop. 1.4.2).0
4, Variables aléatoires 6-invariantes .

(4.1) Un borélien A de Q est dit 6-invariant si 6-1(4) = A .
L'ensemble des boréliens 6-invariants forme une tribu que l'on notera 5 .
Une variable aléatoire Z est $-mesurable si et seulement si Z =Zo0 6 ; une
telle variable sera dite 6-invariante.

(4.2) Lemme, Soit 2 un élément de HG;* . Nous avons:
o
i) VAes Vn21,MPlA] = *" PA] ,

it) Pour tout A € 4, la fonction f définie par

g
f@ = h@ "PIAl,ge6).
appartient & HG, et vérifie lim (fX,)/h(Xy) = 14 , hp_p.s.

Preuve, La premiére assertion résulte immédiatement de l'affirmation i)
du lemme (3.3) .

Quant a la seconde elle s'obtient en appliquant sucessivement les
assertions ii) du lemme (3.3) et i) du lemme (4.2) a1'élément A€ de HG -

Pour s e G, nous désignons par 7, I'application de Q2 dans Q qui &
weQ=GxQ associe(s,w)e Q.
8
Nous appelons hlPs la probabilité image de kp par 7g.On vérifie

aisément que (Q, B(Q), (Fp)n>o » (Xn)nzo,hlPs) est une chaine de Markov de
probabilité de transition hp partant de s.

La propriété de Markov nous donne alors :
VseG, fX,)/hX,) = h]PXn[A] = PE (1417, MPops..

Le résultat résulte alors de la convergence , h]Ps -p.s. , vers 14 de la
martingale {h]Es [14 | %,1;n=0} .0
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(4.3) _Corollaire. Si h est un élément extrémal de HG 5 alors , pour tout

élément A de J, nous avons l'alternative suivante :

g g
oubien YgeG,” P[A]=0;0ubien VgeG," P[A]=1.

5. Variable aléatoire n—invariante .

(5.1) Nous appelons n l'application de Q dans Q qui a
0=(®y,...,0p,...) associe I'élément (w09, ®3, Wy, ... , Vy41, --.) . Autrement dit,

nous avons pour tout élément o de Q,
Yinlw)) = Yi(w) Yo(w) et VE22, Yi(n(w) = Yip(6(0) = Y (o).

5.2) Un borélien A de Q est dit 7n-invariant si 7 1A) = A.
L'ensemble des boréliens n-invariants forme une tribu que l'on notera 4.
Une variable aléatoire Z est $—mesurable si et seulement si Z = Zon; une
telle application sera dite n—invariante.

(5.3) Lemme. Pour tout élément h de HGG* et tout élément g de G,
A
h”(gx) < +00 (Voir (2.1))-

sy,
xel()? R x)
Preuve, Pour n21, appelons vy, ,la densité de la mesure positive

n
1 1 . .
L k. _ 1
2 ok 0% MOUS avons  y.= 5 o et (u/n)n21 est une suite de fonctions
k=1
continues a supports compacts qui croit vers y. Les sous-ensembles {y,, > 0}
de G sont des ouverts qui croissent vers G tout entier.

Pour g € G, il existe donc un entier n(g), tel que
-1

. . _ o(xg™")
~ (supp o)gc{vn(g)>0}, et par suite 6(g) = xsg% 'Vn(g)(x) < +00.

n

Appelons p la mesure Elgck_l . Nous avons
k=1

h*gx) = Jg hP(ygx) o) dy = [g hPUyx) plyg™!) Alg1) dy
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< 8(@) A BP9 (x) < 8(g) Alg™h) 2"@-1 pA(y) ;
ou A est définie par mg+e, = Al@) mg (ge@).

(5.4) Soit h e HG,". Pour simplifier I'écriture nous écrivons A au

lieu de A*. Pour tout g € G, le sous-ensemble mesurable Qg de Q défini

h (g Xy(0))
par Q=0 e Q: lim &2

——— existe} est 7m—invariant. Nous posons
Yoo Tk X)) 1 P

alors: .
_  REX0) _ |
& (g, 0)= Llm T(Xn(w)) si a)ng et £ (g, w)=0 si a)eQ\Qg.
Pour toutge G, _é_(g, ) est une variable 7 - invariante.
(5.5) Proposition, _ _
D) Vn20, h @X)/ kX)) = "E[E@)|F,] "Pps.
¢t 7@ "P=F@) ke P
i) Vg, xeG, E@r) =E@, @) E@) " Pps.;
i) " Pdg,do) = 7{1(e) (@, 0) odg) " Pdw).
h (gxXn)
Preuve. Pour tout x e G, le processus { =—— ; n>0} défini sur
h (xXn)

x
I'espace probabilisé ( (2, #, h IP) est une martingale bornée. Il converge
X

donc _h P —p.s. et dans tous les espaces L”(Q, %, h le )
vers £ (g, (x, .)) .1l s'ensuit que:
— Y - — _h=
Vx,geG, h@x) P= @, . )hx P
X
et les probabilités { ’ P.xeG ) sont équivalentes.
Les assertions i) et ii) s'en déduisent immédiatement. A 1'aide de

la premiere assertion de i), on vérifie que les deux probabilités de 1'assertion
lit) coincident sur toutes les tribus %,, n20.0Q

10
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(5.6) Nous appelons & l'ensemble des variables aléatoires Z
n-invariantes et telles que , pour tout g € G, la variable aléatoire

Z(g,)E (g,.) soit " IP-intégrable.

(5.7) Proposition,

1) Pour tout élément positif Z de &, la relation
fo=h @ "EE@, )2e,)],Ee<0),

définit un élément de HG, telle que la mesure f IP soit absolument

. h
continue par rapport a la mesure IP.

ii) Réciproquement soit f est un élément de HG, teﬁe que la

mesure fIP soit absolument continue par rapport a la mesure h IP . Pour

feX )
tout g € G, la suite de variables aléatoires { ———— ; n 2 0} converge ,
h X))

h : . . o
IP-p.s., vers une variable aléatoire Z(g,.) . La variable Z appartient a &
el nous avons

P =26,)Ce, ) e "P.

Preuve, Clair.

6. Systeme dynamique associé a un élément de HG a* .

6.1) Nous introduisons l'opérateur T suivant: si F est une fonction

borélienne positive ( ou bornée ) sur 2, nous définissons
TF(a))=IQF((g,w))§(g,w) o(dg) (we).

De l'assertion iii) de la proposition (5.5) il résulte que l'on a , pour toutes
fonctions boréliennes positives (ou bornées) F et G,

J, TF@) G@) " Pdo) = | F) Goo(w)" P (do)

En particulier la probabilité h IP est T-invariante

1
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Le triplet (€, h P, T) sera appelé systéme dynamique associé a
l'élément A de HGG.

(6.2) Nous avons 71 =1 si et seulement h e H(T et dans ce cas la

probabilité h IP est 6-invariante.

(6.3) Deux éléments Z et Z' de & sont dits équivalents si et seulement

h
si: VgeG, Zg,)=2'@g,.), P-ps..
Nous notons 7 le sous-ensemble de & constitué des variables

aléatoires telles que TZ = Z. De la proposition (5.7) il résulte que :

(6.4).Corollaire, L'application Z —> flg)= h(e) "El €(g,)Z&,.)]

établit une correspondance bi-univoque entre les classes d’éléments Z de

& [resp. de V]et les fonctions f de HGG [resp. HG] telles que la mesure f P

. . R h
soit absolument continue par rapport a la mesure 1P

Fonctions o-harmoniques positives
sur les groupes L.C.D.
moyennables connexes

7 - Rappels sur les fonctions harmoniques bornées.

(7.1) Soient G un groupe localement compact a base dénombrable tel

que G/GO soit compact et u une mesure de probabilité sur les boréliens de

G. [G, désigne la composante connexe de 1'élément neutre de Gl. La
probabilité 1IP‘1 sur € associée a la fonction u—harmonique constante et

égale a 1, n'est autre que la probabilité produit 11(\81)* u.

Lorsque la probabilité u est étalée, les résultats de [15] peuvent se
résumer ainsi:
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(7.2) Théoréme. Il existe un espace homogéne E,= G/Hy de G et une
variable aléatoire U, a valeurs dans E, vérifiant Vo e Q,
U# (g,a))=g.U# (w), telle que la tribu des boréliens n—invariants coincide,
modulo 1]["u , avec la tribu engendrée par la variable aléatoire U# .

Laloi v,de U, est l'unique probabilité p-invariante sur E,.
La suite de mesure de probabilités (Xn Vu)nZO converge, 1IP“—p.s., vers la
mesure de Dirac sU.Toute fonction u—harmonique bornée h s’écrit sous la

forme R
hg) =IEu h (gx) v,(dx),

pour un certain élément h de IL2E,v).

8 - Rappel sur les fonctions bi-o-harmoniques sur les groupes moyennables.

8.0) Soit h € H . Nous avons h = h et nous désignons par (Q,h]P,T)
le systeme dynamique associé a h. La probabilité hIP est O—invariante. Les

résultats de [16] peuvent se résumer de la fagon suivante.

(8.1) Théoreme, Soient G un groupe L.C.D. moyennable connexe et ¢ une
mesure de Radon positive sur les boréliens de G vérifiant l'hypothese (H).

Une fonction h de Hgest extrémale (dans Hg) si et seulement si le
systeme dynamique (X2, hIP ,T) est ergodique. Dans ce cas, il existe une

. . h
exponentielle harmonique x telle que pour P —presque tout o € L,

Eh(g,w)=x(g).

9. Description des éléments extrémaux de HG a* pour lesquels le systéeme
dynamique associé posséde un élément T-invariant, positif, non p.s. nul,

intégrable.
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(9.1) Proposition. Soit h un élément extrémal de HGG*- Les assertions

suivantes sont équivalentes:
i) Il existe une exponentielle harmonique x telle que P ne soit

pas étrangeére a h P.

. h
it) Il existe une exponentielle harmonique y telle que ‘Pet "“P

soient équivalentes.

. h
iti) v posséde un élément positif, non P-p.s. nul,

h IP—intégrable.

iv) ¥ posséde un élément h IP-intégrable, h IP—p.s. strictement

positif.

v) Il existe une variable aléatoire positive, T-invariante et

h IP-intégrable.

1+T1+...4+4T1

vi) La suite de variables aléatoires ( n ) >1admet
o1 e

une valeur d’adhérence pour la topologie faible o(Ll, L>).

1+T1+...4T1 )
- nZlconverge

vii) La suite de variables aléatoires (

" p_ps.et dans LUQ,Z, " P ).

Preuve.

1) Supposons que les probabilités P et h]P ne soient pas

étrangeres et écrivons: ‘p-7 h IP+Q,ou Q est une probabilité étrangére

a h IP. La variable aléatoire Z est alors la limite h IP-p.s. de la suite de
( xX5) )

b (Xy)

variable aléatoire positive Z est n-invariante et vérifie la relation

variables aléatoires ( voir proposition (2.5)) . Il s'ensuit que la

n20

di . .
invariance :

14
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Ce qui montre que Z est aussi T-invariante et que 1'événement {Z = 0} est
6-invariant et est donc de probabilité nulle (corollaire (4.3)). .

2) Si Z est un élément positif h IP-intégrable de 7, non h P-p.s.
nul, la fonction f définie par:

f@=The "EE 26,1 .ge0),
est bi—-o-harmonique extrémale; c'est-a-dire une exponentielle
harmonique y (Corollaires (6.4) et (4.3) et Thé_oréme (8.1)). Nous avons alors:
“P= Ze,) k) "P;

et d'apres 1) la variable Z(e,.) est h IP-p.s. strictement positive.

3) D'apres le théoréeme ergodique de Chacon-Ornstein, (Voir

[14],Proposition V-6-4), pour toute variable aléatoire h IP-intégrable U, la
U+TU+...+TU ) converse “h’lp_ .
“14T1+...4T%1 'n20 ge, p-5..

suite de variables aléatoires

S'il existe une variable aléatoire Z positive, non h P-p.s. nulle,

intégrable et T-invariante, la suite de variables aléatoires

1+T1+...+T"1 N . .
( n o1 converge IP-p.s. vers une variable strictement
nz2
positive sur I'événement {Z>0}.
. 14T1+...4T1
Posons W =lim inf ; nous avons TW<W sur Q
n—oo0 n

et TW=W sur {Z>0}. La variable aléatoire l'llrzio T'W, est alors un élément

positif h IP-intégrable de 7, strictement positive sur {Z>0}. D'apres 2) la
variable aléatoire W est h IP-p.s. strictement positive. D'aprés le théoréeme

ergodique de Hopf (Voir [14], Proposition (V-6-3)), il s'ensuit que la suite de
1+T1+...+T"1 h
n n21

h
variables aléatoires ( converge, IP-p.s. et dans

LYQ, 7, " P) vers TW .
[E[W]
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De 1), 2) et 3) on déduit facilement que les assertions de la

proposition sont équivalentes.

(9.2) Théoréme. Lorsque le systétme dynamique associé a l'élément h de

HG," posséde une variable aléatoire positive T-invariante, intégrable, non
— _.n
h+h+.+n°

p.s. nulle, la suite de fonctions ( fn = n )n>1 converge

uniformément sur tout compact vers une exponentielle harmonique y .
Considérons la mesure de probabilité = y.c et appelons (E, v, )
la u—frontiére de G .La fonction "h s'écrit alors:
h@ =z Iz, hgwvdy, ge6);
pour une certaine fonction borélienne positive b sur E,. La fonction
harmonique h s'écrit: .
h@) = 2(g) [dgvy/d v, )x) e,

pour un certain élément x de E, .

Preuve, D'apres le lemme (2.2), via le théoreme d'Ascoli, la suite de

fonctions (f")n>1 admet des valeurs d'adhérence pour la convergence

uniforme sur les compacts. Ces valeurs d'adhérences sont nécessairement
des fonctions bi—o—~harmoniques.
Soit (q)(n))n>1 une suite strictement croissante d'entiers telle que la

suite (f‘P(n))n>1 converge uniformément sur tout compact vers une fonction
bi—-o—harmonique f. On voit aisément que la suite de probabilités ( *p )n>1

sur le compact (Supp o)IN* converge étroitement vers la probabilité fIP. Or

14T+, . +T°™1 3
o(n)

S .
nous avons ~ "VP = IP et d'aprés ce qui précéde, nous

savons qu'il existe une exponentielle harmonique y telle que la suite de

16
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1+T1+...+T"1 &
n

probabilités (

IP) ,, converge vers *P. D'ou la premieére
n

assertion du théoréeme. B

D'autre part, les probabilités ‘p et h IP sont équivalentes; il en
est donc de méme q_e_s probabilités a P et h g]P . Nous avons done:

7@ P = 26010 7P - z4.) 20 P,

pour une certaine variable aléatoire n-invariante Z. Mais d'aprés le
théoréme (7.2), nous savons que , modulo P - llP# , cette variable aléatoire
s'écrit h (U,) pour une certaine fonction borélienne positive h sur E,.D'ou
le résultat.

La fonction % s'écrit aussi'

he =@ [ dv =% W) AW v, dw).

Pour toute fonction continue positive a support compact a, une telle formule

reste valable pour la fonction harmonique A%. Pour tout erx, la fonction

dgv
g- Wx- (x) appartient & HG et est donc continue et strictement positive

dgv dygv
(lemme (2.2)). Or nous avons ——1 sz-(x) par suite, pour tout

dgv ) )
ge€@, la fonction va- () est continue. En prenant une suite (an)n>0 de
; >

fonctions continues positives a support compact, dont les supports forment

une suite fondamentale de voisinages de 1'élément neutre de G, et telles que
)] mG(dg) =1, on montre alors, par des arguments standards, que:

hg = x(g) (x) ge®).0

la

(9.3) Réciproque, Supposons que :
h(g) = x(g) (x) ge@);

ou y est une exponentielle harmonique, v, est une mesure de probabilité

y p—invariante sur 'espace homogéne E . de G et x un élément de E v

17
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Pour toute fonction continue, positive, & support compact o sur G,

nous avons:

%) = 1@ JE dv X070 k) al) dy;

que l'on peut écrire
@) = 1@ jE dv ) ¢ @ v, (du)= 1) j ¢ @u) v, (du)

en désignant par g, la dérivée de Radon-Nykodym de la mesure
ttham G) *E, relativement a Vs ou 7 estl'application qui a4 ge G associe g'1
Or la suite de mesure de probabilités (Xn.vx)n>0 converge étroitement,

XP-p.s., vers une mesure de Dirac £ (Théoréme(7.2)). Nous avons alors :

h*X ) .
Z(X ) - J‘Ex Cx(Xn'u) Vx(du) = ]E[Cx(U) | gn] )

qui converge, x]P—p.s. et dans ][.l(Q, 7, %P), vers ¢ x(U). Par suite
[24
P o= ) *P
On en déduit que la probabilité h IP est absolument continue par rapport a

XP et le systéme dynamique associé a la fonction harmonique h vérifie la

propriété voulue.
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