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UN M ESTIMATEUR POUR UN PROCESSUS 
AUTOREGRESSIF NON EXPLOSIF. QUELQUES 

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES. 

X. MILHAUD 
InstitutdeMathèmatiques 
PlaceEuçéneBataillon 

34060 MONTPELLIER CEDEX i 

0. Introduction. 

Nous étudions ici le comportement asymptotique d'un M estimateur dans un processus 

amoregressif non explosif d'ordre d où les innovations sont indépendantes et de loi symétrique 

inconnue. 

L'idée d'un tel estimateur est issue d'une monographie [1] où Г auteur H. J. Bierens 

l'emploie dans des problèmes de régression. 

Nous étudions d'abord sa consistance et sa normalité asymptotique, les innovations ayant 

un moment d'ordre ô > 0 [Th. 2.1 et 2.2]. La démonstration en est classique. 

Ensuite nous évaluons de façon explicite, avec calcul de constantes, une vitesse de 

convergence de l'estimateur vers le paramètre. Nous ne passons pas par des coefficients demeiange 

[6]. Nous considérons plutôt Г espérance conditionnelle comme un opérateur agissant sur un espace 

fonctionnel convenablementchoisi, Cetteméthodeadéjàétéintroduitedans[5]. Dans cette dernière 

publicationlespropriétésspectralesd'un tel opérateur se déduisent du théorème de Ioaescu-Tulcea 

et Marinescu [7]. Les renseignements obtenus sur le spectre sont plutôt qualitatifs et valables pour 

chaque valeur 6 du paramétre. 

Dans le présent article une évaluation plus précise du spectre se fait grâce a un autre choix 

des espaces fonctionnels et par une méthode tout à fait différente. Nous obtenons alors une 

convergence uniforme sur l'espace paramétrique et sur un ensemble convenablement choisi de lois 

del'innovation. 

Les constantes obtenues sont cependant très grandes, cela est dû à l'utilisation des 

martingales mais aussi aux majorations statistiques employées. 
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Le plan de l'article est le suivant : 

1-Présentation générale du processus et M -estimateur. 

2-Théoremesprincipaux. 

3- Hypothèses IL 

4- Ouelquesrésultats probabilistes. 

5-Démonstration des théorèmes 2.1 et2.2. 

6- Operateurs associés âla chaîne. 

7-Vitesse de convergence (démonstration du théorème!. 3). 

1. Présentation générale du processus et M estimateur. 

1. Le processus. 

On considère un processus autoregressif d'ordre d AR(d) défini par les équations suivantes 

Xo-xo ' . . . X^+i =x-4+l 

{1.1} 
X^ = 8i X^i.+ ... + 8j Xj^+i + s* 

où (xo,.-.,x-¿+i) sont des constantes réelles arbitraires mais fixées. Les Xi (i=l,2,. . .) sont 

observés. 

n = 1,2,...) sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de r-

densité g relativement à la mesure de Lebesgue. symétriques, unimodales [cf : Hypothèses 

3.H.1.L]. 

8i,... ,0$ sont des paramètes réels tels que le processus autoregressif ne soit pas explosif 

[cf. Hypothèses 3 H.2]. 0désignerai1 espaceparamétrique. 

Pour n* 0 on notera: 

Y ^ X * , . . . ^ * ! ) ^ 

Pour chaque 8 G 01a chaîne ( Y ^ , n i 1 ) admettra une loi stationnaire Vg et PQ désignera 

ici lui sur ( E K , K ) induite par Í a chaîne. 
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2. Méthode d'estimation. 

Soient p et s deux fonctions réelles positives paires de la variable réelle, p est supposée 

unimodale (cf. Hypothèses 3 H.3. ) 

Soit T un cube compact de IR* contenant!' espace paramétrique© et centre à l'origine. 

Etant donné les observations Xi(W) l...,X a(ù)) et les fonctions p et s définies par les 

hypothèses H3 et H4 on désigne par 6a((0) Tune des solutions (qui existera toujours) de l'équation 

4 p / r x i ( a ) - < e , ( ( a ) , Y i . 1 ( M ) > \ = ^ * p /
, X l ( (B) -<e» ,Y i . 1 (<a )> , \ 

S ^ s ( f i Y M ( w ) f t ) ) e-ïïS [ s ( | Y M ( w ) | ) J 

8 f t(. ) est alors un M-estimateur du paramètre 0. 

2 . Théorèmes principaux. 

1. Consistance. 

Théorème. 

Sous les hypothèses H. 1.1.,2,11,3.2,4.1,4.2 et pour chaque 8 S 0 la suite des M 

K 

Démonstration en5. L 

2. Convergence en loi. 

Théorème. 

Sous les hypothèses H.1.1,2,3,4.1,4.2 pour chaque 0 dans © la suite normalisée 

d'estimateurs (Va (8a-8),n G K ) converge en loi vers une loi normale N(0,r(8)) centrée de 

covariancer(O) sur E 4 , définie par 

r = M Ô

1 A e t M ô

1 

avec 
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J « \Am)i s2(iyl|) 
E x E 

л(е)= j / I - T - T I s M ^ V M 

où et f 1 sont définies en Н.Э. 

Démonstration du théorème en5.3. 

3. Vitesses de convergence. 

Théorème. 

Sous les hypothèses H. étant donné deux nombres réels positifs Y et к il existe 2 constantes 

positives (J^, i=1,2) ne dépendant que de y et к telles que 

° s V« " / ( A ( Y ) ) 

\L 2 л (Y) J j 

(avec [a] =partie entière du nombre réel a, | T | longueur de Г arête de T) 

A ( Ï ) = | P M I ^ ( ( Y ^ A V J ) 

(avecaAb =inf(a,b)) 

14'')./ v " VCfc-0 / 
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oùJL'k = 2 k si US1*-; 

= 2 k - l( l+(—^—*u$) smon 
8(1-*) 

et R = 3 (p(0) + Vi(T + T si ifs'IU + W M S i!s,!!«). 

Les diverses quantités sont introduites dans les hypothèses. 

Démonstration en7. 

3. Hypothèses H : 

Nous exposons ici toutes les hypothèses dont nous avons besoin pour les théorèmes 

énoncés ci-dessus. 

H . l . I . (£a, n G M ) est une suite de variable aléatoires réelles, défîmes sur un espace de 

probabilité^ .Cl, 1P), indépendantes, de même loi admettant une densité g relativement à îamcsure 

de Lebesgue, paire. unimodaie. Il existe un nombre réel positif 6 vérifiant 

(3-1) J |Cpg(e)dC = |i(S) = | « « < < » 
E 

1.2. Il existe des constantes positives Pi, P2. (0 < a < l)tellesque 

(3.2) ?(fo<\€\<fo)*l-<x 

H.2. Lespaceparamétrique 0 est d'intérieur non vide dans TBA compaa et égal à la fermeture de 

sonintérieur (0 = 0). U est tel que pour tout 8 = *(91,... ,84) dans 0 l'équation 

(3.3) z4 -8 1 z
i - 1 . 8 2 z i -2 - . . . -e 4 = 0 

ait toutes ses racines réelles ou complexes de module inférieur ou égal â un nombre réel r fixe 

( 0 - V < X < 1). 
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Nous savons alors qu'il existe une constante réelle positive С telle que les matrices 

1 0 ... 0 

0 1 0 ... 0 

0 ... 1 0 
\ / 

vérifient pourtour n 

sup l l A J U C ï » 
eee tí 

nous ne calculerons pas С dans cet article. 

Н.Э. 1. p est une fonction réelle de la variableréelie, positive, continue, bornée, paire, unimodale, 

integrable pour la mesure de Lebesgue. On pose 

Po = P(0) = max p(x) 

3.2. pestcontinuementdérivable.sadérivéef est bornée. On pose 

¥1 = max |\{f(x)| 
x e E 

3.3. p admet une dérivée seconde ф* bornée, absolument continue sur R+ négative en zéro 

positive pour x grand, ne s'annulant qu'en en seul point de E + 

¥2= sup W ( x ) U e R ) 
x e K 

3.4. Il existe deux constantes positives p* et vo telles que les relations 0 < С < pa et 0 < v < v$ 

impliquent 

p(t>v)s p(£)-p* v 2 . 
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H.4.1. s est une fonction réelle de la variable réelle, continue, paire, strictement positive 

croissante sur E + bornée inférieurement par SQ nombre réel positif supérieur ou égal à 1 

(3.4.) 1 * SQ = s(0) = inf {s(x) [ x £ R) 

la fonction s et donc SQ est choisie telle que 

(3.5) J r é ) g ( Q d ^ ? < 0 
B 

4.2. On suppose de plus l'existence d'un réel positif si 

<»> 

4.3. il existe un réel positif s2 tel que 

(3.7) s 2 = m i n { ^ i x > M ( d , î ) } 

avec 

±L 
, , ( d4 )T - ( lV) 2 

(3.8) K(d/rJ = — 

4.4. s' est supposé bornée sur R. On pose 

ii*lU= sup (!s'(x)!jxEE) 
x£iR 

Commentaire: 

! "j Les hypothèses H.3 et ÎI.4 dépendent du statisticien. Il a entièrement le choix des fonctions p et 

s. Par contre les hypothèses H. i et H.2 sont plus diiïiciieinenl contrôlables. Elles dépendent de hi 

Nature'. 
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2) Exemples de fonctions p : 

x - p ( x ) = e - 2 

1 

l+x* 

Exemple de fonctions s : 

X ^ (l+X2) lftci + 2x lft> i 

3) Le choix de s(0) supérieur à un est simplement dû" à des raisons techniques. 

4 . Quelques résultats probabilistes. 

4.1. Pour tout 8 dans 0. nous notons par A© la matrice d x d 

1 0 0 
A e = 

0 1 0 0 

\ o . . . 1 0 / 

et e le vecteur de 

e= l(1.0 0) 

D'après H.2 le rayon spectral de A$ est inférieur ou égal à X* < X pour tout 8 6 0. Pour 

toute norme compatible avec la structure d'algèbre des matrices nous avonspoufchaque9 6 0 

Commecela a été montré [5] nous pouvons trouver une constante G ne dépendant que de 

l'espaceparamétrique© telle que pour tout 8 dans 0 et tout entier n positif 

(4.1) (lA^IsCT* 

C peut être choisi supérieur ou égal à t. 

Lesreiations derecurrence (1.1) s'écrivent vectoriellement : 

Ya+i =Ae Ya + Cae 

Yo = yo 
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Lachaînevectorielle(Ya, û £ M ) est une chaîne de Markov, récurrente au sens de Harris 

et admet une loi limite stationnaire Ve. Cette loi Ve est aussi celle de la variable aléatoire 
j-1 

Y(8) = £ ie+%Aae-f ... + CjAQ e + . . . 

Des hypothèses H. 1 faites sur la densité de g on déduit que le support S de V8 contient un 

ouvert de FA v$ est équivalente à la mesure de Lebesgue sur S. 

Nous noterons 

{Y n = Y a (9 ,y ) = AÎ y + Za e + Z^ A ô e + ... + c t A? e 

Y a ( e . y ) = A j y + zt e + Z2 A 8 e + ... + Za A g 1 e 

Y ( e ) = C i C + e 2 A e e + . . . . + e a A I 1 " 1 e + . . . 

Z = c ( | G 1 | + T ! c 2 i + . . . + T n i c n + 1 ! - . . . ) 

4.2. Proposition. 

Si zi admet un moment absolu d'ordre 6 avec ô > 1, E^eil8) = ji(6), alors 

E^ y (l!Y#) < (C f IWI) * " ( « S » " 8 

Démonstration.Les résultats proviennent de ce que Y* et Y^ ont même loi. et de l'application 

d'inégalitésdeconvexité. 

Onutilise aussirinégalité 

Yi(e ,y)<||AQy|| + Z 
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5. Démonstration des théorèmes 2.1 et 2.2. 

1. Demonstration du théorème 2.1. 

Nous notons pour tout n e IN, t s R 4 

ê a est une solution de : 

0n(M) = sup{Qn(i)iteT) 

1 * 

Pour chaque t E T ( - Q f l(t), n E N ) est une suite de variables aléatoires réelles bornées. 

Lethéorémeergodiquenouspermetd^affírmerquepourchaquetdansTetS dans 0 

1 * * *U 
"Qni1)"9 QoG) ™o presque sûrement 
n n u o,y$ 

où 

Q e ( t ) - ¿ ¿ p * ^ > K » * ^ 

Etant donné un ensemble T* dénombrabie partout dense de T il existe donc un ensemble mesurable 

Ne de n , P-nul tel que pour tout (û € N9 

des hypothèses H. 3.2.4.1,4.2 on déduit que pout tout (ù dans Q, la fonction de t Qn(W,t) admet un 

gradient borné sur T. T étant compact Qtt(û>,.) converge uniformément versQgi.). 

D'après le lemme 2 ci-dessous la fonction QQ (• ) atteint son maximum en t=0. 

I « * « 
La convergence uniforme de - Q t t((û,.) tend vers Qg(.) et la continuité de Qn(Gû..) 

impliquent que pour G) S IHy, O (̂CO) converge vers 0 quand n rend vers l'infini. 
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2. Lemme. 

Avf?c les hypothèses du théorème 2.1. pour chaque 6 dans 6.1a fonaion de t, Q.v (t) définie 

ci- dessus atteint son maximum en t = 0. 

Démonstration. 

g et p sont deux fonctions positives paires, unimodales, et intégrables pour la mesure de 

Lehesgue. Par application du iemme de T. W. Anderson [4] p. 155 iaf onction de t 

atteint son maximum en <t,x> = 0, Ve étant équivalente àlamesure de Lebesgue sur S le maximum 

de Q*(t) est atteint en t = 0. 

3. Démonstration du théorème 2.2. 

Notation. Si R est une fonction numérique "régulière" de la variable vectorielle t de R 4 . 

t = (ti Nous identifions R avec la fonction notée encore R des variables réelles ti,...,q 

R(t) = R(ti,._îa). 

Nous notons: 

R^t) la valeur en t de la dérivée partielle de R relativement à iaième variable 

Demême 

Ry(t) = (Rï)3(t) 

D R(t) désignera la valeur du gradient deRent. C'est un vecteur de E A . 

D 2 R(t) désignera la matrice : ( R ^ ( l ) ) i > U • 
Démonstration.Donnons une idée de la démonstration qui est standard. Posons 0^(8') 

* A 
= Q n(8 1 - 8 ) . Pour chaque Cù, en vj^iù) nous avons : 

DQa(ôa((i))) = 0. 

Faisons un développement de Taylor de chaque composante du gradient au voisinage de 8. 

0 = Q 1 ^ ) = Q^(8) + l Qg(8) (Ôu-8j)* V e 

j=l 

avec 
d 

y~ ^ 

où 
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9'iest telqae!!8*i-e:!<|fêa-e:! 

A > A 

G^j est la j e m e composante de 0 a . 

Toutescesrelationss'écriventmatriciellement 

( 1 ) -4.-D QaO) - ̂  Qi(6) Vn (0^-6) + 4" % < e = 0 
Vn n vu 

où 

îin(Q ,ô*) « Hm^(8 * M e 

La consistance de 8* et les hypothèses H.3.3 et H.4.1,4.2 impliquent que la convergence 

en probabilité de rja(8, ê*). 

Le théorème ergodique implique la convergence presque sûre de ̂  D 2 0^(9 ) vers M(8 ) . 

M(8) est inversible car le support S de Ve contient un ouvert de E 4 . Ve est équivalente à la 

mesure de Lebesgue sur S, l'intégrale de y ' est non nulle, négative, majorée par \jf 

Enfin par [3] 

$e(4*DQ*(Ô))-* N(0,A(8)) 
Va-

on A(8) est défini comme dans le théorème. 

D'où la conclusion. 

6. Opérateurs associés à la chaîne. 

6.1. Soit la tribu engendrée par Z\ 

Etant donné une fonction f définie sur E 4 à valeur dans E 4 ' nous considérons pour chaque 

8 (quand elle existe) l'espérance conditionnelle Ee(f(Y*)/7?i). La chaîne est markovienne, un 

représentant de cette espérance conditionnelle nous est donne par laf onction de E 4 dans E 4 ' 

(6.1) y - U 6 f(y)= l f ( e e ^ \ 8 y ) g ( c ) d c 
E 
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Nous allons étudier les propriétés de l'opérateur opérant sur certains espaces 

fonctionnels convenablement choisis. Pour alléger les notations dans ce paragraphe nous 

supprimons l'indice 6. v désignera la loi stationnaire associée à la chaîne. 

6.2 Rappelons que E(\Zip) = Jl(5) = ^ < oo 

Pour chaque réel f$, 0 < (3 * 1, soit Bp iespace des fonctions de dans R * vérifiant 

où désigne indifféremment tant qu'il n'y apas confusion la norme dans R d ou R*. On pose 

| f | j = M p ( f ) ^ ( f ) 

Alors Bp est un espace de Banach et on a 

| ! f(y) | v (dy )<oo 

R* 

6.3. Proposition 

L'opérateur U défini en (6.1 ) de Bp dans lui-même admetla décomposition : 

U=It + Q 

où il est le projecteur de Bp sur l'espace des constantes 

f-> ïïf = j f dv 

Q est un opérateur de Bp dans lui même tel que 

l)flQ = Qïï=0 

2) pour tout entier n positif 

m 
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Pour tour (î •' • 

Cp = ( # [ m a x ( l . = ^ - ) + l l . 

Démonstration. 

Notons par ^jj le sous espace vectoriel des fonctions f de Bg centrées pour la loi 

stationnairev de la chaîne. 

Lastationnaritédev implique 

Notons par V la restriction de U à t^. Soit f une fonction de 'êpévaluons[|\^fîjj. Nous remarquons 

que 

V»f(x) = E(f(Y a(x))-f(Y)) 

carE(f(¥)) = { f dv = 0 

f appartenant à B($ nous avons : 

!f<Ya(x))-f(Y)i s V f X H A f l M + 2 IJAIlP I V l ^ ) 
p=n 

Tenant compte de la majoration de lanorme de A* nous obtenons : 

IfWOOH * ip(f) CP tP*(||x||P + 

D'autrepart, un calcul aisé nous permet d'obtenir pour tout P > 0 

! |W(x) - W(y) | i ^ i p ( f ) CP TP*|!x-y# 

SommantMp et ijjnous obtenons 

Une fonction quelconque f de Bp se décompose en : n(î) + (f-it(f)) 

f-ïï(f) appartient à ^ 

Alors U admet la décomposition 

U = ïï - Q 
ÙU 'v -~ \ 0 t'I-JI). 
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6.4. Soit iç une fonction bornée lipschitzienne défnie sur jR** a valeurs dans IR**' nous notons par 

Nous posons = Iĵ jjo» 4-

Lelemme suivant nous permet d'évaluer la norme de (pdans Bjj. 

Lemme. 

Soit P unnombre réel commis entre 0 et 1. (0 < p * 1) 

Soit (p une fonction bornée lipschitzienne. 

Alors avec les notations ci-dessus 6.2. 

l)Mp(<p)si№lL 

2) ^ ( ( f ) * 2 1 * j fo i£ P s (1-0)2 U(f IL - P 

3)^1^31^1! . 

Démonstration. 

3) est manifestement une conséquence de 1 ) et 2). 

1) est évident 

2) ) = 0 implique ip(<p)= 0 

s i i ( ( f ) > 0 

- Soie ||x.y|I ^ 2||«plU ^e-Hv)-

Nûus avons alors 

*Soi t ! !x-y | | ï2JiCp |Ui%) 

d'oulapremiereinegalite. 

Ladeuxièmeinégalité est dueàlaconcavité delafonctionlogarithme. 
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6.5. Nous nous intéressons maintenant à 1 évaluation d'expressions du type 
n 

J 3 1 k ( t ) = H(t<t, T 

où k est un entier positif, t un vecteur de E3", F une fonction de E x E 4 -> E* telles que : 

1) F est borné, sup !F(£,v>l = l!Ftb 
(c.y) 

2) Pour tout y et z de.E*. ijF(e,y) - F(C,z)|i s (Do|£| + Di)||y-z|| 

3) F est centré pour la loi g(Q de V(dy). 

Posons F (y) la fonction de y définie par : 

F (y) = | F(e,y) g(t) de 

Alors: !|F"iUs!!FIU 

Jc(F) i (Do ̂ ( 5 ) + Di) 

Nous avonsune majoration de | F |i 

(1) iFjiiUFlU + CDoll^ + Di) 

6.6. Proposition. 

Supposons qu'il existe S > 1 tel que E\£.$ soit fini, soit F soumis aux trois conditions ci-

dessus et la condition H.2. réalisée. 

5 
1-Alûrs pour chaque entiernpositif et chaquektelqueP = £ < 1 nous avons 

* (2k-l Cp (1- l(2+2H C^n- i^Xl+cS ji(&Xl-1)"8) 

+ C& Ijvftl̂  (1- x)l-5 ( 1 + T i - 1 + 2 W dtCn-lf 2^ 1 V ti)] x|Wjk x |3 ï " f 

i=î 1 

^ 2 ^ ^ / 2 . 1 ^ . ^ 1 5 

où i F ii est dûûne en (6.5(1}}. G> en proposition 6.3., Q = (18 ——r^ Ve. 
h (k-l) 1 1-80 
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2- Nous avons les majorations suivantes 

(1- tP>* s (k/ô)fc (1- t )* 

Cp s 2 C 6 * pour (Mb))11* < 1- T 8 * 

Q * O"* 0 -•• 7 — s : ) * C 0'* — + 1) smon. 
p 1- T 5 * 6 1- T 

Démonstration. 

Notons par ^i-i la tribu engendrée par £j,.. Cj-i, et posons : 

F " ( Y w ) = E(F(e i ,Y i . 1 ) /7? i . 1 ) 

A = 2.F(en,YW)-T(YW) 
i=l 

B = | f " ( Y W ) 

en vertu ou temms e v* nous pouvons écrire : 

B = I (l-U)h(Yi-i) 

= | ( h ( Y H > « h ( Y « ) ) -UKY„iKh(Yo) 
i=2 

B' -U^Ya-O+hCYo) 

Nous obtenons alors 

(1) \ k ( 0 =E(!<t,A> + <t.B>*) 

* 4*-*(E(I<t,A>ft + E(|<t,B'>lk)+ E(|<t,Uh(Y a ri)>^) + E(|<t,h<Yo)>fi) 

<t, A> est une somme d'accroissement de martingales. 

Par l'inégalité de B.D.G[2,p.22] 

m<tM) £ QcE { I K F t e . Y u ) - F (Yjr l)>2F } 
i=l 

n — 
i Qt ri*-?)» 7 E { <t .F(Q,Y W ) - F (Yh)>? c 1 

i=l 

(2) E(;<t.A>k) s Qc nW2::t;:k ( 2 ^ : 1 ^ . 
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D'après le lemme 6.7, nous avons : 

(3) E(!<t.h(Yari)>f«)s 

s 2 k - 1
 Cp (1- tP)* ( 1 f i ( 8 X l - Tf 8 + C& T»-1 !.!yo!? (1- T) 1- 5)!!!!^ p F * 

(4 ) Efl<t.hOfc)>fo* 

s 2 " Cp (1- tP)* (1 +C* |i(5Xl-1)" 8 + C« ||yo|̂  (1- T)^)!!tj|f pFf 

D'autre part <t,B > est une somme d'accroissements de martingales, nous avons donc la 

majorationvial'inêgalitêde[2,p.22]. 

E(!<t.B'>K)<Q £ (n-l)P^' 2 2 Efl<tJi(Y w )-Uh(Y«)>fts 
i=2 

n 
s2 k - 1 Q c (n- l )P £ - 2 ) / 2 Y E(kt,h(Yi.i)>^) 

i=2 

Maintenant grâce au lemme 6.7 ci-dessous nous obtenons : 

(5) E(j<t,B'>h i 2 W 1- tP)* 2k- 1q t(n-1^" 2)' 2 x 

x ( ( n - l X l + ^ S x i - t ^ + cSHyol^l- î ) 1 " 8 I ^ntlfpïf 
i=2 

(1 ) etles inégalités (2), (3), (4),(5) donnent le résultat 

La majoration de Ck s'obtient à partir de [2. p. 22]. celle de (1- del'iaégalité 

l-t* * a(l-T.)pourO< x< 1 e t O < a < 1. 

6.7. Lemme. 

Soit F une fonction de E* dans E* b<)raêUpscMtziennecentrêepourlaldstationnairev. 

!F"!i = P ! U + i ( F " ) 

Notons par h lafonction définie formellement parla série 

h(y) = F(y)+ ... + U»F(y) + ... 
Alors: 

1 ) Pour t ( û. 1 ) ia setie définissant h est convergente dans Bp et nous avons 

•ihtjjs Cp (1- tP)-1 3fF|i 
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2) Si 5 > 1, [5 k. - 5, (î 1, pour tout entier positif i nous avons 

EflUKYùfr) i 2 ^ c£<l- xP)* (l+C?|l(5Xl- T)-*+C* I 1 (1-1)^) ¡3 F~£ 

Démonstration. 

1 ) F est un élément de Bp centré pour V c' est donc un élément de '€p. D ' après la proposition 6.3 et 

lelemme6.4 

d ) nu* Fijj i nQft|jj i i T i j j i Cp tP* 3|Fd 

la série définissant h converge donc dans Bp et l'évaluation de j|h||p se déduit aisément de la 

majoratioûprécédente( 1 ) . 

2) Si 0k = 5 avec 5 > 1. 

Pour tout entier positif i nous avons : 

(2) M y ) ) ! * s Mp(h)(l+!!Yi(y)!^ 

De la définition de n et de (1 ) et du lemme 6.4 3) 

(3) Mp(h)iCp(l-TP)-l. |37ji 

D'autre part: 

(4) ( l+P i tyo) !^ * 2H{l+(||Aiyoi!+ I mAH 

H 
E[( l+im(yo) i№i2k- l [ l+(Ct i i | j B | |+ 2 CTHjçif t 

j = 1 

Grâce â 1 ' inégalité de convexité 

1 T5*1 i 

E[(l +!IYi(yo)|P)kl s2"[ l+C< < ) ( I 1 Jiyot!8 + l tH ft(ô)j 
1- T j=l 

(5) 

(3 ) ei (5) nous permettent d'ûbteniri'iûeg alite. 
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7. Vitesse de convergence (Démonstration du théorème 2.3) 

7. l.Lemme. 

Posons 

Sous les conditions H 

A G e- -e IL)=r (e ,e) - r (e , e ) s, 1 p* ( ( [je* -e H2 . S ; ) A vj) ( I -a)2 

ou p \ VQ, etS2 sont définis en H. 3.4 et H.4.3. 

Démonstration. 

Nous noterons ici *C(d,l) par K, g étant une densité, paire, unimodale, il en est de même de 

la densité de la loi stationnaire relativement à la mesure de Lebesgue sur R*. p étant aussi 

unimodale, en posantt = 8'-8, et utilisant l'hypothèse H.3.4. nous avons : 

r ( 8 l 8
t ) = r ( 8 , 8 + t ) ^ A+B 

avec 

> i tOiyii) K - j i m 1 J j_ - tOiyti) _ l_ m j j 

D'après H.4.1 s(|iyil) à SQ > 1, d'autre part g c-t sont des densités symétriques, nous 

avons alors 
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r Ce e) - r (e ,e-0 > p* ! ( >*ir < i , - t^ - >2) a v„ ! * p 
* u ! " i n s(iyi' y j 

avec 

La parité de g et la symétrie de va â l'origine et l'hypothèse H. 1.3 impliquent que 

P 4 ( W ) v , | < j i î . V J > P I ' c ) 

De la définition de Y(8 ) dont la loi est Ve nous déduisons : 

< p . Y ( 8 ) > = £ e i < | i j [ > A ,

e

1 e > 

Du lemme 7.2. ci-dessous nous avons que 
• t i l 1 

max j < — , A 1 ' e > \ * K 

Notant 10 l'un des indices i tel que 

< — , A ° e > = max< — , A e{> *K 
j IF II i=i,d IF II 

les variables aléatoires étant indépendantes de loi unimodale symétriaueona: 

v 9 ( | < ^ . ï > | ^ , ^ p ( | < ^ . A i ' , e > c l J > p l K j , P ^ , o | > p l ) 2 l - a 

D'OÙ 

P ^ ( l - O t ) 2 . 

7.2. Lemme. 

Etant donné le système de vecteurs de R 4 

vi = e = <(1.0...0) 

vi = «(ai.i,a«,...ai,1.0...0) 

Désignant par< , > et le produit scalaire et la norme euclidienne de R 4 nous avons 

1 ( d - l ) T 
1 ) mm max ' < t.v.- > • > - = 
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i-1 
Pour VJ = À Q e, nous avons 

¡-1 1 lv-Ty(d-o)2 f ^ 
2) min max !<t.A! e>; > - L K- = *WJ 

iM-i i=i.d * « d c 

D éfli oastralî ofl. 

Pour tout vecteur t de fi1 nous avons 

1 4 2 1 

œ « i < ^ v i > f * J Z < t .Vj> 2 = jQ(t) 

Notons par ei = .e, ei la base canonique de E 4 , . T j (i=l ,d) la matrice colonne des 

composantes de Vi dans cette base. Alors, toujours dans cette base, la forme quadratique Q(t) admet 

pourmatrice 

B = ~\ l~\ + ... + "vV~v"4 . 

B s écrit aussi : 

V = 1 M.* 
min {Q(t)| 1WH1} est aussi laplus petite valeur propre de B. 

Or la somme des valeurs propres est : s = trace(B). 

Nous avons : 

é d , •* * 

s=trace(B)=2I < e i> v j>* = £2 < e i ^ i > " 

s=txace(B)=I i l^lf • 
i=* 

Le produit des valeurs propres est : det B. 

ûrpour tout vecteur VJ = (j = i.d) 

<ei ,Vj> = 1 sii = j 

= 0 s i i> j 

La matrice B s'écrit donc 

( J 4 ) 
B = v 4 - T e t , > v } . v :. - I - e 2 , V j > , ... , v 4 j 

\ f-: 3 

On voit alors que : det B = 1. et tomes ies valeurs propres sont donc strictement positives. 
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Soient X i Xi les valeurs propres de B et Xi la plus petite d'entre elles 

(1) V — 

¡ = 1 

Pour À* donné Y À.j = s-A* le deuxième membre de ( 1 ) se minore en prenant pour tout 
i=l 

i = 1... d-1 

Nous avons donc à partir de ( 1 ) 

nous en déduisons alors la première inégalité du lemme. La deuxième inégalité provient de 
i-1 * 

l'évalutatiûitjiviji - | | A 0 e{j ̂  C i1'1. 

7.3. Démonstration du théorème 2.3. 

Soit 8 la valeur du paramètre, T est l'ensemble défini en 1.2. Etant donné Y > 0 posons 

T*=T(8 ,Y)={8* £T | | j8*-8) |*Y} 
A. * A. 

cetensembleestcompact. L'événement { ||8fl-8|| * Y } équivaut àS* £ T (8,Y) = T*. 

U résulte du lemme 7.1 que pout tout 81 ET* 

Etant donné 8 ', 8 * quelconque dans T *, il résulte des hypothèses H. 3.2 et H.4.1 que pour 

(x,y)dansR x R*ona: 

Ixl 

avec^i= sup îf(u)jetsi= sup - ^ r . 

Notons D(8') l'ensemble 

(2) D ( 8 ' ) = </ 8* E T ; [|6*-0*¿1 <; — — \ 
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en posant 

ûûus avons pour tout 8 * dans D (8 ) et (x ,y) dans T£L * 

01 r(x,y.eO = p ( ^ ^ ) f i m ( x . y . e O 

T* étant compaa il existe un ensemble fini 8i,...,8j d'éléments de T* tels que les voisinages 

D(8i),... ,D(9j) définis comme en (2) recouvrent T*. Un calcul élémentaire mène à une majoration 

dep 

( 4 ) Vs j î V l
 t l 

où [a] est la partie entière du réel [a] et ¡71 la longueur du côté du cube T. 

Pour une observation (*> posons : 

Soit 8a((0) tel que i|8a(<*))-81| * y 

Nous avons alors : 

ï i ' ( x i . r n . ê . M ) » ï i r ( * i - ' H - 8 ) 
i-l j=i 

A. 

8 a appartient à l'un des D(8i) (i=1 ,p), et donc pour l'un des i convenablement choisi 
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Nous en déduisons alors : 

<5> CfàH»*»)* œ ( x i • Y i - . Qi) - j £ . Y , . , , e ) V i p, 
I=L ^ L'=L ¡=1 J I=L 

Evaluons chaque terme de la somme du 2e membre de (5). La relation (3) nous permet deremplacer 

la fonction m par r, introduisant de plus l'espérance sous la loi stationnaire en 8 de m et r nous 

obtenons : 

f 

p » = p e H y 0 ï i r ( x > < y h > ô i ) 4 - r ( 8 ' e 0 4 * r ( x i • y h • e )- '(e.e) 
V 1=1 

+ r ( e .e ) - r ( e .e . ) ) 

Majoronscetteprobabiiité: 

P , - C | i | < x I . Y j . 1 . e i ) - r ( e . e J 4 j 

(7) V H y 

. P ^ £ r ( x , . Y M . e ) - > ( S . e ) , 4 ) 

Nous obtenons alors la majoration à partir de (5) et (7) 

P £ 0 ( £ r « M Y ) * t P 9 H y 0 ( ï2 r ( X i • Y H • Q X Q * l * J 
i=l ^ H / 

(8) 

La conclusion vient en appliquant! inégalité de Bernstein : 

p » 7 ^K 

P (7 > a) < L , / ' ' avec a > 0 

a 

et rassemblant les résultats antérieurs. 
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