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UN M ESTIMATEUR POUR UN PROCESSUS
AUTOREGRESSIF NON EXPLOSIF. QUELQUES
PROPRIETES ASYMPTOTIQUES.

X. MILHAUD
InstitutdeMathematiques
PlaceEugeneBataillon
34060 MONTPELLIER CEDEX |

0. Introduction.

Nous étudions ici le comportement asympiotique d'un M estmateur dans un processus
autoregressif non explosif d'ordre d ou les innovations sont independantes et de loi symetrique
inconnue.

L'idée d'un te] estimateur est issue d'une monographie [1] ou ['auteur H.J. Bierens
F'emploie dans des problemes de regression. V

Nous etudions d'abord sa consistance et sa normalité asymptatique, les innovations ayant
un moment d'ordre § > 0 [Th. 2.1 et 2.2]. La démonstration en est classique.

Ensuite nous évaluons de facon explicite, avec calcul de constantes, une vitesse de
convergence de |'estimateur vers le parameétre. Nous ne passons pas par des coefficients demelange
[6]. Nous considérons plutdt I espérance conditionnelle comme un opéfateur agissant sur un espace
fonctionnel convenablement choisi. Cetteméthode a déjaéteintroduite dans([5]. Dans cette derniere
publication lespropriétés spectralesd'un tel opérateur se déduisent du théoreme de Tonescu-Tulcea
et Marinescu [7]. Les renseignements obtenus sur le spectre sont plutét qualitatifs et valables pour
chaque valeur8 du parametre.

Dansle présent articleune évaluation plus précise du spectre se fait grace a un autre choix
des espaces fonctionnels et par une méthode tout a fait différente. Nous obtenons alors une
convergence uniforme sur |'espace paramétrique et sur un ensemble convenablement choisi de lois
del'innovation.

Les constantes obtenues sont cependant trés grandes, cela est d@ 4 ['utilisation des

martingales mais aussiaux majorations statistiquesemployées.
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. Le plandel'article est le suivant :

1-Presentationgénerale du processus et M-estimateur.
2-Theoremesprincipaux.

3- Hypotheéses I1.

4- Quelquesrésultats probabilistes.

5- Démonstration desthéoremes?2. 1 et2.2.

6- Operateursassociés ala chaine.

7- Vitesse de convergence (démonstration du théoreme 2.3}

1. Présentation générale du processus et M estimateur.

1. Le processus. v
On considere un processus autoregressif d'ordre d AR(d) défini par les équations suivantes

Xo=Xo ... Xdo1 =Xdat
(.1
Xp=01Xp1+...+01 Xp4+1+ &

ol (Xp,....X4s1) sont des constantes réelles arbitraires mais fixées. Les Xj (i=1,2,...) sont
observés.

(€, 0 = 1,2,...) sont des varisbles aléatoires indépendantes identiquement distribuées de

densité g relativement 4 la mesure de Lebesgue, symétriques.‘ unimodales [cf : Hypothéses
JHLL) '

By,....64 sont des paramétes réels tels que le processus autoregressif ne soit pas explosif
[cf. Hypotheéses 3 H.2]. ©désigneral‘espaceparamétrique.

Pour n> 0 on notera:

Yn =t(xn"")xh<1+1) N YO =t(x0v'-'vx-d+1) . e = t(e1,...,9¢)

N
Pour chaque 8 € © lachaine (Yy, n> 1) admettra une loi stationnaire Vg et Pe Yo désignera

Tatoi sur (BB 3B nayire pariachaine.
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2. Méthode d’estimation.

Sotent p et s deux fonctions reelles posiuves paives de la vanable reelle. o est supposee
unimodale (cf. Hypothéses3 H.3.)

Soit T un cube compact de R4 contenant! espace param etnqueﬂ etcentreal'origine.

Etant donnd les observanons X1(w),...,Xg(w) et les fonctions p et § définies par les

hypotheses H3 et H4 on designe par Bn((m I'une des solutions (qui existera toujours) de I’ equation

~ ‘\
i Xi(‘ﬂ)‘ <en(w)‘\’11(w)7'j 5 < 0 Xi(‘ﬂ)‘ < 9'-Yi-x(03)7-"\

p R
ot 5 ( HY., ((;.)) ") O.S,uepr i=t s ( fYiq (0-)} ﬂ) ,’}

6.(.) est alors un M-estimateur du parameétre 8.

2. Théorémes principaux.
1. Consistance.

Théoréme.
Sous les hypothéses H.1.1.,2,3.1,3.2.4.1,4.2 et pour chaque 8 = © la suite des M

estimateurs(85(.),n € N) est Pg\lypresque sGrement convergente.

Démonsuationen5S. 1.

2_ Convergence en loi.

Théoréme.
Sous les hypotheses H.1.1,2,3.4.1,4.2 pour chaque 6 dans © la svite normalisee

d'estimateurs (\/;1 (6,-6),:1 € IN) converge en loi vers une loi normale N(O,I'(8)) centrée de
covariancel () sur RY, definie par

ML Ag TV
=My 29 My

avee
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) ‘
M(8)= | \;t“ 5( ) Yy z(e de vg(dy)
\s” |
Jpopt W s
] . )
Ale)= { : olebde v,y dy)
| AR F ETAF R

RxR
ou Y ety sont definies en H.3.

Démonstrationduthéoréemeend.3.

3. Vitessesde convergence.

Théoréme.
Sous les hypotheses H. étant doané deux nombres réels posmfs v et kil existe 2 constantes

positives (fk ,i=1,2) ne dependant que de Yet ktetlesque

1 2 :
~ J J
wp 2 (0 .M)(u_x) B gk
8e® :

GEY
_ ({ulw,ﬂrﬂ 1)
p= ZA(y) i

(avec [a] = partie entiére du nombre reel a, | T | longueur de ['aréte de T)

A(v)%-p' (1R (Y 0 A vp)

(aveca A b =inf{a,b))

k k
. 32 k 5 32
=2 (2“'2 ZE_) Fun A (hcs(l-r) (ug-ts’azs))+ L )
& 1’- e‘ 1_«{ / . 1/_ i
o,

(cn)' (k1)

. k
I = 73k c8uqk(6 m‘) ( (ll(,'”)’o“ - r))(l I) )
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o0, =2% si gtk < 1 Otk
k
<
&(1-1)
et R=3(0(0)+ Wa(T = Ty [5To + 1% s,
Les diverses quantités sont introduites dans les hypothéses.

=2k1(14

¥ us) s1on

Démonstrationen?.

3. Hypotheses H :

Nous exposons ici toutes les hypothéses dont nous avons besoin pour les théorémes
énonces ci-dessus.

H.1.1. (& n € N)est une suite de variable aléatoires réelles, deéfinies sur un espace de
probabilite(Q,C{, P), indépendantes, de méme loi admettant une densité g relativement 4 fa mesure
de Lebesgue, paire, unimodale. Il existe un nombre reel positif  verifiant

(3.1) mJlePg(c)’dc=u<6)=us<w

1.2. llexiste des constantes positives fi1, B2, @ (0 < & < 1)telles que

(3.2) PPy <|gj<B2)2 Lo

H.2. L'espace paramétrique © est d'intérieur non vide dans R! compact et égal ala fermeture de

sonintérieur(© = é). 11 est tel que pour tout 8 =%(81,...,8¢) dans ©1'équation
(3.3) A-0yz41-0,742.. -03=0

ait toutes ses racines réelles ou compleves de module inférieur ou ¢gal Aun nombre réel T° fixe
O« <1<
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Nous savons alors qu'il existe une constante réelle positive Ctelle que les matrices

8 84
10 .0
Ag=
010...0
0..1 0
vérifient pourtout n
sup HAeH sCtm
6e©

nous ne calculerons pas C dans cet article.

H.3.1. pestunefonctionréeliedela variableréelle, positive, continue, bornée, paire, unimodale,
intégrable pour la mesure de Lebesgue. On pose
Po = P(0) = max p(x)

3.2. pestcontinuement dérivable, sa dérivée ¥ est bornée. On pose

¥1 = max [y(x)|
xeR

3.3. p admet une dérivée seconde Y bornée, absolument continue sur R, négative en zéro

positive pour x grand, fie s'ansulant qu'en en seu! point de R,

¥2= sup {lW(x)l.x € R}

XE
v w-w i
Vo= S\ Ty <

3.4. Il existe deux constantes positives p* et vy telles que lesrelations 0 <« € < Paet 0 < v< wy
imphquent

PE+VY < P(EY - P* v
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H.4.1. s est une fonction reelle de la variable reelle, continge, paire. strictement positive.
croissante sur R bornee inférieurement par sy nombre reel positif superieur ou egal a 1

(3.4) lcsg=s{0)=inf {s(x)]xc R)

la foncrion s et donc sy est choisie telleque

65 | veeoes¥ <o
E

4.2. On suppose de plus |'exastence d'ua réel positif sy

It

(3.6) si= sup -
xE?R nx)
4.3. il existe unree! positif sz telque
. X
(3.7) sz=min {m}x >B1K(d,1) }

avec

&1 AT
(d-i)'z"(i.-t )
fac*

3.8) x{d1)=

4.4. ' est supposeé bornee sur R. On pose
It = sup (s} ix € B)
R

Commentaire:
17 Les hypothicses H.2 et IT.4 dépendent du statisticien. I a entierement le chois des fonclions p ¢

s. Par contre ies hypotheses H. 1 et H.2 sont pius dtiiiciicinent controlapies. Clies dependent de lu

Nature ™.
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1) Exemples de fonctions P :

2
X = p(x) = e’z‘“
-
f4xe
Exemple de fonctionss:

X— (1+x2) ﬂN:.l +2x ﬂmﬂ

3) Le choix de s(0) supérieur a un est simplement dG a des raisons techniques.

4. Quelques résultats probabilistes.

4_1. Pourtout 8 dans ©, nous notons par Ag lamatriced x d

6,6, .0,
1o o
o0 o
0. 10
ete le vecteurde R¢
e=41.0....0)

D'apres H.2 le rayon spectral de Ag est inferieur ou égal 4 T* < T pourtout 8 € ©. Pour
toute norme compatible avec la structure d'algebre des matrices nous avons pour chagque 6 € ©

n
Agll = Co T

Commeceia a été montré [5] nous poixvons trouver une canstante C ne dépendant que de
{'espace paramétrique® telle que pour tout  dans © et tout entier n positif- ‘

(1) agsCn

C peut étre choisi supérieur ou égal a fl.

Lesrelationsderecurrence (1. 1)s ecrivent vectoriellement:
Yie1 =2 Yo+ Ge

1!-':‘ - y[:;
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Lachainevectorielle(Yy, n € IN) est une chaine de Markov, récurrente au sens de Harris
etadmetune {oi limite stationnaire Vg. Cette loi Vg est aussi celle de la variable aléatoire

o -1
YO0)=¢1e+ i:;ere+...+€jAJe e+ ...

Des hypothéses H.  faites sur la densite de g on déduit que le support S de vg contient un
ouvert de RY. vg est équivalente a la mesure de Lebesgue sur'S.

Nous noterons

-1
Y. =Y. (0.y)=Agy+€ e+€  Age:.. +C Ay e

n ' y By n a1 438 148

~ -1
Yn(e,y)=A:y+£1e+£2Aee+...+an§ e

(4.2) ?(9)=€1€+£2Age+....+8 Aes .

Z=C([a,[+t ol + ... + tn{cmp )

4.2. Proposition.
Si £1 admet un moment absolu d'ordre & avecd > 1, E{|€1%) = 1(8), alors

E@) <

(1_1';)84 }1(5)_

10 .
Ee’y(nmﬁ) <CmlyD+ X (UM

&
(1-Ty8-17

Démonstration. Les résultats proviennent de ce que Yj et Yy ont méme loi, et de {'application
d'inégalitésdeconvexité.

Onutilise ausst]'inéegalité
~ b1 |
Ya®.y) s llagylii+2Z
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5. Démonstration des théorémes 2.1 et 2.2.

1. Demonstration dutheoreme 2. 1.
Nous notons pour tout n = IN 1 £ Rt

e » a Xiyg-<0+t,Y:>
Q. (D=0,®= ¥ Q( ] ; i
2T

—

én est une solution de

Op(Ba-8) = sup {Qpit) L& T)
Pour chaquete T (;11- Qqt), n€ IN) est une suite de variables aléatoires réelles bornees.

Le théoréme ergodique nous permet d'affirmer que pour chaquetdans T et dans ©
L Qt(t) Q’ © IPN resque strement
n*n 8 e -)79 P Sq

ol

' c e<ty> :
= ——4—) g(£) d€ Va(d
Qe(t) ][é‘l ]é p( syl ) 8(€) a(dy)

Etant donne unensemble T* denombrable partoutdense de T il existe doac un ensemble mesurable
Ng de O, IP-nut tet que pour tout ® € Ny

1.* *
2 Q@)= Qu(0)

des hypothéses H.3.2, 4.1,4.2 on déduit que pout tout @ daas (), la fonction det Q (®.t) admet un

=

gradientbornésur T. T étant compact Qn(“)") converge uniformément vers Qe(. ).

k4

D'apres le lemme 2 ci-dessous la fonction Qé( .)atteint son maximum ent =0.

b 3

La convergence uniforme de% Qy(®..) tend vers QG(') et 1a continuite de Q (®..)

impliquent que pour @ £ g, yiw) converge vers 9 quand i tend vers U'infini.
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2. Lemme.

Avecles hypotheses du theoreme 2.1 pour chaque 2 dans @ lafonctiondet, Qg(t) definte

ct-dessus atteinl sop maxumum ent = 0.

Démonstration.
g et p sont deux fonctions positives paires, unimodales, et intégrables pour la mesure de
Lebesgue. Par application du lemme de T.W. Anderson [4] p- 155 lafonctiondet

-,

np(tx)= [ p(

m )2(8) de
R s(.a. )

arteint sou maximum ea <t,X> = 0, Vg etant équivalente 4la mesure de Lebesgue sur S le maximum

deQ*(t)estanteintent =0.

3. Démonstration du théaréme 2. 2.
Notation. Si R est une fonction numérique "réguliére" de la variable vectorielle tde RY .
t={t1,....44). Nousidentifions R aveciafonction notee encore R des variablesreeliesty,...,q

R =R(,....0).
Nous notons : '

Rit)lavaleurent deladérivee partielle de R relativement d laiéme variable
aR(:)
Ri(r), =

Deméme

REI(t) = RY(r)
D R(t) désignera ta valeur du gradient de R ent. C'estun vecteurde R,
D2 R(r) désignerala marrice : (RU(T))j=14 -

Démonstration. Donnons une idée de la démonstration qui est standard. Posans Qy(8°)

= ;(9‘-6). Pour chague w, en én(m) nous avons :

D Qx(Ba(@)) = 0.
Faisons un développement de Taylor de chague composante du gradient au voisinage de 6.

1A 1 - d ] A A
020,60 =Q®)+ T Q®) Baj 0 * (6,60
J:

avec

O IS TR | DU
'il.n(UvB‘n) = EI (Qn(f:* 4 -QH(J 1 (\'Jn)}--])

1=
J

ol
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9iest tel que 197107 < 8,87
A B . A
Oy j estla j*B¢ composante de By

Toutescesrelationss'écriventmatriciellement

(1) ‘:‘; DOy(B) - % D2 Qq(8) Vo (én'e) + L

\ 7280 =0

ou

"]n(eyén) = tml,n(e,én) ----- ﬂd,n(e,én))

Laconsistance de én et les hypotheses H.3.3 et H.4.1,4.2 impliquent que {a convergence
en probabilite de 15(6.85).

Lethéoreme ergodique implique la convergence presquestire de % D2 Qu(8) vers M(9). '

M(8) est inversible car le support S de Vg contient un ouvert de B¢, vg est équivalente 2 la
mesure de Lebesgue sur S, 'intégrate de W’ est non nuife, negative, majoree par ¥

Enfin par [3]
339(%; D Qa(8)) ~ N(O,A®)

ou A(B) est défini comme dans le théoreme.

D'ou la conclusion.

6. Opérateurs associés a la chaine.

6.1. Soit Gy tatribu engendrée par €1,...,6.
Etant donné une fonction f définie sur Rt a valeur dans RY nous considérons pour chaque
0 (quand elle existe) 'espérance conditionnelle Eg(f(Yy)/Gy). La chaine est markovienne, un

representant de ceite esperance conditionneile nous est donae par lafonction de R dans R

6.1y — Usfly) = [f(€e~gy) g(Q)
B

de
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Nous allons etudier les proprietes de l'operateur Ug operant sur certains espaces
foncionnels convenablement choisis. Pour alléger fes notations dans ce paragraphe nous
supprimons !'indice 8. vdesigneralaloi stationnaire associée alachaine.

6.2  Rappelonsque E(jes) = 1(8) = g < ™
A< Co

Pour chaque réel B, 0 < P < 1, soit By I'espace des fonctions de R dans RY verifiant

= x u £ CO
Mo = S P

. f(x)-fvll
L)= su t< 00
ﬁ(f) X,)’EPIRd Hx'y ; <

ou .|| désigne indifféremment tant qu'il n'y-a pas confusion la norme dans R ou RY. On pose

iy = Mg(6) + 24(6)
Alors B est un espace de Banach eton a

| ()l V(dy) < 0
R

6.3. Proposition
L'opérateur U défini en (6.1) de By dansivi-mémeadmetiadécomposition:
U=1+Q
ol T est le projecteur de Bp sur I'espace des constantes

f-nf={fdv
Q est un opérateur de Bg dans lui méme tel que
HAQ=0Qn =0

2} pour Lout entier n positf

P s Gy
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Pour tout § « 3

KOFE 1.

Cﬁ=C§[max(l. 7

Démonstration.
Notons par ‘@p le sous espace vectoriel des fonctions f de By centrées pour la loi

stauonnairev de la chaine.
Lastationnaritede v imphque
Li( 86) C 63
Notons par V larestrictionde U & ‘QB. Soit f une fonction de ‘Gaévaluonsu\"ﬂb. Nous remarquons
que

V2 1(x) = Eq(Ya)-£¥))
carE(f() = |f dv=0

f appartenant 4 Bg nous avons : |
00T < Lp(Dilan + Aletpyy + A letppp o ... |F

RO s Ly AP + pz lARP g1 F)
=1

Tenant compte de lamajoration delanorme de AP nous obtenons :

et < 240 O B2l + —— (WOPS)

Dautre part, un calcul aisé nous permet d’obtenir pour tout B > 0

V() - V) < 2p(6) OF P2 pcyif
SommantMs et .EBnous obtenons
Al < Cg T Lg(0)
Une fonction quelconque f de By se décompose en : (f) + (1-1(f))
-n(f) appartienta €g
AlorsU admetladecomposition

ou U= Vuil-n)

78
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6.4. Soit ¢ une fonction bornee lipschitzienne defnie sur R a valeurs dans RY nous notons par

et ey QX
iPlieo = SUP 7
X i
. O Ke(x)-fe{y
A(t@) = sup = (,,)’ y;(. i
Xy HX-Yi

Nous posons ¢!t = ¢l + A(¢).
Le lemme suivant aous permet d'évaluer la norme de (¢dans By

Lemme. .
Soit § un nombre réel comprisentre Oet1. (0<f < 1)
Soit (¢ unefonctionboméelipschitzienne.

Alors avec les notations ci-dessus 6.2

1) Mp() < i@l
2) Bty s 219 ﬁis‘_._‘_,ﬁ M) s (1P el - B ACE)

3 lleip = el

Démonstration.
3) est manifestement une conséquencede 1)et2).

1) est évident

2) 2(te) = Oimplique £5(¢p)=0
st £(¢p)> 0

* Soit -yl < 21/l £(t).
Nous avons alors

ox)- it < 2181 s
< ey s 2910l A

* Soit f[x-yi| > 21/l £1(p)

SOOI 0N 3y i Ao < 2B P S
f_}(-_\li, . (=]

d'oulapremiereinegalite.

Ladeuxiémeinégalité est duealaconcavité delafonctionloganithme.
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6.5. Nous nous interessons maintenant a I evalvation d'expressions du type

a
Jpp0=Eo<t S F5g Yip)=F)
' i1

ol k est un entier positif, t un vecteurde BT, F une fonctionde R » Rt - BT tellesque:

1) F esthorne, sup IF(€,v) =1iFil,
eyl

2) Pour tout y et z de RY, jiF{€.y) - F(€,2)j s (Do} + D1)liy-2l}

J) F est centré pour 1a loi g(€) de v(dy).
Posons .l?(y) la fonction de y défime par:

F(v)= | F(ey)ge)de

Alors: ||F e % [[Flle
&(F ) < (Dp uifSe8) - Dy)

Novus avons une majoration de 1?}1

— 178
() IFl=llFliw+@ops +Dp

6.6. Proposition.
Supposons qu'il existe & > 1 tel que Eles soit fini, soit F soumis aux trois conditions ci-
dessus et 1a condition H.2. realisee.

1- Alors pour chaqixe entier n positif et chaque ktel que = g < 1 nous avons

Juk(t) s 4k-1 (2k-1 cg (1- By (2428 G- 1Yer2)(1+CD p(8y1- 1))

n-1 —_
+ O iyl (1- OIS (14 wrli 2kt Ce(n-1)2H S )] ik « 3F ’1‘
i=1

k
S 2 S-ATR CR \
- 2K (~"k n‘snu . |p‘«:§}‘ . }i{:';_—‘

arm

kol &

(;.__1)1:2 )y

ou!F i est donne en (6.5(11). Cy en proposition 6.3., Cy = (18
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2- Nous avons les majorations suivantes

(1- My s () (1- Ty

Cp < 2K pour (JL(S)K « {- 1k
! Itk
CB Cs'k(l st&, )s < Chik ;(Fi‘s)) +~ 1) sifog.
1
Démonstration.

Notons par i1 latribu engendréepar€1... €14, et posons :
| F (Vi) = EF(E. Vit / B
1 o —
A= ,Z.I F(&, Y1) - F (Yi1)
1=

a1 __
E (X i)
1=1
= vertu gu lemme 4.7 fious pﬂﬂ\'ﬂﬂs ecrire ;
n
B =3 (l U) (Y1)

n
g (b(Yi1)-Ub(Yi2)) -Ub(Yar1)+h(Yp)

. g - Uh(Ya 1)+h(Yo)

Nous obtenons alors

(1) Jox(® =E(<tA>+ <t,B>;")
< 4-1(E(j<t, A>¥) + E(j<t,B'>[K)+ E(J<t,Ub(Ya-1)>F) + E(j<t.h(Yo)> K))

<t,A> estune somme d'accroissement de martingales.
Par'inégalité de B.D.G[2,p.22)

fn —_—
E(j<t.A>F) s GE{ _21 I<t.F(E1 Yi1) - F (Yi)>2K2 )
1=

n . _
s Gy nlk-2)2 S E{ <tF(&.Yi))-F (Yi-l)ik }
i=1

) ECsnAK) < CeabiirR QK
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Daprés le lemme 6.7, nous avons

3)  EC<th(ag))s
k —
s 20t Cp (- By (10 pA)t- 18+ O byl (-1 yiuk 3 F 1

(4)  E(<th(¥)>F)<
s 21 cg (1- B (1-CO (@1 3 + OO yolf (1- )ik BF

D'aure part <t,B’'> est une somme d’accroissements de martingales, nous avons donc la
majorationvial'inegalitede(2,p.22].

) n
E(j<t.B'>K) < C¢ (a-1)K22 5 E(l<t.h(Yig)-Uh(Yiz)>F) s

1=

n
s 1 G (n- AR T Bt 0(YVi)>K)

=2

Maintenant grace au lemme 6.7 ci-dessous nous obtenons :

(5)  E(j<t,Bofy< 2t clgu- Pk 2k-1C(a-1)k2)2 x
_ _ ) B
< (@ tXLCREL- 0P + Olyolp (- 113 5 B pF "
1=
(1) etlesinegalités (2),(3).(4),(5) donnent fe resultat.

Lamajoration de G s'obtient a partir de [2. p. 22]. celle de (1- )X del'inégalité
- 2a(l-T)pourO<T<letO<a< I.

6.7. Lemme.
Soit F une fonction de R4 dans R¥ borne lipschitzienne centree pourla loi stationnaire V.

[F it =|[F b+ £(F)
Notons par h lafonction définie formellement parla série
hy)=F(y)+ ...+ URE(y)+ ...
Alors:

1) Pour § & (0.1)1a serie definissant h est convergente dans Bf et nous avons
~ (IR s
?‘h!'s < ('ﬁ (1- vyl 3iF)
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2)Sid= 1, Bk =50 < . pour tout entier positif 1 nous avons

k £ s, . - K
EGBORIE) = 27 Co(1- ) (L OBy 1- 17505 il (1- 019) BF

Démonstiration.

1) T estunelement de BB centre pour V ¢'est donc un élément de 'Qﬁ. D'apres la proposition 6.3 et

lelemme6.4

(1) OB F < [QRIHIF < Gy ¥R 3(F g

la série définissant h converge donc dans Bp et I'évatuation de Hh”p se déduit aisément de la
majorationprécédente(1).

2)SiPk=davecd > 1.

Pour tout entier positif 1 nous avons
1 V k k v
@ OGO smﬁ(m(uu\i@xﬁk
De la définiion de h et de (1) et dulemme 6.4 3)

(3)  Mg(b)s Cp(1- Pyl . 3F

D'autre part:

- i P
@ (iYyoPy < 2ttt 2, BliAY ¢fIp]

1
E[(1+1¥yo)iP K] < 261 1+(C Pl + PR 3 5]

Gritcea!'inégalitéde convexire

o 1
e )(Tit?yot.’s+ 3 tIué)]

E(1+1Yi(yo)IP ] s2k-1{1+C3¢ — 1
) =1

{5
s 26118111 1l iy o (1o 18 iy

(3}el(Sinouspermetient d'obtemr! inegalite.
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7. Yitesse de convergence (Démonstration du théoreme 2.3)
7.1. Lemme.

Posons

r(0.6')= f f ( B )g(t)dfve(dy)

sy
Sous les conditions H

8Gor0 D= (08)-c09): Lor (-0 5 i) )

ou Pt v, et sz sont defims en H.3.4 et H.4.3.

Démoastration.

Nous noterons ici K(d,T) par K, g étant une densité, paire, unimodale, il en est de méme de
Ia densité de la loi stationnaire Vg relativement a la mesure de Lebesgue sur R4 p étant aussi
unimodale, en posantt = 6'-0, et utitisant I'iypotheése H.3.4. nous avons :

r(6,8)=r(0.0+)< A+B

NTD)

avec
Azfgd fﬁ p(s_(m)(l it} >B2+ 1[}: .y sO}*‘ 1{[<ﬁ[—,y>[xﬂi KDgcs)dsvﬁ(dY)

( ‘b") ' (“'ny*v_'ﬁ’z”‘z’):x

| ¢ 1 <—y> > 1} -}Ir<— > <~ g(s)dtve(dﬁ
<o P J ‘{:ntny IMJ’ Bas Zuwi H T ﬁ“"

! - Bty t d'\:- .o, .
D'apres H.4.1 s(iiyi 2 s > 1, d'autre part g et ?1%?’ soill des densités symetriques, nous
avons alors
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-

‘.' 2’
Y ,> AvVgixP
1

1
-~

r(8.6)-c(8.6-0)zp*

l"""’l

((1 < EP-

f f 10<c<[;~-,<_‘,,a,

[ II i

avec

L-__J

Laparité de g et la symétrie de Vg 2 'origine et I'hypothese H. 1.3 impliquent que

P>—(H¥) f {7‘_ y>.,51,<$ve(d>’)
Pz%—(la) VBC R Y9> >B K‘)

De ladeéfinition de 7[(9) dont la o1 est Vg nous déduisons :

j'tu Y(9)>-2£<u[u AB e>

Dulemme 7.2. ci-dessous nous avons que

0 .
t -1
max ! qx e>

[
>l K
i=1,d | Rl i
Notaatip i'vn des mdxcesxtel que
Ve |
10-1 i

e>l=max A e> 2K

i m & iy nt T

les variables aléatoires eLant indépendantes deloi unimodale symétriqueona:

( Tk Y> 2B, ) (*’ﬁ-Ai“ie?fio >B,x zPGEiOI>Bl)21—Ot

D'ou
P> %(1-0:)2.

7.2. Lemme.
Etant donné le systéme de vecteurs de R4
vi=e=%10..0)
vi = Y01, 03.2,...t1,1,0...0)
vg = Y0g.y....01,1)
Désignant par <, > et!|.}! le produit scalaire et la norme euclidienne de ¢ nous avons

&t
_ 1 d-1) 2
1) mm max totv st o2 —:—(————)——-
fmti=td vd il
4 2

85



i-1
Pour v = Ae €. I0US AvVons

(o)
i 1-1 j{d-!
2) min max <t,A tont s L (

=g i=ld id e =K(d.‘r)

Démoanstration.
Pour tout vecteur t de 4 nous avons

d
" 1
’ !< ‘7. —
irff,)fi’ tvi>[ 2 dz

cvisi=to@
=1 ) d

Notons par ey = e, €2, ... e la base canonique de RY, ¥; (i=1,d) la matrice colonne des

composantes de vj dans cette base. Alors, toujours dans cette base, laforme quadratique Q(t) admet
pourmatrice

B=v1{'vi+..+7V3'vy.
B s'ecrit aussi :
d —
B= Z <€ Vi> Vi

} }
i=1

i=1,d
min {Q(t)] |t|=1} est aussi la plus petite valeur propre de B.

Or la somme des valeurs propres est : s = trace(B).
Nous avoss :

.4 4 d d
s=trace(B)=2 > <g v . 22 <g i 52
i=1 =1 =1 i=1
d 2
s=wace(B)= 2 vl -
=1
Le produit des valeurs propres est : det B.

Or pour tout vecteur vj = (j =1,d)

<e,vy> =1 sii=]
=0 sii>]
Lamatrice B s'écritdonc

4
-ex,.\w,-\‘ YT e
3

i joov2 L€, V. V\’
=2 .
! ;

2 1 e Vd

On vort alors que s det B = | et toutes jes valeurs propres sont donc strictement positives
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SotentAy,... A les valeurs propres de B et A4 la plus petite d'entre elles

(y A=
Sy
1,
i=1
a1
Pour Agdonne 3 A; = s- A4 ledeuxieme membre de (1)se minore en prenant pour tout
1=1
1=1..4d-1
- I
Ai=g7(s-AY)
Nous avons donc 4 partir de (1) |
(&1
(2) (d l) (d'l)

(S 2 J«‘H SA‘H

nous en deduisons alory la premiére inegalite du lemme. La deuxiéme inégalité provient de

Uevalutation vy = A, el < CTHL

8

7.3. Démonstration du théoréme2.3.
Soit 8 la valeur du paramétre, T est I'ensemble défini en 1.2. Etant donnéy > O posons
=T,y)={6* € T||I8*-Blj2 Y}
cetensembleest compact. L'evénement { []63-6}] 2 Y } équivaut a@n ETO,Y)=T"

I resuite du lemme 7.1que pour. wul €T

(1), mg-rg> 79 (- 2P /\vo)(lm2 Ay =4
Etant donne @', 6* quelconque dans T* | il resulte des hypothéses H.3.2 et H.4.1 que pour
(x,y)dansR xRlona:

(X < 8", y ) p’(x-<8‘,Y>)+S ¥ ua'-eu
P\ P\ s /R

avecyi = sup ‘m(u)‘etsl _J._L

e )

Notons D(8') ['ensemble

2) D(e')zje*erzzge*-e'za &
\ ?:sikqi1

(2N
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en posant

| 0
3 m{xyo)=p (_(Tg ) ;

nous avons pour tout 8% dans D(8") et (x,y) dans R « RY

(3" r(x,y,&‘):p(‘ Szl‘;") )s m(‘cve)

T* étant compact il existe un ensemble fini 84,....0, d'élements de T* tels que les voisinages
D(81).....D(8y) définis comme en (2) recouvrent T*. Un calcul élémentaire méne 4 une majoration
dep

ou [a] estla partie entiére duréel [a] et T} la longueur du coté ducube T.
Pour une observation & posons :

=X =Y j=12.
Soit Oa(0) tel que [{By(62)-0]{ 2 ¥

Nous avons alors :

“2 ( y,pe (‘”)) %; (i %i1.8)

l_i i=1

én appartient 4 'un des D(81) (i=1,p), et dorc pour 1'un desi convenablement choisi

e 7 A\
an\\ ‘,_.,Uijz .
}:1 e



Nous en déduisons alors :

~ N (o | < , 1 & P

i=1 =t l:l

Evaluons chaque terme de la somme du 2e membre de (5). Larelation (3) nous permet deremplacer
la fonction m par r, introduisaut de plus 'espérance sous [a loi stationnuire en 8 de m et r nous

obtenons :
H [1g A ! < ,
Pi=Pyy, Egr(xi.yi_,,ei)+§-r(e.eg 2t (x;., u,l,e, c(0.6)
i= ~ i=
| ;r(e.e)—r(e,ei))
Majoronscette probabilite:

{

H

P;s Peyo( ’fl r(X. Y8 -r(0.6) 2 5

N

n .
:T,zir(xi Y 9)-!‘(8,8)5 -%
= , .

Nous obtenons alors la majoration 2 partir de (5) et (7)

P;:,o (na,,-e Hz'{)s i P_;:,O }?%r(xi Y;5.0)-r(8.8) » ‘33
i=1 i:
(8)

o ' .
+pP§Lo ;—;':_‘:r(xi Yy 9)-:"(8.8) < —% :

Laconclusion vienten éppliquantl'inégalité de Bernstein:

‘3)7»

P(/\a)< avec 4 » 0

d

etrassemblant lesresultatsanteneurs.
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