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UM EXEMPLE D'INGENIERIE DIDACTIQUE ou sont & V'oeuvre
JEUY de CADRES et DIALECTIQUE OUTIL-0BJET

Régine DOUADY UNIVERSITE DE PARIS VII

) 14 Janvier 1987
introduction

On présente ci-dessous des notions gqui permettent une analyse didactique
des rapports entre l'enseignement et l'apprentissage d'un certain savoir
rathématigue, notions exposées plus en détail dans (R.Douady 1984).

dislectique putil-objet : c'est un processus cycligue organisant les riles
respectifs de Venseignant et des é&leves, au cours duquel les concepls
mathematiques jouent alternativement le rdle doutil pour résoudre un
probleme et d'objet prenant place dans 1a construction d'un savoir organisé.

Jeuy de cadres: Le mot "cadre” est & prendre au sens usuel gu'il a quand on
parie de cadre algébrique, cadre arithmétique, cadre géométrique.. Les jeuy s
cagres sont des changements de cadres provogqués a Vinitiative de
I'enseignant, a l'occasion de problémes convenablement choisis, pour faire
avancer les phases de recherche et évoluer les conceptions des éléves.

La dialectigue outil-objet est créatrice de sens. Les jeux de cadres sont
source de désequilibres; 1a reequilibration participe 4 1'apprentissage. Les
jeux de cadres jouent un réle moteur dans V'une des phases de la dialectigue.

Nous allons d'abord préciser ces notions su sein de notre problématique
didactique, puis nous allons les utiliser pour décrire et analyser une
ingéniérie didactique (jeux de cibles) qui s'est déroulée au CP (&léves de 6-7
ans) et dont V'objectif d'appprentissage pour les eléves était I'extension du
champ numerigue qu'ils maitrisaient. '

Mous nous intéressons aux processus par lesquels des éléves peuvent
acquerir un savoir mathématigue en situation scolaire.

Nous avons choisi d'aborder notre &tude par les contenus. Le terrain d'étude
est le cursus primaire (eléves de 6 a4 11 ans). Dans un premier temps, nous
avons construit et réalisé un enseignement sur 4 années (CE1-CM2) en prenant
en compte de facon essentielle et aussi contrdlée que nous lavons pu les
aspects outil et objet, trés importants de notre point de vue, d'un concept
mathématique. L'observation des procédures des eleves, du contenu cognitif de
leurs echanges en situation de communication, a attiré notre attention sur
I'importance des changements de cadres spontanes (i.e @ Uinitiative de
I'éléve) ou provoqués (par lintervention d'un autre &léve ou de I'enseignant)
pour avancer dans la recherche d'un probléme, pour débloguer une situation,
pour faire évoluer les conceptions. Les changements de cadres eiaient
possibles par 1e choix des problemes que nous avions fait: notre intention
gtait de prendre en compte la diversite des voies d'accés & un problems et
aussi les diversités cognitives des éleves d'une méme classe, mais non d'en
faire un instrument didactique de la construction du savoir pour un méme
glave. DEs lors il devenait important d'étudier les conditions d'organisation
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de changement de cadres & des fins d'apprentissage. Mous avons &laboré des
hypothéses cognitives et didactiques sur I'apprentissage d'un contenu
mathematique précis dont 'essentiel est que:

gn peut construire effectivement des connaissances
mathématiques en faisant jouer la dialectigue outil-objet au sein
de jeux de cadres appropriés, grace a des problemes répondant a
certaines conditions.

Du point de vue mathématique, le projet était organisé autour de 1a
mesure des grandeurs {(longueurs et aires) et des nombres décimaux.
Pour metire en oeuvre les roles imbrigues des grandeurs et des nombres, nous
avons introduit comme cadres de travail, en interaction avec la géométrie et
les nombres, le cadre des fonctions et celui de 1a représentation sous ses deuy
aspects algebrique et graphique. Nos hypothéses aménent & décoursr les
notions mathématigques, objet de Vapprentissage, sefan ww enchainameant gt
prafiémes qui, par leur organisation et gréce & leur résolution dans une
FESpOnSELIIiE parisgée entre Venseignant et les éleves, doit permettre aux
gleves de contriler le sens de ces notions, d'en disposer telles guelles ou de
1es adapier dans des situations nouvelles.

Pour tester ces hypotheses, nous avons construit et réalisé sur les 5
anhées du cursus primaire un enseignement les mettant en oeuvre . Nous avons
observe et analyse le déroulement effectif du processus, lequel a concerné une
vingtaine d'éléves que nous avons suivis du CP au CM2

Mous allons préciser le cadre @héﬂrique de notre travail.

1 Cadre theorique

1.1 Réferences didactiques

Des travaux de Piaget et de I'Ecole de Psychologie sociale de Genéve, nous
retenons Vimportance de Vaction, le rile des "déséquilibres-rééquilibrations”,
le rite des conflits cognitifs (entre interlocuteurs travaillant ensemble ou &
distance). Du point de vue du savoir, G. Yergnaud a souligne Vimportance d'un
decoupage par champs conceptuels. Mous reprenons cette idée en distinguant
les cadres dont dependent les concepts impliqués dans un probléme gui nous
interesse et les relations entre eux. Un probléme étant choisi pour les
conditions quiil remplit, nous décrivons et nous ahalysons la situation
didactigue crege en classe par sa recherche, en nous référant & la
classification des situations de G.Brousseau.

1.2 _Azpect outil, aspect ohijet d'un concept mathematique

Dans leurs recherches, les mathématiciens sont confrontés & des
problemes gue personng ne sait résoudre. Une part importante de leur activite
consiste g poser des questions et résoudre des problémes. Pour ce faire, ils
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sont amenas @ créer des awiiisconceptuels, auxquels s'adjoignent maintenant
des outils technigues {les ordinateurs permettent de renouer avantageusement
avec la tradition des calculs gigantesques des siécles précédents). Pour les
besoins de la transmission 8 la communaut@ scientifigue, les concepts ainsi
cregs sont décontextualisés, formulés de la fagon la plus générale possible.
Ns s'integrent des lors au corps des connaissances déja constituees, pour les
gtendre ou se substituer & certaines dentre elles. lls acquiérent le statut
d afriel 11 arrive que des chercheurs creent directement des objets pour mieux

organiser une branche des mathématiques, pour metire de lordre dans les
pensess ou pour 1es besoins de V'exposition.

&

&insi, nous disons qu'un concept est outil lorsgue nous focalisons notre
intergt sur 1'1°aqe qui en est fait pour résoudre un probléme. Un méme outil
puut etre adapté @ plusieurs probiémes, plusieurs outils peuvent étre adaptés

aun meme_ probleme. Par objet, nous entendons V'objet culturel ayant sa place
dans un édifice plus large qui est le savoir des savants, 8 un moment donné,
recohnu socialement.

Un &leve, en activité mathématique, peut recourir a un outil de maniére
implicite ou explicite. Donnons un exemple. Considérons le probléme suivant:

"Existe-t-il un carré d'air 12cm” 7 et la réponse d'un éléve: "pour un carré de
cité Jom laire est O o L paur un carré de cité doem Vaire est 16cm” |, quand

lg cOte passe de 3cm @ 4ocm i1y a bien un moment o I'aire sera 12cm™ ™ Nous
reconnaissons 1a relation entre dimension et aire d'un carré comme un outil

explicite. Toutefois, la fonction numerique ¥ --> w: , sa continuite, le
théoréme des valeurs intermédiaires sont necessaires pour justifier 1a
déeclaration de 1'd1éve. Nous disons que tous ces éléments interviennent comme
autils implicites. Ses conceptions lui permettent d’ engager une procedure dont
1a justification fait reférence a des notions qu'il ne sait pas formuler ou qu'il
sxprime seulement en termes d'actions dans un contextie particuliar; dans ce
cas du point de wue du sujet, GVergnaud parle de theoreéme-en-acte. Nous
parlons d'outils explicites pour les notions qu'un éléve met en oeuvre, quil
peut formuler et dont i1 peut justifier I'emploi. Motons que le domaine de
validité des outils dont dispose un &léve évolue au cours de sa scolarité, la
nature des preuves gu'il apporte ausszi, comma e montre M.Balacheff. Nous
appelons pratigue tout usage adapté que fait un &leve d'outils exprimés
explicitement ou en termes d'actions, reconnus au moins au sein de 1a class
c'est 1e cas des représentations graphiques de fonctions, de certaines facons
d'étudier leurs variations.

1.2 Changements de cadres

Si 1'oh s'intéresse a I'éwolution des mathématiques dans Uhistoire passee,
récente ou dans l'actualite, on constate gu'une part importante du travail des



mathematiciens est consacree 3 interpréter les problémes qu'ils se proposent
de resoudre, @ changer de point de vue {par exemple, pour une éguation
différentielle, & adopter un point de wue qualitatif ou un point de wue
algebrique), a les formuler autrement, & les transporter d'un cadre dans un
autre, au moins partiellement, & confronter des problémes posés dans des
cadres différents mais dont 1a traduction dans un méme cadre conduit & poser
de nouvelles guestions et suggere le recours a des outils autres gue ceux
initiaiement sollicités. Le mot “cadre” est & prendre au sens usuel gu'il a
quand on parle de cadre algébrigue, cadre arithmetique, cadre géomeétrigue..

mais aussi cadre gualitatif ou cadre algorithmique.. Disons qu'un cadre est
constitué des objets d'une branche des mathématiques, des relations entre les
objets, de leurs formulations eventuellement diverses et des images mentales
associées a ces objets et ces relations. Ces images jouent un rile essentiel
dans le fonctionnement camme outil, des objets du cadre. Deux cadres peuvent
comparter les mémes objets et différer par les images mentales et la
problematique développée. Par ailleurs la familiarité, V'expérience peuvent
conduire a des conflits entre ce quon attend et ce qui se produit
effectivement et par suite & renouveler les images ou & les faire évoluer. Nous
concevons la notion de cadre comme une notion dynamique. Le changement de
cadres est un moyen d'obtenir des formulations différentes d'un probleme qui
zans étre necessairement tout a fait équivalentes, permettent un nouvel acces
aux difficultés rencontrées et la mise en oeuyre d'outils et technigues qui ne
s'imposaient pas dans la premiére formulation. L'objectif est, pour le
chercheur, de se forger des convictions débouchant sur des conjectures et de
poser des jalons permettant d'en 'brgam'ser des plans de démonstration. Un
plan n'est pas toujou rs bon du premier coup. 11 arrive :'m:\mm que dec;
contrexemples, mettant en évidence des obstructions, aménent & déplacer les
jalons, voire & rejeter la conjecture de départ. Quoiguil en soit, }ea
traductions d'un cadre dans un autre aboutissent souvent & des résultats non
connus, & des technigues nouvelles, § la création d'objets mathématigues
nouveaux, en somme & lenrichissement du cadre origine et des cadres
auxiliaires de travail. |

2 Nos propositions
2.1 Siigons nous

MNous disons qu' wnw &/8ve & Gas ConngISsSsnces an me ‘?‘c';‘;’??éf'fc_.’i&".é‘ s'il est
capable d'en provoguer le fonctionnement comme outils euplicites dans de
problemes qu'il doit résoudre, qui y ait ou non des indicateurs dans |
formulation, 'l est capable de les adapter lorsgue }E"':‘ onditions habituel
d'ernploi ne sont pas exactement satisfaites, pour interpréter les problémes
ou poser des questions a leur propos.

Four obtenir que les eleves dans leur ensemble acquigrent des
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connaissances au sens ci-dessus, notre hgpnthme est que 'enseignement doit
integrer dans son organisation des moments ol /e £/8588 5imuie ung S6CTELE ot
cherchaurs &n sciiyiié | Or bien des éléments de la vie de classe agissent en
obstacle & une telle simulation. Nous retenons que la pédagogie courante
utilise essentiellement la méthode “j'apprends, jappligue”. Peu de
responsabilité est donnée aux &léves dans leur apprentissage. Du point de vue
mathématique, les problémes mettent rarement en oeuvre les caractéres
essentiels des notions, ceux qui en justifient scientifiguement T'emploi, et
cela, méme en pedagogie active ou en pédagogie par objectifs. Par exemple, il
est rare qu'a 'école primaire les nombres décimaux servent § désigner de
maniére approchée, d'aussi prés qu'on veut, une mesure gu'oh ne sait pas
designer de maniére exacte par un nombre. On peut objecter que ce point de
vue correspond au savoir savant ” R est e complété de D" et n'a pas saplace a
I'gcole primaire. Notre expérience montre au contraire que ce point de vue est
constitutif du sens de la notion, y compris dans une perspective d'usage
pratique et qu'il est possible d'organiser l'enseignement de fagon que les
eleves d'une classe dans leur ensemble intégrent 1a connaissance des nombres
decimaux avec toute leur richesse d'outil et une partie de leur aspect objet.
Par ailleurs, les concepts sont en général présentés dans un cadre, et les
applications demandées n'en sortent pas. On pratique 13 séparation des cadres.
En se focalisant sur ces &léments, c'est en fait toute la signification de
I'apprentissage qui va se trouver modifiee

Pour construire un enseignement différent, restituant leur sens aux outils
que les @&leves mettent en oeuvyre, tout en assurant une présentation
institutionnelle aux objets correspondants, nous avons besoin de caractériser
une autre organisation de 1'enseignement. Celle-ci est fondée sur trois points:,
g graleciioue anlil-ahjel, Ja dis .s“z‘f.:w SHCIER-ARUYESY, 85 Jaly g8 C5GFES,
lesquels s'enclenchent a partir de ,z? rafigmeasrépondant a plusieurs conditions.

2 Proalblémes: condilions el exemples

- L'enonce {contexte et questions) a du sens pour les &léves.

- L'objectif de la recherche est explicite: les éleves savent ce guils
cherchent.

- Compte tenu de Teurs connaissances, les éleves peuvent engager une
procédure de résolution, mais ils ne peuvent pas resoudre complétement le
probleme.

- Les connaissances visées par U'apprentissage (contenu ou méethode} sont
des outils adaptés au probléme.

- Le probléme peut se formuler dans au moins deux cadres différents.

Exernples: /) fsws e silustion "’Pi";' Je ciffes” (detaillée ci-dessous)
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Un tel probleme dans Tequel le paramétre P est une variable didactigue pour
P'enseignant, est intéressant pour Tes &léves qui, du point de vue numérigue,
ont une certaine connaissance des entiers { avec opérations et ordre) et aussi
de quelques fractions {172, 1/4,. les multiples entiers de ces fractions

comme addition itéree, 1/2 désignant le soemde a tel que a+az 2xa = 1, de

méme /4 désignant le nombre a tel que dxa = 1.}, mais ne connaissent ni les

decimaux ni 1a multiplication de deux fractions, savent calculer T'aire de
rectangles qui ont des dimensions entieres, qui ont une conception
geometrique de V'aire de n'importe guel rectangle, mais qui ne savent pas
comment déterminer numériguement 'aire dans les cas ol 1es dimensians ne
sont pas entiéres. L'objectif d'spprentissage est lextension de la
multiplication aux hombres fractionnaires.

33 Fartition caloriage & un qusdriliegs grecué en 3 couletrs:
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L'objectif d'apprentissage est l'introduction des nombres décimauy comme
fractions décimales privilegiées, pour les commodités de calcul, parmi les
fractions pour calculer la mesure du cdté d'un carre de plus en plus proche du
carré cherche. Ce probléme est intéressant pour des &léves qui ont une
connaissance partielle des fractions, en particulier qui ne connaissent pas les
algorithmes géneraux de calcul sur les fractions, mais gui savent exploiter
les particularités de la numération s'i1s ont le choix des nombres sur lesguels
operer.

235 Diglectigue autii-ohjat

‘Etant donné un probléme, convenablement choisi, que les éléves ont en
charge de résoudre, nous appelons dialectigue outil -ohjet le processus suivant

r
dans lequel nous distinguons plusieurs phases qui remplissent das fonctions
different

8s
RERERL, ,5;6?55‘ “Ancien”
Des co ept\, mathematiques sont mis en ceuvre comme outils explicites
naur resoudre au maoins partiellement le probléme. &insi, les &léves auzquels



s'adresse le probleme 2) ci-dessus peuvent exhiber des rectangles acceptables
dont les dimensions sont entiéres, cela veut dire en désignant par a et b les
mesures des cités, que 2a+2b =34 ou encore a+b=17 , et pour chacun d'euy
calculer Vaire puis ordonner les résultats. Dans le probléme 3), ils peuvent
piquer un point sur le quadrillage, lire les coordonnées a et b, calculer axb,

comparer a 24 puis colorier le point.

2880 phsse & "Becherche nouveau implicite”

15 él‘ves rencontrent des difficultés pour résoudre completement le
probléme. Cela se produit si la stratégie primitive devient trés colteuse {en
nambre d'opérations et donc en temps, en risque derreur et donc en
incertitude sur le résultat, c'est le cas du coloriage du quadrillage s'i1 y a un
trés grand nombre de points, disons un millier de points ou plus). Cela se
produit si la strategie ne fonctionne plus et que de nouvelles questions se
posent. C'est le cas de la recherche, parmi les rectangles de périmetre fixé,
d'un rectangle répondant @ une condition supplémentaire: aire comprise dans
un intervalle fizé ou prenant une valeur fixée ou prenant une valeur maximale.
En se bornant aux rectangles de dimensions entieres, pour P=34em on trouve
que le rectangle de dimensions Bem,9em est celui qui a la plus grande aire. Mais
pour P=36cm, on trouve gque c'est le carré de cOté 9cm. Le carré de cote
{G+1/2)em aurait-il une aire plus grande que le rectangle (Bcm,9cm), comment
comparer ces deux aires: géométriguement? par le calcul? il faudrait pour
cela déterminer 'aire du carré, comment faire?

Ces nouvelles questions conduisent les éleves a chercher des moyens
nouyeauy adalptés. Souvent des progres efficaces proviennent d'un changement
de cadres: en effet, cela permet de mettre en oeuvre implicitement des outils
qui sont nouveauwy soit par Vextension du champ d'intervention, soit par leur
nature méme. Schématiquement, nous parlerons dans cette étape de "nouveau
implicite”. Les changements de point de vue et les jeux de cadres igue nous
decrivons plus loin) sont des moyens a la disposition de Venseignant pour
faire avancer la phase de recherche de facon fructueuse. Mais la recherche
peut sussi avancer sous 13 seule responsabilité des éléves.

S08 ghsse ¢ "Explicitation et institutionnalisation locale” :
Certai 5 élempnt? ont joué un rile impnrtam dans 1a phase précédente et
peuvent &tre approprigs maintenant par les 2léves. |1s sont formules soit en

BYES,

termes o uh_]r:t.:, zoit en termes de pratigue avec leurs conditions demplol du
maoment. |1 ppu’r g'agir aussi de convictions ayant fait T'objet de débat et
donnant lieu a fmmulatwn argumentee par exemple, parmi les rectangles gui
ant un apnmefrv fizg, le carré a la plus grands aire. 11 g'agit 1a de "nouveau
1zceptible dp reemplol et familiarisation.

:Ette troisieme phase, les travauy et propos des éléves, leur validite
55 collectivement. Toutefois, méme i 1a collectivite "classe” a
bléme, tous n'ont pas réagi a titre individuel d= 13 méma maniere
um*mubﬂ itz Dans les situations de communication, le saveoir
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diffuse diversement selon les &léves. Officialiser certaines connaissances
qui, jusgue 1@, n'ont &t& que des outils, leur donner un statut d'objet
rathematique est une condition d’homogéngisation et de constitution d'un
savoir de 1a classe, et pour chacun une fagon de jalonner son propre savoir et
par 1a d'en assurer la progression. C'est le but de 1a phase suivante.

208 mysse ¢ "Institutionnalisation- statut d'objet”
L'enseignant expose ce gui est nouveau et a retenir avec les conventions en
usage. 11 "fait e cours” en présentant de maniére organisée, structurée les
définitions, theorémes, démaonstrations, en pointant ce qui est essentiel et ce
qui est secondaire. Dans nos exemples, c'est le cas de V'ecriture & virgule des
nombres decimauy, des régles de calcul et de comparaison sur ces nombres, de
leur proprigté d'approcher avec une précision aussi grande gu'on le souhaite
une mesure gu'on ne sait pas exprimer exactement avec les nombres connus.
Ainsi, Venseignant a la charge de donner un statut d'objet aux concepts
utilisés dans leur aspect outil. Ce nouveau 4 retenir est desting 3 fonctionner
ulterieurement en tant gu'ancien, mais e moment n'est pas encore venu. En
verite, la slruciwrstion persapneiie st de premiere importance en
mathématique pour qu'il y ait effectivement savoir. Cette structuration a &té
bien engagée dans le processus développé jusqu'ici. Pour la parfaire, 1'éléve a
encore besoin de mettre & 1'éprpuve éventuellement dans des essais
renouveles, Zau? s&i7, 1es connaissances qu'il croit avoir acquises et faire le
point sur ce qu'il sait. C'est Vobjectif de 1a phase gui suit.

288 phese e "Familiarisation = réinvestissement”
L'enseignant demande aux &leves de résoudre des exercices varigs qui
ssitent les notions recemment institutionnalisées. Chemin faisant, les
eléves développent des habitudes et savoirs-faire, ils intégrent le savoir
social en 1e confrontant & leur savoir particulier. Ces exercices ne mettent en
jeu que du connu. Mais les eleves les abordent avec des conceptions gui ont
évolué et qui leur permettent d'envisager un champ plus large de problémes.
11 reste a les mettre 4 épreuve de situstions plus complexes ol les éléves
pourrant tester, voire developper leur maitrise des nouvelles acquisitions.

£00 phsse 7= 5 "Complexification de la tache ou nouveauy probléme”
L'enseignant propose aux &leves de résoudre un probléme plus complexe
rexemple, chercher un rectangle el que

-le demi-périmétre soit &gal 4 41cm et Vaire 402cn

-le demi-périmeétre soit égal § 3%m et 1'aire 402cm®
Les nombres décimaux vont intervenir comme outil technigue . La difficulie
st de formuler des guestions plus précises pertinentes par rapport au
probléme et dont 1'&tude se traduira par des calculs sur des nambres décimaux
choisiz pour leur commaodité de calcul. L'outil essentiel ici est 1a fonction

Par

[xs]
(0]

{a,b) ---»a xb ol a+b=41, dont V'étude des variations, nécessairemant naive,



permet quoiqu'il en soit de situer 402 parmi les valeurs du produit axb et de

cerner de mieux en mieux le rectangle cherché. L'échec de cette procedure
dans le cas a+b=39 incite a chercher des explications dans le cadre
geometrique qui est 1e cadre d'origine du probléme et & formuler le probleme
autrement: I'aire peut-elle étre assez grande pour atteindre, voire dépasser
402em®. Les élaves ont deja rencontré ce probléme pour dautres valeurs
wmeérigues. 11 devient maintenant objet d'etude dans le cas geéneral. La
reférence au carré de méme périmétre gue le rectangle cherché debouche sur
une conjecture et une argumentation geométrique qui cldt la question. La
connaissance de 1a classe s'est enrichie d'un theoreme.

Des lars, V'objet &tudie est susceptible de prendre place comme "ancien”
pour un nouveau cycie de la dialectique outil-objet.

Eemarques

1} Parfois plus d'un cycle {a,b,c,e=a) est nécessaire avant le déroulement
complet d'un cucle de la D.0.0. Nous en verrons un exemple dans 1'ingéniérie
"Jleux de cibles”.

23 1 se peut que des habitudes et pratiques familidéres sttendent des
années avant de donner lieu & des objets de savoir. C'est le cas des fonctions
et dpq représentations graphiques.

34 DP notre expérience, nous pouvons tirer 'hupothése suivante: pourvu que
"aszez” de notions visées par l'apprentissage soient introduites par DOO. ,
d’ au?_uab peuvent faire V'objet d'un apport direct par 1'enseignant ou par la
lectyre d'un manuel dans deux occasions:

- en corollaire d'une situation d'apprentissage, et cela en toute efficacite
du point de vue des gleves.

- pour creer les conditions denclenchement de 1a D00 asse
dans chacun des cadres sollicités par 1e probléme {cf ci-dessous).

Un probléme didactique important est celui des criteres de choix, de
'organisation et de Varticulation des notions selon leur.mode d'introduction.
De ce point de vue 1, nous napportons pas des réponses de principe mais des

exemples de réalisation.

Zz de conny’

2.4 feuy de casres
Les jeuy de csares sont des changements de cadres provogués a Vinitiative
de 'enseignant, @ V'occasion de problemes repondant aux conditions enoncees
plus haut, pour faire avancer les phases de recherche et notamment pour
&laborer une filiation de questions pertinentes par rapport au pmh'&ér posé,
lequel prend place dans une certaine situation d'apprentissage. 11 s'agit du
deroulement d'une procédure dans laguelle on peut distinguer trois phases:

)
i

11 dransfart gt inlarprgisiion
Les &leves sont confrontés 4 un probléme formule dans un certain cadre.
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Compte tenu de leurs cdnnaissana:es, de leurs pratigues et habitudes, 'examen
guils font du probléme les conduit 4 traduire tout ou partie dans un autre
cadre et &y interpréter certaines questions. Ce faisant, ils mettent en oeuvre
des correspondances entre cadres différents {(entre objets et entre relations)
Reprenans le probléme:"chercher un rectangle de demi-perimetre 4lem et
d'aire 402cm® . Ce probléme est formulé dans le cadre géometrigue. Les eleves
cherchent une surface plane qui a une forme particuligre gu'ils savent
dessiner, dont le périmetre et Vaire ont des mesures imposées. 11s traduisent
numeriguement ce probléme par la recherche de deux nombres dont ils
connaissent 1a somme, 41, et 1e produit 402. Des essais au hasard n'ont aucune
chance d'aboutir méme s'ils disposent d'une calculette. |1 Teur faut pouvoir
organiser les reponses et se donner les moyens de bien choisir les essais
ultérieurs. Pour cela, les eléves savent qu'ils ont intérét & designer les
nombres cherchés et écrire les relations imposées par les données, c'est une
pratigue de la classe. Le probléme est de trouver une maniére de les exploiter
de fagon & étre guide vers la solution. A ce point du travail, ils doivent
chercher non plus une solution exacte, mais des solutions approchées. 1is ant
une certaine pratique des relations numeriques et ils vont encore changer de
cadre pour les &tudier. La difficulté ici est qu'ils ont & traiter solidairement
deux relations. Les éleves qui progressent sont ceux qui transforment encore
le probléme en rompant V'analogie de statut des deux relations a+b=d1 st

axb=402 et en privilegiant 1a relation additive. |1s obtiennent des couples {a,b)

dont 1a somme a+h est égale & 41 :ét dont ils esperent que le produit voudra
bien &tre proche de 402

2) v EsRondsnees Inpervaites

Mais les correspondances entre les cadres sont imparfaites soit pour des
raisons mathematiques, soit & cause des connaissances insuffisantes des
glaves. La situation est source de déséquilibre. Par exemple, dans le probléme
ci- j.:s us, quand ils ont réussi 8 trouver pour le produit deux valeurs gui
encadrent 402, ilg sont convaincus qu'ils peuvent en choisissant bien les
couples

resserver Vintervalle. Les essais tantot heureux, tantdt malheureuz
pour encadrer 402 créent des déséquilibres entre leurs convictions et ce gu'ils
zavent faire. En fait, ils sont en train de manipuler implicitement des
fanctions gue leurs connaissances mathématigues ne permettent pas de
contriier.

IV dméliarslion des covrespondsnces al JPOGres e '8 capnaissance

La communication entre cadres et en particulier la communication avec un
cadre auxiliaire de re p ésentation est un facteur de rééguilibration. lci leur
pratigue lorsgu'ils sont face a des problémes qui comportent des variations de
couples de nombres est de changer de cadre, de les représenter graphiguement
sur un guadrillage gradue et d'interpréter 'ensemble des points ainsi marqués.
“Ainst, pour mieuy contriler 1a prévision, ils vont représenter les couples (ah)




trouves sur un guadrillage gradué et écrire @ cdte du point reprasentant un

couple {a,b) 1a valeur du produit axb . Ces paints sont alignés et les &leves qui

ont choisi cette representation ne doutent pas gue sur la droite entre deux
points marques se trouvent d'autres points correspondant @ des rectangles de
meme perimetre. 11s ont récolté une visualisation de 1a variation du produit en
fonction du couple {a,b) et par 18 méme, un moyen de sélectionner de nouveauy
couples "meilleurs”, ce qu'ils n'avaient pas pu faire de fagon sire sans cette
représentation. Mais les éléves qui n'ont pas pris cette initiative et 3 qui
I'enzeignant a suggere de le faire, ont obtenu les mémes résuitats. Toutefois
le graphigque a des limites de visibilité. En fait, 'amorce est suffisante pour

permetire une conjecture: "quand on reduit Vecart entre a et b le produit

augmente, guand on augmente T'écart, le produit diminue”, d'ot une méthode

pour trouver des couples de meilleur en meilleur. Une interprétation
geomeétrigue de cet énoncé a permis a certains eléves d'en élaborer une preuve
Ainsi les interactions entre cadres permettent de faire progresser la
connaissance dans chacun d'eus.

3 Ingéniérie didactique

Mous decrivons ci-dessous de maniére schematique un exemple d'ingéniérie
didactigue au CP {6anz), appelé "le jeu de cibles” (R.Douady 1984) La situation
& dure trois semaines.

3.1 1e jeu de cibles

Lanut

a) Faire jouer aux nombres munis de V'ordre et de Vaddition, leur rile
d'outil. Etendre 1a compétence numérigue des éléves de deux points de vue:

-gtendre e champ des nombres sur lesquels 115 savent opérer. Preciser le
sens de 1a numération de position.

-accroitre la complexité des problémes dans le cadre numérigue.
Construire un langage algébrigue et des représentations {lablesux de nombres,
graphigues..) pour traiter une information abondante et résoudre des
problemes difficilement abordables sans ce recours.

b} Proposer auy eléves d'étudier une situation treés simple, qui a du
sens pour eux, et dans laguelle se présente deja le phenomene suivant: il y a
des nombres qui sont multiples d'un nombre donné et d'autres qui ne le son
pas. Ceci est @ la base de la division euclidienne, outil essentiel de la
numeration.

nt

-

Fitisiian

cHe comprend une cible { 3 cercles concentriques dalimitant 4 zones surl
terrain ou sur le mur marguées 0,3,6,9 pour la plus petite), de b"Hes en
canutchouc, et différentes regles de jeux regroupées en deux types

Danz le premier type, il s'agit de marguer le plus de points possible.

Dans le deuxieme type, il s'agit de marguer un nombre de points five a

E]jl
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V'avance ou de s'en approcher le plus possible.

Y200 phsse & "Ancien”
tere régle: e jeu est individuel. Chague joueur lance la balle 3 fois. 1
gagne & chaque lancer les points indiqués par la zone touchee. Son gain est le
total des points m a -qués. Le gagnant est celui qui a marque 1e plus de points.
Lansigne: aroonner las B8 fovanrs oy gagnant su parosnt
Les eleves savent que pour trouver leur score, ils doivent additionner
leurs marques, i.e, chacun doit additionner trois nombres plus petits que 9 et
ordonner plusieurs nombres plus petits que 27. l1s ont 1a compétence pour
cela. Le probleme est celui de la communication @ tous les joueurs de
I'information correcte et compléte. Aprés discussion, ils décident que chacun
gcrirait sur une feuille son nom et les margues réalisées et que la maitresse
ecrirait sur une grande feuille affichée au tableau les résultats du plus fort
score au plus faible sur proposition des éleves. On groupe tous ceux qui
realisent 1e méme score.

Cette pha: se deroule rapidement et la maitresse annonce le deuxieme
jeu.

DGO phase b - Fecherohe "le nouveau implicite”

Les joueurs sont groupés en équipe de 4. Chacun lance la balle trois fois. La
margue d'une equipe est constituge des 12 marques des coéquipiers. L'équipe
gagnante est celle qui totalise le plus de points.

Lonsigne aroonnar 185 8qUipes ge 1e gagnente & & perdante

Les eleves savent que le score de 'éguipe est obtenu en additionnant les
marques de chacun dans 1'équipe. La consigne propose une tache dans le cadre
du jeu. La procédure déroulee avec succés dans le premier jeu individuel est
adaptée au deuxiéme jeu. Mais méme s'ils iauent souvent mal et quils
marquent des zeros, douze nombres c'est trop & additionner pour la plupart
d'entre eus. 11 leur Taul comparer les scores des equipes par dautres moyens.
Les eleves woni chercher & représenter les scores autrement gque par un
nombre totalisant les points de V'éguipe et 4 travailler dans le cadre de la
représentation.

Mouvelle maniére de coder les scores/ transformation du probléme/
changement de cadre

Les points obtenus par les 4 joueurs d'une équipe sont consignes dans un
tableau de 4 lignes et 3 colonnes { 3 margues par joueur). Le matériau 3
traiter mainienant est constitug de 7 tableaug {4 sur 3).

Probleme: Damwmenl comparer oewy  labiasux? Comment reconnsilre jat

;w* S8 BN -SAgHRE
ontingence et incertitude: une maniere de deléguer le probléme auw
s eat delargir le champ des ques-tionc- zur le jeu se traduisant en
stions sur fes tableaux et conduisant a une analyse détaillée de chacun. Une
illeure connaissance des tableauy devrait en permettre un traitement
efficace vis & vis du probleme. Le changement de cadre est organisé par la
maitresse en sollicitant des &léves une grande diversité de questions

[y 1)
T" -
T
[y
[yn]



concernant le jeu {c'est V'espace de manoeuvre des éleves, c'est pour
I'enseignant une source d'indications sur les problemes qui préoccupent les
eleves et donc un moyen d'évaluer l'adéquation entre ce dont s'occupe
I'enseignant et ce dont s'occupent les eleves). Le travail d'organisation des
guestions et 1a recherche de réponses vont susciter de la part des &léves des
lectures différentes des tableaux et le remplacement des tablesux "méemoires
du jeu” par d'autres représentations plus symboligues mais plus commades &
traiter pour comparer les scores des équipes. Dans la classe observee, les
eleyes ont cherche a ordonner les joueurs @ lintérieur d'une méme équipe,
selon la regie du premier jeu; ils ont cherché les ex-aequos, ceux qui avaient 3
101:. la méme marque..Ainsi, dans une equipe n'ayant réalise que des 0 et des

3, les joueurs ont &té ordonnés selon le nombre de 3 obtenus. Mais un 6 valait
deux 3 et un 9 valait trois 3 ouun 6 et un 3. Le 9 c’est le plus fort.

Jeu entre le cadre de la représentation et celui des nombres

Les remargues numériques ci-dessus focalisent Vintérét sur le nombre de
O puis sur le nombre de 9 a Vintéerieur d'une équipe. Des &léves conjecturent
que Vequipe qui a le plus de O & perdu, puis devant un contrexzemple fourni par
I'un d'eux {deux equipes ayant le méme nombre de 0 , mais dont on s'assurait
gue V'une etait plus forte que Vautre en comparant les 3 et les 6 obtenus par
I'une et par V'autre), une autre conjecture est proposée: I'equipe qui & le plus
de 9 a gagn®, a condition de m*:f?,e? ar 757"? g f*m'mm girectiament &1 ol
FEbFIgues svec vn & el un 3y svec trois 3. Cela méne & un nouveau probleme
et un nouveau codage des scores.

Probléme: pour chsgue Eguing compiar 1es 7

L'étude fait intervenir trois cadres: celui des données brutes, telles
gu'elles sont fournies par le wu matériel ou les élements significatifs sont
les lancers, les points obtenus @ chacun d'eux par chacun des joueurs, celui de

-

la_représentation comprenant des tableaux constitugs de 0, 3, 6, 9
susceptibles d'8tre regroupés sutrement de maniere & fournir dautres
tableaux ne traduisant plus exactement Vhistoire des equipes mais
fournissant le méme ordre sur elles, celui des nombres ol se situent les
calculs. La résolution a conduit dans la classe observée & un moment de
blocage { RDouady 1984, p.141-142) que nous interprétons en termes de
cadres: les éléves travaillent et s'expriment dans celui de la representation
avec une signification fournie par celui du jeu, 1a situation ne réclamant rien
de plus, la maitresse g'exprime dans le méme que les Bleves mals avec une
signification fournie par celui des nombres: objet de T'apprentissage. Ce
dernier probléme résolu conduit @ une autre formulation de 1a question de
déepart: comment comparer les scores des equipes?

Mouvelle formulation on écrit le score de chague éqm‘pe en comptant les 9
et le reste. Sapwment compsrer jes axnréssians nad +r 7

En fait, nous obeervons une utilisation de I'algorithme suivant:

51 n. < n, naCHr £ nt:‘;lwkrJ

sif=n. o L. g9 +r. ¢ nog
31 “;—“j =3 r -’_, n]u, ro<n, r}



I'ordre alphab&tique des couples a du sens pour les eleves seulement en
termes de points gagnes. Cet ordre est un outil implicite dont V'usage
deviendra une pratigue pour comparer les nombres de 1a forme naQ + .

Comme on voit, le changement de cadre de traveil associé au changement
de traitement des scores a rendu accessible la comparaison de ces scores et &
permis au probléme de progresser. Toutefois, pour le maitre, le type de
reponses permises par le traitement envisagé est intéressant
mathématiquement, est un jalon certes, mais n‘est pour le moment qu'un jalon
vers son objectif d'apprentissage. C'est dans ce contexte gue la question posée

i-deszous aux eleves trouve son intérét.

D040 phsse ¢ "Eyplicitation”

Qu stion: dans une autre classe, les éléves ont ]oue au méme jeu. {4
éouipe & gagné 3% paints (v siluer son score psrmi 168 néilres?

Dane le cadre du jeu,les aleves sont bien convaincus gue la question a du
sens: il g'agit de comparer des scores. Mais ces scores sont écrits sous deux
codes différents, ce qui pose un probléme technigue dans le cadre numérique.
Cette situation met Vaccent sur la distinction a faire entre les nombres
{identifiés ici aux scores) et la fagon de les écrire. Pour résoudre cette
guestion, 11 faut écrire les scores dans le méme code. Les éleves proposent de
" oharcher Jas psgquels de 7 gsns 39 7. 11s sont pour cela obligés de revenira la
signification du codage et de la numeration de position, ce qui est un des
objets de Vapprentissage. Cette nouvelle question, sur le chemin de la
gquestion initiale, pertinente et déterminante pour la résclution de celle-ci, a
pu etre posée grace au découplage du contexte dans lequel 1a question initiale
prend son sens et 1e cadre technigue ol elle peut étre résolue.

A ce point du deroulement de 1a situation, 1a maitresse choisit de ne rien
institutionnaliser. En effet, ce qui 1e serait est I'écriture des nombres grice &
des "groupements par 97 Or i1 ne s'agit @ ce moment, que d'une reponse
appropriee @ un certain contexte, néanmoins utile pour avancer. Dol la
decision de créer pour les &léves des bonnes conditions de familiarisation
aver ces goritures et leur mode de fonctionnement.

2400 psze e Familiarisation - manipulation de scores écrits sous 1a forme
in 9} +r, en particulier additions et comparaisons de tels scores,

Consigne: chague &quipe joue une seconde manche.

1) Camparer 125 équipes de la gagnanie & la perdante.

23 Chague Bquipe compare ses scores aux deux manches et cherche combien
#lle a en plus ou en moins a la seconde manche par rappart a 1a premiére.

La premiere tache n'impligue que du connu. La deuxiéme exige en plus un
calcul de complément. 11 s'agit, &tant donnés deux nombres a et b |, de trouver ¥

tel que -:w—t: La encore c'est la traduction numérigue d'une question dont

aucun eleve ne doute qu'elle a une réponse en termes de points dans le jeu.
Maiz comme lu, données numériques sont fournies par le jeu, pour guelgues
equipes la question de “retenue” va se poser. Te hmqupmem certaines




reponses seront plus faciles & obtenir que d'autres. Mais du point de vue du
sens, elles ont toutes méme statut.

8817 phase 7=5 Faire le classement général des équipes (en réunissant les
scores aux deux manches).

L'objectif est que les &léves utilisent dans une situation plus complexe,
des outils qu'ils connaissent. Le premier travail consiste & trouver le score
total de chague equipe. L'algorithme en fait utilisé est 1e suivant:

scores ng@ +r et na9+r  total (n+n’)ag + (r+r)

=i r+r' > 9 onobtient un paguet de 9 en plus.

En utmﬁant cette régle, les 8leves ont pu ordonner tous les scores totaux.

DREG phese b az' £ _Combien de points chaque equipe a-t-elle gagne g la
premigre manche, 8 1a seconde et en tout?

Les expressions “combien de points” ou “compter les points” font
implicitement référence a une formulation standard des nombres . C'est tres
clair dans le langage des &léves. En réponse & la question ci-dessus les éléves
disent:” pour compter les points, on additionne les 9 et le reste”. Puis, " on
groupe les points par 10 au lieu de les grouper par 9 ". Ils proposent alors
plusieurs methodes. & cette occasion, ils explicitent et exploitent les
relations entre groupements par 9 et par 10 .

288 piese 7 Institutionnalisation
1} Ecriture de nombres nécessitant 2 ou 3 chiffres en base 10
table : centaines | dizaines |- unités

2) Si a<b. onpeut trouver ¢ telque a+c=bh.

$ fosse 2 Familiarisation avec le point 2) ci-dessus, a propos
d'exempies umwrlquw varies. Dans chague cas, calcul de ¢

2048 phsse ; Nouvelle situation: emploi de 1a soustraction au sens déja
vu, mais cette fois comme outil explicite d'abord dans un cas simple du point
de vue numérique, puis dans un cas plus complexe. ’

Situation: mémes équipes, méme cible, nouvelles regles du jeu.

13 Chague joueur lance la balle une fois. L'équipe qui obtient 18 points a
gagne.

2 Chague jousur lance la balle trois fois. L'equipe qui obtient S0 points ou
un hombre 3ussi pres que ﬂﬂSbiblE a gagne.

Les eleves explicitent @ cetie occasion que 1a cible ne permet d'obtenir que
“des rn:rn'-br s gqu'on fabrigue avec des 3" . Tous les nombres ne font pas partie

catégorie, 50 par exemple. Leur derniére préoccupation dans ce
contexte est de #ver les nombres stivsnl 7s Tecon ge Jes abisniy ainsi, 10 se
ver des 3, avec des 6, avec des 9 ¥ en a-t1-il r_l autres? ¥ an a-t-il

P

qui se Tabriguent avec des 3 seulement ou des 6 ou dpa Q7
Ce champ de questions sera repris plus tard, 1 année suivante...
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Mous reportons ci-dessous l'organigramme des changements de cadres.

Ancien: Tableaux Ancien: <, + sur des

SCORES nombres pelits

rolongement

partiel’~ NOUVEAU :
\\
~ . -
“ «Extension <, + a
NOMBRES
EAUX
AL apport extarieur 33, des nombres plus grands
33,51 ‘
« Soustraction
( paquets de 9, restes) (no8)+r Symbolisme
formulation orale écritures « tous ces paquets
nous ennuyaient”
_e ordre
s ordre
» addition sur les ¢ 8i [+ra>9 NOUVEAU :
un paguet de pl
composantes paju plus si a<b, calcul de
i .c tel que a+c=b
Conclusion

Motre projet avait pour objectif de tester des hypothéses cognitives et
didactigues sur I'apprentissage des mathématigues en classe. A cette fin nous
avons reconsidéré le découpage du savoir & enseigner et son organisation en
séquences d'apprentissage. La longue durée dont nous avons bénéficié nous a
donné 1a liberté requize pour engager dans leur aspect outil les notions
mathématiques & enseigner, pour mettre en oeuvre des jeux de cadres et aussi
pour créer des habitudes. Toutefois I'efficacité réside essentiellement dans le
deroulement d'un processus comprenant plusieurs cycles s’enclenchant les uns
les autres et impliquant au moins deux cadres ou deux points de vue. Ceci est
possible a condition de respecter des seuils de deuy types:

13 11 existe une masse critigue de connaissances anciennes et d'habitudes
dans chacun des cadres concernés,

23 11 existe un geuil critique dinterrogation au dessous duquel 1a réflexion
ne s'enclenche pas.

Par ailleurs, dans notre expérience, les éléves nont pas acquis toutes leurs




connaissances via la dialectigue outil-objet. Mais au moins pour 1a majorité
d'entre eux, les connaissances proposees autrement a l'apprentissage se sont
ancrées sur une charpente de connaissances acquises par jeux de cadres et
dialectique outil-objet. Cependant, on ne peut pas exclure que pour certains et
particuligrement pour une certaine éléve (Lidia) d'autres formes de travail
auraient &té& mieuy adaptées. |
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