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Introduction 

Les anneaux de valuations ont été beaucoup ut i l isés, au début comme 

out i ls pour la résolut ion des s ingular i tés et les correspondances 

birationnelles, entre autres par Zariski ([Zj] et [1^] ) et Maclane et Shil l ing * 

( [M - Sh] ). 

Il étai t donc naturel de s ' intéresser à des résul tats concernant 

l'existence d'anneaux dévaluations. Zariski l'a fait dans le cas classique 

( [ Z - S ] ) . 

Ic i ; nous nous intéressons à l'existence d'anneaux de valuations réels 

(c. -à-d. dont le corps résiduel est réel). 

Ces anneaux sont importants en géométrie algébrique réel le, dans la 

théorie du spectre réel et notamment la théorie de la dimension ou le 

faisceau des fonctions semi-algébriques. 

Plusieurs auteurs ont t ravai l lé ces dernières années sur le problème 

d'existence de tels anneaux dans un corps de fonctions d'une variété affine 

sur un corps réel clos. 

Brumfiel et Efroymson ( [Br^] ) ont montré le cas par t icu l ier de 

l'existence d'un diviseur premier (place réelle de rang 1), en ut i l isant la 

résolution des s ingular i tés de Hironaka. Ces mêmes techniques ont été 

ut i l isées par Brôcker et Schulting ( [Br-Sc] ). 
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Robson a redémontré ce résul tat par t icu l ier en se basant sur la 

sélection des "a i les" de Nash et l'existence d'ordres totaux dans un corps 

de fonctions ([R ] ). 

Le dernier (à ma connaissance) est C. Andradas ( [An^] ) qui a obtenu le 

résul tat le plus général jusqu'à présent en montrant l 'existence d'une 

chaîne d'anneaux de valuations réels avec dimension, rang, rang rationnel 

et centre donnés, en ut i l isant des techniques algébriques et notamment le 

théorème de normalisation de E. Noether. ' 

En ce qui nous concerne, nous voulons imposer à ces anneaux d'être 

convexes pour le même ordre : les techniques ut i l isées sont un mélange 

de géométrie et d'algèbre, et en particulier, nous allons ut i l iser le spectre 

réel (si souvent que pour certains cela pourrait paraître abusif !) comme 

outi l pour passer de phénomènes topologiques à des phénomènes 

algébriques. 

Le théorème à démontrer est le suivant : 

Théorème (3.2.2) : 

Soient V un ensemble algébrique affine irréductible sur un corps réel 

clos R, A=R[V] son anneau de coordonnées et K=R(V) son corps de fractions 

rationnelles de degré de transcendance n sur R. Soient une chaîne d'idéaux 

premiers de A , P m _ ] c . . . c P Q avec P. de dimension 6. (d Q^d ] < . . . <d m _ ] ), 

pour laquelle i l existe une chaine de cônes premiers ((3.) de A 

i o ^ i ^ m I 

te l le que supp(£. )=Pj pour tout i , o < i < m - 1 . Soient f ] ; . . . , f t des 

o 

éléments de A tels que ^ m _ t contient I K [f^...,^] et soient des entiers 
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s o " " ; S m - 1 ' 

V " r m - 1 t e l s q u e 

^ m - l ^ ^ o ' Y r i < n ' r i > m - ' > et 6^3. . 

Alors i l existe un ordre total y sur K rendant f ] ;... ,f t posi t i fs et une 

chaîne d'anneaux de valuations réels (V.)~ . , y-convexes dans K 

contenant R[V] tels que : 

la dimension de V. est s . , 

le rang de V. est m- i , 

le rang rationnel de V. est r. 

et V. est centré en P. dans A. 

Nous commençons par démontrer le résultat suivant : 

Théorème (3.2.1 ) : 

Avec les mêmes hypotèses et notations que dans le théorème 

c i -dessus , il existe (3 ordre total dans K rendant f 1 ,...,f^positifs et une 

chaîne d'anneaux de valuations réels ^ v V o < i < m - l £ ~ c o n v e x e s dans k(l3) 

(la clôture réelle de K pour l'ordre |3) contenant R[V] et tels que 

la dimension de V . est s . , 

le rang de V . est m- i , 
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le rang rationnel de V . est r. et 

V . est centré en P. dans A. 

La démonstration de ce théorème se fera en deux étapes : 

d'abord, dans le chapitre 2 , nous le démontrons dans le cas part icul ier des 

anneaux de polynômes et des idéaux correspondants à des sous-var ié tés 

aff ines : 

A = R[X 1 , . . . J X n ] ; K = R ( X r . . , X n ) 

P j = (X ] , . . . ,X n _ d ) pour 0 < i < m - 1 

fj = Xj pour j = 1 , ,n . 

Pour ce la , nous u t i l i sons des courbes Z a r i s k i - d e n s e s et des 

transformations quadratiques. Nous nous sommes inspirés des travaux de 

Za r i sk i et C. Andradas. Les construct ions que nous fa isons sont 

particulièrement explicites parce qu'on travai l le sur un espace affine. 

Dans le chapitre 3 , ce résultat part icul ier est généralisé au cas d'une 

variété algébrique affine irréductible. 

La technique u t i l i sée est la tr iangulation par un homéomorphisme 

semi-algébrique. 

L'intérêt du caractère semi-algébrique de l'homomorphisme c'est que 

nous gardons un contrôle algébrique sur la situaiton, puisque les clôtures 

réel les qui nous intéressent sont conservées par homéomorphisme semi -

algébrique (proposition 3.1.3). 

Nous démontrons enfin, le théorème principal (3.2.2) à l'aide de la 

proposition (1.4.1 1) qui nous assure qu'il suff i t de prendre l ' intersection 

des anneaux construits dans le théorème (3.2.1) avec R(V). 
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Dans le chapitre 1 , les trois premières sections sont consacrées à une 

description des outi ls algébriques nécessaires. Nous y donnons un résumé 

des résul tats et des notations que nous ut i l isons dans les chapitres qui 

suivent l a plupart de ces résultats ont été pris dans le l ivre de J . Bochnak, 

M. Coste et M.-F. Roy ([B-C-R]) J e m'excuse d 'a i l leurs auprès des auteurs 

du "piratage" que j ' a i pu faire. Dans la section 4, nous démontrons, entre 

autres,des résul tats qui permettent le passage de k(y) à R(V) et dans la 

section 5, nous donnons quatre exemples ( 1.5.1 ; 1.5.2; 1.5.3; 1.5.4 ) qui sont 

des échantillons de ce que nous produisons dans le chapitre 2. 

Nous demandons à la lectr ice (et au lecteur !) de bien vouloir nous 

excuser pour toute faute de français ou autre qui a survécu malgré notre 

vigi lance. 
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Chapitre 1 

Outi ls algébriques 

1 - Spectre rée l . 

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif et intègre. 

Dé f in i t i ons 1 . 1 . 1 : 

i) P est un cône de A si : P c A ; P+PcP ; P.PcP ; Va<EA, a 2 eP. 

i i ) P est un cône propre si P est un cône et - 1 gp. 

i i i ) P est un cône premier si P est un cône propre 

et xy€P => x€P ou -yeP . 

Exemples et notat ions 1 . 1 . 2 : 

' i) L'ensemble des sommes de carrés d'éléments de A, 

2 

noté I A est le plus petit cône de A. 

i i ) Soient P un cône de A et a un élément de A, on note P[a] le cône 

(p+aq I p,qeP}. Pour ( a ^ ^ u n e famil le de A (non nécessairement finie), on 

2 

notera I A [a.] le plus petit cône de A contenant les a., on l'appelle le cône 

engendré par les a.. 

Quelques r é s u l t a t s et notat ions 1 . 1 . 3 : 

Soit oc un cône premier de A. 

i) On note - a l'ensemble : (xeA I - X É O C ] . 
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On a A = ocU-oc, en effet : 

2 
a€A =s> a = a.aea =s> aea ou -aeoc 

=> aeoc ou a € - a . « 

i i ) On appelle support de a et on note supp(a) l'ensemble ocfl-a. 

C'est un idéal premier ([B-C-R] prop. 4.3.2). 

i i i ) Le corps de fractions de A/supp(oc) est noté k(supp oc). 

Propos i t ion 1 . 1 . 4 : 

Les données suivantes sont équivalentes : 

i ) Un cône premier a de A. 

i i ) Un idéal premier P de A et un ordre < sur le corps résiduel 

k(P ) (=Fr( A / P )). 

i i i ) Une c lasse d'équivalence de morphisme p : A -> K où K est un 

corps réel clos, pour l'équivalence engendrée par 

A *K 

V 
K . 

Démonstrat ion : 

i ) => i i ) On prend P = ocfi-oc et l'ordre < a induit par a , défini de la 

façon suivante 5/b > 0 dans k(supp a) si et seulement si a.beoc . 

i i ) => i i i ) On prend pour K, la clôture réelle de k(P ) pour Tordre ^. 

- 1 + + 

i i i ) => i ) On prend pour a , p (K ) où K est l'ensemble des éléments 

posi t i fs de K. • 
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Notat ions : 

On note k(cx) la clôture réelle du corps ordonné (k(supp(a)),< ). 

On a un morphisme n de A dans k(oc) défini par : 
LA. 

A A/supp(a) -> k(supp(oO) k(a). 

Si aeA, on notera a(oc) l'image de a par ce morphisme. 

Dé f in i t i on 1 . 1 . 5 : 

Soient a cône premier d'un anneau A et P un idéal de A. L'idéalP est 

a -convexe s i . pour tout x,y de A, si x+yeP avec y€oc, alors xeP 

(autrement dit 0 < x < z et z€P => xeP ). 
ex oc 

Dé f in i t i on 1 . 1 . 6 : 

On appelle spectre réel d'un anneau A, l'ensemble des cônes premiers de 

A, muni de la topo.logie qui est donnée par la base d'ouverts 

U(a, ,...,a J = { a cône premier de A / a . (a) > 0 ..... a (a) > 0 } 
I n 1 n . 

où (aj,...,a ) est une famil le finie quelconque de A. 

Cet espace topologique est noté Spec r A . 

Remarque 1 . 1 . 7 : 

D'après 1.1.4, un élément a de Spec rR[X 1 ,...,X ] est déterminé par un 

morphisme de R[X 1 ,...,X ] dans le corps réel clos k(oO, donc par les image 

X 1 (oc),...,X (a) des X. dans k(a). 
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Déf in i t i on 1 . 1 . 8 : 

Soient a et g deux points du spectre réel de A. On dit que a est une 

spéc ia l i sa t ion de (3 ou que (3 est une oénérisat ion de a si oc€(|3),ce qu'on 

note (3-̂ oc . 

Propos i t ion 1 . 1 . 9 : 

Soient a et § deux points du spectre réel de A. Il y a équivalence entre : 

i) Ê^oc 

i i ) p c a 

i i O V a e A a(§) > 0 => a(oc) ̂  0 

iv) Va€A a(oc) > 0 =?> a(§) > 0 . 

Démonstra t ion : 

i i i ) <=> iv) 

(V a€A, a(|3) ̂  0 => a(<x) > 0) <=> (V aeA, a(oc) < 0 => a(§) < 0 ) 

^ > (V b€A, b(oc) > 0 => b(£) > 0 ) 

i i ) <=> i i i ) 

(3 = {a€A I a(|3) > 0] c (a€A I a(a) ^ 0} = a 

i) <=> iv) 

-|3-*oc <=> oc£((3} tout ouvert qui contient a contient |3 

<=> tout ouvert de base de la forme U a = (yeSpec rA | a(y)>0] 

qui contient a contient (3 

<^> a(a) > 0 => a((3) > 0 VaeA . . 
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Déf in i t ion 1 . 1 . 1 0 : 

On appelle chaîne de spécial isations de cônes premiers d'un anneau A, 

toute suite (oc ..,oc ) de cônes premiers de A tel le que 

oc. . -> oc. pour tout i, 0 ^ i < n- 1 
î+ l i 

ce qu'on note a n -> ocn_ ^ - * . . . - > a 1 -»> ocQ . Dans le cas où oc.+ ^ x oc. pour 

tout i, 0 < i < n- 1 , n est appelé la longueur de la chaîne. 

Propos i t ion 1 . 1 . 1 1 : 

Soit a un point de Spec f A. Les spécial isat ions de a forment une chaîne 

totalement ordonnée : si oĉ »(3 et oc->y alors (3->y ou y->(3 . 

Démonstration : Voir [B-C-R] prop. 7 .1 .22 . • 

Exemple et notat ions 1 .11 .12 : 

Rappelons que pour décrire les éléments du spectre réel d'un anneau A, 

on doit chercher les idéaux premiers de A et choisir un ordre sur les corps 

résiduels correspondants (proposition 1.1.4). 

Dans Spec r(R[X,Y]) soit : 

2 

* (0,0) le point de (R ,noté 0 ,qui s'identifie au couple formé de l'idéal 

maximal (X,Y) et de l'ordre unique sur (R . 

* O x + ( , y^ la demi-branche positive de l'axe des X en 0 s' identif iant au 

couple formé de l'idéal premier (Y) et de l'ordre de IR(X) défini par le cône 

premier (P€(R[X,Y] / 3&>0 Vx€]0,s[ P(x,0) ^ 0] . 
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* O x + Y + le micro-drapeau de IR situé juste à droite de zéro et un peu 

au-dessus de l'axe des X, s' identif iant au couple formé de l'idéal premier 

(O) et de l'ordre total de [R[X,Y] défini par le cône premier 

(P€(R[X,Y] / 3s>0 Vx€]0,&[ , 3y>0 Vy€]0,y[ P(x,y) > O}. 

On a O x + Y + -> °x+(Y) ~**° u n e c n a ^ n e d e 1 o n 9 u e u r 2 dans Spec rdR[X,Y]) . 

On note O v v l'ordre sur R [X., . . . ,XJ défini par: X n+...+X 1+ I n 

X n posit i f et infiniment petit par rapport aux réels posi t i fs, 

X n _ 1 posit i f et infiniment petit par rapport aux réels posit i fs et à X n > 

X. posit i f et infiniment petit par rapport aux réels posi t i fs, à X ,...,X 0. 
I n z 

Déf in i t ions 1.1.13 : 

i ) Soit A un anneau commutatif et unitaire. La dimension réel le de A 

est le sup des longueurs de chaînes de cônes premiers de A. 

i i ) Soit a un cône premier de A. La dimension de a notée dim oc est la 

dimension de Krull de A/supp(oc) . 

Déf in i t ion 1.1.14 : 

Soit ocn -> oc ^ ... ocQ une chaîne de spécia l isat ions de cônes 

premiers de A. On dit que c'est une chaîne de spécial isat ions non raffinable 

si pour tout i O < i ^ n-1 et tout cône premier 8 de A, si oc. . -> 6 oc, 
i+i i 

alors 8 = a . . ou 6 = oc. . * î+ l ^ i 
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Remarque 1 . 1 . 1 5 : 

On peut trouver une chaîne non raffinable c< 2 -> o^ telle que 

dim c<2 > dim oc 1 +1 (voir exemple 1.2.4). 

Dé f in i t i on 1 . 1 . 1 6 : 

Si f : A B est un morphisme d'anneaux et si (îeSpec B, on pose 

Spec p f (§) = f~ 1 (B) qui est un cône premier de A. 

On a donc Spec r f : Spec p B -> Spec r A. C'est une fonction continue 

( [B-C-R] prop.7.1.7). On dit qu'un cône premier B de B est au-dessus d'un 

cône premier a de A si et seulement si , Spec pf(B) = a . 

Dé f in i t i on 1 . 1 . 1 7 : 

i) Un constructible de Spec p A est une partie de Spec p A obtenue par 

combinaison booléenne (c . -à -d . par union f in ie , intersect ion f in ie et 

passage au complémentaire) d'ouverts de base U(a^,...,a ). 

i i ) La topologie constructible sur Spec r A est la topologie dont les 

ensembles constructibles forment une base d'ouverts. 
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2 - Ensembles et fonct ions s e m i - a l g é b r i q u e s : 

Déf in i t ions 1.2.1 : Soit R un corps réel clos. 

i) On appelle condition de signe sur le polynôme P de P.[X 1 ,...,Xn] une 

des conditions P(x)"> O ; P(x) = O ou P(x) < O où x = (x 1 ,...,x ) . 

i i ) Un semi-a lgébr ique de R n est une partie de R n donnée par une 

combinaison booléenne (obtenue par disjonction, conjonction et négation) 

de. condit ions de signe portant sur un nombre f ini de polynômes. Un 

semi -a lgéb r i que peut toujours s 'éc r i re comme réunion f in ie de 

semi-algébriques de la forme 

{ x€R n 1 P 1 (x) =...= PjCx) = 0 et QjQO > 0 et... Q (*) > 0 } . ! 

i i i ) Soient S un semi-algébrique de R n et T un semi-algébrique de R m . 

Un morphisme f : S T est semi-algébr ique quand son graphe est 

semi-algébrique. 

Pour plus de détails voir ( [B-C-R] chap. 2) . • 

Propos i t ion 1.2.2 : 

Soient V c R n un ensemble algébrique et A son anneau des coordonnées. 

Soit S un sous-ensemble semi-algébrique de V 

i) Il existe un unique constructible S de Spec r A tel que Sf iV = S . 

i i ) Si S est combinaison booléenne de U(f.) = (x€V|f .(x)>0), ( f . A 

f 

alors S est la même combinaison booléenne U(f.) = (a€Spec p A I f .(oc)>0). 

Démonstrat ion : ( [B-C-R] prop. 7.2.2) . . 



15 

Propos i t ion 1 .2 .3 : 

Soient S et T deux ensembles semi-algébriques et f : S -» T une 

fonction semi-algébrique, alors, i l existe une unique appl icat ion?*: S - > T 

tel le que f ~ 1 (T') = f ^ C T ' ) pour tout sous-ensemble semi-algébrique T' 

de T. Si f est un homéomorphisme, alors f l'est aussi. 

Démonstrat ion : ( [B-C-R] prop. 7.2.8) . -

Exemple 1.2.4 : 

On veut construire deux cônes premiers a et ¡3 de IR[X,Y] tels que 

(3 -> a non raffinable avec dim 6 = 2 et dim a = 0, donc dim (3 > dim cc+ 1 

( cf. remarque 1 .1 .1 5). 

Soit n : R2 -> (R 2 

(x,t) -> (x,xt) 

La fonction TI est semi-algébrique. 

D'après 1.2.3, on a une application n : SpeclR[X,T] Spec R[X,Y]. 

C'est l 'application qui à 6'de Spec rlR[X,T] associe l'unique cône premier 6 

de SpecplR[X,Y] défini par : X(6) = X(Ô') et Y(Ô) = X(6')T(Ô") . 

Soient 8' = 0 T + ^ + et ce' = 0 T + ^ . On a supp B'=(0 ) et supp oc' = (X); 

d'autre part, B' oc' est non raffinable car dim (3'=2 et - dim a ' = 1 . 

Soient 6 = ÏÏ"(8') et a='n(oc') 

on a X(8) = X(B') et Y(B)=X(8')T(8'), 

X(a) = X(oc')=0 et Y(oc) = X(oc')T(oc') = O . 

Donc supp( 6) =(0) et suppC a)=(X,Y), c.à.d a = 0 . Par conséquent dim ¡3 = 2 

et dim oc=0. On a § -> a non raffinable : supposons qu'il existe un cône 
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premier ô de R[X,Y] tel que B ô -> oc avec ô^S et ô*cx, dans ce cas 

supp( Ô)*(X) , en effet : 

si supp ô=(X) on aurait 6 = Oy+(x) ou ô = O y _ ^ 

or P(X,Y) = X-Y € 8 mais P(X,Y) ï. O y + ( x ) donc Ô x O y + ( x ) 

et Q(X,Y) = X+Y € 6 mais Q(X,Y) i 0 Y _ ( X ) donc 6 * O y _ ( ) < ) . 

L'application étant un homéomorphisme de { (x,t)£[R / x^O ) sur 

{(x,y) € R 2 | x * 0 } a lors , ^ , ( 6 - € S p e c r I R [ X , T ] / X (ô ' ) *0 } e s t u n 

homéomorphisme sur {yeSpec riR[X,T] / X(y)*0} (d'après prop. 1.2.3). 

Comme supp(ô)*(X), X(ô)*0, i l existe donc ô ] € Spec IR[X,T] tel que 

'ÏÏ"1(Ô)=Ô1. On a I B -> ô ==>l ï - 1 (^) = B' -»-'Tt~ 1(ô) = ô j . Les spécial isat ions 

de B' forment un ensemble totalement ordonné (proposition 1 . 1 . 1 1 ) , on a 

donc ô 1 -> a ' ou a ' -> ô 1 

ôj - * oc' n'est pas possible car B'-> a" non raffinable 

et oc"-* ôj n'est pas possible, sinon n(oc')•.= a -> TF(Ô 1 ) = Ô et comme on 

a 6 a , on aurait oc = ô, ce qui donne la contradiction. 

Donc B -> oc est une chaîne non raffinable avec dim B=2 et dim oc=0. « 

Propos i t ion et déf in i t ion 1.2.5 : 

Soient R un corps réel clos et S c R n un ensemble semi-algébr ique 

donné par une combinaison booléenne B(X) de conditions de signes sur des 

polynômes de R[X 1,...,X n] . Le sous-ensemble (x€K n I B(X)} de K n (où K est 

une extension réelle close de R) noté S K est semi-algébrique. On appelle 

l'extension de S à K . 
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Démonstrat ion : ( [B-C-R] prop. 5 . 1 . 1 ) . • 

Propos i t ion 1.2.6 : 

Soient f : S -»• R une fonction semi-algébrique et aeS : on note f(oc) 

l'élément f ^ ^ C X j (cO,...,Xn(cO) où f k ( a ) : S ( < ( ( X ) -+ k ( ( x ) est l'extension de 

f à kCoO.Soit -*>°(S) l'anneau des fonctions semi-algébriques et continues 

sur S, l'application ev : -*>°(S) - * k(oO qui, à f de -*°(S) associe f(a) est 

un homomorphisme d'anneaux. 

De plus, si U(f) = [x€S I f(x) > 0} alors uTf) = (oc€S I f(oc) > 0] . 

Démonstrat ion : ( [B-C-R] prop. 7 . 3 . 1 ) . « 

3 - P laces 

Dé f i n i t i ons 1 .3 .1 : 

Soit K un corps commutatif. 

i ) Un anneau de valuation de K est un sous-anneau B de. K tel que 

VxeK-[0], xeB ou x~ 1 €B . 

i i ) Si k est un corps, on étend l'addition et la mult ipl icat ion de k à 

kU(oo] par x+oo si xek, x.oo = oo si xek*. 

Une place de K est une application X : K -> kU(oo) telle que : 

X(x+y) = X(x) + X(y) 

X(x.y) = X(x) . X(y) 

X(1) = 1 . 
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i i i ) Une valuation de K est une application v de K* dans un groupe r 

commutatif, totalement ordonné, noté additivement telle que : 

v(x.y) = v(x)+v(y) ; v(x+y) > inf(v(x),v(y)) si x+y x O . 

Le groupe r est appelé le groupe de valuation de v. 

Résu l t a t s et notat ions 1.3.2 : 

i) Un anneau de valuation B d'un corps K est un anneau local. 

On note m B son idéal maximal ; U g = B\m B le groupe mul t ip l icat i f de 

ses éléments inversibles et k B = B / / r ? B son corps résiduel. 

Soit l'application X B : K -> kgU(oo] définie par 

Xg(x) = x (projection canonique dans k ^ si xeB 

et Xg(x)=oo sinon 

L'appl icat ion X g est une place de K. On l 'appelle, la place associée à 

• l'anneau de valuation B. 

Soit l'application canonique v g : K* [~B = KVUg où [~B est ordonné par 

v B (x) < v g(y) y x ~ 1 e B. L'application v B est une valuation de K, appelée 

la valuation associée à l'anneau de valuation B. 

i i ) Si X : K -> kUjoo) est une place de K, B = (xeK I X(x)^oo) est un 

anneau de valuation de K appelé : l'anneau de valuation de la place X . 

i i i ) Si v : K* -> r est une valuation de K, B = (x€K I x=0 ou v(x) > 0] 

est un anneau de valuation de K, appelé anneau de valuation de la valuation 

v. 
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Remarque 1.3.3 : 

Les données d'un anneau de valuation, d'une place ou d'une valuation d'un 

même corps K sont donc équivalentes. 

Dé f in i t i on 1.3.4 : 

Soient X : K -> kU{oo] une place du corps K , A un anneau commutatif 

intégre et f un morphisme de A dans K. La place X est dite f inie sur A si 

Aczf~ ' (X 1 (k) ). Si X est f inie sur A, on appelle centre de X dans A, l'idéal 

premier f 1 (X 1 (0) ) de A . 

Dé f in i t i on 1.3.5 : 

i) Dimension d'une place. 

Si X est une place de K qui est une extension d'un corps k, avec X(x) = x 

pour tout élément x de k.la dimension de X par rapport à k est le degré de 

transcendance du corps résiduel de son anneau de valuation sur k. 

i i ) Rang d'une place. 

a) Soit X une place de K associée à la valuation v de groupe de 

valuation F. Un sous-ensemble H de r est un sous-groupe isolé de r si f 

est un sous-groupe propre de r et véri f ie la propriété suivante : 

acP alors pour tout élément b de T tel que - a «s b < a, bef . 

b) Le rang de X est l'ordre de l'ensemble totalement ordonné (par 

inclusion) de tous les sous-groupes isolés de r. 

i i i ) Rang rationnel d'une place : 

a) Soient X une place de K et T le groupe de valuation associé à X. 

Des éléments (y 1 , . . . ,y m ) de r sont rationnellement dépendants si : 
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Enj,...,n € Z non tous nuls tels que n^j+.-.+n y = O. Dans le cas 

contraire les y., sont rationnellement indépendants. 

b) Le rang rat ionnel d'une place est le nombre maximum 

d'éléments de r qui sont rationnellement indépendants. 

Notat ion : 

Soit V un anneau de va luat ion ja dimension de V est notée dim.V , le 

rang est noté rg.V et le rang rationnel est noté rg.rat.V 

Propos i t ion 1.3.6 : 

Soit X une place de K. Si le rang rationnel de X est f in i , alors i l est 

supérieur ou égal au rang de X. 

Démonst ra t ion : 

Soi t rQ c r j c ... c r h - 1 c T h = T où rQ,r ] J...,rh_ , sent des • 

sous-groupes isolés de r. Pour tout i, 1 < i < h, on fixe un élément oc. de r. 

tel que oc. gr._^ alors (oc ̂  ,...,oc^) sont rationnellement indépendants, en 

effet : supposons qu'il existe m 1 , . . . ,m h des entiers non tous nuls tels que 

m j oc j +...+ m h<x n = O . 

Soit g le dernier indice i tel que m. non nul. On a g < h 

itijOc, . . . . + m g<x g = 0 * m g « g = - < m , « , n y , ^ . , ) € rg_ , , 

m étant non nul, oc € r . , ce qui donne la contradiction . «r 
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Proposi t ion 1 .3 .7 : 

Si X est une place composée .alors son rang (resp. son rang rationnel ) 

est la somme des rangs (resp. des rangs rationnels ) de ses composées . 

Démons t ra t ion : voir [Z-S] , chap.6, théorème 17. > 

Propos i t ion 1.3.8 : 

Toute valuation dont le groupe de valuation est archimédien est de 

rang 1. 

Démonstra t ion : 

Soit r le groupe de valuation et soit un sous-groupe isolé de V, 

supposons qu'il existe un élément x de r ( non nul (on suppose x >0). 

Soit y€l~, Tétant archimédien, i l existe un entier n tel que nx >y, nxer^et 

("jetant isolé, y e r t donc V^ =r. Le seul sous-groupe isolé est donc (0} et 

par conséquent le rang de la valuation est 1. « 
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4 - Places réel les et cônes premiers. 

Déf in i t ion 1.4.1 : 

Un anneau de valuations B d'un corps K est dit réel si son corps résiduel 

k D est réel. Une place (respectivement une valuation) de K est dite réelle 

b 
si son anneau devaluation est réel. 

Déf in i t ion 1.4.2 : 

Soit 6 le cône positif d'un ordre sur un corps K. On note ^ cet ordre. 

L ' o r d r e . e s t dit compatible avec une place de K (respectivement une 

valuat ion de K) si l'anneau de valuation B de cette place (resp. cette 

valuation) est B-convexe, c.-à-d. O <^ x <^ z et zeB => x€B . 

Proposition 1.4.3 : 

Soient- (K,<^) un corps ordonné et B un anneau de valuation B-convexe 

de K, alors B est réel et k D est ordonné par : 
D 

x > O <=> x > O, où x est la classe de x modulo m D . 

b 

Démonstration : ( [B-C-R] prop. 10.1.6) . > 

Déf in i t ion 1.4.4 : 

Soit V un anneau de valuation réel d'un corps K réel et X v la place 

associée. La place signée X associée à V est une application de K dans 

kUf + oc^-oo] définie par : 
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"X (x) = X v (x) si X (x) co et 

X (x) = £00 si X (x) = 00 avec e = +l si x > 0 

£ = - 1 si x < 0 . 

Théorème 1.4.5 : 

Soient V un anneau de valuation réel du corps K et § le cône positif d'un 

ordre < p s ^ r le corps résiduel k v .11 y a bi ject ion entre l'ensemble des 

ordres < ô sur K, compatibles avec la place X v et qui induisent l'ordre 

sur k v ,et l 'ensemble des homomorphismes de groupes du groupe de 

valuation l~ v dans 2 / 2 . 

Démonstrat ion : ( voir [B-C-R] chap. 10) . • 

i 

Déf in i t i on et proposi t ion 1.4.6 : 

Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K. Soit 6 le cône 

posit i f d'un ordre <^ sur K. L'enveloppe 6-convexe de A est 

B = [xeK I 3aeA, - a <^ x ) . 

L'anneau B est un anneau de valuation de K et c'est le plus petit anneau de 

valuation 8-convexe de K contenant A. 

Démonstrat ion : Il est c la i r que B est un sous-anneau de K. 

Soit xeK*, - 1 x < R 1 ou - 1 < f t x - 1 < R 1 . 

P P P P 

Comme i cA , on a X€B ou x _ 1 e B . 

Soit B' un anneau de valuation 6-convexe de K contenant A. 
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Soit xeB, i l existe a dans A tel que - a <^ x ^ a. Puisque a appartient à 

A, donc à B' et que B' est B-convexe, on a x€B' et donc BcB*. • 

Notat ion 1.4.7 : 

Soit A un anneau commutatif et intégre . 

Si a est une spécial isat ion de B dans Spec p A, on note l'enveloppe 

B-convexe de A s u p p ( o ( ) dans k(B). 

Propos i t ion 1.4.8 : 

Soit V un anneau de valuation réel d'un corps réel clos K. Le spectre 

réel de V possède un point générique ô et un point spécial y, c 'es t -à-d i re : 

pour tout oc dans Spec p V : ô -> a -> y. Le cône premier Ô est la restrict ion 

à V de l'ordre du corps K et y = ôUm w . 

r\ V 

Démonstrat ion : Voir [ A -R ] . • 

Dé f in i t i on 1.4.9 : 

On dit qu'un anneau de valuation domine un cône premier oc si son point 

spécial est au-dessus de a . 
Propos i t ion 1 .4 .10 : 

Soient A un anneau intègre, K son corps de fract ions, B le cône posit if 

d'un ordre ^ s u r K et B' le cône premier de A, BOA. Si oc cône premier de A 

est une spécial isat ion de 8', alors le centre dans A de la place associée à 
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l'anneau de valuation V„, est supp(oc) et l'ordre <„., sur le corps 
p —>• OC (j 

résiduel, induit par ^ , étend l'ordre ^ a sur k(supp a ) . 

Démonstrat ion : ( [B-C-R] prop. 10.2.3). » 

Propos i t ion 1.4.1 1 : 

Soient V une variété algébrique affine irréductible et R(V) son corps de 

fonctions, y un ordre total sur R(V) et k(y) la clôture réelle de R(V) pour 

cet ordre. Si V est un anneau de valuation y-convexe dans k(y) alors 

l'anneau de valuation ( V'fïRCV) ) de R(V) a même dimension ,rang et rang 

rationnel que V . 

Démonstrat ion : On pose V j = V fi R(V) 

a) d im.V^d im.V" n R(V) , pour cela on va montrer que le corps résiduel k v , 

de V est une extension algébrique du corps résiduel k v '. 

k v . = V 7 m y. e t k v = V 1 / m v où m y. et m y sont les idéaux maximaux de 

V et V j respectivement. 

Soit y € k v , ; on cherche un polynôme Q non nul, à coefficients dans k v tel 

que Q(y) = 0. Soit xev", de classe y modulo m'y.. L'élément x appartient à 

k(y) donc x est algébrique sur R(V) car k(y) est une clôture réelle de R(V). 

Il existe donc un polynôme P = a Q X n + a 1 X n 1 + - - + a n à coefficients (a.) dans 

R(V) tel que P(x) = 0. 
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Soit h le plus petit des indices tel que a h ait la plus petite valuation 

parmi les a. non nuls, 0 < U n . 

h^n car sinon v(a ) < v(a.) V1=0 , . . . n -1 

=*> v(a ) < v ( a . x n - 1 ) = v(a j)+(n-i)v(x) V i car v(x) 2*0, 

orv(a ) > Inf. (v (a .x n _ 1 ) ) car a^ = -(a.x+...a x n ) d'où l a contradiction, 
n i<n i n 1 0 

Donc h < n 

P / a h = a 0 / a h X n . a , / a h X n ~ 1 . . . . . X n - h . a h , , / a„ x " ^ " 1 . . . . . a n / a h 

v (a . / a h ) = v(a.) -v(a h ) > 0 donc a . / a ^ V j pour tout O^Un . 

Soit Q = F77h = a " a h x
n
 . . . . . X n " h . a ^ , 7 a h x " ^ " 1 . . . . a " ^ . 

L e polynôme Q est un polynôme à coefficients dans k v , de degré > 0 car 

n-h > 0 et Q(y) = Q(x) = P(x) = 0. 

L'extension ky. est une extension algébrique de k v et par conséquent 

dim. V j = dim. V . 

b) rg.Vj = rg.V et rg.rat = rg.rat. V . 

Soient G' le groupe de valuation de V et Gj le groupe de valuation de V^. 

On va montrer que Gj c G ' c G . ® © . 

Soit v(x) € G' ,avec x e k(y)*. Comme k(y) est algébrique sur R(V), i l existe 

un polynôme non nul P à coefficients dans R(V), P = a Q X n + . . .+a n tel que 

a Q x n + . . .+a n = 0, i l existe donc i et j tel que 

v ( a . x n _ 1 ) = v ( a j X n _ J ) , donc v(x) = v(a . ) -v (a^) / i - j e G ̂  © Q 
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donc G ' c G j <s>(D. ! 1 est clair que G, c G ' , donc G j c G' c G , <s>Q. 

Les groupes Gj et G.<s>Q ont le même nombre d'éléments rationnellement 

indépendants et même nombre de sous-groupes isolés, il en est donc de 

même pour G' et par conséquent, rg.V< = rg V et rg.rat.V ( = rg.rat.V. • 

Co ro la i re 1 . 4 . 1 2 : 

Avec les mêmes hypothèses que dans la proposition c i -dessus,soi t Vj 

un anneau de valuation y-convexe dans R(V), alors l'enveloppe y-convexe de 

Vj dans k(y), a même dimension, rang et rang rationnel que vy 

Démonst ra t ion : 

Soit V j l'enveloppe y-convexe de dans k(y). 

Alors V ,fi R(V) = \f en effet soit xe V'. f ïRCV), il existe a€V , tel que 

- a < x < a, l'anneau V< étant y-convexe et x dans R(V), xeV. donc 

V^DRCV) c V 1 et i l est c lair que V , c V ( fiRCV). 

D'après la proposition 1.4.1 1 , dim V ^ = dim(V ^ fl R(V)) 

rg.V j = rg(V n R(V)) et rg.rat.V j = rg.rat.(V f H R(V)), par conséquent, 

dim V j = dim V ^, rg.V.^ = rg .V , et rg.rat.V ^ = rg.rat.V',. • 
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5 - Exemples de places réel les et d'ordres associés : 

Exemple 1.5.1 : 

Soit v la valuation de R(X,Y) qui à f(X,Y) associe l'ordre de la série de 

Laurent en t, f ( t , e t -1 ). 

L'anneau de valuation V associé à v est 

V = ( f(X,Y) € R(X,Y) I v(f(X,Y)) ïO) . 

Le groupe de valuation est 2 et le corps résiduel est R. Donc la place X 

associée à V est de dimension zéro , de rang 1 et de rang rationnel 1 . Le 

centre de X dans IR[X,Y] est (X,Y) car, 

v(P(X,Y)) > O <=> P(O.O) = O <=> P € (X,Y) . 

Le groupe de valuation étant 2 , i l y a deux ordres compatibles avec X et qui 

induisent l'ordre unique sur R (d'après le théorème 1.4.5). Soient 6 et 6' 

leurs cônes posit i fs : 

6 = { f e R[X,Y] I 3&>0 Vt€]0,e[ ftt,el- 1 ) > O } 

D" = ( f € LR[X.Y] | 3c>0 Vt€]-e,0[ f ( t ,e l - 1 ) ^ 0 ) 

Les cônes premiers 6 et 6' peuvent être in terprétés comme des 

demi-branches du graphe de la fonction t -> e ^ - 1 , et on peut les dessiner 

comme ci -dessous : 
f 

/ 

iL 
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Exemple 1 .5 .2 : 

So i t r un nombre i rrat ionnel. 1 et r sont donc rationnellement 

indépendants. Soit r le sous-groupe de R, Z+rZ ordonné par l'ordre induit 

par R. On considère l'application : 

ÏHX.Y) R( ( t r ) ) 

X -> t 

Y -> t r 

où IR((t r)) est le corps de sér ies formelles à coeff icients dans !R et à 

exposants dans F. 

On définit la valuation v de la façon suivante.: 

si f(X,Y) 6 ER(X,Y) et f(t,t r) = c ] t
 1 + c 2 t

 2 + . . . (avec c, xO r, < r 2 < Vi ri€ D 

alors v(f(X,Y)) = r 1 . 

Cette valuation a pour groupe de valuation r, elle est donc de rang 

rationnel 2. Son corps résiduel est DR, elle est donc de dimension zéro. 

Enfin son rang est 1 (d'après prop. 1.3.8) car, r étant un sous-groupe de 

R, il est archimédien. 

Le centre dans DR[X,Y] de la place associée X est l'idéal (X,Y). D'après le 

théorème 1.4.5, le nombre d'ordres qui sont compatibles avec la place X et 

qui induisent l 'ordre unique sur R, est le même que celui des 

homomorphismes de groupes de Z+rZ dans 2 / 2 . Il y en a donc 4. 

Soient 6 j , 62» py et B^ leurs cônes posit i fs 

Bj = ( f € IR[X,Y] I 3c>0 Vt€]0,e[ f(t,t r) ^ O } 

Ê 2 = { f € IR[X,Y] I 3c>0 Vt€]0,e[ f ( t , - t r) > O 

B 3 = ( f € LR[X,Y] I 3e>0 Vt€]0,e[ f (- t , t r ) ^ O } 
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6 4 = ( f € IR[X,Y] I 3£>0 Vt€]0,e[ f ( - t , - t r ) >0). 

Les cônes B ^ , 6^ , 8-, et 8^ peuvent être in terprétés comme des 

demi-branches en O des courbes suivantes respectivement : 

y = x r , y = - ( x r ), y = ( - x ) r e t y = - ( - x ) r . 

Exemple 1.5.3 : 

Soit la place X : R(X,Y) tR(X)U(oo] -> !RU(oo} . 

L'anneau de valuation V associé à X est 

V = (f(X,Y)€lR(X,Y) |f(X,Y) est d'ordre positif en tant que série de Laurent en y 

et en annulant Y, f(X,0) est d'ordre posit if } 

La place X est la composée de deux places X< : IR(X,Y) IR(X)U(oo} et 

X 2 : IR(X) -»• ERU(oo) qui sont chacune de rang let de rang rationnel 1 donc X 

est de rang 2 et de rang rationnel 2 (d'après prop. 1.3.7). Son corps résiduel 

est [R.sa dimension est donc zéro .Son centre dans (R[X,Y] est l' idéal (X,Y) . 

Son groupe de valuation est 1 x 1 ordonné lexicographiquement. 

D'après 1.4.5, i l y a 4 ordres qui sont compatibles avec X. Ce sont 

°Y+x+ ' ° Y - X + ' ° Y + X - e t ° Y - X - ^ f i n i s p a r l e s c ônes premiers Bj ; B 0 ; 6-, 

et B 4 respectivement tels que : 

Bj = { f € 1R[X,Y] I 3s>0 VXG]0 ,S [ 3y>0 Vy€]0,y[ f(x,y) > O } 

qu'on peut représenter par le micro-drapeau situé à droite de zéro 

et juste au-dessus de l'axe des x . 

*«^Éi 
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6 2 = ( f € IR[X,Y] I 3s>0 Vx€]0,£[ 3y>0 Vy€]-y,0[ f(x,y) s> 0 } 

qu'on peut représenter par le micro-drapeau situé à droite de zéro 

et juste au-dessous de l'axe des x . 

6 3 = ( f € R[X,Y] I 3£>0 Vx€]-e,0[ 3y>0 Vy€]0,y[ f(x,y) > O } 

qu'on peut représenter par le micro-drapeau situé à gauche de 

zéro et juste au-dessus de l'axe des x . 

JSfete. —. 

| 3 4 = ( f € R[X,Y] | 3c>0 Vx€]-£,0[ 3y>0 Vy€]-y,0[ f(x,y) > 0 } 

qu'on peut représenter par le micro-drapeau situé à gauche de 

zéro et juste au-dessous de l'axe des x . 

1 | p ^ 
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Exemple 1 .5 .4 : 

Soit la place X : tR(X.Y) =IR(X,T) -> !R(T)U{oo] où T=Y/X 

L'anneau de valuation associé est : 

V=(f(X,Y) /g(X,T)=f(X,Y) est d'ordre positif en tant que série de laurent en X 

et en annullant X ,g(O.T) est d'ordre posit if }. 

Le groupe de valuation est H .donc le rang est 1 et le rang rationnel est 1 . 

Le corps résiduel est IR(T) .donc la dimension est 1 . L'anneau V est un 

diviseur premier. 

Le centre deX dans tR[X,Y] est (X.Y) car si X=0 alors Y=T.X =0 . Le groupe 

de valuation est 2 .donc à chaque fois qu'on choisit un ordre sur QR(T) ,il y'a 

deux ordres qui retendent à IR(X.Y) et qui sont compatibles avec la place X . 

Pour ordonner tR(T) ,on peut mettre T à +oo } a -oo . à gauche ou à droite 

d'un réel a. Supposons que T = a ( juste à droite du réel a ).les cônes 

posi t i fs des deux ordres compatibles avec X sont : 

= { f(X,Y)€R[X,Y] / 3c >0 Vt €]a ,a+e[ 3y >0 Vx €]0 ,y[ f(x,tx) ^0 }. 

^ 2 = { f(X,Y)€[R[X)Y] / 3c >0 Vt €]a ,a+e[ 3y >0 Vx €]-y .0[ f(x.tx) ^0 } . 



Chapitre 2 

Construction de places réelles 

dans le cas affine 

Dans ce chapi t re, on va montrer le théorème 3.2.1 dans le cas 

part icul ier où 

A = R[X 1 X n ] 

K = R(X 1 , . . . ,X n ) 

P i = ( X 1 ' - ' X n - d . } 1 < 1 < m _ 1 

f. = X. 1 < j < n . 
J J 

On va le faire d'abord pour le cas m = 1 , ce qui sera l'objet du premier 

paragraphe, dans le deuxième paragraphe on traitera le cas m* 1. 

Tout au long du chapitre, R désigne un corps réel c los, S 0 l 'ouvert 

élémentaire ((x, , . . . , x n ) € R n / 0< x. <1 et I x . < 1} et O le cône premier 

associé à l'idéal (X,,...,X n) et à l'unique ordre sur R. 

Remarque 2.0.1 : 

Soit S un cône premier de A, si B->0 alors BeS 0 si et seulement si 

X«(6) > 0,..., X n(B) > 0. 
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1 . Le cas m= 1. 

On va donc montrer le théorème suivant : 

Théorème 2.1.1 : 

Etant donnés trois entiers d , S q et rQ tels que s Q > O ; rQ > O : 

s ^ + r ~ < n et °L < s ^ > o o o o 

i l existe un ordre total B sur R(X 1 ; . . . ,X ) tel que B€S° et un anneau de 

va lua t ion réel V B-convexe dans k(B), contenant A, centré en 

V ( X r - ' X n - d } e t t e l q u e : 

0 

dim. V = s„ , rg. V = 1 et rg. rat. V = r . 
o • o 3 o 3 o o 

La démontration de ce théorème se fera en 3 étapes par l ' intermédiaire 

de cônes premiers 

ère 
1 étape : d Q = S Q = 0 (proposition 2.1.2) 

2 e m e étape : d Q = s Q x 0 (proposition 2.1.3) 

èm e 

3 étape: d Q x s Q (proposition 2.1.4) 

Proposition 2 . 1 . 2 : 

Soit r un entier, 1 < r < n. Il existe B ordre total dans R(X ] , . . . ,X Helque 

^ o 

B -> 0 et BeS et i l existe V anneau de valuation B-convexe dans k(B), 
contenant A, au-dessus de 0 dans Spec R[X, , . . . ,X 1, de dimension zéro sur 

r L 1 ' ' n J ' 
R, de rang 1 , de rang rationnel r et de corps résiduel R. 
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Démonstrat ion : 

On généralise la construction de l'exemple 1.5.2. 

Soient ( 1 ,oc | ,...,oc | ) r éléments de [R rationnellement indépendants 

et G = Z + o ^ Z +...+ <x r _ j2 le sous-groupe de IR ordonné par l'ordre induit 

par (R. 

On note R[[t ]] l'anneau des séries y de la forme : 
r 1 r 2 

y = c«t + c 2 t +... ( r] < < ... des éléments de G et c.eR, Vi ). 

p 

Soit l'ordre sur R((t )) défini par : 

r | r 2 

si z = c , t +c^t +... (avec c ^ * 0 et r j <r 2...), alors Z 5 ^ . 0 < = > C | > 0 . 
D'après Maclane et Schi l l ing ( [M-Sh] ), on peut trouver (n-r) sér ies 

G • K l a r - 1 
y f + } , . . . , y n dans R[[t ]] te l les que (t,t ,...,t , y r + r - - - > y n ) soient 

algébriquement indépendants • sur R. On cho is i t y ^ ,..-,y d'ordre 

strictement positif. 

On définit une application f de R[X j ,...,X ] dans R[[t ]] telle que:. 

f(X 1 ) = t 

a l 

f(x2) = t 

a r - l 

f(X p) = t 

f ( X r + l ) = V r + , 

f ( X n ) = V n • 
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p 
Soit v la valuation de R((t )) définie de la façon suivante : 

s i z= C j t + c^t +... (avec * O e t r 1 < r 2 < . . . ), alors v (z )= r« . 

Cette valuation a pour groupe de valuation G. L'application f étant injective 

« 1 ° V - 1 
car ( t , t , . . . , t ) y p + j ,...,y ) sont algébriquement indépendants sur R, on 

peut la prolonger en f de R(Xj,...,X ) dans R((t )). L'application fov est une 

valuation de R(X«, ,X ) de groupe de valuation G. On note V l'anneau de 

valuation associé .Le rang rationnel de V est r et son rang est 1 car G est 

un groupe archimédien (d'après prop. 1.3.8). 

La dimension de V est zéro car le corps résiduel est R . Il est c la i r que 

V contient A. 

On définit l'ordre ^ sur R(X ] ,...,X n) par : 

si PCX , „..Xn)€R(X ] ,...,X n) : PCX , ,...X n) ^ § 0 < ^ PCt^t^ 1 1 , y p + ] 

On a supp(S) = { P € R [ X r . . . , X n ] / PCt.t" 1 , . . . / r ~ 1 , y r + ] ,...yn) = 0} = (0) 

a 1 ° V - 1 

car Ct, t , . . . , t , y p + . ,-.y n) sont algébriquement indépendants. On a 

X.(6) >0 pour tout i, 0 < U n et 8-*0, donc B e S°(d'après la remarque 2.0.1 ). 

L'anneau de valuation V est B-convexe . Soit V son enveloppe B-convexe 

dans k(B). L'anneau V a même dimension ,rang et rang rationnel que V, 

(d'après corol.1.4.12) et i l est au-dessus de 0 dans Spec pA. • 
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Proposi t ion 2 . 1 . 3 : Soit ' A = R[X ( ,...,X ] . 

Soient deux entiers s et r tels que : s >0 : r > 1 et s +r <n. Soit a 
o o H o ' o o o o 

cône premier de dimension s Q et de supp(aQ) = (Xp...,X ) = P ' avec 
0 

oc ->Oe tX„ o Au) >0,...,X (oc ) >0, 
o n-s +1 o n o 

0 

( par exemple a = (P' . O v v )). 
n - s + 1 n 

o 

Il existe (3 ordre total sur R(Xj,...,X n) tel que ¡3 -> a Q et [3 € S ° et il existe 

V un anneau de valuation réel (3-convexe dans k((3), contenant A, au-dessus 

de ocQ dans Spec A, de dimension S q ; de rang 1 , de rang rationnel r , et de 

corps résiduel k(oc ). 

Démonstrat ion : 

On applique la proposit ion 2 . 1 . 2 à k(oc ) la clôture réel le de 

R(X . ,...X ) pour l'ordre oc . 
n-s +1 n o 

o 

On pose A ' = k(ocQ) [ X r . . . , X n _ s ] 

et ip : A =R[X 1 , . . . ,X ] - k.Ccc ) [X, ,...,X ë ] = A' l'application 
0 

définie par : 

ip(Xj ) = X ] 

ip(X ) = X 
^ n-s„ n -s A 

o o 

4>(X , ) = X^ o Au) T n-s +1 n-s + 1 0 
o o 

,(xn) =x n(« 0) 
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n-s 
Soit oc' le cône premier de A' qui s' identif ie au point 0 de k (a Q ) ~ ° . 

On a Spec ip(oc' ) = a et oc' est donc au-dessus de oc . 
r T o o o o 

D'après 2 . 1 . 2 , i l existe B' ordre total sur k(oc XX p..., X n _ s ) tel que 
0 

6' -^oc'Q ) X^CB') >0,...,X (6') >0 et V anneau de valuation réel B'-convexe 
0 

dans k(B') contenant k (a Q ) [X ^ , - J X n _ ], au-dessus de a ' dans SpeyA ' , de 
0 

rang 1 , de dimension zéro par rapport à k(oc ), de rang rationnel rQ et de 

corps résiduel k(oc ) . Soit B la restrict ion de B' à A, 6 est un ordre et 

k(B) - k(B') car k(ocQ) est, en tant que clôture réel le, une extension 

algébrique de R ( X n _ s + 1 , ,X ), B-^oc et B e S 0 car X.(B) >0 pour tout i, 
0 

I < i<n . 

On considère V comme un anneau de valuation B-convexe de k(8). 

dim V'|p = dim ^ + degré de transcendance de k ( a Q ) j R 

= 0 + s 0 

= S o ' 

L'anneau V étant au-dessus de a ' dans Spec A', et comme oc' est 
o H r o 

au-dessus de a dans Spec A, V est donc au-dessus ce a dans Spec A. 
o r o r 

II cont ient A et est de dimension s sur R, de rang 1, de rana rat ionnel r 

et de corps résiduel k(oc ). • 

Proposi t ion 2 . 1 . 4 : A = R [X r . . ,X ] . 

Soient d Q , S q ; r Q t ro is entiers te ls que 

O < < < r . s +r *j n et r s* I, o o o o o o 
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Soi t a cône premier de A tel que supp(oc ) = (X 1 X , ) =P , 
o o 1 n-d o 

0 

a ->0 et X , . (a ) >0,...,X (ce ) >0 
O n _ c !

0

+ 1 0 n O 

(par exemple a = (P , 0 ^ + „ )). 11 existe 6 ordre total sur R(X 1 ,...,Xn) 
n-d+ 1 • " n 

te l que 

S -> a Q dans Spec r A et 8€S° et i l existe V anneau de valuation réel 

8-convexe dans k(B), contenant A, au-dessus de a Q dans S p e y A , de 

dimension s de rang 1 et de rang rationnel rQ . 

Démonstra t ion : 

On va se ramener au cas de la proposition 2 .1 .3 (où d 0 = s Q ) par une 

transformation quadratique de-telle façon qu'au-dessus de a Q on ait un 

cône premier a' de dimension s Q (ce qui généralise l'exemple 1.2.4). 

Soit f : R[X r . . ,X ] ->"R[T r . . ,T ] définie par : 

f(X ) ='T 

f ( X n - s ) = T n - s o 

0 0 

f ( X n - V l ) = T l T n - s 0 . , 

f ( x n - d 0

) = T t T n - d 0 

0 0 

f ( X n - d n + l } = T n - d n + l 
0 0 

f (y=v 
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On a Spec p f : Spec pR[T 1.... J R ] - * SpecpR[X , ,...,Xn] . 

Soit l'application p : R[T T ] ~> k (a )[T ^ . . . . . T ^ ] définie par: 
O O 

p(T.) =X1(oc ) pour U i < n - s o 

p(T.) =T . pour n - s o + U i ^ n - d o 

p(T.) =X|(oc ) pour . n-d o+ 1 < i <n 

Soit oc"0 le cône premier de k(oc0) [ T n _ s + 1 J . . . , T n _ d ], 0 T + + J 

o o n s & + 1 n d o 

On a Spec pp ( a " Q ) = a'Q> supp(a'Q) = (T ] J n _ s ), 

T ,(oc' ) >0,...,T (a ' ) >0 et Spec fCa ' ) = oc . 
n-s +1 o n o r o o 

0 

On applique la proposition 2 .1 .3 à R t T p . J ] et oc* .11 existe donc 6' ordre 

total dans R ( T ] ; . . . J n ) tel que P'-xx" dans Spec R[T ] ,.-..,T ] et T.(B') >0 

pour tout i et i l existe V anneau de valuation réel B'-convexe dans k(B'), 

contenant R[T 1 ,...,T ], de dimension s Q par rapport à R , de rang 1 , de rang 

rationnel r et au-dessus de a ' dans Spec R [T 1 ; . . . ,T ] . 
o o r r n 

Soit B = Spec rf(B'). On a k&)= k(£') car R d , , . . . , ! ) = R(X ] ,... JX n), 6 - > a Q car 

ocQ = Spec rf(oc'Q) et (3 € S 0 car X.(B) > O puisque X.(B) = T.(B') pour i dans 

{ l , . . . ,n-s 0 }U{n-d 0 + l J . . . ,n) et X^B) =T ̂  (B') T.(Ç') pour i dans ( n - s Q + l ,... Jn-d ( )). 

L'anneau V peut donc être considéré comme un anneau de valuation réel 

B-convexe de k(B). Il est au-dessus de S p e c r f ( a ' Q ) = oc dans Spec A, de 

dimension s Q > de rang l et de rang rationnel rQ . * 



41 

Démonstrat ion du théorème 2 . 1 . 1 : 

Pour l ' idéal premier P Q = (Xj>->X d ) de R[Xp...,X ] , il existe un cône 
0 

premier a tel que supp(a ) =P , par exemple a = (P , O w w ) 
o o o K o ; X n . «+...+X + 

n-d +1 n 
o 

On applique la proposition 2 .1 .4 à a Q et c'est f ini. • 

2. Le cas où m * 1 . 

Nous montrons maintenant le théorème suivant : 

Théorème . 2 .2 .1 : 

Etant donnés la chaîne d'idéaux premiers de A = R[X 1 ,...,Xn], 

P m - 1 c - c P 1 c P o ' P i = ( X 1 - - V d , ) e t d e s e n t i e r s ( s , ) ^ , ^ . , et 

( r i W m - l t e l s q u e ; 

0 < s o < - < s m - 1 < n 

O < r . < . . . < r 
m-1 o 

s . + r. <. n, r. > m-i et d. < s. . 

Alors, i l existe un ordre total 6 sur R(X r . . . ,X ) tel que 6 € S 0 et une chaîne 

d'anneaux de valuations ( V ' . ) n . . de k(B), V 1 z>...=> V => A tels 

que : pour tout i ; 0 < U m - 1 , l'anneau de valuation V . est réel et B-convexe 

dans k(B) de dimension s . , de rang m-i ,de rang rationnel r. et centré en P . 

dans A . 
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La démontration de ce théorème se fera en 2 étapes par l ' intermédiaire 

de cônes premiers : 

Première étape : pour tout i, 0 < U m - 1 s . = d. (proposition 2.2.2) 

Deuxième étape : pour tout i, 0 < U m - 1 s. > d. (proposition 2.2.4) 

Dans cette deuxième étape on se ramène à la première étape par une 

transformation quadratique. 

P remiè re étape 

Propos i t ion 2 .2 .2 : 

Soit a Q cône premier de A = R[X ] ,...,X ] tel que 

supp(ccQ) = PQ = (X 1 ,...,X ), ocQ-^0 dans Spec A et 
0 

X ^ o i < ° 0 >0,...,X (OC ) >0 , 

n - s + 1 o n o 
o 

alors i l existe une chaîne de cônes premiers de A, a . - > . . . - > ce . - > oc 
m-1 1 o 

telle que supp(a.) -P. - (X, ,...,X ) . M i i r ' n -S j ' 

i l existe 6 ordre total dans R(X......X ) avec B -> oc , et 6 € S ° 
L r ' n L m -1 1 

et i l existe une chaîne d'anneaux de valuation ( V . ) _ . . , 
i u < i < m - i 

V V ' Q 3 A telle que pour tout i, 0< i < m - l , 

V . est B-convexe dans k(6)J de dimension s. , de rang m-i , de rang 

rationnel r., au-dessus de a . dans Spec A et de corps résiduel k(ce.) . 
I I i ] 
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D é m o n s t r a t i o n : 

Par récurrence sur m : 

Pour m = 1 : c'est la proposit ion 2.1.3. 

Soit a cône premier de A tel que supp ^Q-PQ- On applique le cas m= 1 à 

A' = R[X ,,...X ] et P ' = (X ,,...X ) . 1 n-s,+1 n J o n-s,+1 n-s 

Soit oc'o cône premier de R [X n _ s + 1 ,...Xn] défini par 

supp «• = P- et X n _ (a ' 0 ) = X (oc >,...,X«x' ) = Xn<oc0>. 
O 0 

Il existe donc a \ ordre to ta l sur R(X 1 ,...X ) tels que oc'«-•oc 1 et 
1 n - S j + i n 1 o 

X n _ s ^ ( o c ' j ) >0..., X n ( a ' 1 ) >0 et i l existe V Q anneau de va luat ion réel 

a ' , - convexe de k(oc' 1 ) te l que k w = k (a ' ) , dim V =s , rq.V = 1 , 
1 o o o y o 

rq.rat.V = r ~r 1 et V au-dessus de a' dans R[X ^...X ] . y o o 1 o o L n - s ^ i 1 n J 

On applique l'hypothèse de récurrence à P" ^ c . e P ^ 

P". = (X* ; . . . ; X ) dans A" = k(oc". ) [X, ,...,X ] et ce" t = 0 dans 
i •!;

 n - S j 1 1 n - s ^ 1 

Spec k(oc'- )[X <, X I . 11 existe donc a" _ < ->. . . -> a" 1 = 0 chaîne de 
r i i n s -j m i i 

cônes premiers dans Spec p k(oc'1 ) [X ̂  , . . . ,X n_ s ] te l que supp oc". = P"., 

6' ordre to ta l sur k (oc ' ) (X^.- .X ) tel que X. (B')>0,..,, X (B')>0 et 
i l i l o ^ i i l o ^ 

V , D . . . D V , anneaux de valuations B'-convexes dans k(B') contenant 
m-1 1 

k(oc' t ) [ X 1 X n s ] te ls que pour l < i < m - 1 , ky. = k(oc'.), 

d i m Q C. ^V. = s . - S | , rg .V. = m - i , rg. ra t .V . = r. et V . au-dessus de a" . 

dans k(oc' ])[X] ,-,\_s ] • 
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Soient X 1 la place signée associée à V 1 et X Q la place signée associée à 

V 
o 

X : k(fi') h k(oc'1 ) U ± oo X-> k(cx' ) U ± oo . 1 1 o 

On pose V = (x e k((3') / .X(x) * ± 0 0 } Vanneau de valuat ion associé à X.M est 

c la i r que V est contenu dans V, . L'anneau V est un anneau de valuat ion 
1 0 l 0 

¡3'- convexe dans k((3') , en ef fet 

so i t y ^£,x, xeV Q alors X l (y) < X 1 (x) et donc (XQoX 1 )(y) ^ ^ 0

0 ^ j 

comme X ( x ) ^ ± o o on a X ( y ) ^ ± o o donc y c V* . 

d i m ! n V = d i m l n V = s 
|R 0 |R 0 0 

rg . V = rg. V ^ + rg .V = (m - 1 )+ 1 = m 

et rq. rat .V - rq.rat.V , + rq. rat. V = r ,+( r -r,)~r (d'aorès prop. 1.3.7). 
0 ^ 1 ^ 0 l o i 0 • K r 

On a V au-dessus de a dans Spec A . 
0 * 0 r 

Soi t (3 la res t r i c t i on de g' à R(X ] ,...,X ) on a X.((3) >0 et k((3) - k((3!). 

On considère les ( V ' . ) n . comme des anneaux de valuat ions de k(S) et 
I vj ^ I ^ 111 I 

on prend, a ] . = Spec p f (oc1. ) où f : R [ X j , . . . , X n ] -> k(oc" ] ) [ X , , . . . , X n _ s ] , 

supp oc. = ( X 1 v , X ^ ). Les anneaux V . étant au-dessus de oc", dans 

Spec r k (aV [X , , . . . .X n . S i ] 

et oc", au-dessus de a . dans Spec p A, alors V . est au-dessus de oc. dans 

Spec A . • 
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Deuxi èm e é tape 

Dans cet te deuxième étape, nous nous ramenons à la première étape par 

une t ransformat ion quadratique de R[X 1 , . . . ,X n ] dans RfTj,...,"!" ] 

( général isat ion de la proposit ion 2.1.4 au cas m * 1 ). Dans le lemme 2.2.3, 

nous construisons une chaîne d'idéaux premiers (Q .) . . deR[T,,...,T 1 

avec Q . de dimension s., au-dessus de P .. 

Lemme 2.2.3 : 

Etant donnés une chaîne d'idéaux premiers de R[Xp...,X ] 

P . c . c P , P. = (X.,...,X . ) de dimension d. et des ent iers 
m-1 o' i } ' ' n-dj i 

( s . ) 0 < . < m _ 1 te ls que 0 < S q <...< s m _ ] < n et d. < s. , i l existe une 

t ransformat ion quadratique f de RtXp.^X ] dans R[T 1 ,...,T ] et une chaîne 

d'idéaux premiers (0 .)„ . , de R[T,,...,T ], Q . de dimension s., 
i 0 < i < m - 1 1 n i i 

0 . = (T j ' T 2 ' " ' , T n - s . ' 1 a v e c 0 i a u - d e s s u s d e P]> P ° u r t o u t i ' 0 < i < m- 1. 

D é m o n s t r a t i o n : 

Soi t f la t rans fo rmat ion quadratique de R[Xj,...,X ] dans R [ T l r . . , T ] 

déf inie par : 

pour j € (1) U ( s m _ 1 - d m _ 1 + 2 , . . . , n - d m _ ] } U ( n-d.+ laveci = 0,...,m-1} 

U (n-d o + 2,. . . ,n] 
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«X J> = T 1 T j 

p o u r j € ( 2 , . . . , s m _ | - d m _ r l ! < s i s m _ , > d m _ 1 ) 

"V = T n - d , H - T J 

pour j € ( n-d i+2,.. . Jn-d._ j ) (si d. > d._ 1 + 1 ) 

Soient Q m . 1 = ( T 1 , T S m _ r d m _ | + 2 . . . . , V ( J m _ | ) . 

11 y a n - s m _ 1 équations, donc dim ° m _ j = s

m _ i : 

S i d

m _ 2 * d

m - 1 o n p r e n d 

. 0 m - 2 = ( 0 m - i ' T n - d m _ 1 + 1 ' V C Ù J ^ - S m - ! - S n v - 2 - ; e t l e S k j s o n t 

s , - s 0 - 1 nombres d is t inc ts dans 
m-1 m-2 

{ 2 , . . ) s m _ 1 - s m _ 2 + l ] U ( n - d m _ 1 + 2 ; . . . ) n - d m _ 2 } 

En plus des n-s j équations de O 1 , il y a s m _ 1 - s m _ 2 équat ions 

donc d i m û m _ 2 . s m _ 2 . 

Si d m _ 2 = d m _ 1 on prend 

Q 0 = (Q , , T. ) où j = 1 s , - s 0 et les k . sont s_ . - s r , n m - 2 m - 1 ' k j J ' ' m - 1 m - 2 j m - 1 m- 2 

nombres d is t inc ts dans { 2,..., s m _ 1 _^ +1 j . 

On peut prendre s . - s 0 équations entre T 0 et T . , car 
m - 1 m-2 2 s m _ r d m _ 1 + i 

(s , -d , )-(s . - s ~) = s 0 - d , = s ~-d 0 ^ O . m - 1 m - 1 m - 1 m-2 m-2 m - 1 m-2 m-2 

Pour i quelconque, supposons Q . + 1 donné. 
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s i d. ^ d . , on prend 

Q . - (Q . T . . , T, ) où j = 1 , . . . ,s . - s . - l et les k. sont s . , - s . - 1 
i i+ r n - d i + 1 +1 kj J î + l i j i+1 i 

nombres d i s t i nc t s (et d i f férents des numéros des équations p r i ses pourO .) 

dans ( 2 , . . . , s m _ 1 - d m _ 1 + l ) U...U { n - d i + 1 + 2 , . . . ; n-d. }. 

S i d. = d. 1 on prend 
i i + l 

Q . = (O . . T, ) où i = l ; . . . ,s, . - s . et les k. sont s . , - s . nombres 
i i + 1 , k j J î + l i j i +1 i 

d i s t i nc t s ( et d i f fé rents des numéros des équations pr ises pourO . ) dans 

( 2 ; . . . ; s , - d , + 1 } U...U ( n-d. ^ 2 , . . . , n-d. J . 
1 ; ; m - 1 m - 1 J 1 i + 2 } ' i + 1 J 

On v é r i f i e fac i lement que pour tout i, O ^ i < m - 1 , Q . est au -dessus de P. 

et on a Q . <z Q 0 c ... e O . 1 1 su f f i t de renuméroter les var iab les 
m - 1 m - 2 o 

T, pour avoir le lemme. » 
i 

Exemple : 

Pour n = 7 , m = 3 , d -2, d. = 2 , d 0 -A, s =2, s . = 3 , s 0 = 5 
• o 1 2 o 1 2 

la t ransformat ion quadratique f de R [ X ^ . ^ X - J dans R [T y...,Jy] est déf inie 

par : f (X ] ) = T 

f (x 2 ) = T T T 2 

f(x3) = T 3 

f ( X 4 } = T 4 

f (X 5 ) = T 4 T 5 

f ( v =J6 

f (X y ) = T ? 

o 2 = ( T R T 3 ) , o 1 = ( T ] J 3 J 4 J 2 ) ) O O = ( T 1 J 3 J 4 , T 2 J 5 ) 
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Propos i t ion 2.2.4 : 

Soit ocQ cône premier de A = R[Xj,...,X ] tel que 

supp(oc ) = P = ( X r . . , X d ), ocQ->0 dans Spec p A, 
0 

X , , ( a )>0,...,X (a )>0 , alors i l existe une chaîne de cônes premiers n-d Q +l o n o 

de A, oc ^ -> . . . -> a 1 oc telle que 

supp(oc.) =P . = (Xj , . . . ,X n _^) , il existe 6 ordre total dans R(Xj,...,X n) avec 

6 -> o c m _ 1 et 6 € S ° et une chaîne d'anneaux de valuation ^ v ' ^ o < i < m - 1 ' 

V V ' Q 3 A tel le que pour tout i, 0< i < m - 1 , 

V . est B-convexe dans k(B), de dimension s . , de rang m-i , de rang 

rationnel r.., au-dessus de oc. dans Spec rA. 

Démonstra t ion : 

Soit f la transformation construite dans le lemme 2.2.3 et 

A' = R [ T r . . , T n ] 

On applique la proposition 2.2.2 à la chaîne d'idéaux premiers 

Q _ , c ... c Q n de A' et oc' 6 Spec A', au-dessus de a tel que m-1 o o r o 

supp(a' 0) = Q Q et T ^ a " ) > O,..., T ( a " ) > 0. 'A lors il existe, 
0 

a ' m _ 1 a ' Q chaîne de cônes premiers dans Spec r A' telle que 

supp(oc'.) =Q ., et i l existe B' ordre total sur R d ^ . - . J ) avec 

6' -> a ' m _ ) e t Tj(Ç') >0 pour tout j et une chaîne d'anneaux de valuations 

( V V o < i < m - l P ' ~ c o n v e x e s d a n s K ^ ' ) tel le que V . au-dessus de a'. 

dans Spec pA', dim. V . = s . , rg.V. = m-i et rg. ra t .V . = r.. 
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Soit spec f : Spec p A' -> Spec pA. On pose (3 = spec p f(ß') et 

a . = spec r f(oc'.), on a X^Cß) > O pour tout j , 1 < j <n et 

Comme R(X ̂  ,...,X ) = R(T j,...,T ) on a k(ß) = k(ß') . On considère les anneaux 

(V ' . ) n . . comme des anneaux de valuations de k(ß). 

L'anneau V . est au-dessus de oc. dans Spec r A car V . au-dessus de a ' , dans 

Spec pA', dim V . = s . , rg.V. = m-i , et rg. ra t .V. = r\ . • 

Démonstrat ion du théorème 2 . 2 . 1 : 

Pour l'idéal premier P = (X.,...,X , ) de R[X 1 ;...,X ] , i l existe un 
o 1 n-d„ 1 . n J 

0 

cône premier a Q tel que supp (ocQ) = P Q par exemple 

a = (P , O v v ) On applique la proposition 2.2.4 à a et c'est 
n - d + 1 n 

o 

f i n i . • 
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Chapitre 3 

Constructions de places réelles 

dans le cas général 

1. Tr iangulat ion des ensembles semi-a lgébr iques : 

Rappels 3.1.1 : R est un corps réel clos. 

i) Si x

0 » x | >--»Xp sont p+1 points l inéairement indépendants dans R n 

(c . -à -d . le sous-espace affine qu'i ls engendrent est de dimension p), le 

p-simplexe [x Q x^] est l'ensemble des points Z = (Z ' ,...,Zn) de R n tels que 

Z'' = W P V J ' ° Ù X j ^ X j ' . ^ j " ' . y R . A ^ O et X o ^ p X ^ i . 

Les ( X . ) n . sont appelés les coordonnées barycentrîques de Z et x ..,x j v ^ j ^ p o p 

sont les sommets du Simplexe [xQ,...,x ]. 

Exemples de Simplexes : 

x „ x„ x. 
O 0 1 

O-simplexe(point) 1 -simplexe(segment) 
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2-s implexe( t r iang le) 3 - s i mplexe( tétraèdre) 

i i ) Une l - face du Simplexe [x o , . . . ,x p ] est un l -s implexe [ X J Q . - . X J J ] A V E C 

(x. ,...,x. } c [x ,...,x } . Si S est un Simplexe, on notera S 0 la par t ie de S 
J o J l ^ 

formée des points dont aucune des coordonnées barycentriques n'est nulle. 

i i i ) Un complexe s imp l ic ia l K de R n est une union f in ie de Simplexes 

(S.) . . . te ls que : l ' in tersect ion de deux de ces Simplexes est so i t vide, 

soi t une face de chaucun des deux 

Exemples : 
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Théorème 3.1.2 : 

Tout ensemble semi-algébr ique fermé, borné S de R p est sem i -

algébriquement triangulable : i l existe un complexe s impl ic ia l f ini K de R p , 

K = U 1 < . < o * . etun homéomorphisme semi-algébrique *V de K dans S. 

Si de plus, (S . ) . , est une fami l le f in ie de sous-ensembles 
J J = 1,...,q 

semi-algébriques de S, on peut trouver une triangulation semi-algébrique 

45 de K ~ u 1 < i<p a j dans S, telle que : pour chaque j , 1 «sj<q $ - 1 ( S j ) s o i t 

réunion de certains 0®. C'est ce qu'on appelle une triangulation simultanée 

. de S et des Sy 

Démonstrat ion : [B-C-R] chap. 9. • 

Propos i t ion 3.1.3 : 

Soient V un ensemble algébrique irréductible de R m et U un ouvert 

semi-algébrique de V. Si p est un homéomorphisme semi-algébrique de U 

dans U' contenu dans R n et y ordre total sur R(V) tel que yeUalors k(y) est 

isomorphe à k(p(y)) (p : U -> tT) . 

Démonst ra t ion : 

Soit -S°(U) l'anneau des fonctions semi-algébriques continues sur U. 

La fibre *>°u"y = ^ m y € t j ^>°(U) est un anneau local de corps résiduel k(y) 

et son idéal maximal m est l'ensemble {g I g(y)=0} ( [B-C-R] proposition 

7.3.4). Or y est un ordre total, donc m = (0) et par conséquent 

- 5b°rr v = k(y). L'application f étant un homéomorphisme semi -a lgébr ique , 
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^°(U) = ^°(p(U)) et donc - V°pTu),p(y) e t c o m m e ^ U , y = k ( y ) e t 

^°pOJ)/p(y) = k ( p ( V ) ) a l o r s k(y) k(p(y)). 

2 - Démonstration du théorème principal. 

Théorème 3.2.1 : 

Soit V une variété algébrique affine et irréductible sur un corps R 

réel clos. 

Soient A = R[V] son anneau des coordonnées, K = R(V) son corps de 

fonctions et n le degré de transcendance de K sur R (= dim A). 

Soit une chaîne d'idéaux premiers de A, P ^ c . . .c P^c P , P^ de 

dimension d. pour tout i, O^Um-1 ,pour laquelle i l existe une chaine de 

cônes premiers (B.) . de A avec supp(B.) = P. . 

Soient des éléments f^,...,f^ de A et des entiers (s . . . . .s _ ^ ), 

(rQ,...,rm_ 1 ) tels que, pour tout i, 0 < U m - 1 

§ m _ ] contient I K 2 [ f r . f t ] 0 A 

0 < s o < • - < s m - l < n 

0 < r m - 1 < - < r o 

s . + r. < n ; r. s* m- i et d. < s. . 
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Alors, i l existe un ordre total y sur R(V) rendant f 1 > . . . , f t posi t i fs et une 

chaîne d'anneaux de valuations ^ v 'po<i<m-l r é e l s y _ c o n v e x e s d a n s 

contenant A tels que 

dim V'. = S | 

rg. v . = m-i 

rq. rat.V'. = r. 
i i 

et V . centré en P. dans A. 

Démonst ra t ion : 

Soit U = (x € V | f (x) > O,... f t(x) > O } 

Reg V l'ensemble des points non singuliers de V est un ouvert de Za r i sk i de 

V, de dimension n ( [B-C-R] prop.3.3.1 1 ). Soit Z(P .) l'ensemble des zéros de 

P. dans V. On pose Cent U = U fi Reg V l'ensemble des points centraux de U 

et S", l'ensemble des points centraux de Z(P .). 

Soit E = Cent U fl (H S'A On a l = cTnUJ n ( p S 7 . ) 

Le cône premier B Q € E car I K 2 [ f 1 ,...,f t] c B Q donc S Q € cênWJ) et 6Q€ HS 7. 

car 6^->§^ et B. e S ' . , donc E x0 et par conséquent E x0. Soit X q e E, et B 

l ' intersection d'une boule fermée de centre x avec V. 

o 

D'après le théorème 3 . 1 . 2 , i l existe p homéomorphisme s e m i -

algébrique et M complexe s impl ic ia l de R p te l que : 

p : M B 



On peut cho is i r p de telle façon que p ^ x

0 ) - ®> 

p '(B) contienne le semi-algébrique fermé de dimension n dans R n 

(R n identifié à R n x {0} ) 

S = ( ( x r . . , x ) / 0 ^ x. <1 et I Xj < 1 ] 

p ' (S ' . f i B) contienne un simplexe de la forme 

S. = {(x ] ,...x ) I x 1 = x 2 =...= x d = 0 0 <x . < 1 e t l x . , < 1 ] 
j J J 

pour tout i, 0 < i < m-1 et p - 1 (Cent(J Pi B) contienne le simplexe ouvert 

élémentaire 

S 0 = { (x 1 ,...xn) I 0 < x. < 1 et I X j . < 1} . 

Soit OCq cône premier de R[Xj,.. . ,X n ] tel que supp ocQ = (X 1 , . . .X n _ d ) et 
0 

a Q € S o . D'après la proposition 2.2.4, il existe une chaîne de cônes premiers 

d e R [ X ] ; ,X n] et un ordre total M e R(Xj,...,Xn_) tels que': 6 6S°, 

B oc a . a et supp oc. = CX, ,...X , ) , et i l existe 1 m - 1 1 o i 1 n — a. 

( V ' . ) n . . chaîne d'anneaux de valuat ions B-convexes dans k(B) 

contenant R [X^,...,X ] de dimension s. ;de rang m- i , de rang rationnel r. et 

V . au-dessus de a . dans Spec p R[X 1 ,...,Xn] pour tout i, 0 < U m - 1 . 

D'après la proposition 3.2.1 k((3) - k(p"((3)). On peut donc considérer 

les anneaux ( V \ ) n . _< comme des anneaux de valuation de k(çT((3)). Pour 
i \j ^ i ̂  m i 

tout i, 0 < U m - 1 , V . étant B-convexe et p homéomorphisme on a V . 

p(B)-convexe. V . est de rang m- i , de dimension s. et de rang rationnel r.. 

On pose y = p (B ) . 

55 
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Reste à montrer que V . est au-dessus de P. dans A. On va d'abord montrer 

queP . est égal au supp(p(oc.)), puis que l'image du point spécial de V . dans 

Spec p A est 'pCa.) et comme V . est au-dessus de l'image de son point 

spécial dans Spec r A, ce sera fini. 

On a P. = supp pCoc.) . En effet comme supp oc. = (X 1 , . - . ; X n _ d ) , 

oc^ p ^ S ^ H B ) , or p _ 1 ( S \ n B) = p - 1 ( S\rï~B ) (d'après proposition 7 . 2 . 8 

[B-C-R] ), donc 'pCoCj) € Z(p^) . Par conséquent : P. c supp p(oc.), et comme 

dimp(oc.)=d. et dim P. = d. on a P. = supppCoc.). 

Soit -b°(S) l'anneau des fonctions semi-algébriques continues sur S. 

On a le diagramme suivant : 

j 
V . : * k(y) 

f / / 9 

R[xr....xn] ! >>§(sv 

Les applications i et j sont les injections canoniques et si h € ^ (S) , 

g(h) est le germe en y de h . 

Toute fonction semi-a lgébr ique continue sur S étant bornée par un 

polynôme de R[X ],...,X ], on peut définir une fonction f de telle façon que le 

diagramme suivant soit commutatif : 
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j 
V} >k(y) 

(*) / I / 
f / I f / 9 

R[x,,...xn] \ >S°<sr 

11 y'a bi jection entre 6°(S) et (p(S)) ; en effet soit 

^ : (S) 6° (p(S)) 

h -» h o p - 1 

^ 2 : ^°(p(S)) - ^ ° (S) 

h -> hop 

^ 1 e t H /

2 sont réciproques l'une de l'autre. 

En complétant le diagramme (*) /on obtient le diagramme suivant : 

Y. >k(y) 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ V y ^ ^ 9 

R[X X J ^ — ( S ' K 

i 2 

R[V] ' i. «j 0 (p(S)) 
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L'espace Spec p *?(S) est homéomorphe à l car S est un fermé 

(d'après [Ca-C] , prop.6 ). De même Spec p ^°(p(S)) est homéomorphe à pis). 

Soient p 1 : Spec p ^ ( S ) -> S et p ? : Spec p ^°(p(S)) - p(S) 

On a les trois diagrammes commutatifs suivants : 

Spec p t>°(S) — > Spec pR [X ] ,...,Xn] 

^ \ / 
S 

Spec i* 

Spec V (p (S ) ) ^ > Spec A 

pTs) 

Spec H' 

5pec r *>°(S) » Spec r *,°(p(S)> 

s — > pTs) 
t 
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D'après ces t ro is d iagrammes : 

S p e c p i = pj , S p e c ^ ' = p 2 et p 2 o S p e c p ^ 2 = pop ] 

donc Spec p M- ;

2 = Spec r i ' "*"opoSpec r i (**) 

So i t ô. le point spéc ia l de V ' . . L'anneau V . étant au dessus de oc. dans 

R[X r....X ] , on a Spec f(ô.) = oc.= Spec (i)oSpec (f .) (ô.) (***) 

Spec i'oSpec ^ 0 o S p e c f'(ô.) = poSpec ioSpec f'(ô.) ( d'après (**) ) 
r r z r i ^ r r i 

= p(oc.) ( d'après (***) ) 

donc l ' image du point spéc ia l 6. de V . est au dessus de p(<x.). * 

Remarque : 

Les hypothèses d'existence de la chaîne de cônes premiers ($.) te l le 

2 

que supp((3.") = P . et I K [f 1 , . . . , f t ] c ¡3. sont nécessa i res pour obtenir les 

conclus ions du théorème comme le prouvent les exemples suivants. 

Exemp le 1 : 

2 2 3 
Soi t la cubique d'équation x +y -x =0 
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Si on prend P = (X,Y) et P ^ = (0) , i l n'existe pas de cônes premiers a 1 et 

a tels que a . - ^ a , supp(a. ) - P , et supp(a ) =P „ (c-à-d oc=0) car le 
o M 1 o ' 1 1 o o o 

point isolé (0,0) n'a pas de générisation, or une conséquence du théorème 

3.2.1 est l'existence d'une telle chaîne de spécial isat ions. 

Exemple 2 : 

3 2 2 

Soit le parapluie d'équation x +zx - y =0 dont le "manche" est l'axe 

des z. ~N 

Soient P Q = (X,Y) l'idéal du" manche" et P = ( x 3 + z x 2 - y 2 ) . 

On prend f = 1 - (4x+2z+8/5 ) 2 ^y 2 +(2x+z+4 /5 ) 2 tel le que 

U = ( (x,y z)€ / f(x,y,z) > 0 } est l'intérieur du cylindre d'axe la droite 

d'équation x = - z / 2 - 2 et y = 0 et de rayon 1 
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L'ouvert U rencontre une part ie du "manche" et une part ie de la " to i le" . Les 

2 

idéaux P Q et P ] sont donc IK [f] n A-convexes. D'autre part i l existe 6 Q et 

B^deux cônes premiers en dehors de U tels que § j ^ & 0 > supp(Ç|) -P j et 

s u p p ( 6 Q ) = P Q, par contre i l n'existe pas de cônes premiers y Q et ŷ  
contenant I K [f] H A et tels que y l -*-yQ , supp(yQ) - P et supp(y l ) = P l ce 

qui cont red i t la conclusion du théorème 3.2.1. 

Remarquons qu'on ne peut pas t r iangu ler comme dans la preuve du 

théorème 3.2.1. 

On va maintenant démontrer le théorème principal. 

Théorème 3.2.2 : 

Avec les mêmes hypothèses que dans le théorème3.2.2, i l existe un 

ordre to ta l y sur R(V) et une chaîne d'anneaux de va.luations ( V J r . . 

réels y-convexes dans R(V) te l le que : dim V. = S | ; rang de v . = m- i ; rang 

rat ionnel de V. = r. et V. centré en P. dans A. 

D é m o n s t r a t i o n : 

Soient y l'ordre to ta l sur R(V) et ^ v V o < i < m - l l a c n a ' n e d'anneaux de 

valaut ions y-convexes construi tes dans le théorème 3.2.2. On pose 

V. = V . H R(V) . L'anneau V. a même dimension, ranq et ranq rat ionnel que 
i l i 3 

V . (d'après prop. 1.4.1 1 ). • 
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