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Introduction

Les anneaux de valuations ont été beaucoup utilisés, au début comme
outils pour la résolution des singularités et les correspondances
birationnelles, entre autres par Zariski ([Z]] et [22] ) et Maclane et Shilling
(M- 3sh]).

T était donc naturel de s'intéresser a des résultats concernant
I'existence d'anneaux de valuations. Zariski 1'a fait dans le cas classique
([Z-S]).

Ici, nous nous intéressons a 1'existence d'anneaux de valuations réels
(c.-a-d. dont le corps résiduel est réel).

Ces anneaux sont importants en géométrie algébrique réelle, dans la

théorie du spectre réel et notamment la théorie de ia dimension ou le

faisceau des fonctions semi-aigébriques.

Plusieurs auteurs ont travaillé ces dernieres années sur le probléme

d'existence de tels anneaux dans un corps de fonctions d'une variété affine

sur un corps réel clos.

Brumfiel et Efroymson ( [Br2] ) ont montré le cas particulier de

I'existence d'un diviseur premier (place réelle de rang 1), en utilisant la
résolution des singularités de Hironaka. Ces mémes techniques ont été

utilisées par Brocker et Schilting ( [Br-Sc]).



Robson a redémontré ce résultat particulier en se basant sur la

sélection des "ailes” de Nash et l'existence d'ordres totaux dans un corps

de fonctions ([R 1)

Le dernier (2 ma connaissance) est C. Andradas ( [An3} ) qui a obtenu le

résultat le plus général jusqu'a présent en montrant lT'existence d'une
chaine d'anneaux de valuations réels avec dimension, rang, rang rationnel
et centre donnés, en utilisant des techniques algébriques et notamment le
théoréme de normalisation de E. Noether.

En ce qui nous concerne, nous voulons imposer a ces anneaux détre

convexes pour le méme ordre : les techniques utilisées sont un mélange

de géométrie et Vd'algébre, et en particulier, nous allons utiliser le spectre
réel (si souvent que pour certains cela pourrait paraitre abusif I) comme
outil pour passer de phénoménes topologiques a des phénomenes
algébriques.

Le théoréme a démontrer est le suivant :

Théoréme (3.2.2) :

Sofent V un ensemble algébrique affine irréductible sur un corps réel
clos R, A=R[V] son anneau de coordonnées et K=R(V) son corps de fractions
rationnelles de degré de transcendance n sur R. Soient une chaine d'idéaux

premiers de A, Pm— | c...cPo avec P]. de dimension di (dosdls...@m_ | ),

our laquelle il existe une chaine de cbnes premi . .
P g : premiers (51)o<1<m—1

telle que supp(@i):Pi pour tout i, 0 <1 <€ m-1. Soient f],...,ft des
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élements de A tels gque gm—l contient ZK7[f | ""'ft] el soient des entiers



o Tm- 1
PSR tels que
0< s <.<s <n
0 -1
O<rm_]< <y o Sp#ry <N, ryzm-i, etd1<51
Alors il existe un ordre total y sur K rendant fl"" ,fL positifs et une

t

chaine d'anneaux de valuations réels (V].)O .

<i<m-1 Yconvexes dans K

contenant R[V] tels que :

la dimension de V]. est SHp

le rang de v]. est m-1,

le rang rationnel de \/]. est ¥
et \/]. est centré en P]. dans A.

Nous commengons par démontrer le résultat suivant ;

»Théor-éme (3.2.1) :

Avec 1les mémes hypotéses et notations que dans le théoréme

ci-dessus, 11 existe B ordre total dans K rendant f],...,ftpositifs et une

chaine d'anneaux de valuations réels (V')

docicm- B-convexes dans k()

(12 cloture réelle de K pour l'ordre B) contenant R[V] et tels que

la dimension de \/'], est S

le rang de \/'1 est m-i,



le rang rationnel de V‘]. est r et
V']. est centreé en P1 dans A.

La démonstration de ce théoréme se fera en deux étapes:
d'abord, dans le chapitre 2, nous le démontrons dans le cas particulier des

anneaux de polyndmes et des idéaux correspondants a des sous-variétés

affines :
A=RIX X T 5 K= R X D)
P]:(X], ’Xn—di) pour O <igm-1
fj :Xj pour j=1,...,n.

Pour cela, nous utilisons des courbes Zariski-denses et des
transformations quadratiques. Nous nous sommes inspirés des travaux de
Zariski et C. Andradas. Les constructions que nous faisons sont

particuliérement explicites parce qu'on travaille sur un espace affine.

Dans le chapitre 3, ce résultat particulier est générélisé au cas d'une
variété algébrique affine irréductible.

La technique utilisée est la triangulation par un homéomorphisme
semi-algébrique.

L'intérét du caractére semi-algébrique de I'homomorphisme c'est que
nous gardons un contrdle algébrique sur la situaiton, puisque les clotures
réelies qui nous intéressent sont conservées par homéomorphisme semi-

algébrique (proposition 3.1.3).

Nous démontrons enfin, le théoréme principal (3.2.2) a l'aide de 1a
proposition (1.4.11) qui nous assure qu'il suffit de prendre l'intersection

des anneaux construits dans le théoréme (3.2.1) avec R(V).



Dans le chapitre 1, les trois premiéres sections sont consacrées a une
description des outils algébriques nécessaires. Nous y donnons un résumé
des résultats et des notations que nous utilisons dans les chapitres qui
suivent .La plupart de ces résultats ont été pris dans le livre de J. Bochnak,
M. Coste et M.-F. Roy ([B-C-R]) .Je m'excuse d' ailleurs aupreés des auteurs
du "piratage” que j'ai pu faire. Dans 1a section 4, nous démontrons, entre
autres,des résultats qui permettent le passage de k(y) a R(V) et dans la
section 5, nous donnons quatre exemples (1.5.1;1.5.2;1.5.3;1.5.4 ) qui sont

des échantillons de ce que nous produisons dans le chapitre 2.

Nous demandons a la lectrice (et au lecteur 1) de bien vouloir nous

excuser pour toute faute de francais ou autre qui a survécu malgré notre

vigilance.






Chapltre 1

Outils algébriques

1 - Spectre réel.

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif et integre.

Définitions 1.1.1

i) Pestunconede Asi : PcA;P+PcP ;P.PcP: VacA, a2€P.

ii) P est un cdne propre si P est un cone et -1¢P.

i11) P est_un cbéne premier si P est un coéne propre

et xyeP = xeP ou -yeP.

Exemples et notations 1.1.2 :

1) L'ensemble des sommes de carrés d'éléments de A,
noté ZA2 est le plus petit cone de A.

i1) Soient P un cdne de A et a un élément de A, on note P[a] 1e cdne
(p+aq | p,qeP}. Pour (ai)iel une famille de A (noh nécessairement finie), on

notera ZAQ[ai] le plus petit cdne de A contenant les a;, on I'appelle le cone

engendré par les ch

Quelques résultats et notations 1.1.3 :
Soit cc un cone premier de A.

i) On note - l'ensemble : {x€A | -xex] .
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Ona A=xU-x, eneffet:

acA = a2 = 3.8 = A€W 0U -a€X
= 3EX OU ae-« . ®

i1) On appelle support de « et on note supp(x) lensemble M-

C'est un idéal premier ([B-C-R] prop. 4.3.2).

ii1) Le corps de fractions de A/supp(x) est noté k(supp o).

Proposition 1.1.4 :

Les données suivantes sont équivalentes :

i) Un cdne premier « de A.

ii) Un idéal premier P de A et un ordre < sur le corps résiduel
k(P ) (=Fr( A/P ).

iii) Une classe d'équivalence de morphisme p: A - K ou K est un

corps réel clos, pour 1'éguivalence engendrée par

A K

v,

K

Démonstration :

i) = ii) Onprend P = xN-x et Vordre <y induit par «, défini de ia
facon suivante 2/b ;CXO dans k{supp «) si et seulement si a.bex .

ii) = iii) On prend pour K, 1a clbture réelle de k(P ) pour Y'ordre <.

iii) = 1) On prend pour «, p_](K+) ou K* est I'ensemble des éléments
positifs de K. u



Notations :

On note k(x) 1a cldture réelle du corps ordonné (k(supp(a)),<o().
On a un morphisme Mo de A dans k() défini par:

A — A/supp(ax) — k(supp(x)) — k().

Si a€A, onnotera alx) I'image de a par ce morphisme.,

Définition 1.1.5 :
Soient &« c6ne premier d'un anneau A et P un idéal de A. L'idéalpP est

x-convexe si, pour tout X,y de A, si x+yeP avec vyex, alors xeP

(autrement dit O <o< X < Z et zeP = xep ).

Définition 1.1.6 :

On appelle spectre réel d'un anneau A, I'ensemble des cones premiers de

A, muni de la topologie qui est donnée par la base d'ouverts

U(al,...,an) = [! o cOne premier de A/ a](o<) >0,., an(o<) >0}
ou (a],,..,an) est une famille finie quelconque de A.

Cet espace topologique est noté SpecrA .

Remarque 1.1.7 :

D'aprés 1.1.4, un élément « de Speché[X],...,Xn] est déterminé par un
morphisme de R[X1,...,Xn] dans le corps réel clos k{(x), donc par les image

X](o<),...,><n(o<) des Xi dans k(o).



Définition 1.1.8 :

Soient o« et B deux points du spectre réel de A On dit que « est une

o

spécialisation de B ou que B est une générisation de o« si x€{B),ce qu'on

note B—oc .

Proposition 1.1.9 :
Soient « et p deux points du spectre réel de A. 11y a équivalence entre:
i) B>«
i) B cx
iti) VacA a@) >0 = alc) 20
iv) VacA a(x) >0 = a(g) > 0.

Démonstration :
i) = iv) |
(V a€eA, a(f) > 0 = alx) > 0) = (V a€eA, a(x) <0 = a(B) <0 )
<> (V beA, b)) >0 = b(BE)>0 )
i) <= iil) »
B ={aeAlalB) > 0} c {acAlalx) » 0} = x
i) <= iv)

B> <= x€{B} <= tout ouvert qui contient o contient §

<> tout ouvert de base de la forme Ua = [yeSpecrA a(y)>0]

qui contient o« contient B

<> alx) >0 = a(B) >0 VaeA. n

10



Définition 1.1.10 :

On appelle chaine de spécialisations de cones premiers d'un anneau A,

toute suite (o<n,...,o<o) de cdnes premiers de A telle que

X, ™ & pour tout i, O <i<n-1|

ce quon note o<n—>o< —»...—>o<] —+o<O.Dans le cas ou «,

n-1 i+ Z O(]. pour

tout i, O < i< n-1, nestappelé la longueur de 1a chaine.

Proposition 1.1.11 .:

Soit « un point de SpecrA, Les spécialisations de « forment une chaine

totalement ordonnée : si x—B et x—y alors B—y ou y—>p .
Démonstration : Voir [B-C-R] prop. 7.1.22. u

Exemple et notations 1.1.12 :

Rappelons que pour décrire les éléments du spectre réel d'un anneau A,
on doit chercher les idéaux premiers de A et choisir un ordre sur les corps
résiduels correspondants (proposition 1.1.4).

Dans Specr([R[X,Y]) soit :

* (0,0) 1é point de [R2 ,noté O ,qui s'identifie au couple formé de 1'idéal
maximal (X,Y) et de 1'ordre unique sur R .

* OX+(Y) la demi-branche positive de 1'axe des X en O s'identifiant au

couple formé de 1'idéal premier (Y) et de 1'ordre de R(X) défini par le céne

premier (PER[X,Y] / 3e>0 Vx€]0,e[ P(x,0) > Q).

11



* OX+Y+ le micro-drapeau de IR2 situé juste a droite de zéro et un peu

au-dessus de l'axe des X, s'identifiant au couple formé de 1'idéal premier
(O) et de V'ordre total de R{X,Y] défini par le cdne premier

(PeR[X,Y] 7 3e>0 Vxe€lO,e[, FJu>0 Vyelo,ul P(x,y) = O}
On a OX+Y+ - OX+(Y) —0 une chaine de longueur 2 dans Specr([R[X,\]) ,

On note OXn+-'-+X1+ I'ordre sur R [XV'“’Xn] défini par:

Xn positif et infiniment petit paf rapport aux réels positifs,

Xn—] positif et infiniment petit par rapport aux réels positifs et a Xn’

X] positif et infiniment petit par rapport aux réels positifs, & Xn,‘..,Xq,

Définitions 1.1.13 :

i) Soit A un anneau commutatif et unitaire. La dimensicn réelle de A

est le sup des longueurs de chaines de cones premiers de A.

ii) Soit & un céne premier de A. La dimension de & notée dim o« est la

dimension de Krull de A/supp(o) .

Definition 1.1.14 :

Soit o, = O(n—l = .. > X oune chaine de spécialisations de cdnes

premiers de A On dit que c'est une chaine de spécialisations non raffinable

sipourtouti O<i<n-1 ettoutcone premier p de A, si «,.

. o
g B0y

alors Lﬂ:o<].+ oug = .

I



Remarque 1.1.15 :

On peut trouver une chaine non raffinable Xy = o<1teHe que

dim o<2 > dim o<1+l (voir exemple 1.2.4).

Définition 1.1.16 :

S f: A—= B estunmorphisme d'anneaux et si DeSpech, on pose
Specrf(@) =1 ! (B) qui est un cbne premier de A.
On a donc Specrf : Spech - SpecrA. C'est une fonction continue

([B-C-R] prop.7.1.7). On dit qu'un cbne premier B de B est au-dessus d'un

cone premier « de A si et seulement si , Specrf(ﬁ) = .

Définition 1.1.17 -

1) Un constructible de SpecrA est une partie de SpecrA obtenue par

combinaison booléenne (c.-a-d. par union finie, intersection finie et

passage au complémentaire) d'ouverts de base fL\J’(a],...,an) )

ii) La topologie constructible sur SpecrA est 1a topologie dont les

ensembles constructibles forment une base d'ouverts.

13
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2 - Ensembles et fonctions semi-algébriques :

Définitions 1.2.1 : Soit R un corps réel clos.

i) On appelle condition de signe sur le polyndme P de R[X X ] une

1%

des conditions P(x) >0 ;P(x) =0 ou P(x) <0 oU X = (x],...,xn) .

ii) Un semi-algébrique de Rn est une partie de Rn donnée par une
combinaison booléenne (obtenue par disjonction, conjonction et négation)
de conditions de signe portant sur un nombre fini de polyndmes. Un
semi-algébrique peut toujours s'ecrire comme réunion finie de

semi-algébriques de la forme

( xeR" | P =.=P(x)=0 et Q,(X0)>0 et.. Q (x)>0].

iii) Soient S un semi-algébrique de R et T un semi-algébrigue de R™M.

Un morphisme f : S - T est semi-algébrique quand son graphe est
semi-algébrique.

Pour plus de détails voir ( [B-C-R]} chap. 2) . »

Proposition 1.2.2 :

. N . . ! .
Solent VR un ensemble algebrique et A son anneau des coordonnées.

Soit S un sous-ensemble semi-algébrique de V

i) 11 existe un unique constructibleg de SpecrA tel que Eﬂ\/ =S
ii) Si S est combinaison booléenne de U(f].) = [xevlfi(x>>o}, (f].)ieA

~ —~
alors S est la méme combinaison booléenne U(f].) = [aeSpecrA l f].(o<)>0} .

Démonstration : ( [B-C-R] prop. 7.2.2) . u

14



Proposition 1.2.3 :

Soient S et T deux ensembles semi-algébriques et f:S — T une
fonction semi-algébrique, alors, il existe une unique application?: ’Sv—> ?
telle que 7‘-](?') = f/_jTTd') pour tout sous-ensemblie semi-algébrique T

de T. Si f est un homéomorphisme, alors?l‘est aussi.
Démonstration : ( [B-C-R] prop. 7.2.8) . n

Exemple 1.2.4 :
On veut construire deux cones premiers o« et p de R[X,Y] tels que

p — «nonraffinable avec dim =2 et dim x=0, donc dim § > dim o+

(cf.remarque 1.1.19).

Soit 1 - R - RZ

(X,t) — (x,xt)
La fonction T est semi-algébrique.

D'aprés 1.2.3, on a une application T Specr[R[X,T] - Specr[R[X,Y].
C'est 'application qui & &' de Specr[R[X,T] associe l'unique cone premier 8
de Specr[R[X,Y] défini par : X(&) = X(8") et Y(8) = X(8)T(8") .

Soient B =0 et « =0

T4 T+(X) On a supp §'=(0 ) et supp «'=(X);
d'autre part, B° - o« est non raffinable car dim f'=2 et dim «'=1. |
Soient B :Aﬁ([i') et o = (o)
ona X(B) = X(PB" et  Y(BI=X(BIT(B",
X(o) = X(x)=0 et Y(o) = X(x)T(x') = 0.
Donc supp( B) =(0) et supp( c)=(X,Y), c.a.d x=0. Par conséquent dim p=2

et dim x=0.0na B — o« nonraffinable : supposons qu'il existe un cone

15



premier & de R[X,Y] tel que B — & — o avec 6=zf et d6=z«, dans ce cas

supp( 8)=(X) , en effet:

si supp 6=(X) on aurait 6 = Ov.cxy OU 8=0y_(y
or P(X,Y) = X-Y €p mais P(X)Y) ¢ OY+(><) donc & = OY+(><)
et QX)Y) = X+Y € B mais Q(X,Y) ¢ Ov-x) donc & = Oy _(yy-

L'application ﬂlxzo étant un homéomorphisme de { (x,t)e[R2 / X=0 } sur

2 ~
{((x,y) € R"| x=z0} alors, ﬂl[&'eSpecr[R[X,T] ) X(6')%0) est un

homéomorphisme sur {yeSpec R[X,T] / X(y)=O0} (d'aprés prop. 1.2.3).

| € Specr[R[X,T] tel que

- Comme supp(8)=z(X), X(8)=z0, il existe donc &
71_](6):6]. Onat B —5 =>fﬁ_]([3) =B ST = 8,. Les spécialisations
de B° forment un ensemble totalement ordonné (proposition 1.1.11), on a

donc &, - &' ou o' — b

1 1

6] — &' n'est pas possible car B — « nonraffinable

et o — 6] n'‘est pas possible, sinon T = o - 'ﬁ'(@]) =& et comme on

a & > &, ohaurait « = §, ce qui donne 1a contradiction.

Donc fp — & est une chaine nonraffinable avec dim =2 et dim x=0. =

Proposition et définition 1.2.5 :

Sojent R un corps réel clos et ScR” un ensemble semi-algébrique

donné par une combinaison booléenne B(X) de conditions de signes sur des

polyndémes de R[Xl,...,xn] . Le sous-ensemble [><6Kn | B(X)] de K" (ou K est

une extension réelle close de R) noté SK est semi-algébrigue. On appelle SL'

l'extensionde S aK .

16
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Démonstration : ( {(B-C-R] prop. 5.1.1).

Proposition 1.2.6 :
Soient f:S — R une fonction semi-algébrique et *E€S : on note f(x)

I'é1ément fk(o<)<xl(0()""’xn(0()) ou fk(oc) : Sk(oo — k() est l'extension de

f a k(x).Soit &O(S) I'anneau des fonctions semi-algébriques et continues

sur S, l'application ev fSO(S) — k() qui, a f de 22(s) associe f(x) est

un homomorphisme d'anneaux.

De plus, si U(f) = {xeS | f(x) > O} alors /U\(/f) = [o<e§| f(e) > O} .

Démonstration : ( [B-C-R] prop. 7.3.1) . n

3 - Places

Définitions 1.3.1
Soit K un corps commutatif.
i) Un anneau de valuation de K est un sous-anneau B de K tel que
¥xeK-(0), xeB ou x '€B .
i1) Sik est un corps, on étend 1'addition et 1a multiplication de k a
kKU{co] par x+oco si X€K, X.00o = oo Si Xe€k™,
Une place de K est une application N:K — kU{oo] telle que:
N(x+y) = A(X) + A(y)
AXY) = AX) L A(y)
ACD) =1,

i

17
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ii1) Une valuation de K est une application v de K* dans un groupe [
commutatif, totalement ordonné, noté additivement telle que :
VIXY) = vx)+vly) ; vix+y) = inf(v(x),v(y)) si x+y = O .

Le groupe I est appelé le groupe de valuation de v.

Résultats et notations 1.3.2 :
i) Un ahneau de valuation B d'un corps K est un anneau local.

On note m B son idéal maximal ; UB = B\'m B le groupe multiplicatif de

ses élements inversibles et kB =B/m B son corps résiduel.

S-Qit I'application >\B K - kBU[oo] définie par

>\B(><) =X (projection canonique dans k., si x€B

B)

et )\B(X):oo sinon

L'application >‘B est une place de K. On 1'appelle, 1a place associée a

I'anneau de valuation B.

Soit T'application canonique VB K —> FB = K”‘/UB ou FB est ordonné par

vB(x) < VB(y) S yx—] € B. L'application Vg est une valuation de K, appeiée

1a valuation associée a I'anneau de valuation B.

i1) Si A : K = kU[{oo] est une place de K, B = {xeK | A(X)zoo] est un
anneau de v»aluation de K appelé : I'anneau de valuation de 1a place X .

ii1) Si v :K* = [ est une valuation de K, B = {xeK | x=0 ou v(x) > 0]

est un anneau de valuation de K, appelé anneau de valuation de 1a valuation

V.

18



Remarque 1.3.3 :

Les données d'un anneau de valuation, d'une place ou d'une valuation d'un
méme corps K sont donc équivalentes.
Définition 1.3.4 :

Soient A : K — kU{eo]} une place du corps K, A un anneau commutatif
intégre et f un morphisme de A dans K. La place X\ est dite finie sur A si
I

act o ) ) siox est finie sur A, on appelle centre de A dans A, 1'idéal

premier TT10)) de A

Définition 1.3.5 :

i) Dimension d'une place.

‘ST N est une place de K qui est une extension d'un corps k, avec A(X) = X

pour tout élément x de k,la_dimension de )\ par rapport a k est le degré de

transcendance du corps résiduel de son anneau de valuation sur k.

i1) Rang d'une place.

a) Soit A une place de K associée a la valuation v de groupe de
valuation I'. Un sous-ensemble " de [ est un sous-groupe isolé de [T si [
est un sous-groupe propre de [ et vérifie la propriété suivante :

acl™" alors pour tout élément b del tel que -a<b < a, bel".

b) Le rang de A est V'ordre de 1'ensemble totalement ordonné (par
inclusion) de tous les sous-groupes isolés de I,

ii1) Rana rationnel d'une place:

a) Soient X une place de K et I" le groupe de valuation associé a A

Des éléments (y ] ""’Um) de I sont rationneliement dépendants si :
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3 n],...,nm € Z non tous nuls tels que n]p‘]+...+nmum = 0. Dans le cas

contraire les u]., sont rationnellement indépendants.

b) Le rang rationnel d'une place est le nombre maximum

d'éléments de " qui sont rationnellement indépendants.

Notation :

Soit V un anneau de valuation,la dimension de V est notée dim.V , le

rang est noté rq.V et le rang rationnel est noté rgrat.v

" Proposition 1.3.6 :

Soit A une place de K. Si le rang rationnel de A est fini, alo;rs il est

supérieur ou égal au rang de A,

Démonstration :

S0it I‘O - l"] < .. C I‘h_] C Fh = ou ["O,I"],...,I"h_1 sent des
sous-groupes isolés de I'. Pour tout i, 1 <1 < h, on fixe un é1ément o<]. de Fj
tel que oc]. g I‘]._] alors (o<],...,o<h) sont rationnellement indépendants, en

effet : supposons gqu'il existe ml,...,mh des entiers non tous nuls tels que

m o<]+...+m x_ =0.

1 h'n

Soit g le dernier indice i tel que m]. nonnul.OCnag<h

Mo, +..+ mgocg:O = mgO(g:—(mlo(l ot mg-]“g—1)€rg—1 ,

mg étant non nul, o<ge Fg_], ce qui donne 1a contradiction . x
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Proposition 1.3.7

S1 A est une place composée ,alors son rang (resp. son rang rationnel )

est 1a somme des rangs (resp. des rangs rationnels ) de ses composées .
Démonstration : voir [Z-S], chap.6, théoréme 17. x

Proposition 1.3.8:

Toute valuation dont le groupe de valuation est archimédien est de

rangl.

Démonstration

Soit I" 1e groupe de valuation et soit rl un sous-groupe isolé de I,
supposons qu'il existe un élément x de F1 non nul (on suppose X >0).
Soit yel, rétant archimedien, il existe un entier n tel que nx >y, nXEF]et

l"létant isolé, yef‘l donc F] =[". Le seul sous-groupe isolé est donc {0} et

par conséquent le rang de la valuation est 1. .
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4 - Places réelles et cdnes premiers.

Définition 1.4.1

Un anneau de valuations B d'un corps K est dit réel si son corps résiduel

kB est réel. Une place (respectivement une valuation) de K est dite réelle

si son anneau de valuation est réel.

Définition 1.4.2 :

Soit B le cbne positif d'un ordre sur un corps K. On note <B cet ordre.
' L'ordres@ est dit compatible avec une place de K (respectivement une

Q/aluation de K) si l'anneau de valuation B de cette place (resp. cette

vatuation) est B-convexe, c.-a-d. O <, x <, Z et 2B = x€B .

B~ B

Proposition 1.4.3 :

Soijent: (K,sg) un corps ordonné et B un anneau de valuation p-convexe
de K, alors B est réel et kB est ordonné par :
X>0 «> X >0, 00 Xestlaclasse de x modulo m 5

Démonstration : ( [B-C-R] prop. 10.1.6) . .

Définition 1.4.4 :

Soit V un anneau de valuation réel d'un corps K réel et >\v 12 place

associée. La place signée >‘v associée a V est une application de K dans

kU{+c0,-00] définie par :
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xv<><> = >\V(><) s >\V(><) z oo et
w>\v(><):so<> si A,(X)=eo avec £=+1 si x>0

£e=-1 si x<QO.

Théoréme 1.4.5 :
Soient V un anneau de valuation réel du corps K et p le cdne positif d'un

ordre stur le corps résiduel kv A1y a bijection entre 1'ensemble des

ordres <6 sur K, compatibles avec la place >‘V et qui induisent l'ordre <

8

sur Kk, ,et l'ensemble des homomorphismes de groupes du groupe de

valuation I‘V dans Z/2.

Démonstration : ( voir [B-C-R] chap. 10) . .

Définition et proposition 1.4.6 :

Soient K un corps commutatif et A un sous-anneau de K. Soit B le cdne

positif d'un ordre <B sur K. L'enveloppe B-convexe de A est

B = {xeK|3JacA, ~a <, x<,a].

N

L'anneau B est un anneau de valuation de K et c'est le plus petit anneau de

© valuation B-convexe de K contenant A.

Démonstration : Il est clair que B est un sous-anneau de K.

-1
X<, 1 ou -1<«_X <, 1.
6" P b 5
1

Comme 1€A, ona X€B ou x €B.

Soit xeK*, -1 <

Soit B' un anneau de valuation B-convexe de K contenant A.

23



Soit x€B, il existe a dans A tel que -a <, X <@ a. Puisque a appartient a

8

A, donc a B' et que B’ est p-convexe, on a x€B' et donc BcB'. n

Notation 1.4.7 :
Soit A un anneau commutatif et intégre .

Si o est une spécialisation de p dans SpecrA, on note V©—>o< I'enveloppe

B~convexe de A dans k(B) .

supp(o)
Proposition 1.4.8 :

Soit V un anneau de valuation réel d'un corps réel clos K. Le spectre
réel de V posséde un point générique 6 et un point spécial y, c'est-a-dire:

pour tout o« dans Specrv 10 —> o —> Y. Le cOne premier § est 1a restriction

a V de l'ordre <y ducorpsKet y=08Um v

Démonstration: Voir[ A-R]. n

Définition 1.4.9 :

On dit gu'un anneau de valuation domine un cdne premier o si son point

spécial est au-dessus de «.

Proposition 1.4.10 :

Soient A un anneau intégre, K son corps de fractions, B le cone positif

d'un ordre <Bsur Ket B'le cone premier de A, BNA. Si o cdne premier de A

est une spécialisation de §', alors le centre dans A de 1z pilace zssociée &

(&
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I'anneau de valuation VB'—+0< est supp(a) et Vordre <6.. sur le corps

résiduel, induit par sB , étend l'ordre < SUr K(supp «) .

Démonstration : ( [B-C-R] prop. 10.2.3). =

Proposition 1.4.11

Soient V une variété algébrique affine irréductible et R(V) son corps de
fonctions, y un ordre total sur R(V) et k(y) la cléture réelle de R(V) pour
cet ordre. 51 V' est un anneau de valuation y-convexe dans k(y) alors
I'anneau de valuation ( V'NR(V) ) de R(V) a méme dimension ,rang et rang

rationnel que V',

Démonstration : On pose V,= V' N R(V)

I

a) dim.\/] =dim.V' N R(V), pour cela on va montrer que le corps résiduel k\/‘

V..

de V' est une extension algébrique du corps résiduel Kk
: 1

kv.:v /m V' et kv1:V]/m V1 oum V' et m V1 sont_ les idéaux maximaux de

V' et V‘ respectivement.

Soit yek tel

1
que Q(y) = 0. Soit xeV’', de classe y modulo m'v.. L'élément X appartient a

Vi on cherche un polynéme Q non nul, a coefficients dans k\/

k(y) donc x est algébrique sur R(V) car k(y) est une cldture réelie de R(V).

1 existe donc un polynéme P = ao><n+a]><n—‘+...+an a coefficients (ai) dans

R(V) tel que P(x) = O.
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Soit h 1e plus petit des indices tel que ay, ait 1a plus petite valuation
parmi les ai non nuls, O<gign.

h=n car sinon v(an) < v(ai) Y i=0,..n-1
= v(an) < v(aixn—]) = v(a].)+(n—i)v(><) Y i car vi(x) =0,

. n-1i o Ny gr o
or v(an) > mfkn(v(aix )) car a, = (a1><+...ao>< ) d'ou la contradiction.

Donc h < n

Xn +a,/a Xn_] +..+ Xnﬁh# a /3 Xn*h_l

P/a :ao/ah /2 he 172 +,..+an/ah

h

v(a]./ah) = v(a].)—v(ah) > 0 donc a]./ah € V., pour tout Oxgign.

n-h-1 . 73

. TS =D n-h
Soit Q = P/a _ao/a X +..+ X +ah+] h L an h-

h h

L e polyndme Q est un polyndme a coefficients dans k\/ , de degré > O car

i
n-h >0 et Qly) = QX) = P(x) = O.

L'extension kV‘ est une exteénsion algébrique de kv et par conséquent
‘ 1

dim. V1 =dim. V.

b) rg.v] =rg.V' et rgrat v] = rgrat. v'.

Soient G’ le groupe de valuation de V' et G] le groupe de valuation de V].

On va montrer que G] C G'CG]@)@.

Soit v(x) € G' ,avec x € k(y)*. Comme k(y) est algébrique sur R(V), il existe

un polyndme non nul P a coefficients dans R(V), P = ao><n+...+an tel que

a,X+.+3_ =0, 1l existe donc i et j (i=]) tel que

v(aixn_i) = v(ajxn_j), donc  v(x) = v(a].)—v(aj)/i—j €6,eQ
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donc G'cG,oQ. {1 estclairque 6

| <G ,donc G

c G cG,0Q.

1 | |

Les groupes G1 et G]®<D ont le méme nombre d'éléments rationnellement

independants et méme nombre de sous-groupes isolés, il en est donc de

meéme pour G' et par conséquent, rg.V] =rg V' et rg.rat.V]: rg.rat.v. n

Corolaire 1.4.12 :

Avec les mémes hypothéses que dans l1a proposition ci-dessus,soit V]

un anneau de valuation y-convexe dans R(V), alors I'enveloppe y-convexe de

\/1 dans k(y), a méme dimension, rang et rang rationnel que \/].

Démonstration :

Soit V', l'enveloppe y-convexe de V

| dans k(y).

I

Alors V' | N R(V) = \/1, en effet soit xe V'IDR(V), il existe aeV, tel que

!

-a sy X <ya, I'anneau \/1 étant y-convexe et x dans R(V), xe\/] donc

V'lﬂR(\/) c\/1 et il est clair que V]CV'IOR(V).

D'aprés la proposition 1.4.11, dim V', = dim(V']ﬂ R(V))

1
rg.V’ | = rg(V’ | N R(V)) et rgrat.Vv’ = rgrat.(v’ | N R(V)), par conséquent,

dim V1 = dim \/‘], rg.V.I = rg.V'1 et rg,rat.vl = rg.rat.V‘], &
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5 - Exemples de places réelles et d'ordres associés :

Exemple 1.5.1

Soit v la valuation de R(X,Y) qui a f(X,Y) associe l'ordre de la série de
Laurent en t, f(t,et—l).

L'anneau de valuation V. associé av est

Vo= [ f(X,Y) € RIX,Y) I v(F(X,Y) 20 ] .

Le groupe de valuation est Z et le corps résiduel est R. Donc la place A
associée a V est de dimension zéro , de rang 1 et de rang rationnel 1. Le
~centre de X dans R[X,Y] est (X,Y) car, |

VIP(X,Y)) >0 <= P(O,0) =0 <= PeX)Y).
Le groupe de valuation étant Z, il y a deux ordres compatibles avec X et qui

induisent 1'ordre unique sur R (d'aprés le théoréme 1.43). Soient § et §’

leurs cénes positifs:
B=(feRXY]l3Ie>0 Vel el f(te-1)30)
B = (feRIX,Y]3e>0 Vtel-£,0[ f(t,et-1)>0)
Les cOnes premiers B et B° peuvent étre interprétés comme des

demi-branches du graphe de la fonction t — et— 1, et on peut les dessiner

comme ci-dessous :




Exemple 1.5.2 :

Soit r un nombre irrationnel. 1 et r sont donc rationnellement
indépendants. Soit [" Te sous-groupe de R, Z+rZ ordonné par l'ordre induit

par R. On considére 1'application:

RXY) - Rt )

X - t

v oo tf

ou [R((tr)) est le corps de séries formelles a coefficients dans R et &

exposants dans I".
On définit 1a valuation v de 1a fagon suivante :
] r

,
]t + C2t 2+... (avec ¢. 20 r, <r, <.. virielH

Sif(X,Y) € R(XY) et f(t.t') = ¢ ] <,

alors v(f(X,Y)) = r] .

Cette valuation a pour groupe de valuation [, elle est donc de rang
rationnel 2. Son corps résiduel est R, elle est donc de dimension zéro.

Enfin son rang est 1(d'apres prop.1.3.8) car, I' étant un sous-groupe de
R, il est archimédien.

Le centre dans R[X,Y] de 1a place associée A est 1'idéal (X,Y). D'aprés le
théoreme 1.4.5, 1e nombre d'ordres qui sont compatibles avec 1a place X et
qui induisent 1'ordre unique sur R, est le méme que celui des
homomorphismes de groupes de Z+rZ dans Z/2. 11y en a donc 4.

Soient [3], [52, 53 et 54 leurs cOnes positifs

B, = [T €RXY] | 3650 vtelo,el 1(t,t) > 0]
B, = [T €RXY] | 1e>0 Vteo,el f(t,-tH >0
B = [T €RIX,Y] | 3650 vtelo,e f(-t,t)>0]
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B, =T eRIXY] | 30 Vtelo,ef f(-t,~t) >0
Les cdnes [31, @2 , [33 et 54 peuvent étre interprétés comme des

demi-branches en 0O des courbes suivantes respectivement :

y:><r , y:—(><r ) y:(—x)r et y:—(—x)r.

Exemple 1.5.3 :
Soit la place A R(X)Y) > R(X)U{oo} - RU(co} .
L'anneau de valuation V associé a X est
V=(T(X,Y)eER(X,Y) If(X,Y) est d'ordre positif en tant que série de Laurent eny
et en annulant Y, f(X,0) est d'ordre positif }
La place A est la composée de deux places >\] C RIX)Y) - RX)YU{eo) .et

x2 : R(X) > RU[oo]} qui sont chacune de rang let de rang rationnel 1 donc X\

est de rang 2 et de rang rationnel 2 (d'aprés prop.1.3.7). Son corps résiduel
est R,sa dimension est donc zéro .Sc;,n centre dans R[X,Y] est 1'idéal (X,Y) .
Son groupe de valuation est ZxZ ordonné lexicographicuement.
D'aprés 1.45, i1y a 4 ordres qui sont compatibles avec x. Ce sont

OY+X+’ OY—X+’ OY+><— et OY—X— definis par les cones premiers @] ; [32 ; 53

et 54 respectivement tels que
@] = (T eRXY] | 3e>0 Vxe€]O,e[ 3u>0 Vyelo,ul fix,y) > 0)

qu'on peut représenter par le micro-drapeau situé a droite de zéro

el juste au-dessus de 'axe des x .




B, = (T €RXY] | 3e>0 ¥xelo,e[ >0 Vyel-y,0[ f(xy)>0)

qu'on peut représenter par le micro-drapeau situé a droite de zéro

et juste au-dessous de I'axe des x .

b5 = [T eRIXY] | 3e>0 Vxe]-€,0[ 3y>0 Vyelo,ul f(x,y) > 0]

gu'on peut représenter par le micro-drapeau situé a gauche de

zéro et juste au-dessus de l'axe des x .

@4 = feR[X,Y] | 3e>0 Vxe€]-¢,0[ FJy>0 Vyel-y,0[ f(x,y) > O}

qu'on peut représenter par le micro-drapeau situé a gauche de

zéro et juste au-dessous de l'axe des X..

-
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Exemple 1.5.4 :

Soit la place N : R(X,Y) =R(X,T) - R(MU[{eo] oU T=Y/X
L'anneau de valuation associé est :
V=(f(X,Y) 7g(X,T)=(X,Y) est d'ordre positif en tant que série de laurent en X

et en annullant X ,g(0,T) est d'ordre positif }.

Le groupe de valuation est Z ,donc le rang est 1 et le rang rationnel est 1.
Le corps résiduel est R(T) ,donc 1a dimension est 1. L'anneau V est un
diviseur premier.

Le centre de'X dans R[X,Y] est (X,Y) car si X=0 alors Y=T.X =O . Le groupe
~ de valuation est Z ,donc a chague fois gu'on choisit un ordre sur R(T) ,il v'a
deux ordres qui 1'étendent a R(X,Y) et qui sont compatibles avec la place .
Pour ordonner R(T) ,on peut mettre T a +oo , 2@ —oo , @ gauche ou a droite

d'un réel a. Supposons que T = a+( juste a droite du réel a ),ies cones

positifs des deux ordres compatibles avec X sont

B] = [ fIX,Y)ER[X,Y] / 3¢ >0 Vt €]a ,a+€[ 3y >0 ¥x €]0 ,p[ f(x,tx) =0 }.

B2 = [ TIX,V)ER[X,Y] / 3¢ >0 Vt €]a ,a+g[ JY >0 Vx €]~y ,0[ f{x,tx) 0 ).
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Chaplire 2

Construction de places réelles

dans le cas affine

Dans ce chapitre, on va montrer le théoréme 3.2.1 dans le cas

particulier ou

A = R[XV ..,Xn]

K:R(X],...,X )

P1:(X1""’Xn—di) Il <ig<sm-1
f.=X I<jign
i J

On va le faire d'abord pour le cas m=1, ce qui sera lI'objet du premier

paragraphe, dans le deuxiéme paragraphe on traitera le cas m=1.

Tout au long du chapitre, R désigne un corps réel clos, SO l'ouvert

élémentaire ((x ,...,Xn)€Rn/ O< X <1 et Zx]. <1} et O le cone premier

1

associé a l'idéal (XP‘“’Xn) et a I'unique ordre sur R.

Remarque 2.0.1 -

Soit B un cone premier de A, si p—0 alors BEEO Si et seulement si

X]([i) > 0,.., Xn(B) > 0.



1. Le cas m=1.

On va donc montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1

Etant donnés trois entiers do, SO et ro telsques >0;r_ >0:

+r <n et d <s_,
Soo 0 0

il existe un ordre total B sur R(X],...,Xn) tel que @ego el un anneau de

valuation reéel V‘o B-convexe dans k(B), contenant A, centré en

P =(X ""Xn—d ) et tel que:

[o]

dim. Vo;so, rg. VO: 1 etrg. rat. VO:rO.

La démontration de ce théoréme se fera en 3 étapes par l'intermédiaire
de clnes premiers ‘
jere étape : do =5, = 0 (broposition 2.1.2)

ptme étape : dO Sy # O (proposition 2.1.3)

il

z&me étape : dO =S, (proposition 2.1.4)

Proposition 2.1.2 :

Soit runentier, 1 <r < n. Il existe B ordre total dans R(Xl,...,xn)telque

B - 0 et BQSO et il existe V' anneau de valuation B-convexe dans k(B),

contenant A, au-dessus de O dans Specr R [Xl,...,Xn}, de dimension zéro sur
R, de rang 1, de rang rationnel r et de corps résiduel R.

34

~



Démonstration

On généralise la construction de I'exemple 1.5.2.

Soient (1, O l) r éléments de R rationnellement indépendants

e &

et G =12+ o<]Z +F ocr_‘Z le sous-groupe de R ordonné par l'ordre induit
par R.
On note R[[tG]] I'anneau des sériesy de la forme :

y = c]t + 62t +.. ( My <Ts <o des éléments de G et C].ER, i)

Soit <B.l'ordre sur R((tG)) défini par:

P .
si z_c]t _.c2t +... (avec clzo etr]<r2...), alors z>©,O<=>c]> 0.

D'apres Maclane et Schilling ( [M-Sh] ), on peut trouver (n-r) séries

G AR *r- :
Yoy 1Y g dans R[[t7]] telles que (t,t ',..,t ,ym],...,yn) sofent
algébriquement indépendants sur R. On choisit yr+l""’yn d'ordre
strictement positif.

On définit une application f de R[X],...,Xn] dans R[[tG]] telle que :

f(X]) =1
*
f(><2) =t
LT
f(Xr) =t
f(xrﬂ) - yr+1
f(Xn):yn‘
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Soit v la valuation de R((tG)) définie de 1a fagon suivante :

r r
si z= c]t h c2t 2+... (avec ) = O et My< o< )y, alors v(z) =ry

Cette valuation a pour groupe de valuation G. L'application f étant injective
6.4 4
1 r

car (t,t ,..t —],yr”,...,yn) sont algébriquement indépendants sur R, on

peut la prolonger en T de R(X],...,Xn) dans R((tG)). L'application fov est une
valuation de R(Xl’ ..... ,><n ) de groupe de valuation G. On note V I'anneau de

valuation associé .Le rang rationnel de V est r et son rang est 1 car G est
un groupe archimédien (d'aprés prop.1.3.8) .

La dimension de V est zéro car le corps résiduel est R . 11 est clair que
V contient A.

On définit 'ordre SB sur R(X],...,Xn) par ;

(¢4 X
. _ 1 r-1
Si P(Xl,...Xn)ER(X],...,Xn) ; P(Xi,...Xn) 2[5 0 <= P(t,t ..t ,ym | ,...yn>>@.o.
“1 %
Ona supp(@) = { PER[X],...,Xn] /Pt 0t ,y“],...yn) =0} = (0)
0(] O(r_1 .
car (t,t ..t Y ,...yn) sont algébriquement indépendants. On 2

X].(B) >0 pour tout i, Ogix net —>0, donc B € So(d'aprés la remarque 2.0.1).

L'anneau de valuation V est 8-convexe . Soit V' son enveloppe B-convexe
dans k(B). L'anneau V' a méme dimension ,rang et rang rationnel que V,

(d'aprés corol.1.4.12) et il est au-dessus de O dans SpecrA. .
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Proposition 2.1.3 : Soit "A = R[X,,.. . X ].

1777 n

Sofent deux entierss etr telsque: s 20;r >1ets +r <n. Soit «
0 0 0 0 0 0 0
cone premier de dimension S, et de supp(o<o) = (Xl""’xn—s ) :P'O avec
¢}

o<o—>O et X 1(0(0) >O,...,><n(o<o) >0,

n—50+

( par exemple x =(pP’ o’ 0 ).

X + +Xn+

n-s+1 "
o

Il existe B ordre total sur R(X],...,Xn) tel que g — x, et B e’é‘o et il existe

V' un anneau de valuation réel g-convexe dans k(B), contenant A, au-dessus

de o<o dans SpecrA, de dimension SO, de rang 1, de rang rationnel ro, et de

corps résiduel k(cxo).

Démonstration

Cn appligue 1la proposition 2.1.2 2 k(o<o) la cloture réelle de

R(><n_80+ | ,...Xn) pour l'ordre O(o'

On pose A' = k(o<o) [X],...,X

ety : A = R[X X ] = A" l'application

[I¢ n 1 n-s,
définie par:
LD(X]) = ><1
P(X ) =X
n-s, n-s,
lp(Xn—so+ )= ><n—so+l(0(o)

LP(Xn) :Xn(ao)
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Soit oc'o le cOne premier de A’ qui s'identifie au point O de k(ao)n—SO .

On a Specrnp(a o) = & et « 0 est donc au-dessus de Xy

D'aprés 2.1.2, il existe B’ ordre total sur k(o<o)(><],..., Xn—s ) tel que

0

B —>o<‘o, Xl(B‘) >0,...,X _s (") >0 et V' anneau de valuation réel p'~convexe

o}

dans k(B') contenant k(o<o) [Xl""’xn—s ], au-dessus de o<'o dans SpecrA', de
o]

rang 1, de dimension zéro par rapport 3 k(o<o), de rang rationnel ro et de

n

corps résiduel k(o<o) . Soit B larestrictionde B a A, estun ordre et
k(B) = k(B") car k(o<o) est, en tant que cldture réelle, une extension

algébrique de R (Xn—s e ,Xn), B> et B e s® car X].(B) >0 pour tout i,
0

1 <ign.

On considéere V' comme un anneau de valuation f-convexe de k(B).

: ‘ A ' A Co gde k

dim V R~ dim V k() + degre de transcendance de (O(O)IR
=0+s,
=S,

L'anneau V' étant au-dessus de o<‘o dans SpecrA', et comme o<‘o est
au-dessus de o<o dans SpecrA, V' est donc au-dessus ce cxo dans SpecrA.
1 contient A et est de dimension SO sur R, de rang 1, ¢e rang rationnel r

et de corps résiduel k(o<o). n

Proposition 2.1.4: A = R[X
Solent do, SO, ro trois entiers tels que

O<d <5 «r so+r <n et ro= 1.



Solt « cine premier de A tel que SUDD(O(O) =X, Xn—do) =P,
c<o—>O et Xn—dofimo) >O,..A,><n(o<o) >0
(par exemple o, = (P o Oxn—d+1+.'.+xn)). |1 existe B ordre total sur R(Xl"“’xn)

tel que
3 — oy dans SpecrA et @ESO et 11 existe V' anneau de valuation réel
B-convexe dans k(B), contenant A, au-dessus de o<o dans SpecrA, de

dimension Sy de rang | et de rang rationnel o

Démonstration

On va se ramener au cas de la proposition 2.1.3 (oU dO:SO) par une
transtormation guadratique de-telle facon gqu'au-dessus de o<-o on ait un
cone premier c<'o de dimension SO (ce qui généralise T'exemple 1.2.4).

Soit f:R[X X ] ->'R[T],...,Tn] définie par :

17770 n
Xy =Ty
f(X ) =T
n-s,’ = n-s,
f(xn—sow) = s

n—do 1 n—do
“de +]) =T d
¢} 0
f()(n):Tn
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Oon a Specrf : Spech[T],...,Tn] - Spech[X],...,Xn].

Soit I'application p: R[T],...,Tn] — k(o<o)[Tn_80+ | ""’Tnfdol définie par:
Q(Ti) :X].(o<o) pour I<isn-s;
Q(Tl.) :Ti pour n-s +1< i <n-d;
p(Ti) :X].(o<o) pour .n-d +1<i<n

Soit o<"o le cOne premier de |<(o<0) [ Tn—so+ ] ""’Tn—do]’ OTn—s°+1+”'+Tn—d°+
Ona Spec.p (")) = o, supploc ) = (T1"”’Tn—so)’
Tn_80+](o<'o) >O,...,Tn(o<'o) >0 et Specrf(a'o) = o

On applique 1a proposition 2.1.3 a R[T],...,Tn] et o<‘o.ll existe donc B ordre

total dans R(Tl’“"Tn) tel que 6'—»0('0 dans Spech[Tl,...,Tn] et T].(ﬁ') >0

pour tout i et i1 existe V' anneau de valuation reel B'-convexe dans K(g"),

contenant R[T],...,Tn], de dimension s, par rapport 2 R, de rang 1, de rang
rationnel ro et au-dessus de o<'o dans S.pech[T | ey 1

] .

Soit B = Specrf(B')‘ On a kB)= k(p") car R(T],...,Tn) = R(X],...,Xn), [3—>ch car

n

X, = Specrf(oc‘o) et g € s® car X].(B) > O puisque X].([S) = T].((B') pour i dans
[1,...,n—so]u[n—do+l,...,n} et X].(G) :T](D') T].([i') pour i dans [n—so+l,.‘.,n—d ).

L'anneau V' peut donc étre considéré comme un anneau de valuation réel

0

B-convexe de k(B). 11 est au-dessus de Specrf(a'o) = dans SpecrA, de

dimension Sy de rang 1 et de rang rationne] Fo n
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Démonstration du théoréme 2.1.1

Pour 1'idézi premier PO = (X],...,Xn_do) de R[XP'”’Xn] , 11 existe un cone
premier o tel que SUDD(O(O) :PO , par exemple « = (P o OXn—d X )
On appligue la proposition 2.1.4 3 o<o et c'est fini. -
2. Le cas ou m=1.
Nous montrons maintenant le théoréme suivant :
Théoreme.2.2.1
Etant donnés ia chaine d'idéaux premiers de A = R[Xl""’xn]’
qu c..C Pl - PO, P]. = (X], "’Xn—di) et des entiers (Si)O<i<m—1 et
(ri)O@'sm—‘\ tels que
O0<s_ <. < S,y €D
O<r < <r
m-1 0
Si*ry < n, r.z>m-i et d]. < S

P
Alors, i1 existe un ordre total B sur R(X],...,Xn) tel que B € SO et une chaine

d'anneaux de valuations (V')

Docicm-1 de k(B), Vm—l D.D VQD A tels

que : pour tout i ; Ogism-1, I'anneau de valuation V']. est réel et B-convexe
dans k(B) de dimension §,, de rang m-i ,de rang rationnel r. et centré en Pi

dans A .
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La démontration de ce théoréme se fera en 2 étapes par l'intermédiaire

de cOnes premiers :

Premiére étape : pour tout i, O<i<m-| S, = d]. (proposition 2.2.2)

Deuxiéme étape : pour tout i, O<i<m-1 5]. > d]. (proposition 2.2.4)

Dans cette deuxiéme étape on se rameéne a la premiére étape par une

transformation quadratique.

- Premiére étape

Proposition 2.2.2 :

X 1 tel que

Soit x, cone premier de A = R[X],..., .

supp(o<o) = Po = (Xl"“’xn—so)’ o<o—>O dans Specr/-\ et
Xn—soﬂ((xo) >O,.A.,><n(o<o) >0,
alors il existe une chaine de cdnes premiers de A, Ky > > X = X
-1
telle que SUDD(O(].) =P, = (X],...,X ),

ﬂ—Si

il existe B ordre total dans ROX 50X ) avec B — x__, etp es®

et il existe une chaine d'anneaux de valuation (V') ,
i70< i <m-1

V'm D..D V‘OD A telle que pour tout i, O0< i <m-1,

V']. est B-convexe dans k(B), de dimension Si de rang m-1i, de rang

rationnel e au-dessus de o, dans SpecrA et de corps résiduel k(e )

I
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Démonstration
Par récurrence surm: :
Pour m=1:c'est 1a proposition 2.1.3.

Soit o cbOne premier de A tel que supp o<O:PO. On applique le cas m=1 a

A" = R[X X ] et PU= (X X ).

D—S]+] n 0 ﬂ~S1+]"” n-s,

Soit o cone premier de R[Xn—slw’“'xn] defini par

Supp o' = P et Xn~50+1(0( NSRS

] (oco),...,xn(oCo) = Xn(o<o).

T existe donc o’ ordre total sur R(X_ _

| ..Xn)tels que «

Sl+1" l_’O(o et

Xn—slw(o{ 1) >0.., Xn(o< 1) >0 et il existe VO anneau de valuation réel

o' -convexe de k{ ]) tel que kvo = k(o<o), dim VO:SO, rg.VO =1,

rgratV.=r -r etV _ au-dessus de « dans R[X X
0 o | 0 0 N-s,+1 n
On appligue I'nypothese de récurrence 3 P"m_]c...cP“]
p P = <X‘|’ "’Xn—si) dans A" = k(x 1) [x],...,xn_sl] et « [ = 0 dans
Specrk(cx 1)[X1’ ..... Xn—sl]' 1 existe donc « Mg 04 | = 0 chaine de

cdnes premiers dans Specr ko, ) [X X ] tel que supp «", = P",

1 1 n-s, i ]

B ordre total sur k(o' ,) (X

X ) tel que X, (6)50,., X (6)>0 et
1

1 127N ’ n-s,

\f’n— | 3...3\/'] anneaux de valuations 3'-convexes dans K(f") contenant

oo xn—-51 ] tels gue pour 1<i<sm-1, kv.i = k(x ].),

d1m|K(O<.1>\/]. = SrS] , rg.\/]. = m-i, rg. rat.v ].:r]. et V]. au-dessus de i
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Soient >\] la place signée associée 3 \/‘1 et >\O la place signée associée a

V
0

N KB) M k(e U = oo b, k(o' ) U s oo
On pose \/‘O: (X € k(B) /. N(X) 2 teo] V'anneau de valuation associé a A1l est
clair que V’O est contenu dans v]. L'anneau \/‘O est un anneau de vaiuation

B'- convexe dans k(B") , en effet
soit vy <@.><, ><€\/O alors >\‘(y) < >\](><) et donc (>\Oo>\ | Y < (koox})(x),
comme A(X)zzoco ona Aylzioo donc VyE€ V'o.
dlmlR \Y 0= d\m!R VO =S,
rg.VO: rg. Vv i rg.VO: (m-1)+1 =m
C o= VA = r +(r - = (d'apres prop. |

et rg.rat.\/O rg.rat‘/] rg. rat.\/O (ro r.) r, (dapreso
OnaV o au-dessus de O(o dans SpecrA .

Soit B 1a restriction de p' 2 R(X |, X ) 0N a X (B) >0 et K(B) = k().

On considere les (V'].)Oq. comme des anneaux de valuations de k(3) et
~

<m-1
on prend, o = Specr f (o<]. ) ou T R[X],...,Xn} - K I) |L>\2,A.,,>\n_51] ,
supp o<]. = (Xl""’xn—d ). Les anneaux \/‘]. étant au-dessus de ca"1 dans
i
Specr k(o ]) [X1""’XD—S ]

et o<“]. au-dessus de o<]. dans SpecrA, alors \/‘1 est au-dessus de o dans

SpecrA . n



Deuxiéme étape
Dans cette deuxiéme étape, nous nous ramenons a la premiére étape par

une transformation quadratique de R [X T

""’Xn] dans R[T1 N

I

( généralisation de la proposition 2.1.4au casm = 1). Dans le lemme 2.2.3,

nous construisons une chaine d'idéaux premiers (Q .) . de R[T,,...,T_]
ifogism-1 ! n

avec Q i de dimension Si’ au-dessus de P i

Lemme 2.2.3 :

Etant donnés une chaine d'idéaux premiers de R[Xl,...,xn]
P c..cP_, P, =(X,,.X ) de dimension d. et des entiers
m- 1 0 ] | n—di i

(51)0<1<m—1 tels que 0O < Sy << Sy_y <N et d1 <Sy, il existe une

transformation guadratique f de R[X],...,Xn] dans R[T],A..,Tn] et une chaine

d'idéaux premiers (01)0<i<m—1 de R[T],...,Tn], Q]. de dimension S,

@ P = (rl’l2""’Tn—si) avec OI. au—-dessus de P]., pour tout i, O <i<m-1.

Démonstration

Soit T la transformation quadratique de R[X],A..,Xn] dans R[T T ]

1777 n
definie par:
(X)) =T,
J J

pour je(1JU(s ,-d_ ,+2,.,n=d__ }U{n-d;+laveci=0,.,m-1]

U {n—do+2,.4.,n]
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fX)=T,T,

J [
pour je (2,8 =d _*] ) (sis 1 >d._ )
T(Xj>:Tn_di+]-Tj
pour j € { n—dgéluqn—d._] ] (si d1> d1_1+1)
Soient Q@ = (7, ’TSm_1“dm_r“2r”’Tn”dm_R'
yan-s__, équations, donc dim @ =S .
Sidm_2¢dm*]onpmnd
| an—2 = (an—l’-rn—dm_]+1 ’Tkj) ou | :]’””Sn1~1—5n1—2_] et les kjsont
Sq_1 " Smoo ! nombres distincts dans
(2.8, 7 Sp ot JULN dm—1+2””n*dm—2]
En plus des n-s_ _, equations de @ ., liya s -5 - gqualion
donc dim @ =S
Si dm—2::dm—1 ohprmm
()m_2::(an_],Tkj)on :l,m,sm_]—s[n_Qetles"jsontsm_l—sm_2
nombres distincts dans { 2”“’Srn—l-—dm_1+]j
On peut prendre Snw—1_5nw—2 equations entre T2 et TSm_1"dma1*' car
177 m 12 T S 2 T S22 O

Pour i quelcongue, supposons Qi+ donné

f

3



q :QQH], hed e ’Tk.) ouj = 1,,..,51”
i+ 1 j

nombres distincts (et difféerents des numeéros des équations prises pourQ 1)

-s.~-1 etlesk,.sonts., ,-s5.-1
i j i+ 7

dans [ 2,., Sm_1~dm_\+1] U..U { n—d].+]+2,..,, n—d]. ).
Si d1:d1‘+1 on prend
Q. = Q. T,) ouj=1,.,s -5, et les k, sont S:. —51. nombres

1 |+1,}<J. +1 7] ] P+ 1

distincts (et différents des numéros des equations prises pourQ@ i ) dans

(2,., S —dm_]ﬂ} U..U { n—d].+2+2,..., n—d].H].
Oon vérifie/facﬂement que pour tout i, 0 < i <m-1, C)]. est au-dessus de P].
etona Q& Q o C o C Q o Il suffit de renumeéroter les variables
T,; oour avoif le lemme. =
Exemptle :
Pour n =7, m =3, d =2, d, =2, d, =4, 5 =2, 5, =3, 5, =5

la transformation quavdratique fdeR [Xl,...,X7] dans R [T1,..‘,T7] est définie
par f(Xl) :T]

f(X2> :TTT2

f<x3> =T<

f(X4) :T4

f(XS) = T4 TS

f(><6) :T6

f(X7) :T7
Q 5= ( T],Tj), Q, = (T1,T3,T4,T2), Q 0= ( T],T3,T4,T2,T5)
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Proposition 2.2.4 :

Soit o« céne premier de A = R[X ""’Xn] tel que

1

supp(o<o) = PO = (Xl"“’xmdo)’ o<o—>0 dans SpecrA,
Xn—d0+l(ao)>o’“"xn(0(o)>o , alors il existe une chaine de cdnes premiers
de A, O(m—l = o<1 — o<O telle que
supp(ocl.) :P]. = (Xl""’xn—d ), il existe B ordre total dans R(X],,..,Xn) avec
i

o~

B > et B es® et une chaine d'anneaux de valuation (V']‘)O

m-1 <igm-1"

V'm D..D \/'0:3 A telle que pour tout i, O< i <m-1,

V']. est B-convexe dans k(B), de dimension s]. , de rang m-1, de rang

rationnel M au-dessus de , dans SpecrA.

Démonstration :

Soit f 1a transformation construite dans le temme 2.2.3 et

A= R[T] ,...,Tn]

On applique la proposition 2.2.2 a 1a chaine d'idéaux premiers

Om—l c..cQ o de A et o € SpecrA, au-dessus de o<O tel que
supp(x O) = QO et Tn—so+l(0( o) > 0,..., Tn(oc O) > 0. Alors il existe,
O('m—l e o<'O chaine de cdnes premiers dans SpecrA' telle que

supp(o(l.):o i et il existe B' ordre total sur R(T],.,.,Tn) avec

B’ - & _]et TJ.(@') >0 pour tout j et une chaine d'anneaux de valuations

_y B'-convexes dans K(§") telle que V', au-dessus de o,

m

V'ociem

dans SpecrA', dim. \/‘]. =S, rg.V']. =m-i etrg. rat.\/'i =T
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1+

0it specrf ; SpecrA' — SpecrA. On pose § = specr f(g") et

w)

o, = spec, f(o<'].), on a XJ(@),> O pour tout j, 1 < j<n et

N o
Comme R(Xl,...,xn) = R(T],...,Tn) ona k(B) = k(B").On considére les anneaux

(V') comme des anneaux de valuations de k(B).

i'0gism-1

L'anneau V‘1 est au-dessus de o<]. dans SpecrA car V'j au-dessus de oc'l. dans

SpecrA‘, dim \/']. =S,

i rg.V‘]. =m-i,et rqg rat.V']. = r]. ) u

Démonstration du théoréme 2.2.1

X ], 11 existe un

Pour 1'ideal premier Po = (X ek

eXpog,) 9 RIX

céne premier o, tel que supp (oco) = PO par exemple
o = (P o’ OXn—d +1+"'+Xn+ ) On applique 1a proposition 2.2.4 2 o<o et c'est

fini. =
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Chapitre 3

Constructions de places réelles

dans le cas général

1. Triangulation des ensembles semi-algébriques :

Rappels 3.1.1 : R est un corps réel clos.

. . n
i) Six X

0 1,...,><p sont p+1 points linéairement indépendants dans R

(c.-a-d. le sous-espace affine qu'ils engendrent est de dimension p), le

p-simplexe [xo,...,xp] est I'ensemble des points Z = (Z],...,Zn) de Rn tels que

S0 i _ 1 n _
Z _ZOsjspxj Xj ou xj_(xj ,...,xj ), XJGR, >\J.>O et ZOsjsp >\J_1

Les (X))

P0<j<p sont appelés les coordonnées barycentriques de 7 et xo,.‘.,x

P

sont 1es sommets du simplexe [xo,...,xp] .

Exemples de simplexes :

><o ><o Xl
O-simplexe(point) I -simplexe(segment)
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2-simplexe(triangle) J-simplexe(tétraédre)

i1) Une 1-face du simplexe [xo,...,xp] est un I-simplexe [on""’x .]] avec

[Xj ""’Xj ] [xo,...,xp} . Si'S est un simplexe, on notera S° 1a partie de S
0 ]

formée des points dont aucune des coordonnées barycentriques n'est nulle.

ii1) Un complexe simplicial K de Rn est une union finie de simplexes

(S,)

1 cick tels que : l'intersection de deux de ces simplexes est soit vide,

soit une face de chaucun des deux
Exemples :

m /////// 77
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Théoreme 3.1.2 :

Tout ensemble semi-algébrique fermé, borné S de RP est semi-

algébriquement triangulable : il existe un complexe simpliciatl fini K de Rp,

K=U 1<i<p a; et un homéomorphisme semi-algébrique ¥ de K dans S.

Si de plus, (Sj) est une famille finie de sous-ensembles

j=1,..,q
semi-algébriqgues de S, on peut trouver une triangulation semi-algébrique

$é de K=U < o]. dans S, telle que : pour chaqgue j, 1<j<q <I>—1(SJ.) soit

1<igp
réunion de certains o‘. . C'est ce qu'on appelle une triangulation simultanée

. de S et des Sj‘

Démonstration : [B-C-R] chap. Q. .

Proposition 3.1.3 :

Soient V un ensemble algébrique irréductible de R et U un ouvert

semi-algébrique de V. Si p est un homéomorphisme semi-algébrique de U

dans U’ contenu dans R et y ordre total sur R(V) tel que yeU alors k(y) est
isomorphe & k(B(y) (0:U =1 .

Démonstration :
Soit  A%(U) I'anneau des fonctions semi-algébriques continues sur U,

A~ ’SO(U) est un anneau local de corps résiduel k(y)

La fibre %OU}/ = Hmyeu

et son idéal maximal m est I'ensemble (gl g(y)=0} ([B-C-R]proposition

7.3.4). Or y est unordre total, donc m = (0) et par conséquent

%OU)/ = k(y). L'application f étant un homéomorphisme semi-algébrique,

52



’bOOI) = &O(O(U)) et donc ;3\O~ = ’30~ ~ et comme %\o~ = k(y) et
o : U,y o(U),p(y) Uy~ ;
(\'O

A WG k(p(y)) alors k(y)

it

k(p(y)) .

2 - Démonstration du théoréme principal.

Théoréme 3.2.1

Soit V une variété algébrique affine et irréductible sur un corps R
réel clos.

Soient A = R[V] son anneau des coordonnées, K = R(V) son corps de
fonctions et n le degré de transcendance de K sur R (= dim A).

Soit une chaine d'idéaux premiers de A, Pm-1c"'c P]c PO, P]. de
dimension d]. pour tout i, O<gism-1,pour laquelle il existe une chaine de

cones premiers (B,) de A avec supp(@i) = P]. .

170gigm-1
Soient des éléments fl""’ft de A et des entiers (so,...,sm_]),
(ro,...,rm_ 1) tels que, pour tout i, Ogism-]
B contient ZK2[f f.]NA
m-1 [
0 < SO < < Sm—l <N
0 < rm_] < .. < I“O
S.+r. <N
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Alors, il existe un ordre total y sur R(V) rendant f,,..,f. positifs et une

| t

chaine d'anneaux de valuations (V‘}.)O<. réels y-convexes dans K(y)

\]<m_l

contenant A tels que

dim V i=S;
rg. \/'].:m—i
rg. rat.V'].:r]l

et V']. centré en P]. dans A.

Démonstration

Soit U=(x€eVIf (x)>0,.1)>0])

Reg V l'ensemble des points non singuliers de V est un ouvert de Zariski de

V, de dimension n ([B-C-R] prop.3.3.11). Soit Z(P ].) I'ensemble des zéros de
P1 dans V. On pose Cent U =UMN RegV lTensemble des points centraux de U

et S‘]. I'ensemble des points centraux de Z(P ).

i
~ N mol~
SoitE = CentUN (N S'i). OnakE=CentUn N 5'1)

\zo

2

. . ~ Ve ~
Le cdne premier Doe Ecar ZK [f],...,ft] - @O donc [30 € cent(U) et @OE ns'.

1

car @].-»@O et [31. 6’5'—1, doncE =@ et par consequent E =@. Soit Xo € E,etB

I'intersection d'une boule fermée de centre Xo avec V.

D'aprés le théoréme 3.1.2, il existe p homéomorphisme semi-

algébrique et M complexe simplicial de Rptel que :

p:M > B

(@21
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On peut choisir p de telle facon que Q—](Xo) =0,

0 | (B) contienne le semi-algébrique fermé de dimension n dans R"
(R" identifiée 2 R"x (0] )
S:[(x],...,xn)/0<xi <! et Zx]. <1}

o | (S'iﬂ B) contienne un simplexe de 1a forme

S, = ((x],.‘.xn) ! X =X

=.=X
]

5 n_d:O O<Xj<letZXJ.<I}

i
pour tout i, 0 < i < m-1 et p_l(CentU N B) contienne le simplexe ouvert

glémentaire

SO:[(XI,...xn)I O<><].<l et Ix.. <1} .

]

Soit X, cone premier de R[X],...,Xn] tel que supp x, = (Xl’“'xn—do) et

I~

o<O€SO . D'aprés 1a'proposit1’on 2.2.4, 11 existe une chaine de cdnes premiers

de R [X‘, ....... X 1 etunordre total p de R<Xl""’xn) tels que: B GSO,
B — e e (Xl - o<o et supp o = ('Xl""xn—di)’ et il existe
(V i>O<i<m—1 chaine d'anneaux de valuations p-convexes dans K(B)

contenant R [X],...,Xn] de dimension Si,de rang m-i, de rang rationnel r]. et
\/‘I. au-dessus de o, dans Specr R[X],...,Xn] pour tout i, Ogig<m-1 .

D'aprés la proposition 3.2..1 K(B) = k(b’(@)).' On peut donc considérer
les anneaux (V'i>0<i<m—l comme des anneaux de valuation de k(g(B)). Pour
tout i, Ogism-1, Vli étant B-convexe et p homéomorphisme on a \/'].

E(@)—convexe. \/'1 est de rang m-1i, de dimension 8, et de rang rationnel t

Onposey:E(@).
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Reste a montrer que V'i est au-dessus de P]. dans A, On va d'abord montrer
quePi est égal au supp('ﬁ(ai)), puis que 1'image du point spécial de V‘]. dans
SpecrA est '5(0(1.) et comme V']. est au-dessus de l'image de son point

spécial dans SpecrA, ce sera fini.

ona P. = supp’b’(a.) .Eneffet comme supp o = (Xl""’xn—d.) )
/‘\~ /_\ ~ ) T ]
o<i€ 0 (S ﬂB) or p (S ﬂ B) = ( S’]ﬂ B) (d'aprés proposition 7.2.8
T

[B-C-R} ), donc /5(0<1-) € Z(p].) . Par conséquent : P]. C supp 5(0(1), et comme
dim E(ai):di et dim P, =d, ona P, = supprg;(a].).

Soit /50(5) I'anneau des fonctions semi-algébriques continues sur S.

On a le diagramme suivant :

<
~

k(y)

Les applications i et j sont les injections canoniques et si h ¢ %O (S),

g(h) est le germe en y de h.
Toute fonction semi-algébrique continue sur S étant bornée par un

olyndme de R[X],...,Xn], on peut définir une fonction f' de telle facon que le

diagramme suivant soit commutatif

~a



V' >k(y)

,%0 (s)

Il y'a bijection entre J50(5) et 50 (p(S)) ; en effet soit

N N EIEE )

h - hop_]

Voo s - )

h - hop

W] eth sont réciproques 1'une de i'autre.

En complétant 1e diagramme (*) ,on obtient le diagramme suivant :

> K(y)

r g
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L'espace Specr bO(S) est homéomorphe 2'S car S est un fermé
(d'apres [Ca-C], prop.6 ). De méme Specr ’30(9(5)) est homéomorphe a 6(\5).

Soient o :Specr ’50(5) > S et 05 Specr SO(Q(S)) - 6(\5)

On a les trois diagrammes commutatifs suivants :

0 Spec i
Specr 5(S) —> Spech [X],...,Xn]
AN
S
o Spec i’
Spec_ N (p(S) s Spec_A
r r
N\ /!
?\L\ /
O~
0(S)
Spec V¥
Spec_ 930(5) - Specr ’bo(p(S))
P ¢ 02
3 > o(S)
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D'aprés ces trois diagrammes :
bpeCrl =0, Specrl =05 et p2oSpech2 = 000,
! —_ T 3 * ¥
donc Specr\L 5= Specrl opoSpecH ™)
Soit 6]. le point spécial de \/'].‘ L'anneau V']. é¢tant au dessus de o<}. dans

R[X],‘.,.Xn] ,ona Specrf(Si) = 0= Specr(i)oSpecr(f‘i) (6].) ")

Snec i e W FUS ) = o i o of ( A anras (**
vpea,[g oSpccr. 2oSpecrj (6].) = poSpecrloSpecrf (61) (daprés (*))
:5(o<].) ( d'aprés (***))

donc 1'image du point special 6]. de V‘j est au dessus de 5(0(1.). .

Remarque :
Les hypoiheses c'existence de la chaine de clénes premiers (2.0 telle

2

qu SUDD(@{) :P]. et ¥ K7[f

D

l""’ft] - [5]. sont nécessaires pour obtenir les

conclusions du théoreme comme le prouvent les exempises suivants.

Exemple 1 :
Soit 1a cubique d'équation ><2+\/2—><3:O

X

*—

X4

[
\
N
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N
et

1

x, tels que o = supp(a]) :P] et supp(oco) =P 5 (c-a-d o<O:O) car le

Sionprend P o= (X,Y)vet P | = (0), i1 n'existe pas de cones premiers «

point isolé (0,0) n'a pas de générisation, or une conséqguence du théoreme

3.2.1 est T'existence d'une telle chaine de spécialisations.

Exemple 2 :

Soit le parapluie d'équation ><3+z><2—y2 =0 dont 1e "manche” est t'axe

des z.

Soient P o =(X,Y) I'idéal du” manche" et P | =(><3+z><2—,v2).

Onprend f = 1- (4x+22+8/5 )2?\,/2+(2><+z+4/5)2 telle que

U= [y 2k [R3 / f(xy,z) > 0 } est 'intérieur du cylindre d'axe 1a droite

d'éguation x = -z/2 -2 ety = 0 et de rayon |
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L'ouvert U rencontre une partie du "manche” et une partie de la "toile". Les

idéeaux P 0 et P ]sont donc ZK2[f] N A-convexes. D'autre part il existe Do et

b ,deux cones premiers en dehors de’U tels que B,—B, supp(@i) =p et

!

supp(@o) =P o

, par contre il n'existe pas de c6nes premiers Y, et Y
9
contenant ZKT[f] N A et tels que Y=Y, supp(yo) =P 0 et supp(yl) =p e

qui contredit 1a conclusion du théoréme 3.2.1.

Remarguons qu'on ne peut pas trianguler comme dans la preuve cu

théoreme 3.2.1.
On va maintenant démontrer le théoréeme principal.

Théoréeme 3.2.2 :
Avec les mémes hypothéses que dans le théoreme3.2.2, il existe un

ordre total y sur R(V) et une chaine d'anneaux de valuations (V].)O

<i<m-|
réels y-convexes dans R(V) telle que : dim Vi:Si ; rang de \/].:m~i ; rang
rationnel de \/].:r]. et V]. centré en P]. dans A.
Démonstration
~Solent y I'ordre total sur R(V) et (V') la chaine d'anneaux de

i"O<gi<m-1
valautions y-convexes construites dans le théoréme 3.2.2. On pose

V]. = V', N R{V). Lanneau V1 a méme dimension, rang et rang rationnel que

\/']. (d'aprées prop.1.4.11), .
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