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Résumé

On étudie les solutions d'une équations a coefficients aléatoires généralisant celle
des lois semi-stables.

On montre 'existence d'une famille de solutions analogues aux lois stables sur
R* d'indice inférieur & 1 et d'une loi particuliere jouant un rdle analogue a celui
de la loi de Gauss. '

On précise également la convergence vers ces lois limites d'un procédé itératif

naturel.
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Introduction

Considérons la demi-droite positive R ™, une mesure de vrobabilité o sur
R T, un entier ¢ >1 et notons =, 0, respectivement les convolutions additives et
multiplicatives sur R 7. L'équation E suivante :

(E) v=Tv=(aov)*x..xs(aov)

olt v est une probabilité et le signe = est répété c-1 fois a été introduite en [5 ]
afin de préciser un modele de turbulence défini par Kolmogorov et Yaglom.
L'étude de cette équation se révele délicate a cause de la présence des deux
convolutions et des interprétations probabilistes sont utiles.

Désignons par A, X des variables aléatoires de lois «, v respectivement et
par A , X (1< k< ¢) descoplesindépendantes de A, X. L'équation
précédente peut alors s'écrire en loi:

(E) X=TSA,X,
1

Si ¢ E (A)=1, T conserve les moyennes des probabilités et si de plus
E (Alog A) <o une solution non - triviale de (E ) peut étre construite [2] &
I'aide d'une martingale associée : encecas T ™ (§;) converge vers v.

Si E(AlogA) 20 laconvergence précédente a lieu vers §,.

Plusieurs questions ont éié posées a ce propos dans [ 5] : préciser dans le
oremier cas 'allure a I'infini de v et dans le deuxiéme cas, normaliser la suite
T™(8; ) defagon 2 obtenir une limite non-triviale. Ces questions contiennent
comme cas particulier , sil'on fait abstraction de la condition ¢ E(A)=1 non
respectée par normalisation , l'étude des lois stables sur IR™ ou plutdt
semi-stables au sens de [4] , le cas semi-stables correspondant a des A p, -

constants. Il est possible d'apporter une réponse simple et compléte & la premigre
question : il existe un exposant y telquelalimitede ¢t ¥ v [t , oo ] soit positive
quand ¢ tend vers l'infini. La réponse & la deuxiéme question consiste
essentiellement a discuter l'équaticn v = T'v et & préciser les bassins
d'attraction des points fixes de 7.

1l sera commode de travailler sur R~ aulieu de R’ et d'introduire ainsi les
deux solutions triviales 5, et 6.

On supposera que a a des moments de tous ordres, ne charge pas zéro et on
donnera les preuves avec ¢ =2 pour alléger les notations.
On dira que la probabilité v a une queue d'ordre A si:

lim t}'U(Z,oo‘)=C(0<C<oc)

! +0

et cette queue sera dite réguliére si :

C 1
v[t,oc]:—7+0( )
' \

o~
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Afin de déerire brigvement les résultats obtenus, danslelzncage de la
dynamique associée a l'itératicn ce T, on peut se dormer A zvic,par exemple
cE(A)>1,unparameétre & et décrire le comportement des solutions de (E'), ot
I'onremplace A par kA et l'onfait décroitre k. Pour k grand,iln'y a que
deux solutions §_, &_, ,la seconde étant stable au sens dynamique. Pour % petit ,
'il y a deux solutions stable §_ et & ,avec des bassins d'attraction que 1'on précise

, et une famille nouvelle de solutions instables J . Ced vaut en particulier pour
lecas E(AlogA)>0 , kc E (A) =1 oulasolution construiteen [ 2] devient
triviale. Lorsque k varie le gain de stabilité de la solution §_ s'effectue de
maniére " douce " et s'accompagne de l'apparition de 1a famille
instable J j . D'autrepart, i E(AlogA)<0 et kc E(A)=1,iy a
apparition brusque d'une zutre famille J'; * de solutions instables qui disparait
zussitdt pour leisser place alafemille Jp . Lafamille J'; estcelle construite en
(2] et soninstabilité est moins marguée que celle de, J k-

Les solutions de - J° g\ comme cellesde J° possédent des queues dont

I'exposant se calcule aisément. Enfin ces résultats permettent de repondre a
diverses questions de [ 57 et de préciser certains résultatsde [2]. Les lois de
J apparalssent comme 2nalogues des lois de Gauss tandis que cellesde J

sont analogues an~ lois stables, portées par R+, et d'indice i mcnour al.

A) Construction de solutions

1- UNE SQLUTIQN SPECIALE.

1) Construction [.cfZ__]

Sment A(j1,7925----,]3) unefamille de variables aléztoires indépendantes
eloi o indexée par les intervalles ¢ - adigues

q : - . % T - T
I(.-]]_)Jz»)---n]-n){‘z_]}z_c ,EJ'}ZC + ¢ ]

etposons:Y, = 3 AGIYAGpTy) - AU,
’ Jis»-sJdn

wrJn)

Alors on a bien , en loi:

Yn+1 = }zE:ll Ak Xxk

A

. h . 5. i N - . > (; —- boc prbe
chles Y, contindépendanteccemémeloique Y ,les A incépe: cantes entre



SicE(A)=1,la suite Y, forme une martingale et il est montré en [2] que Y,

converge p p vers Y avec Y >00u Y, =0 suivant que E (A Log A) <0 ou
E(ALogA)70.

Dans le cas E (A Log A) < 0, ce procédé fournit une solution de (F) qui est la loi v de
Y., - Cette solution ainsi que les solutions déduites par homothéties seront dites
spéciales.

1l est clair que la condition ¢ E (A) =1 est nécessaire pour qu'il y ait une solution
de (F) avec moment d'ordre 1.

2) Comvportement a l'infini des solutions spéciales.

Le théoréme suivant répond & une conjecture de [4] prédisant pour v [t, o] un

C

comportement de la forme = ou y est le nombre supérieur-a 1, s'il existe, tel
. t "y ’ :
que ¢ E (AX) =1. Par convexité de E (A?), si y n'existe pas E (A? ) est décroissante ;

d'ailleurs en ce cas v possede des moments de tous ordres et A est portée par
[0,1].

Théoreme 1

Supposons que « ne soit portée ni par [0 , 1], ni par une progression géométrique
de la forme k™ (n e Z). Alors la limite de tX v [f, oo [ existe et est positive.

Preuve

Posons h (x)=x (x> 0) et notons que pour deux mesures de probabilités € et n sur,
R" ona: h(e *xn)=h €xn+€xhn:

L'équation Tv =v ou v est une solution canonique devient alors par
multiplication par A :

hv=Q2haohv) = B
‘avec B=(aov)*xcaov

‘Dans l'équation précédente, on peut considérer kv comme linconnue et B
comme donnée. Introduisons alors la probabilité p sur le groupe affine de la droite

(identifiée a R*xR):p=2h ax B et la convolution correspondante avec les
mesures sur R .

L'équation précédente s'écrit alors p * hv =h v.

Notons que, v ayant des moments d'ordre inférieur & y d'aprés [8], A v est une
mesure bornée. Ce type d'équation et 'allure des solutions ont été étudiées par H.
KESTEN [4] ol est obtenu le résultat suivant. [cf appendices]



Soient a (g), b(g) lescomposantes del'application définiepar gx)=ax+b
(@20,d 20),p une probabilité sur le semi-groupe précédent telle que son support
S ne fixe aucun point de R ni que les valeurs de a (g) (¢ € S) soient concentrées
sur une progression géométrique de la forme k" (neZ) ;onsuppose que :

f Loga(@)dp(g) <0 etquilexiste A>0 avec

jat @dp@=1,[b* (@ Logtb@dp@<+co ;

alors la probabilité p solutionde p = g =y vérifie:

lim tlu(t,od>0.

t— +o0

Vérifions ces conditions ici :

[Log a (@) dp@=2E@ALigA)<0  [at(@dple) =2E@A*+1)=1
pour A=yx-1

De plus B a des moments d'ordre inférieur ary, commé v et donc:

[6* (g) Logt b (g)dp (g) = E((AX)/ILog**AX)Goo (o X est de loi v) car
)—,{ 1</ . :

D'apres le théoreéme cité, on a donc  Iim $x 1 (hu)[t,ed>0

=+ 00

Le passage & v est permis d'apres [4] et donne :

lim t* v[t,e>0 b

t— + 00

Remarque

Si « est portée par une progression géométrique k7 (ﬁ € Z) un terme périodique
multiplicatif s'introduit dans le comportement de v (¢, o) comme c'est déja le cas
dans la situation des lois semi-stables au sens de P. LEVY [, .

II- RELATION DE CONJUGUAISON ET SOLUTIONS CANONIQUES.

Pour un nombre 6 > o , notons My l'extension aux mesures de I'application
x = x% de RT dans RY . Soit oy lalcistable d 1nd1ce 6 portéepar R (0 < 6 < 1)et
dont la transformée de Laplace vaut G5 (1) =e ’1 Pour une probabilité ¢ , posons

Jg (€)= oggo¢€ etnotons Tyla transformation analogue & T obtenue en
remplagant a par My (a).



Doncicic E (A)#1 en généraletsi Inf cE(A1)<1,il existe y aveco <y <1

0<dsg]

cE AX)=1, E (A% Log A) <o par convexité ;
lecas Inf cE(A)')=1donnexaveco<x.<_1etcE(Ax)=llE(AzLogA)=o

0<A<l

Proposition 1:

On a la relation de conjuguaison : Tdg=dJg M o~ 1 Ty Mg

Preuve

C'est un calcul direct tenant compte du fait que les puissances de convolutions
(O’e)t (t =2 o) sont définies et forment un semi-groupe stable.

Pour condenser les notations on notera 6g= 0 ,TJg(e)= (cagoo)*(@0E00)=

ff(zo0)x(yoo)d(xoe)(x)d(aoe)(y) Posant x¥=x",y%=y" etnotant que
x.0=0* ,y.c=0Y onobtient:

TJg(€)={c% T dMy (coe)x')dMplaoe) (')
TJg(e)=]0% d[ Mg (@0 )My (aog)](2)

Notant que 21/ 86 6= 6% et que Mg est un-homomorphisme pour la convolution
multiplicative :

TJg(e) =100 0 cdl(agoeg) * (agoey )l (z)

en notant Me (xog) = g 0 Eg

Tdg(€)=dg [M g=1 Ty(ey) =dJdg Mg~ Ty My (¢)

Théoréme 2 :

-Supposons Inf cE (Al) Z1 soit ¥ le nombre précédement défini, 1

0<i<1
la solution spéciale définie pour l'opérateur Ty associé & My («).

Alors la mesure v "=Jy M v 1 (U2 vérifie () : Tv' =v’

6]



Preuve

Il existe bien une solution spéciale pour Ty carsi B=AX, ¢ E(B)=1
EBLogB)=3E(AX Log A) <o

Alors : Tv'=TJ, (M ,~Yuv)=J, M ,~1 Tyu=J, M ,~1 @) puisque Ty v =v,

Remarque:

La famille de solutions de (E) qui vient d'étre définie par homothétie sera dite
canonique. Ces mesures admettent une densité comme o. et ont un

X
comportement & l'infini "hyperbolique” d'indice y :
lim Fuvltel = lim ¥ le/x d QL(x)] o, (t,=)>0
t = +o00 t— +o0

B) Le casspéceialc E(A)=1 ., E (A LogA)l<o

1-UNICITE DE LA SQLUTION DE (E)

Proposition 1:

Toute scluticn v de (E) vérifiant [ Log™ (x)d v (x) < + co & un moment d'ordre 1.

Preuve

Reprenons les notations de A) avec h (x) =x et ¢ probabilité produit sur le groupe
affine de composantes 22 et f = ¢ o v. La mesure de Radon h v = p satisfait alors
- I'équation d'invariance g =y =g, )

Montrons d'abord l'existence d'une mesure de probabilité p’ vérifiant g = ' =p"..

Considérons la suite de variables aléatoires :

Z (w) = > ay ...a, b, , oules(e,,b,) sontindépendantes et distribuées suivant
k=0
la loi q.

1
Ona: Ti:ﬁ (a; ...a, b}\ﬂ)”k <1 (pp) car ;- Log (ay ...a;, b, ;) converge d'aprés

le théoreme ergodique et I'hypothése [Log ¥ b d B(b) <+ oo vers un nombre au plus
égala [Loga d(h a)(e)<o.

La variable Z (0) = lim Z, (0) vérifie Z(0) = a,(0) Z (6 ®)+b, (©) oh 6 est la

translation naturelle sur l'espace produit. Sa loi p’ satisfait donc g » ' =p'.



D'autre part la position & l'instant n de la trajectoire de la chaine de Markov sur
R* de novau de transition @ (x,.) =¢ = 8, est donnée par:

S,. X =ay..a] X +ap..ag by+..+b, et S,.x-a,..a; x a méme
loi que Z,_;(0).

On a donc la convergence uniforme sur les compacts de :
gt #8, (@) =jo (S, .x)d P(w) =fp(Z,_1+a,..a;%) d P(w) vers Jo ()du’ ()
dés que ¢ est continue & support cocmpact. Ceci prouve en particulier 'unicité de la

probabilité @ - invariante.

De plus, sur une intervalle compact I cJo,00[ , on peut rézliser, pour n assez
grand :

g x5, (p)21/2 1" (o) (xel
et 'égalité p (p)=Jq™ % 6,(p) d p (x) donne alors:

p(p) 2172 p" () p (D

s que ¢ est une fonction positive & support compact fixée. Ceci borne y (7)
indépencamment de I et montre que p est une mesure bornée, avec & un
efficient prées p =y’

En particulier hv est bornée, ce qui signifie que v 2 un moment d'ordre 1.
Définition

Pour un nombre A (0 < 2 <1) et deux probabilités £ , 5 .sur R*, on notera d;f( E,m)
la borne inférieure des intégrales jl x-y ‘ “ dp(x,y) ot p est une probabilité sur
IR? de projections € , . On notera d; =d.

S1 e et 11 ont des moments d'ordre 4 , d; définit une distance qui a été étudiée par
de nombreux auteurs [)}]. Clairement d, (€ , 1) est la borne inférieure des
nombres E l X-Y

> ouXetY sontdes variables aléatoires de lois £ et 7.

Enfin la borne inférieure qui définit d, est atteinte [ et de plus, si F et G désignent
les fonctions de répartition de € et ona:

oc

de,n

| F)-G&) |dx

Pronocition 2

Soient € el 1 deux probabilités sur R™. Alors d, (T'e, Tw)<cE (A Yd; (€,7)
Stdeplesfade W =]adn()=1¢dTe,Tr)=d(e,1) an

naz:f =19

£



Preouve

On va utiliser l'interprétation probabiliste de la transformation T en notant X,
X, (respY,Y,) des variables aléatoires de lois £ , T' € (resp 7, ng ).

Notant X ', X " " des copies indépendantes de X on a :
X =AX"+AX", Y =AY +A'Y
avec des notations naturelles.

Alors :

X -y |*<|ar |

X -y e o]

Xy |
E(|X,-Y;|*)<2E@*)E(

X-v|*)
et d,(Te,Tn)<2EA)d, (¢, n)
En particulier, puisque 2E (A)=1:
dTe, Tn) <d(e,n)

Inversement soient X et Y des variables aléatoires de lois € et 1 vérifiant
dTe, TmsdEe,n) EX)=E{)=1, avec, ce qui estpossibleElX_— Y

=d (e, 7).
On choisit (X ',Y ") et (X"’,Y "’ ) indépendantes et de méme loi que (X, Y).
Si, avec probabilité positive, on a :

AA X' =Y )X '=Y"") <o
On aura, avec la méme probabilité :

X -] <&

X -y |+a|x-y]

et d(Te,Tn)<E(X;-7,) CE(X'-Y" D=d,n
1l est donc ic1 nécessaire que :

pp AAX =Y WX =Y )20



Comme cette variable est d'espérance o, on a:
AAX ' -Y')(X"'-Y"")=o0
AA X -Y || XY =0
[EQW E(|X-YDP =0

cequidonne X =Y, € =17

Théoréme 1

Avec les hypotheses de ce paragraphe, l'équation (E) possédé a homothétie pres,
une unique solution parmi les probabilités sur R* qui intégrent la fonction Log™ x.

Preuve

Soit v 1a solution construite en A) et v ' une deuxidme solution. On peut supposer,
d'aprés la proposition 1:

fxdv@)=fxdv’'(x)=1
Onaici d(Tv,Tv ')=d@,v"')car Tv=v,Tv =v "’ etlaproposition 2 donne
v=v .
II-THEQREMES DE CONVERGENCE

1) Cas des probabilités ayanf un moment d'ordre 1.

Théoréme 2 )

Soit v " une probabilité ayant un moment d'ordre 1 et v la solution SP/QL rale de (E)
ayant méme moment quev '.Alorsona:

lim d(T" v v)=0

" En particulier 7" v * converge vaguement vers v.

La preuve va découler de 3 lemmes.

Lemme 1:
Soient x ety des réels positifset A >1 . Alors :

x+yt < 2 +9* +2xyr1

65
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Preuve

On se raméne par homogénéité & (1 + u)* <1+ u*+ 1>~ 1 et cest alors une
étude élémentaire.

Lemme 2:

Soit j1,, une suite de probabilités telle qu'il existe A >1 et K> 0 avec [x* dp, (x) <K
et supposons que p, converge étroitement vers p.

Soit g ‘une loi de probabilité ayant un moment d'ordre A. Alors :

lim &, 1) =du,p’)

Preuve
On utilisera les fonctions de répartition F ') (x) = p, [x,],F""(x)=p " [x, ]

La condition [z* d F ', (x) <K implique :

F' &)<Inf1, = ). Iei F° (x) converge vers la fonction de répartition F ‘de p et
x

IF = F I est majorée par une fonction intégrable de x. On a donc par
cenvergence dominée :

lim - IFn (x) —-'F (x) ‘dx = le'(x) - F'(x)|dx ce qui donne

n

lim d, ,p)=d@,p i

Lemme 3:

Soit A un nombre compris entre 1 et Inf (2, ») , £ une probabilité ayant un moment
d'ordre A. Alors les moments d'ordre A de la suite 7% ¢ sont bornés par une
constante.

Preuve
Notons X ', X "', X, des variables aléatoires de lois y1 , ¢ et Tu respectivement, les
deux premieéres variables étant indépendantes.
On a alors avec les notations de A)
Xl = AIX ’ +AI IX 1 !
XAP<APX A+ AP X e L AX @ x e -l

Icid-1<letEX " "*-1)<EX" 'Y -1 =91-2
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On a donc, avec une certaine constante k : E (X1/1 YS2EWUMYE X*)+ k.
Si X, est une variable aléatoire de loi 7"1 on a donc :

EX*) sl--f—p +p" EXH <K

ol | p=2EMUi<1

Preu héoréme

a) On suppose d'abord que v ' a un moment d'ordre 1 > 1.

Ona d(T™v’,v) < d(T™-1yp’ ,v)puisque T%v '=T(T"~1yv ’). Posons alors

y=lim d(T" v, v)=Inf d(T" v’ v)

La suite 7% v a des moments d'ordre A bornés 1l <A<Inf2,y )]-d'aprés le
lemme 3.

n
Pour toute sous suite T g v ' convergeant étroitement vers ¢ “on aura donc :
. nk 14 ’
7=le(T v,v):d(u,v)
n

en vertu du lemme 2.
Onademéme y =d Ty ',v)
Donc d(Tu’,Tv)=d (u',v)=7

Comme [xdp ' (x) = Jx dv (x) on en conclut d'aprés la proposition 2 du
paragraphe précédent : g "=v.

La suite 7" v’ converge donc vers v.

b)

Siv " a un moment d'ordre 1, elle est approchée, au sens de d , par des mesures
v’ asupport compact avec Jx d v x)=1.

On a alors ;

d(T”v',v)S dT"v", T"v"') +d(T"v" ", v)

d(T"v ,v)<dWw’

, V') +d(Tv’ )

ce qui permet de conclure.
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2) Cas des probabilités sans moment d'ordre 1.

On se placera dans une sous-classe notée P; . Une probabilité p appartiendra &
P, (A>0) silexdsteC>0,6<A,a>0avecy [t ,oo]zge pourt 2a.

Un exemple, qui servira de comparaison est donné par les .lois stables o, de

, 6 C
- kY —4
transformée de Laplace e ; elors o, [t, 0] - —.
¢

On aura besoin de comparer des probebilités :

Définition:

On dira qu'une probabilité € est stochastiquement inférieure & une autre 1 sil'on
a:

VieR Eft,0]<n[t, 0]
On écrira alors € & n

ey . . R TI . , . / . .

Cotte condition équivaut & l'existence de varizbles aléetcires Y et \]/ ce lois € et 7

virifont ¥V gy
=y

Elle éguivaut aussi & :

IA

Jfade@ £ [fx)dnx)

pour toute fonction croissante% .

.Théoreme 3:

Soit v “une probabilité appartenant a P;. Alors T v’ converge vers §

. (o]
étroitement.

La preuve découlera de 3 lemmes.

Lemme 1

T (0, ) tend vers 8o

. Preuve
On utilise les notations de A) et en particulier la formule ;
TJg=dgM g1 T gn M,

Le calcul de T (o, ) se ramine donc & celui de T g ™ (8)
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Or sil'on pose k=2E (Af)>1,0n a, en considérant 'homothétie de rapport

A8
ki(Tg)" = k" (S,)" ou Sgest définie & 'aide de la variable B =+
On a bien:

o E (A’
2E(B) :hE([1 ) =1, E[BLogBl<o carE(AeLogA)<oetk >1.

On peut donc appliquer le théoreme 2 2 S, :

(Sp)* (8;) converge vers une loi Q-\?._QQ\'@'\?_ associée a B et puisque & > 1
(T g )" (87) tend vers &, .

I en est de méme de 7™ (o) -

- Lemme 2:

La transformation T préserve les inégalités stochastiques.

Preuve

Soient donc € et 7 avec € L 7 e_tffonction croissante.

Lorsque a, b,y sont fixés flax+by) estencore fonction croissante de x :
[flax+by)de) < [flax+by)dn(x)

Par un argument analogue e: t une intégrationena et b ; )

Te f)<sTn(f),Te KL T

Lemme 3:

Scient X, Y, deux suites de varizbles aléatoires. On suppose que E | X n— Y, I
est bornée et que X, ccnverge vers + oo en loi. Alors Y, converge vers + oo en loi.
Preuve

On note que :

tP(|X,-Y, b1<E|X, -v |<k

et que

P{Y <t}<P(A

.
n *n

IA

2t) + P{| X, -7, |21)

n
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Donc pour a<t:

P{Y, <a) < P(Y,<t) <= + P(X,

n

K < 2t)
? -

D'olt le résultat voulu par le choix successifs de tetn.

Preuve du théoréme :

On suppose donc Iim Inf £ v ‘(t , 0) >0 pour un certain 6.
t— + 00

Une homothétie sur v’ permet de supposer :
v'[t,o]2 0y [t,] pour t20
Soient Z et X * des variables aléatoires delois o, et v’ respectivement.

Définissons la variable X comme étant égale 2 X ' siX'2b et 8galea b siX "< b.
Alors la loi de X est stochastiquenﬁent supérieure a celle de Z car :
a)

Si ¢t>b,X 2t implique X =X’ doncX 2 ¢t et

P{X=2t)=2P{X'2t) _;.‘P{ZZ ¢t}
b)

Si ot <b P{Xét}:lzP{er}

D'autre part X ~X ' vautosaufsiX’'< b auquel cas X-X ' estentre oetd: en
particulier E(|X-X"|) < b.

Si i désignelaloi de X, on a alors:
d(T"n,T"v')<dm,v')<d
o &n, Thoy <=1 7
On en déduit que 7™ 7 converge vers 5., comme T g, etil en est de méme de T" v

d'apres le lemme 3.

C) Le.cas général

Deux cas se présentent suivant I'existence ou la non-existence de y <1 avec
c E@Ax) =1, E(AxLog A)<o.

70
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Dans le premier cas, on va étudier l'unicité de la solution canonique v de (E) et les
problémes de convergence correspondants.

Dans le second cas, hormis le cas spécial, on va montrer la non-existence de
solutions de (E) autre que & et 5, et étudier les problemes de convergence

correspondants ; on a donc ici :

cEAY) 21 (o< A <1)

I-THEQREMES LIMITES : PREMIER CAS

Pronosition 1:

Soit v " une probabilité ayant un moment d'ordre supérieur 4 y.

Alors T"v ' converge vers §, .
Preuve
Soit A un nombre compris entre y et 1 et vérifiant ¢ E (4% ) < 1.

Sil'on écrit 'équation 7%+ 1y "= T [T% v '] avec les notations probabilistes de A) ,
cna,cari<l:

EX ' )<cEQH EX)
et donc lim E(X:;) =0, cequ

donne bien imT v' = 3, -

Proposition 2:

La seule solution de (E) possédant un moment d'ordre y est &,

Preuve
Notons que si € et n sont deux probabilités portées par R*etsih (x)=x,0na:

si o<A<l:h*(exn) < (Pe)en + Eéhln

I'égalité ne pouvant alors liwque si

€oun estégalea §,.
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L'équation Tv =v donne doncici :
hiv <[(2h%a)ohXv] = (cov)

considérons alors la probabilité ¢ sur le groupe affine de R de composantes 2 A% «
et a o v ; I''néquation s'écrit :

q*2h%v 2 B*v

Siv admet un moment d'ordre ¥, A¥ v est de masse finie et la conservation des
masses implique 1'égalité dans l'inéquation précédente.

Ceci s'écrit encore, avec € = ¢ ov :

hX (ex€g) = hX €x€ + £€xhX¢g

On a donc :

Théoréme 1:
Siv “est une probabilité de Py , alors T v * converge vers &, .
reu

Les considérations du paragraphe précédent aboutissant au théoréme 3 sont ici
valables, la différence étant que 6 désigne un nombre inférieur & y et que l'on
utilise d, au lieu de d dans le preuve du théoréme. '

Théoréme 2 :

Soit v ‘une probabilité telleque lim ¢ v'[t,) = C > o

t—o+o0

Alors T v 'converge vers une solution canonique de (E) .

Preuve

On reprend les arguments utilisés pour démontrer le théoréme 3 et la
proposition 2 de la partie B).

Soit v une solution canonique correspondant a la méme constante C que v ".

Prenant t>21,ona:

t.vlx,00] 2v [x,00 pour x 25b
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On peut donc trouverv '’ >> v avec d;(v’'",1.v")<+o0 avec yx < A et
2FEAY) < 1.

On a donc :

lim d, [T"v", T (t.v)]) =

et TPv'' >>T'v =v

Une valeur d'adhérence de T v "' ou T7[t.v '] sera donc stochastiquement
supérieure a v et il en sera de méme pour 7% v ' , en faisant tendre ¢ vers 1.

Prenant ¢t <1, on obtient I'inégalité contraire et toute valeur d'adhérence de T v’
coincide donc- QVeC A

Corollaire

Toute solution v ‘de (E) telleque lim t*v ‘(t; cc) = C > o est ine solution
- t — +00
canonique.

\
N . \C\,i Ty h b
lution'(E) ayant un moment d'ordre y , ni de solution dans P

g0

IIn'y a pas de so

11 - THEOREMES LIMITES:CAS cE (A*)>1 (04 <1)

Onadoncici cE(A)>1.

Théoréme 3

Siv ' est une loi de probabilité diffiérente de §_, 7% v * converge vers 6,

L'éguation (E) n'a donc pas ae solutions autres que 0o 100+

Preuve

On distingue plusieurs cas :

a)

EA LogA)<o etuv ' asupport compact.

Onremplace AparBE=A/k avec k=2E(A)>1 etalors:

E(BLogB)=+ [E(ALogA) ~ E(A)Logkl<o

rx~|»—l

~1
()
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Si alors S est la nouvelle transformation ccrrespondant & B el v une mesure

invariante [Sv = v] de méme espérance quev ', on a d'aprés le théoréme 2
de B) :

n o1 ,
Iim S v=v=Ilim=.T v
n kn

. el ’
Comme k£ >1,cnen conclut lim T" v'=§_
n

b)

E(ALogA)<o et v’ est stochastiquement supérieure & une mesure v’ &
support compact - ¢ par conservation des inégalités stochastiquesow g -

lim T"v'=§,,
n

c)
E(ALogA)20o mais cE(A)>1.

I est clair que 'on peut trouver une variable aléatoire B<A avecE (B>)<E (A%),
¢c E(B*)>1 si 02 <1 et E(BLogB)<o.

Silon note S ' la transformation correspondante, on aura clairement :
S'" v T

Comme d'aprés b) :

lim S"v'= 5

T

m’
On a aussi:

lim T'v'=§,,

n

III - CAS E (A2 LogA) = o, c E(AZ)Y=1<({o <y <1)

1) Cas v <1

Théoreme 4 :

1l n'existe pas de solution de E (différente de §, ) 2yant un moment d'ordre 7 ou
une queue d'ordre y réguliere.



Preuve

L'inégalité (u +v ¥ < u X+ v ¥ donneici, si X est une variable aléatoire vérifiant
(E")

X=A'X"+A"" X"’
E(X7)<2E A1)EX¥)=E (X1)
Cette égalité ne peut avoir lieu que siX "ouX " "=o0, c'est-d-dire X =o.
Utilisons la relation de conjugaison du paragfaphe A avec 6=y
TJg=Jg M g1 Ty M,
en l'appliquant a la mesure §, .

On a aussi :
T Jg=JgM g1 (Tg )V My
M, 8 =6 , imT, (8) =35, dapres[Jcer 2E (A*)=1 E (A%Log A*) = o
On en déduit :
lirzln T G, =6,

Si-v est solution de (E) avec une queue réguliére vérifiant :

v (t, ) S O(iﬁ)
t* "

On aura :
d(v,cz)?JTU (t,00)=0, [t,0d)] ldt~< + o
o
et donc :
d,(v,0,) <+ e
comme :

dz (T‘“‘U,T"‘GZ)S dz(v’gz)
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et que T o, converge vaguement vers 3, ,on en conclut :

dx(v, 6o)sdx(v,ox) < +

Ceci signifie que v a un moment d'ordre ¥, ce qui est exclu.

On peut observer que si une mesure p est stochastiquement inférieure 4 o, on a
aussi :

lim T p =4,

n

Théoreme 5:
Soit v une mesure de probabilité ayant un moment d'ordre 1.

- Alors :

Iim T v =3,

e
Il n'y a pas de solutic;x—l\@) avec une queue réguliére d'ordre 1.

Preuve

a)

Supposons d'abord v & support contenu dans [0, ] : alors v << oy et
T v <& TnSb L imT" v << lim T"cib = 3,
n

Si v n'est pas a support compact mais admet un moment d'ordre 1, elle peut étre

approchée d'aussi prées que l'on veut par des mesures & support compact, au sens
de d.

Si v’ est une telle approximation, on a :
d(T"v,T"v")<d (v,v")
d'ot I'on déduit aisément que :

lim T v =34,

n
b)
Soit 6 <1 et écrivons la relation de conjugaison sous la forme :

Ty Jo=Jdg Mg~ T My

R B4
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ou Ty,, correspond & la variable B =Al/ 6 qui vérifie encore 2E (BY)=1,
E[Bf® LogBl=o.

D'apres le théoréme précédent, l'équation E correspondant & 75,, n'aura donc
pas de solution avec queue réguliére d'ordre 0.

Or si v a une queue réguliére d'ordre 1 :

-1 C 1
Mu(t,0) == + 0(=—)
1 5+ 0

Side plus Tv=v, on en déduit :
Ty g dg Mg lv)=dy Mg o)
et Jg (Mg~ 1 1) est donc solution de I'équation (E) correspondant a T, , .

Comme ¢ et M4~ 14 ont des queues régulieéres d'ordre 6, il en est de rméme de
leur convolution multiplicative Jg [M g~ 1] j powy C> ‘-;l,‘

Il y a donc contradiction au théoréme précédent.

3) théoreme de convergence

Théoreme 6:

Soit v une probabilité de Px .

Alors Iim T'v = &,

n -

Preuve
On procéde comme au théoréme 3 du paragraphe A , par comparaison avec :

U= 04 si 68 <1

Corollaire

L'équation (E) n'a pas de solution (non-triviale) dans P, , ni de solution ayant un
moment d'ordre y ni de solution ayant une queue réguliére d'ordre y.

Ceci découle des 3 théoremes précédents.
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APPENDICE
D

On donne ici divers éléments de réponse aux questions de [4] , [c].

On a vu que la solution spéciale (c E lAl =1, E(A Log A)<o) avait bien une
queue, donc était de type hyperbolique au sensde[].

D'autre part, on a obtenu l'existence d'une solution non-triviale si ¢ E (4)=1 ,
E(ALogA)>o.

Enfin le probléme de normaliser 7% (§;) ne peut avoir de solution au sens strict de

[4 car on a vu que la convergence de T" v’ vers une solution v de (E) ne pouvait
avoir lieu, en dehors du cas spécial , que si v’ n'est pas a support compact (par
exemple a une queue).

Dans le schéma des Y, , il est nécessaire d'introduire un Y, = U initial dont la loi
a une queue convenable, et de préciser la construction de la maniére qui suit.

On note par A un alphabet & r lettres et I'on prendra ici pour simplifier r=2,
A={a,6b].

Soit T" l'arbre, avec racine, homogeéne a r branches ; I" est donc 1'ensemble des
mots construits sur A.

On consideére l'espace produit Q = (R™ ¥ etl'on note Wy (w) les composantes de
wel (yel).

Un semi-groupe libre (87 ‘)./ eT ‘de translation est alors défini sur Q par la
formule

W, [6T(w)] = 'Wm,(w)

Chagque sommet y de I' définit un chemin unique joignant la racine a y et I'on note
P, (w) le produit des Wn (w) lorsque 71 décrit ce chemin ; on a en particulier :

P, ,w) =P W) P (6Tw)
Si U (w) est une variable aléatoire positive, on définit alor's; Y, (w) =U (w)
Y,w) = 2 PwU. 6 w)
l7]=n
ou l,l désigne la longueur du mot 7.
On a donc la relation :

Y, =W, Y, 6+ W7, .0

n+

et le cas U =1 correspond & la construction de B. MANDELBROT .



23

2)

On donne ici une démonstration élémentaire abrégée du résultat de H. KESTEN
[5] utilisé en A).

Théoréme :

Soit p une probabilité sur le groupe affine de la droite des transformations
gx) =ax+b.

On suppose que le support p ne fixe aucun point de IR , que @ > o ne varie pas
dans une progression géométrique k" (L € Z) etqueb>0,[Logadp(g)<o.”’

On suppose aussi qu'il existe A>o0avec| a* dp(g)=1,] b* Log* bdp (g) <+ 0,
[ a*Log* adplg)<+oo.

Alors, il existe une unique probabilité p sur R p-invariante (p x g =) etona:

lim tlu(t,oo)=c>o
t. = +00

Preuve

=<}

pesticilaloide z = 2, q,...qa; b,y .
o

0

Lavariable z = Z a, ..a; b, , satisfait I'équation fonctionnelle z = by +a,z.6
[¢] . :
ou 6 est la translation canonique.

t - _ ‘ :
DoncP{z-b,>t} = jP(z>a—)dp(a)of1p est la premiére marginale de p.
Sil'onpo»seF(t):P{z>t},onadonc:F—ﬁoF=P{t<zst+bl}=G(t).

Vu la condition lim F () = o , on obtient F comme potentiel de G:
t—+ 00

FO=2p".GQ

Introduisant la probabilité p, (da )= a* p (d a) etla fonction G, )=t G{t)ona:

£ F® = 2P .G 0
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Pour obtenir la limite de t* G (¢), on applique le théoréme de renouvellement 4 la
marche multiplicative associée & p; .

Sa movenne vaut ici :

[P Logadp,@ =] d" Logadp (a)
0 A 0

Par convexité, ce nombre est positif car :

jso axdp (@) =1 et jomLogadp (@)<o
Il suffit donc de voir [ ] que G, est "Riemann-intégrable”.

On ne l'établira ici que sous I'hypothése by borné.

Alors J'zo £71 G (t) dt est finie en méme temps que j? £ d F@).

Cette derniére intégrale est finie car z a des moments d'ordre inférieur 4 A :
st A'<A<l1 ‘

Elz"] SE{Z @ ..a, bm)*'}

o]

et

El(a,..q,) 1 <EW), E®,N) < cte

Ceci entraine bien E (2% ') < + o
Si1<A'<A,onaaussi:

1/2°

E(le)s{ZE(al ..a, bm)*} S <+oo

o]

pour la méme raison.
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