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UNE LOI DU LOGARITHME ITERE POUR LES
MARTINGALES LOCALES MULTIDIMENSIONNELLES
ET SON APPLICATION EN REGRESSION LINEAIRE STOCHASTIQUE.
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IRMAR

UNIVERSITE DE RENNES I
CAMPUS DE BEAULIEU
35042 RENNES CEDEX

SUMMARY :

We give a law of iterated logarithm for cadlag vector local martingales.
This result precises the order of the almost sure convergence of least square
estimates in multiple linear regression model.

RESUME :

On établit une loi du logarithme itéré pour les martingales locales cadlag
multidimensionnelles.

Ce résultat précise l'ordre de la convergence presque siire des estimateurs des
moindres carrés dans un modele de régression linéaire multiple.

Code : AMS 60G,62J
I) INTRODUCTION

Soit (Q, ¥, P) un espace de probabilité complet muni d'une filtration (F,) £50
satisfaisant aux conditions habituelles.

M= ( 1\:[(11) désigne toujours une martingale localement de carré intégrable a

valeurs dans IR? continue a droite, pourvue de limites a gauche (cadlag) et nulle
en zéro.

Nous poserons: AM ;=M ,-M, st t>0

On note par < M > la matrice (<Mi;Mj >)1si,jsd etpari,, (<M >)

(resp : 4,, (<M >)) la plus grande (resp : plus petite valeur propre de < M >).
Lorsque la matrice < M > est non-singuliére , la matrice <M >- 1= (7 ; i ) <; j<d
désigne la matrice inverse de < M >.

On établit dans le paragraphe II (resp : III) une loi du logarithme itéré (resp : une
loi du type log ) pour les martingales locales cadlag vectorielles.



Le paragraphe IV sera consacré a l'application de ces résultats a des modeles de
régression linéaire multiple.

Dans le cas d'un modele autorégressif gaussien, le théoréme 1 précise l'ordre de
la convergence des estimateurs obtenu dans [6] . [9].

II) LOI DU LOGARITHME ITERE
Théoreme 1:

Supposons que le couple (M ; < M >) vérifie :

@) Max E[suplAMi|]<+oo
1<i<d
(2) p.s. A (M >,)—>+o0;loglog A, (<M >,)=0 (log log A,, (<M >,))
I —>+o0
3) p.s. <M;> = 0(V;t) ou Vi=y—;L=1,2,...,d
Albrsona:

x,0| JV. ®

D. S. lim sup < + o0 |
t >+ 00 J 2 log log V; ()

i
-
Q.

|
ol X=(X1,...,Xd)=<M >M.

La démonstration du théoréeme 1 dépend des deux lemmes suivants :
Lemme 1:

Soit A=(a; J )e i j<d une matrice définie positive et B la sous—matrice de A définie
par:

B=(a; i)o<i j<d
Alorson a :
1
Vi
<1 1=2,3;..,d
Vii
. 1 -1 _
ou Yip = B ) et % = @A 1)i,i



Démonstration du lemme 1:

Considérons la matrice F définie par :

F = (0 0_1) (Festdordred)
0 B

F est une matrice semi-définie positive.
Donc pour tout vecteur x#0 et x € R% ona:

*

x Fx

—— S 4 ou 1 estlaplusgrande valeur propre de la matrice F A , et x est
x A x

le vecteur transposé de x .

00
Comme FA = donc A =1

0 I
Pour achever la démcenstration, il suffit de choisir pour tout i (=2, ...,d) le
vecteurx =(x;; .. , 17) ¥ e R? telque x;=1 et x;=0 sl j=i.

Lemme 2:

M,
Soit M = [ .

I ) une martingale locale.

)
a

Si le couple (M , < M >) vérifie les hypotheses (1) ;(2) et (3), alors le couple(M *, < M *>)
les vérifie

M,
ou M =] .

Démonstration :

La condition (1) est immédiatement vérifiée.

L'inégalité suivante :

A, (KM>)SA (<M'>) <Ay (<M ) <Ay, (<M>,)

(cf[131)

implique la condition (2)



D'apres le lemme 1, la condition (3) est vérifiée.

Démonstration du théoréme 1:

Sans perte de généralité, on suppose i =1

Sid =1, alors on a la loi du logarithme itéré pour les martingales réelles (cf [9] ).
d>1:

Une récurrence sur d permet alors d'achever la démonstration.

Remarquons d'abord que d'aprés (2), le temps d'arrét T défini par :
T=inf{t:A,_ (<M>)21} estpresque surement fini.

Ecrivons :

<M1> K
<M> = f oit K. = (<M, Mo>. i< M, M,>,)
t t 1 2 b A 1 d b2

/

H,

th(<Mi,Mj>)2_i’jsd et <M;> = <M, M,> i=12,..,d

i

Pourtoutt=7ona:

M & K H'M,

t t

A vy B A )
et
d
% ® J7F M, 0 §2<Ml,Ml.>t Y, @)

JeViWloglog Vi)  J2V,Wloglog Vi (1)  J2V, () loglog V, (©)
ou Y=, ..,Y,) =H M

D'apres (3) et la loi du logarithme itéré pour les martingales réelles (¢f[9] ) on a :

| M, @]
D.S. lim sup < T e
t—roo [V () log log V, (1)




En vertu du lemme 2, le couple (M’, H ) vérifie les hypotheses (1), (2) et (3) ; en
plus la martingale M’est de dimension d -1, en appliquant le principe de
récurrence et 1'inégalité suivante : (inégalité de Kunita-Watanabe)

<M1;Mi>l s/<M1> /<Mi> i=1,2, ..,d

ona:
Y, ® /B, @®
D.S. lim sup J / <+,j=2,3,.., d
tore [f2B.(t)log log B;(?)
1
ou B. =
I gt )

La démonstration du théoréme est donc achevée.

Corollaire 1:

Supposons que le couple (M ; < M > ) vérifie (1), (2) et la condition suivante :

p.s. <M,> = V. 1 =1,2,..,d

l

I >+o00

P ACIVAAD)

D.S. lim  sup =
t 5 +o0 \/2 Vi @) loglog Vi )

La preuve de ce corollaire est une conséquence immédiate du lemme 1 et du
théoreme 1.

IIT ) UNE LOI DU TYPE log :
Théoreme 2 :
Supposons que le couple (M ; < M >) vérifie :

1) p.s. A, (KM>)—+00 et log Ay (<M>,)=0oga, (<M>,))

t >+ 00

2) p.s <M ;> = 0V, ®)) i =1,2,..,d



alorson a -
X, ® | JV,® _
D.S. lim e 0 1=1,2,..,d
t -+ 00 [log V, ()] £

La démonstration de ce théoréme est analogue a la preuve du théoréeme 1.
En remarquant que si ¥ =(Y,),,, est une martingale locale cadlag réelle

localement de carré intégrable de processus croissant < M > alors :

. Mt
D.S. lim T
t = +00 /<M>, [log<M>,]

=0 ,e>0

(th2de[9]).

IV ) APPLICATION EN REGRESSION LINEAIRE STOCHASTIQUE :
Considérons le modele de régression : '

t

(5) Yt=J¢9xS d<e>s+a e, t 20

0

Le processus e = (e, ) ; 5 o est une martingale locale réelle cadlag localement de
carré intégrable nulle en 0 de processus croissant <e > .

Le régresseur stochastique x =(x,), est un processus cadlag prévisible a
valeurs dans R9 . 6 = (61 ; ... ; 6 et o sont des parametres inconnus dans R% et R
respectivement. Lorsque la matrice A ; définie par :

(6) A, = J x,x, d<e>,

est non-singulier, l'estimateur de moindre carré 6, de 6 s'écrit :

t

0

d'apres (5) ; (6) et (7)on a:

) 0,-0=0 A, M, o M=M,)

t>20

51



est une martingale locale cadlag localement de carré intégrable a valeurs dans
R® , définie par :

t

9) M, =J x,de, ,t20 dont la matrice <M > = A.

0

Corollaire 2 :

Soit A , définie par (6). Supposons que :

a)

°) Max E (sup |[AM;| <+
1<is<d

(2% p.s. Ay (KM >,) = +00 et log logiy (<M>,) =0 (log logA,, (<M>,))

t >+ 00
(3°) p.s. <M;,> = 0 (V;(®)) i=1,2..,d
alorsona:
, 6, - 0, | SV, ®
p.Ss. lim sup < + o0
t =+ \/210glog V. @)

b) St les conditions 1) et 2) du théoréeme 2 sont vérifiées alors :

|6,-0);| JV,® .

lim e < 1=1,2,...,d

t o+ 00 [lOgV'L(t)] &

Application ¢ model oré if! iens 4 tem
continu,

Suivant [6] on définit le modeéle comme suit :

(10) dx, =Bygx;dt+bdw, t20;x3=0

w=( cot) ¢>0o €stun mouvement brownien réel standard

et



"0 1 0 0 0 0 7
0
0
11) B, =
1
0 1
61 0 g1 4 |

x = (xy,..,x3)% € RY

Le processus x définit par (10) est un processus gaussien dont la d ieme
composante Y =x; est un processus autoregressif d'ordre d vérifiant 1'équation

(B)avec e=m et<e> =t , t20.

Désignons par M, la plus grande partie réelle des valeurs propres de la matrice B,
définie par (11).

Pour plus de détails voir [5] ; [6] et [9] ).

Ona:
Corollaire 3:

| . e, - 611Vt
St M, <0 ona: p.s. lim sup <

t =400 Vv log log ¢

+ o

Remarques :

a) Le modele autorégressif Gaussien a temps continu est traité dans [5] ; [6] et

[9].

Le corollaire 3 ci-dessus précise l'ordre de la convergence presque sfire des
estimateurs obtenus dans [6] et [9].

b) Ces résultats sont applicables a des modéles autorégressifs généraux, par
exemple (cf [3]) & temps discret.



c) Dans le cas d'une martingale vectorielle gaussienne, la condition

p.s A, (<M>,) —+oo estsuffisante pour que:

X, (1) JV, (t)
<

lim sup 00 pour i=1,..d. (cf[8])
t=oo [floglog V,; (t)
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