JEAN-PIERRE CONZE

EMMANUEL LESIGNE
Sur un théoreme ergodique pour des mesures diagonales

Publications de I’Institut de recherche mathématiques de Rennes, 1987, fascicule 1
« Probabilités », , p. 1-31

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1987___1_1_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1987, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1987___1_1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR UN THEOREME ERGODIQUE POUR DES MESURES
DIAGONALES

Jean-Pierre CONZE  (¥)
Emmanuel LESIGNE (**)

Résumé : En reprenant I'étude d'une équation fonctionnelle associée 4 la convergence des moyennes

ergodiques de la forme
N-1

(1) = 2. f(T%). g(T2™). h (T3%)
n=o0

on montre que le comportement de (1) fait intervenir les translations sur les nilvariétés. Ce résultat

complete, en la corrigeant, une démonstration de la convergence dans L1 de (1), donnée dans [1] et [4].
Ce travail a été annoncé dans {2].
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INTRODUCTION

L'objet de cet article est de donner une démonstration du résultat suivant :

Théoréme : Soient (X, &, |L) un espace probabilisé, T une transformation préservant la mesure

sur cet espace, ergodique ainsi que toutes ses puissances et f, g, h trois fonctions mesurables et

bornées sur (X, Q). On a alors : les moyennes

N
(1) ﬁ2foTﬂ.goT2n.1mT3n

n=0

convergent dans Ll(u).

Nous renvoyons 2 [1] pour une présentation générale du probléme étudié.

Le théoréme était énoncé dans [1], mais la démonstration en était incompléte, une erreur apparaissant

dans I'étude d'une équation fonctionnelle ([4]).

Nous affirmions dans [1] que les expressions (1) convergent vers O en moyenne dés que f, g, ou h
est orthogonal au "spectre discret au sens d'Abramov". H. Furstenberg et B. Weiss ont remarqué que cette
réduction était abusive en construisant un contre-exemple a partir d'une translation sur un quotient de

groupe nilpotent.
Présentons le plan de cet article.

Dans la premiere partie nous définissons un nouveau type de spectre discret généralisé qui remplacera le
type d'Abramov dans la démonstration du théoréme. Nous indiquons la stratégie générale de cette

démonstration.

La seconde partie est consacrée a I'énoncé d'un théoréme ergodique "du type Wiener-Wintner" pour des

translations sur les quotients compacts de groupes nilpotents.

Apres ces deux courtes parties d'exposition, arrivent les parties techniques. Dans Ia troisiéme nous
reprenons 1'étude de I'équation fonctionnelle. Les définitions et les résultats intermédiaires y sont

précisément décrits.

Enfin nous complétons la démonstration du théoréme dans la quatriéme partie. Nous y reprenons "en

cours de route” la preuve donnée dans [1].




I SPECTRE DISCRET GENERALISE

I-_ 1 Définitions

On appelle extension d'une nil-translation par un caractére tout systéme dynamique probabilisé
(Y,B, Vv, S)de laforme

Y=N/1-de'1,V=V1 ® V2,

Sx.Iy) = (xox. ', 6(x) Dy) sixe Netye S9! ou

N est un groupe nilpotent (connexe, simplement connexe et d'ordre 2),
I" est un sous-groupe discret de N tel que N/ soit compact,

§d-1 est la sphere unité de T4,

B estla tribu borélienne de Y,
Vy est la probabilité sur N/~ invariante sous l'action de N,

V5 est la probabilité uniforme sur S4-1,

Xo est un élément fixé de N,

O est un caractére de N, identiquea 1 sur I', et D est une matrice

diagonale uniltaire.

Soit (X, &, W, T) un systeme dynamique probabilisé. On considére toutes les sous-tribus C'de € qui

vérifient

il existe un entier d > O tel que le systeme (X, ¢ ',u,Td)
(*){ soit, & isomorphisme pres,

un facteur d'une "extension d'une nil translation par un caractére”

L'ensemble de ces sous-tribus engendre une sous-tribu 49 de 1. Remarquons que la tribu & est

limite croissante d'une suite de sous-tribus de G vérifiant (¥).

Le systtme (X, 49, W, T) est le plus petit facteur du systéme initial qui "contienne” tous les systémes

dont une puissance est un facteur d'une "extension d'une nil-ranslation par un caractére”.

Ce concept de spectre discret généralisé ne sera pas utilisé dans la suite ; il peut toutefois aider a la

compréhension de la démonstration grice a la présentation qui suit.

I- 2 Une présentation de la preuve du théoréme

Nous corrigeons ici les affirmations (5) et (6) figurant dans [1], page 161. Les deux points

fondamentaux de la démonstration sont :

(5) pour f,g,h € L=(U),

[9%)



si f, g ou h estorthogonal (dans L2(1)) 2 LA p),

alors lim = foTh.goT2M hoT3n=0 dans LI(U);
N— +o0 N

(6)' pour tous f, g, h bornées et d9-mesurables, la suite
(}172 foTh.goT2M hoT3n )converge M- presque partout.

I - UN THEOREME ERGODIQUE POUR LES NIL-TRANSTLATIONS

Soit L un groupe nilpotent d'ordre 2, connexe, simplement connexe et de dimension finie. Soient a un
élément de L et D un sous-groupe discretde L tel que L/py soit compact.

Le résultat suivant a été démontré dans [5] :

(A) pour toute fonction continue g sur L/py et tout AelL,
N-1
la suite & Z g(a"A.D) est convergente.
N n=0

On utilise, pour démontrer (A), le théore¢me ergodique de Wiener-Wintner. Dans [6], on trouve la

généralisation suivante de ce théoréme :

(B) soient (2, T, P, D) un systeme dynamique probabilisé et { une fonction
intégrable sur (L2, T, P); il existe une partie Q' de Q telle que P(Q") =1 et, pour tout

polyndme réel Q et tout @ € €)', la suite

N-1
#2 exp(2inQ(n)). (VM)

=]

est convergente.

En utilisant (B) dans la technique mise en place pour prouver (A), on obtient le résultat suivant.

Théoréme: Pour toute fonction continue g sur L/p, pour tout A € L, pour tout polyndme réel
Q, 1a suite
N-1

< Z exp(2inQ(n)). g(a"A.D)
N

=1

est convergente.



IIT - RESOLUTION D'UNE EQUATION FONCTIONNELLE

Présentation du plan :

Dans un premier paragraphe nous présentons I'équation fonctionnelle, deux exemples de solutions et le
théoréme donnant la forme générale des solutions de 'équation ; dans une seconde partie, nous rappelons
la définition et les propriéiés caractéristiques des fonctions matricielles irréductibles définies sur un
systéme dynamique ; le troisiéme paragraphe est consacré a I'étude de "l'équation fonctionnelle sans
constante l[", sans hypothése d'irréductibilité ; enfin la démonstration du théoréme est décrite dans la
quatriéme partie.

Les passages de la démonstration qui sont déja présents dans [4] ne seront pas reproduits ici.

II1-1 Enoncé du résultat

Nous notons TI\, d I'anneau des matrices complexes (d,d) et U d le groupe des matrices unitaires (d,d).

Nous considérons un groupe G compact, abélien, connexe, a base dénombrable, muni de sa tribu
borélienne et de sa probabilité de Haar. Nous fixons un élément O de G tel que la translation

T o X b x + O soit ergodique sur G, et, pour un entier d > O, une application H de G dans U &
Nous supposons que H est une fonction matricielle irréductible pour T o (cf. TII-2).

Nous dirons que H satisfait & I'équation fonctionnelle (E) si :

pour tout t € G, il existe une application mesurable Ft de G dans TN, 4 Tlon presque partout nulle, et
un nombre complexe 7»[, de module 1 et dépendant mesurablement de t, tels que

(1) H(x+1) . F (x) = xt. F (x+0t). H(x), p.p-

Exemples.a) Si d=1 etsi H estun caractere du groupe G, on a bien sr H solution de (E), avec
F=let k[ = H(t).

b) Le second exemple est moins trivial et a été donné par H. Furstenberg et B. Weiss :
nous allons construire H comme cobord dans une extension de (G, T on)’ extension qui sera du type

“translation sur une nil-variété". On aura encore d = 1.

Soient p unentier > O, B une forme bilinéaire sur RPx IRP, a coefficients entiers. Sur
N= Rp+l, on définit une loi de groupe nilpotent (notée *) par
(x,x) * (y,y) = (x+y, X'+y" + B(x,y))
ol X,y € RPet x,y' e R.
Le sous-groupe [ = Zp+1 est discret dans N et le quotient N/[~ est compact. Soit O un €lément de

IRP induisant une translation ergodique du tore ]Rp/Z p- Soit f une fonction mesurable sur RP, de

module 1, telle que la fonction F définie sur N par

F(xx) = f(x) . e




soit invariante a droite par I ; (toute fonction mesurable de [O,l]pdans Uj se prolonge en une telle
fonction f). Pour tout x € RP, posons

H(x) = f(ot+x) . f(x) . esz(OC,X).

Remarquons que, pour x € RPetx'e R, ona

H(x) = F(,0) * (x,x)) . F(x,x").

On vérifie sans peine que H est définie sur le tore G = RY p et est solution de (E) avec

2

F(x) =0+ . ) et x[=e2iRB(a,t)_

Remarque : Si H est solution de (E), alors toute fonction matricielle cohomologue 2 H est encore

solution de (E). (Une fonction matricielle K est dite cohomologue a H si elle est de 1a forme
K(x) = A(x+ o). H(x). A(x)"!
ol A est une application mesurable de G dans GA d((I:)).

Nous allons voir qu'en un sens, les exemples ci-dessus représentent les seuls cas possibles d'existence de

solutions de (E).

Théoréme : Soit H une solution de (E). On a alors :
a) Il existe un groupe compact abélien 5 un homomorphisme surjectif p de G sur G
et un élément ot de G tels que p(&) =0 ;
il existe une matrice unitaire diagonale D, une application mesurable M de G dans
U g une application mesurable A de G dans U 4 une application mesurable f de 6 dans U1
tels que :

pour presque tout X dans c";
(2) Hp( X)) = x). A(X + ). D.A( X)L M (p( X))

et les applications M et f vérifient les propriétés décrites dans b) et ¢).
b) il existe un scalaire [t dans Uy, un caractere Yde G et une matrice scalaire S tels
que pour presque tout x dans G,

M(x+Q0) = L H(x). M(x)  H(x)'1.
3) MIG) =Y. S et pd =y

¢) La fonction f est un cobord dans une extension nilpotente de ( G , TTX ); plus

précisément, il existe un groupe nilpotent N de dimension finie, connexe, simplement connexe et

d'ordre 2, dontonnote N' le sous-groupe dérivé ;

il existe un sous-groupe discret I tel que N/F soit compact ;



il existe un homomorphisme surjectif P, de G surle groupe compact abélien N/FN' ,

une application mesurable b de N/I— dans Ul etunélément a de N tels que
(4) pz(&) =alN et
si x€ G,VE Net pz(;)=v.I'N', alors

(5) f(X1=b@a v.D)Lbv.D) .

Commentaires : Si on compare 'énoncé du théoréme aux deux exemples donnés précédemment, on peut
considérer que la fonction M joue le réle de la fonction H du premier exemple, et que la fonction f

joue le role de la fonction H du second exemple.

Essayons de résumer le théoréme : notons R, ﬁ R' et R" les translations de, respectivement,
G, G, N/FN' et N/F définies par R(x) =x+0, R(x)=x + O,
R'(v.INY=av.INe R'(V)=avl;

on a le diagramme suivant :

G, Ry —2— (G, R)
! P,
(N/T ,R") —')(N/IN, ,R)

ou les fléches désignent des homomorphismes de systeémes dynamiques mesurés ; au facteur multiplicatif
M prés, la fonction matriciclle H est cohomologue, dans I'extension (G, R) de (G,R), au produit d'une

matrice diagonale constante et d'une fonction scalaire f. Cette fonction f est en fait définie sur le facteur
(N/IN’ R de (5, ﬁ) , et elle est un cobord dans l'extension (N/F,R") de (N/IN' R,
Corollaires : On peut compléter I'énoncé du théoréme par les deux points suivants :
d) il existe une matrice unitaire diagonale E telle que, pour presque tout X dans G
©  HOPG)=YEE) . (D). A(x +d0) . E. A(x)]
ot l'on note H®(x) = H(x+(k-1)0). H(x+(k-2)cx)... H(x)
et f0)(X) = (X + (k-1) @) . f(x + (k-2) &)... £(X);
¢) soit m un multiple de d ; quitte a modifier f, 7y, S, E et a, on peut remplacer dans I'énoncé
du théoreme les affirmations (3) , (4) et (5) par
MM(x) = ¥(x). S et LM =Y(0L),
pz(m&) =alN et
HMp(x ) = Y(p(x)) . £(x) . A(x +ma). E . A(x )L
Remarque : Dans toute la suite, et sauf mention explicite du contraire, les égalités entre applications

définies sur un espace mesuré scront des €galités presque partout.

IIT - 2 Iréductibilité

Soient (X, 03, 1, T) un systtme dynamique mesuré ergodique et H une application mesurable de X
dans Ug.

On peut montrer que les Lrois propriétés suivantes sont équivalentes



(i) il n'existe pas d'application mesurable P de X dans Uy telle que
P(Tx). H(x). P(x)"! soit décomposée en blocs diagonaux ;
(iiy si A et N sont des applications mesurables de X dans T, 4, telles que

A(Tx) . H(x) = N(x) . A(x), alors A= 0O ou A est presque partout inversible ;
(iii) si A est unc application mesurable de X dans T4, telle que

A(Tx) = H(x) . A(x) . H(x)"}, alors A est égale A une matrice scalaire constante.
Une application H vérifiant ces propriétés sera appelée une fonction matricielle irréductible.

En reprenant le vocabulaire utilisé dans 1], on peut dire qu'une fonction matricielle est irréductible si et
seulement si elle représente, dans une extension du systéme
(X, B3, U, T, la transformation restreinte 4 un (3, T)-module irréductible.

IIT - 3 Un résultat préliminaire

Considérons le systeme dynamique (G, T Ot) précédemment présenté. Soit H une application mesurable

de G dans Ug.

Nous dirons que H satisfait a 'équation fonctionnelle (E"), si:

il existe une partie non négligeable de G, notée V, telle que, pour tout t € V, il existe une application
F[, mesurable et non nulle, de G dans ‘m,d vérifiant

(1) Hi+) . F () = F (x+00) . H(x).

Proposition : Soit H une fonction matricielle irréductible sur (G, T OL), satisfaisant 2 (E"). On a

alors :

H est une fonction scalaire (c'est & dire d = 1) cohomologue a une constante. Autrement
dit, il existe une fonction b, mesurable et de module 1, et une constante 0, de module 1, telles

que

H(x) =3 . b(x+Q) . b(x).

La démonstration de cette proposition sc trouve dans [4], pages 180-183.

Corollaire : Soit H une solution de (E"), non nécessairement irréductible.
On a alors :
H est cohomologue a une matrice diagonale constante. Autrement dit, il existe une

appliction mesurable B de G dans Uy et une matrice unitaire diagonale D telles que

H(x) = B(x+®) . D. B(x)".

Cc corollaire est une conséquence immédiate de la proposition précédente et du fait que la fonction

matricielle H peut s'écrire sous la forme



Hi(x) 0]

H(x) = M(x+Ql) H(x) M(x)1

o Hy(x)

ou M est une application mesurable de G dans Ug et oil les H; sont des fonctions matricielles
irréductibles sur G.

III- 4 Démonstration du théoréme et du corollaire

Cette démonstration se déroule en plusieurs étapes. En voici le plan.
1) Réduction au cas ou Fest a valeurs dans Ug.

2) Réduction au cas ot Fi(x) est une fonction mesurable du couple (t,x).

3) Etude de I'équation M(x+00) = lb . H(x). M(x) . H(x) L.

4) Réduction au cas ol A vérifie, au voisinage de O, une propriété d'homomorphisme.
5) Passage a une rotation arbitraire sur G.

6) Etude de certaines fonctions définies sur G x G et vérifiant, au voisinage de O, une propriété de
bihomomorphisme.

7) Construction, dans une extension (G, xb x + ) de (G, Ty, d'une solution scalaire de 'équation
fonctionnelle.

8) Etude des relations liant H 2 la solution scalaire précédente. Ceci achévera la preuve de a).
9) Preuve de b).
10) Construction d'une "nil-translation”. Preuve de ¢).

11)Preuve de d) et e).

1) On peut supposer que H est solution de (E) avec la condition supplémentaire que les applications F;
sont a valeurs dans Ugq. Ceci est démontré dans [4], page 184.

2) On peut supposer que H est solution de (E) avec la condition supplémentaire que I'application
(t,x) B Fi(x) est mesurable sur G x G. Ceci est démontré dans [4], pages 184-186.

3) Notons ‘m,d(Lz(G)) l'ensemble des matrices (d,d) a coefficients dans L2(G), muni du produit scalaire
hilbertien

{MND =é fG tr(M(x) . N*(x)) dx.

Il existe une famille orthonormée UH(d) de TN, 4(L2(G)), formée de fonctions matricielles unitaires, et

un groupe dénombrable I = { “U U e UH(d) } de complexes de module 1 tels que :



(8)

[ si M est un élément non nul de TN, d(LZ(G)) vérifiant

M(x+0t) = LH(x).M(x).H(x)"lavec t € €
alors il existe U € U (d) et A e C tels que

(M=AUetl =4,

Ceci est démontré dans {4], pages 186-188.

4) et 5) On peut supposer que H est solution de (E) avec les conditions suppiémentaires suivantes :

.pourtout t€ G, F;esta valeurs dans Ug.

.pourtous t, s € G, il existe A(s,t) € Uj tel que

(9) Fg(x+1) . Fy(x) = As.t) . Fy(x+s) . Fg(x).

. la fonction A définie sur G x G vérifie ;

pourtous t,s € G, A(s,t) = Ats);

pourtout t€ G, lim A(s,)=1;
s— 0O

il existe un voisinage de O dans G, noté V,telque,si s€ Get t,t' € V, alors

A(st+0) = A(s,) . AGs,t).

Ceci est démoniré dans [4], pages 188-192.

6) Le lemme énoncé dans [4], page 192, est faux. Il est ici remplacé par le résultat suivant.

Lemme : Soient G un groupe compact abélien connexe, V un voisinage de O dans G et A
une applicationde V x V dans U1 telle que

(i) pourtous t,t,s€ V, si t+t' € V alors At+t,s) = A(ts) . A(L,s),

(i) pourtoust,s€ V, K(t,s)= X(ST),

(iii) pour tout t€ V, lim A(L,8) = 1.
s— 0

On a alors :

il existe un homomorphisme continu et surjectif 11 de G dans un tore T ™ de dimension
finie n, il existe une matrice antisymétrique récile M, d'ordre n, et il existe un voisinage V' de
O dans G tels que

KerIIC V'

.sit,se V',

10
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si TI(t) = (x1, x9,...., Xp) mod ZM avec xx € ] - %, 15],

si I1(s) = (y1, y2...., yp) mod ZM" avec yx € ] - % 15],

(10)  A(s,D) = exp (2T.(Y1, Y20 ¥r) - M. x [ X ).

Preuve du lemme :

Commengons par étudier le cas ol G est un tore.

Etude ducason G=Tn

Soit S € ] O,%{telque 1-8,+8™ mod Zn C V.

Notons U le voisinage ]-8, +8[" de O dans R™
On définit un U x U une fonction £(y,x) par £(y,x) = A(s,t) sis=ymod 2" ett=xmod 2"

Cette fonction £ vérifie, pour tout x,y et y' dans U,

si y+y € U,alors 2(y+y,x) = £(yx). 2(y'x),

Ayx) = 2yx),

et la fonction z € £(y,z) est continue en O.
On peut prolonger cette fonction a R"xR"en posant, pour tous x et y dans R",
som = 4G5 D]
m m
ol m est un entier choisi suffisamment grand pour que -r% et % soient dans U.
Cette définition a bien un sens grace 2 la propriété de bi-homomorphisme local de 2.

La fonction £ ainsi prolongée est antisymétrique et vérifie : pour tout x € R™, I'application £(..x)

est continue et est un homomorphisme de groupe de R" dans Ul' Les homomorphismes continus de
R" dans Ul sont bien connus :

pour tout x € R™ | il existe a € R" tel que

Ay x)=exp QilI< ya >).
Grice 2 l'antisymétrie de £ on obtient : pour tous y, x et x' dans R" ,

<y,ax> + <y,ax,> = <y,ax+x,> mod 2.

On en déduit que a est une fonction linéaire de x. En notant les éléments de IR~ comme des vecteurs

lignes, on arrive 4 : il existe une matrice réelle M d'ordre n telle que
[ax =M'x et Ay,)=expilly. M.5%).

Du fait que £ est antisymétrique, on déduit enfin que M I'est. Le résultat du lemme est ainsi établi
quand G = T" (avec I1=id).

Etude du cas général d'un groupe G compact, abélien et connexe.

11
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Nous allons nous ramener 2 la situation précédente par un passage au quotient. Il existe un sous-groupe
fermé G' de G telque G'C V ettel que G/ soit isomorphe au produit d'un groupe fini et d'un tore

de dimension finie. (cf. par exemple [3] théoreme 24.7). Pour t € V, notons p[ 1a restriction de A(.,t)

a G'. Les hypothéses du lemme entrainent que pt est un caractére de G'. De plus, pour tout s € G/,

ona

lim pt (s) = 1. Le groupe dual de G' étant discret, on en déduit qu'il existe un voisinage Vi de O
t—»0

dans G telque V; € V et,pourtout t€ Vi, pt = 1. Dans le groupe G',la partiec Vi N G est
un voisinage de O. On utilise a nouveau le théoréme sur 1a structure des groupes compacts abéliens pour
obtenir : il existe un sous groupe fermé G" de G' tel que G" C Vjet G'/gn est isomorphe au
produit d'un groupe fini et d'un tore de dimension finie. Du fait que les groupes duaux de G/ et G/gn
admettent chacun un nombre fini de générateurs, on déduit que le dual de G/~ admet un nombre fini de
générateurs, c'est a dire que G/(5» est isomorphe au produit d'un groupe fini et d'un tore de dimension
finie. De plus le groupe G étant supposé connexe, le groupe fini est trivial. Le groupe G/~ est
isomorphe 2 un tore T ™. Notons IT la projection de G sur T, induite par cet isomorphisme, et

notons W = I1(Vy). L'application IT est ouverte et W est donc un voisinage de O dans T".On

définit une application A de W x W dans Uy en posant A, ([1(s), I1(t)) = A(s,t), pour tous s et t
dans Vj.

En utilisant le fait que A est localement un bihomomorphisme et que,

sis € G"=KerIlet te Vy,alors A(s,t) = A(t,s) = 1, on vérifie que A est bien définie.

L'application Il étant continue, les hypothéses (i), (ii) et (iii) du lemme sont vérifiées par A . On

~

peut appliquer 3 A la premitre partie de la preuve, et on obtient exactement la conclusion du lemme.

7) On peut appliquer 2 la fonction A apparaissant dans (9) le lemme précédent. En utilisant (9) nous

allons démontrer que la matrice M figurant dans (10) est a coefficients dans é—.Z.

Fixons & >Otel que IT-1 (] -8, +8(" mod Z2m) C V.
Soit p€ N* tel que ;T< d.

Si i estunentierentre 1 et n, on fixe un élément t; de G tel que

I) =, ..., 0, -}1)- mod Z, O, ..., 0) , ol la composante non nulle apparait au i*™¢ rang.

Posons Fj (x) = Fp[i(x)‘l. Fiy(cp-1) 1) . Fi(x+ (p-2) 1).... B (x).
Un calcul simple, a partir de (9), conduit, pour tout s € G, a:
(13)  Fj (x+s) = As)’. Aptis) L. Fo(x) . Fi (0) . Fs(x)L.

Sideplusse€ V', dufaitque ptj € Ker I, on déduit que
K(pti,s) = 1.

Soit j un autre enticr entre 1 et n.

Un calcul simple, a partir de (13), conduit 4 :

12



~ p2 -~ ~ ~ -1
Fi ()= At ) . Fj®. Fi®. Fjxl
En considérant les déterminants des deux membres de cette €galité, on obtient
dp2
A =1

Si on note M = (mj;) pona X(ti,tj) = exp (2iT i’l-fmij). Ceci prouve que les coefficients de la

1i,j<

matrice M sont dans %Z.

Introduisons a présent quelques notations .

g Si X =(x1, X2, Xp) €8 Y =(y1,¥2:r ¥n) sont dans R, on pose
B(X,Y) = X.M. Y.

Onnote M=N-N,olt N est une matrice triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale, et
B'(X,Y) = X.N.tY.

Ainsi,ona B(X,Y) =B'X,Y) - B'(Y.X).

gSi X=(x],X2,., xp) estdans R", on pose

[X] = (p1, p2,-. P) OU D€ Z et X € - %—+ Pi, ;—+ pil-
g Onnote IT l'application de G dans ]- %— ;—]n définie par : pour tout x € G,
I1(x) = IT'(x)mod 2.

Ainsi on a, pourtous t et s dans V',

(14) A(ts) = exp in . BT'®), [T (s))).

g Enfin, si X et Y sontdans IR", on pose

(15) ‘PX(Y ) =exp (-:2iT (B'(X,Y) + B'(Y, [Y]) - B(X+Y, [X+Y]))).

Du fait que les coefficients de la forme bilinéaire B' sont dans %Zﬂ on déduit, par un calcul simple,

quesi Ze (d.2)", alors
¥, (Y+2) = ¥, (¥).

n

La fonction ‘PX est donc en fait définie sur (R/ 2

Un calcul simple permet également de vérifier que :

. n
si X,Yet Z sontdans R, alors

(16) ¥, (2+X) . ¥, (2) = exp QM. BK.Y)) . ¥ (Z+ V). ¥ (D)

Construction du groupe G

Notons I la projection canonique de (IR/ dZ)n sur (IR/Z "
Considérons le groupe compact abélien

13
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n
G,=((x1.x) € Gx (IR/dZ) lH(xl)— Hz(xz)}'
Notons P le point de (IR/ dZ)n tel que 3 = IT'(0t) mod (d.2™)
Considérons le sous-groupe fermé G de G2 engendré par (Q., [3).
Notons pi et pp les projections de G sur, respectivement, G et (R/ dZ)n .

Le diagramme suivant commute

~ P1
G » G

\/
<R/d2>"-—i—><lR I2)"
La wanslation par o= (OL,B) est une transformation ergodique de G.
Nous allons a présent "remonter” 1'équation (16) dans G.
Si (x1,x2) et (t1, t2) sont dans é on pose :
(xl, x2) =¥

).

f
(i) ™

Notons V'2 I'image, par la projection canonique de R" sur R/ dZ)n’ du cube
1 1n
] 7 2] .

' . n
V,, estun voisinage de O dans (IR/dZ) etona:

. ~ ' , n
si (xl,xz)e G avec X, € Vv, alors xz—n(xl) mod (d.2").

De (16) on déduit & présent que : si s = (Sl’ 52) et t= (Ll, l2) sont dans G avec s, et t2 dans V'2 s

alors

fs(x+t) . f[(x) = exp2it.B(IT' o pl(t) o pl(s))) . ft(x+s) . fs(x).

En particulier, puisque P a éé choisi dans V;_, on a, pour tout t = (tl, t2) dans G tel quet, € V'2,

(17) f_ (x+1).f(x)=exp (2iN.B 1), TT'ow)). f(X+& ). f o (x).
o t 1 t &

14
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8) On fixe de nouveau un nombre & dans ] O,%[ tel que

I1-11-8, +8[" mod Zm C V.

Soit j un entier positif tel que ;—H'(OL) e 1-8, +8(".
Soit € un élémentde G tel que IT'(€) = }TH'(OL).
Puisque TT'(g) < 217 ona IT'Ge) = j. IT'(e).

On en déduit que O-j€ € Ker I, etdonc a-jee V'

Si X € G, on pose

(18) H(c)=F, _ (x,+j€) . (x [#(-D8) . F(x +(-D))... F (x)).

1
Un calcul simple, a partir de (9), permet d'établir que, pour tout L€ v,

H(x+t). Ftl(xl) = A(o-jE, t)- (A(e, [1))j_ F[(x1+OL). H'(xl).
De (14) on déduit que
Aosje, 1) . (M, tl))j = exp Qi BAT(@) , TT',))).

Posons, pour x = (x,x.)€ G, HKX)=f_ (x).H(x).
1" 2 a 1
Griace a (17), on peut affirmer 2 présent que, pour tout t € (V' x V'2) naG

Hx+t) . (00 . fi(x)) = (ft(x+&) . ﬁt(x+&)) Heo
a Fx=F ().
t [1

Nous constatons que H satisfait a I'équation fonctionnelle (E') sur le systeme dynamique( G, T ).
a

Nous pouvons appliquer le corollaire énoncé dans le ITI-3. Il existe une matrice diagonale unitaire D et

une application mesurable A de G dans U 4 telles que

H(x) = A(x+0). D. A(x)L.
Autrement dit, H'(pl(x))=f(x).A(x+&).D. Ayl ou f= T_.
(04
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16
Un calcul simple, & partir de (E) et de (18), permet d'établir que

H(x +00) . H(x,) = la_ja.(xs)i  H(x +00. Hx).

Diod, en posant f1=A, - 8.(}\8)5 et M(x,) = H'(xl)‘1 (HR),
(19) M(x +00) = |4 H(x)) . M(x)) . H(x 1)-1.

Finalement, on a : pour presque tout x = (x T xz) dans G ,

(20) H(x ) = fx). AGx+Q) . D. AL M(x )

ou f=f_ et M vérifie (19).

R

Ceci acheve la preuve de a).
9) On a, d'apres (19), M(x+0) = H.H(x). M(x). H(x)L.

On en déduit que det M(x+00) = |19, det M(x). ‘ :
De plus on sait que Idet Ml = 1.

Il existe donc un caractére Yde G et une constante & de module 1 tels que det M(x) = d.Y(x) et

pd = ().
Ona Md(x+) = Y(00). H(x) . Md(x). H(x)"L.
D'o Y(x+00) MI(x+0t) = H(x) . (Y(x) MI(x)) . H(x)L.

Puisque H est supposée irréductible, on peut en déduire, d'apres II-2 (iii), que ?.Md est une matrice

scalaire constante S.

Ceci achéve la preuve de b).

10) On commence par écarter le cas trivial odi la forme bilinéaire B' est nulle. En effet, dans ce cas, la

fonction f apparaissant dans (20) est constante égale a 1.
. . ik AL n+l
On considére 1a loi de groupe, notée *, définie sur R~ par

LX) * (YY) = (X+Y, X+Y-B' (X,Y)) ot X,Ye R"et X, Y € R.

16



17
N= (IRIH'1 ,¥) est un groupe nilpotent, connexe et simplement connexe, d'ordre 2. Son groupe dérivé
N' est {(OX)IX' e R}.

La forme bilinéaire B' étant 2 coefficients dans % 2, ((d.Z)erl ,*) est un sous-groupe de N. On note
I" ce sous-groupe discret. Le quotient N/T est bien siir compact. Le groupe compact abélien N/ Ny est

(R/4 2)". L'homomorphisme surjectif p, de G sur N/ N est défini dans 7).
Onnote a I'élément (I1'(xx),0) de N.

Onabien p, (©) = B = IT'(ct) mod ((d.2)") = a. TN".

On considére la fonction b de IR’.n+1 dans U ! définie par

b(X,X") = exp(-2int (X' + B'(X, [X1))).

Si (KK)e IMcestadiresi Ke (d.2)" et Ke dZ,ona:
b((X.X) * (K.K) = exp (-2iT (X'+K-B'(X.K) + B'(X+K, [X+K])))

= exp (2iT (X+B'(X, [X]),
car [X+K] = [X] + Ket K + B'(K, [X] + K) est entier.

La fonction b est donc en fait définie sur le quotient N/T.

Soit V=XX)€e€ N. -

Ona b(@*Vv). b(v) = bIT'() + X, X' - B (IT'(0),X)) . b(X,X) =
expin(B'dT'(00),X) - B'(IT'(0) + X, [(TT'(c) + XI) + B'(X,[X])).

D'aprés (15), on a donc :

b(@*V).b(v) = @n, W™= 2.(?) si

Xxe Get pZ(I) =X mod (d2)") = v. TN".

Puisque f=f_, on a démontré le résultat c).

11) Reprenons les conclusions de a). Du fait que

Hp(x)) . M(p()) ! = f(X) . A(x + o). D. A(x)L,

17



on déduit que
@AM YD pE)) = (9X) . AKX +d &) . DY AL,

*
o, pour k€ N

M D

Un calcul simple, 2 partir de (19), permet d'établir que

kk-1)

2
AEMHYP =n  HP®. M*x)

On obtient ainsi

d(d-1)

(x) = (HMD(x+k-1)00) . (HMD)(x+(k-2)ct)...(HM D).

HOpm=u . 7). Ada) . DLAGK) M (p(x))

= V(). fDX) . A(X+d @) . E. AX)L.

d(d-1)

2 d
odE=p .S.D%

Ceci acheve la preuve de d).

Soit m =kd un multiple de d.

Si on remplace ’Yk par 7 et Sk par S, on déduit de (3) que
M™M(x) = Y(x).S et 1™ =Y(Q).

Sion remplace a™ par a, on déduit de (4) que
p,mo)=a.TN.

Si de plus on remplace f par f™M)et E par EX, on déduit de (6) que
HM (p(x)) =Y (p(x)) . f(x) . A(X + m0) . E. A(x)'L.

Ceci achéve la preuve de e).

18



IV LE THEOREME DE CONVERGENCE

Dans un premier paragraphe, nous rappelons des résultats figurant dans [1] (pages 161-171) et nous en déduisons que la
démonstration du théoréme se réduit & la preuve de l'assertion notée (6"), qui remplace l'assertion (6) de [1] (page 161). Le
second paragraphe est consacré a la preuve de (6") ; on y utilise la résolution de I'équation fonctionnelle précédemment
présentée.

IV-1 Une mesure produit conditionnelle

Soit (X, €, W, T) un systtme dynamique probabilisé régulier totalement ergodique. Notons U3 Ia plus petite sous-tribu de

QU rendant mesurables les fonctions propres pour I'action de T sur Lz(u, Q). On note {ei |12 O} une base orthonormée

de Lz(u, 1) formée d'éléments propres pour T et formant un groupe multiplicatif. L'étude de la convergence de
moyennes du type

N-1

-1—2 foT". go Tzn,
Ni=0

menée dans [1], permet d'affirmer qu'il existe une mesure de probabilité Vv sur X x X x X vérifiant :

® pour tous f, g et h fonctions mesurables et bornées sur (X,Q),

N-1
VER® g ®h)= lim 1'11' ZJ £(x) . g(T™0). h(T>"x) diL(x)
-0

N— 4o0 n=

® pour tous f,g et h fonctions mesurables et de carré intégrable sur (X,C,L), la fonction (f @ g Qh) est

V-intégrable et on a

VE® g ®h) = E <f,ei> . <g,ei2 > . <h,e'i1>.

i20
L'importance de cette mesure V apparait dans la proposition suivante :

Proposition 1. Si f, g et h sont des fonctions mesurables et bornées sur (X, Cl) et si la fonction (f @ g &h)
est orthogonale, dans LZ(V), au sous espace des fonctions T x T2 X '1"3 - invariantes, alors la suite

N-1
(1) 2D foTgoT ™ hoT"
N &

converge vers O dans Ll(u).

Nous ne reviendrons pas sur la preuve de cette proposition qui constitue le paragraphe V.3 de [1] (pages 171-172). Ii faut

donc étudier I'espace des fonctions T x T2 X ’[s-invariames modulo V. Pour cela on utilise la notion de B-module
dévelomppée dans ([1]. I). Nous devons également donner une nouvelle définition.

Le systeme (X, B, L, T) est un systeme dynamique 2 spectre discret et est isomorphe 2 une translation sur un groupe
compact abélien (G, T OL). De plus la connexité de G est équivalente 2 la totale ergodicité du systéme initial. En reprenant
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[1I-1, cet isomorphisme permet de donner un sens A la condition "H satisfait '€quation fonctionnelle (E)" quand H estune
application B-mesurable de X dans U &

Définition : Un (T3, T)-module irréductible V, de T -dimension finie, sera dit de type (E) si il existe une W -base

orthonormée (e L Sy e d) de V et une matrice 13-mesurable H telles que

2
cloT e1
eon _H e2
edoT ed

et H satisfait 'équation fonctionnelle (E).

Remarque : Grice 2 la résolution de I'équation fonctionnelle (cf. I1I), on peut montrer que les (B, T)-modules de type (E)

sont liés aux facteurs de (X, €, W, T) dont une puissance est conjuguée a un facteur d'une "extension d'une nil-translation

par un caractere”. Ce point ne sera pas développé dans la suite.
Nous pouvons a présent énoncer la

.. 2 . . .
Proposition 2 : Dans L™(V), le sous-espace des fonctions T x '[2 X T3-mvanantes est contenu dans le sous-espace

engendré par les fonctions de la forme f & ¢ & hol

f est dans un (B,T)-module de type (E),
g est dans un (B,Tz)-module de type (E), -
h est dans un (B,TB)-module de type (E).

La preuve de cette proposition figure dans ([1], V.2). Elle peut se décomposer en trois étapes que nous rappelons ici.

2 . . .
Etape 1 : Dans L™ (V), le sous-espace des fonctions T x '1"2 X T3-mvanames est contenu dans le sous-espace engendré par

les fonctions f & g & hot

f est dans (U3, T) module de 03 -dimension finie,
g est dans (13,T) module de Etape 1 : Dans LZ(V), le sous-espace des fonctions T x T2 X T3-invariantes est contenu

dans le sous-espace engendré par les fonctions f & g & hou
f est dans (03 ,T) module de 03 -dimension finie,

g est dans (T3 ,'IZ) module de T3-dimension finic
h est dans (@,1'3) module de 03 -dimension finie.

20
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(Ce résultat, qui est une conséquence du caractére "mesure produit conditionnelle” de v, se déduit du théoréme 3 de [1]

(page 152)).

Etape 2 (lemme 1 [1] page 164). Soient f, g et h trois fonctions mesurables et bornées sur (X,&). Supposons que, dans

L2(v), f® g & hn'est pas orthogonal au sous-espace des T x T2 X Ts-invariams. On a alors : pour toute suite croissante

d'entiers (nk)k 50’ ilexiste u,v et w fonctions continues sur X telles que

n
limsup sup I<T Kfu, e.>| > 0,
k— +oo i20 !

limsup sup |<T kgv e>l> 0,
k— +oo i20

limsup sup |<T khu e>|> 0.
k— +o0 i20

tape 3 Soient V un (83 ,T)-module irréductible dans L2(V) et soit (‘81,13

Supposons que, pour toute suite croissante d'entiers (nk)k> o

- 0 ) une T3-base orthonormée de V.

il existe une fonction u continue sur X telle que

. oy
limsup sup |<T O .u,e>| > 0.
k— +o0 i20 b

Alors V est un T3-module de type (E).

(La preuve de cette affirmation est incluse dans la preuve du lemme 2 de [1], page 166).

Conséquence des propositions précédentes.

On déduit des propositions 1 et 2 le résultat suivant :

(5") |si f,g et h sontdans L*(W) et si

(f est orthogonal 4 tout (T3, T) - module de type (E) ou g est orthogonal a tout (¥3,T2)-module de type (E) ou h
est orthogonal a tout (T3, T3)-module de type (E))

alors la suite
N-
%z oT™ hoT ™

converge vers O dans LI().

Notons & le sous-espace fermé de Lz(u) X Lz(u) X Lz(p) engendré par la réunion des V L X V2 X V3, ol Vk est un

('(B-Tk)-modulc de type (E) (k =1, 2, 3). Le théortme sera démontré quand nous aurons €tabli la convergence des moyennes

(1) pour
(f, g, h) e & n L=(W) x L=(1) x L=(W).
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Nous allons démontrer que, dans ce cas, les moyennes (1) convergent [L-presque partout (ce qui entrainera la convergence

dans Ll(u)). Gréce 2 la trilinéarité des expressions considérées et 4 une inégalité maximale ([1], lemme 3, p. 173), il suffit

de démontrer le résultat suivant.

(6n) |Soient, pour k=1,2et3, V, un (B, T%)-module de type (E).

(8,8 gdz) une 03 -base orthonormée de v,

(h 1,h h 4 ) une T -base orthonormée de V3.
3

gy

Soient ¢ r 4 5 et <P3 trois fonctions T3 -mesurables bornées sur X.

Soient f=m1.131,g=cp2.g1,h =@, .h.

Alors la suite des moyennes (1) converge presque partout.

Remarquons que la preuve de (6") qui va suivre peut s'appliquer 2 une situation plus générale : on peut remplacer, dans
I'énoncé de (6"), les transformations T, ’I’2 et T3 par trois transformations qui préservent la mesure sur (X, &, [t) et qui

commutent.

Remarquons également qu'un résultat du méme type peut étre énoncé pour toute famille finie de transformations.

C'est pour démontrer (6") que nous utiliserons le théoréme ergodique sur les nil-translations présenté dans II.

IV - 2 Fin de la preuve de la convergence de (1) : preuve de (6™)

Reprenons les notations de I'énoncé de (6")

ge! g1 hy

) g2 hy
Notons Fi= ) Fa=| . et F3 =

ﬂd gd2 hd

pour tout k € {1,2, 3}, on considere une fonction matricielle

k
Hy = (hij)lsi,jsdk

T -mesurable, a valeurs dans U 4 irréductible et telle que Fk oTk= Hk . Fk'

k

Pour tout n € N, notons

H1(<n) ) = Hk(Tk(n-l)x). Hk(Tk(n-2)x) ...... H (x)

(n) _ k,n
et H' = )lsi.jsdk'
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Ona

d
B0 = D 0y 760 . D00,

i=1

En posant f=<pl.191, g=¢%,.g et h=¢ .h, ona

M-1
L fon.gosz.hoT3m=
Mm=0
M-1
d & d
1 m 2m 3m lm 2,m  3.m . o
> g, 2 i E ¢ 0T™ .6 oTM o 0T™. h) SR ERE Y’ - Oi.gih p.
1=1 j=1 21 =
m=

Pour démontrer (6™) il nous faut donc prouver que

(21) la suite

M-1 3
m 2m 3m 1,m 2m m
chloT .cpon .<p3oT SRy h1 I,E

m=0

L
M
est p.p. convergente.,

Cette expression ne fait intervenir que des fonctions T3-mesurables. Le systéme dynamique probabilisé (X, B, K, T), qui

est a spectre discret, est isomorphe 2 une translation (G, x B x + &) sur un groupe compact abélien G, connexe et 4 base

dénombrable. On peut transférer toutes les expressions étudiées sur ce nouveau systéme. Sans changer les notations, nous

considérerons dorénavant que les fonctions tpk et Hk sont définies sur G etque T(x) =x+ Q.

Par hypothe¢se, chaque fonction Hk est solution de I'équation fonctionnelle (E) (pour la translation x P x + kO de

G). Fixons un entier d, multiple commun de d v d2 et d3 et appliquons le théoréme et le corollaire démontrés dans I11.

Conséquences de "résolution d'une équation fonctionnelle”

Pourk=1,20u3,0ona:
il existe une matrice unitaire diagonale Eg dans Udk ,
il existe un groupe compact abélien Gk’

il existe un homomorphisme surjectif Py de G  sur G,

~

il existe Ock dans Gk'
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il existe une application mesurable Ak de Gk dans Udk,

il existe un caractére Yk de G,telsque:

. pk(OLk) = k.0

. pour presque tout x dans Gk’

(22 H 0,00 =, (0 ()£ 09 . A (xrder) B, . A (0L,

ol fk est une application mesurable de Gk dans U1 vérifiant :

il existe un groupe nilpotent Ny de dimension finie, connexe, simplement connexe et d'ordre 2, dont on note Nk le sous-

groupe dérivé,

il existe un sous-groupe discret 'y de Ny tel que le quotient Nk/r soit compact,
k

il existe un élément ag de N,

il existe un homomorphisme surjectif Py x de Gk sur le groupe compact abélien Nk/r N
, k'k

il existe une application mesurable by de Nk/r dans U X tels que :
k
. pz.k(dak) =a . I'c N,.

.5l x €& Gk’ Ve Nget pz’k(x) =v. Ik N,. alors

fk(x) =bx (a V. T . (v .

Construction de produits fibrés

Posons G = {(x1, x2, x3) € Gy x G2 x G3 Ip1(x1) = pa(x2) = p3(x3)] .

~ ~

G est un groupe compact ab¢lien et I'application p de G dans G définie par p(x;, X2, X3) = p1(x1) est un

homomorphisme surjectif.
Posons
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N={(V}, V. V3) € Ny x N x N3 1 (V1. Ny, V2 TN, v3.F3N3 YE (pz,1 ® Py & P, ) (G)).

t "

N est un sous-groupe fermé de N, x N, x N, et il contient le sz F3 = G. On fixe a; eta, dans N,. a,eta, dans

" 1

N, et a3 etag dans N, tels que B1= (a1, 2, 3;)€ N,

B2=(al,ag, a3)e N et B3=(al,az,a3)€ N.

Pour démontrer (21) nous allons établir successivement quatre lemmes.

.Lemme 1: Soient ¢y, ¢ et ¢3 trois fonctions mesurables et bornées sur N/I-. Pour presque tout V dans N,ona:

pour tous zj etzp € Uy, la suite

m(m-1)

M-1
1 m m m
MEOZT. 2, 2 (B, VD). (B, v.T) . (B vD)

est convergente.

.Lemme 2 : Pour presque tout x = (xl, X.,X.ydans G ,ona:
2

2

pour tous zj etzy € Uy, la suite

M-1 m(m-1)

2

1
i Z,OZT z, . tﬁm)(xl) . fém)(Xz) fém)(x3)

est convergente.

(m)
fk

(si x € Ek . on note (x10) = fielxi + (M-1) A0 . fielxye + (m-2) Q... Fe(x).

Lemme 3 : Soient @ X P, et Lp3 des fonctions mesurables et bornées définies respectivement sur

~ ~

G1 , G2 et G3. Soit €€ Ul' Pour presque tout x = (xl,xz,x3) dans G, la suite

L M 3 m(m-1)
Mz £ Htpk(xk+mdock).yk(p(x))m.yk(oc) z .t{km)(xk)
m=0 k=1

est convergente.
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Lemme 4 : Soient ¢ P Pyt @ des fonctions mesurables et bornées sur G. Soient, pour k =1, 2 et 3, des

i i i enme 1 et d .
entiers i et j e «

Pour presque tout x dans G, la suite

M-1
1 1,dm 2,dm 3,dm
-— E ¢ (x+mdQ). 472(X+2md0£) L@ (x+3mdot).hi 5 (). hy (x).hi ; X
M < 1 3 1”1 22 373
m=

est convergente.

Preuve du lemme 1

Posons L=NxNxN, a = (Bl’ BZ’B3) et D=1 xT xT. On peut appliquer le théoréme énoncé dans II, au

-~

groupe nilpotent L, muni du sous-groupe discret D et du point a. Si € Sy et Cs sont des fonctions continues sur

N/[~on en déduit, en posant g = ¢, ®c ®c A =(V,V.V), que pour tout V dans N, pour tous z, etz, dans
L 2

U X 1a suite

m(m-1)

1 M1 m 2 ~ m ~ m ~ m
— z z,.2, . cl(Bl v.). 02({32 v.[). c3(133 v.I') est convergente.
M m=0

I1 faut montrer que, quitte a remplacer "pour tout V dans N" par “pour presque tout V dans N", cette propriété de

convergence cst encore vérifiée pour des fonctions ¢C,etey mesurables et bornées. Ceci se fait en utilisant le principe
“ J

suivant :

soit Y un espace compact, muni d'une probabilité P et d'une transformation S préservant P ; soit {2 un ensemble de

suites de points du disque unité de T ; on suppose que, pour toute fonction continue ¢ sur Y,

(23) pour P-presque tout y, pour tout = (Con)n> o dans €2, la suite

}=

1 n
M - Ct)n .c(Sy)

g

T

converge ;

on a alors : la méme propri¢té de convergence (23) est satisfaite par toutes les fonctions ¢ intégrables sur (Y,P).

Ce principe se vérifie de la fagon suivante :

M-1

Pyl sup L2‘(1).C(Sny) >gp <
M>0 | M n
we Q m=0
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M-1

P<y!l sup 1—\14— lc (Sn(y))l >gp <

L f,lcrdp
M>0 =0 I3

d'aprés I'inégalité maximale ergodique ; on en déduit que I'ensemble des fonctions ¢ vérifiant (23) est fermé dans Ll(P),

ce qui établit le principe.

Pour prouver le lemme 1 et passer d'un triplet (¢ p €y C 3) de fonctions continues 2 un triplet (c Sy € ) de fonctions

2’ 2’73

mesurables bornées, on utilise ois fois consécutivement le principe précédent.

. C.),

On transmet ainsi la propriété de convergence de (¢ p © 27 €y

e c3) a (cl, P c3) (en fixant ¢

~

puis de (Cl’ c

,c,) a(c,c

5 €3 . 2,c3) {en fixant clet 03),

C

enfin de (cl, c,, 3 (en fixant ¢

) a(cl,cz, < letcz).

Le lemme 1 est démonué.

Preuve du lemme 2

Notons K limage de G par la projection P, 1® P,y X P, 5 ; ainsi K estun sous-groupe fermé du groupe compact

abélien

' ' ‘r' Ci=1"
{(vl.TINl,VZ.FENZ,v3.1‘31\3) V. Ni,x— 1,2.3)
Notons p' la projection de N/F sur K.

Notons comme précédemment P la probabilité de Haar sur 'espace homogeéne N/F' Notons enfin P la probabilité de

Haar sur  G. Les images de P par p' etde P par (p2 1 ® Py, b3 P, 3) coincident avec la probabilité de Haar sur
K. On en déduit en particulicr la remarque suivante : si C est une partie de K telle que P((p’)-l(C)) =1 alors

P, ®p,,8p,) =1

Soient X = (x,X,, X,) € Get V= V>V, V;) € N tels que (p2’1 X Pyy ® p2’3) (x) = p(v.I), clest a dire

p2,k(xk) =V, Fk N, pour k=1,2ct3.

Ona f (x)=b (a vk.rk) . bk(kak?
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De plus, si j€ N, p, (x +jdoy) = aJka TN

m) m
et donc ff( (xk)=bk(ak Vk.rk). bk(vk.r k) ,pourtout m € N.

Si on définit des fonctions ¢ S etc, sur N/F par

3

ck((VI,VZ,VS).I‘)=b (v..I')), ona

kKW kK

) =c B VD). vD) .

D'ou

1 M-1 m(m-l)

i 2 Z). 2, 2 f(lm)(xl) ) tém)(xz) fgm)(x3) =
m=0

{ M-1 m(m-1)
m m m
G2zt B VD) e(By D) - cs(By VD) x (VD). ¢(v.T). es(v.T.
m=0

Dapres le lemme 1, pour presque tout V dans N, cette dernierc suile converge pour ous z L &2, dans Ul'

~

Grice 2 la remarque faite au début de la preuve du lemme 2, on en déduit que, pour presque tout (xl, X x3) dans G, cette

suite converge pour tous z { et z, dans U . Ceci est la conclusion du lemme 2.

Preuve du lemme 3 :

Xy x3) e Getsi ¢ < 492 et ¢ sont des fonctions mesurables définies respectivement sur G, G, et

Six= (xl, 3 | 5

~

G3, notons

M-1
3 m(m-1)
‘Tﬂ,(M,cpl,wz,%)(x):ﬁ E e™ kI:Il.cpk(xk+mdak).yk(p(x))m.yk(a) 2 £ (x).
m=0

~

sont des caractéres de, respectivement, Gl’ G.et G, ,ona:

Slq’l,‘PZ,CP3 ) 3

m(m-1)
‘

M-1
T (M, @1,05,07)(X)= 1—\24—2_022“-22 2 AP0 05 (p(x) |
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ol z = €% (dOL). ®,(d0,). 0, (d0L,) . Y, (P Y,(P(X)) - Y, (X)),
z,= yl(oc) . 72(20,). 73(306) et z=¢ 1(X1) . cpz(xz) . <p3(x3).

Grice au lemme 2, on sait que pour presque tout x dans G, cette suite est convergente.

-~ ~

On en déduit que si ¢ e P 2 P 5 Sont des combinaisons linéaires de caractéres de, respectivement, G X G 5 € G3,

alors la suite (TIL(M, @ v © T ¢ 3))M>0 converge presque partout.

Le passage a des fonctions mesurables et bornées quelconques ¢ v ¢, , ¢, sefait grice a des inégalités maximales ; le

2773

principe est exactement le méme que celui utilisé dans la preuve du” lemme 1.

Preuve du lemme 4

De (22) on déduit que, si k€ {1,2,3} et me N, on a, pour presque tout x = (Xl’ X, x3) dans G,

m(m-1)

H™ oo =7, 0e0™ 1 koo, 2 AT ). A (x +mde ). By A ()

k
a. .

Si on note Ak = LJ)lsi,dek
el O
et E = € . onasi (je (1.d 1%
k . k
0 e -
dy
d
m(m-1) k K *
k,dm _, m 2 m) m
by o)™ Y ko) L E (xk).zai 2 Hmdc) ey .0 g (5).
2=t

Soient ¢ T 4 5 et <p3 des fonctions mesurables et bornées sur G.

Soient, pour k=1, 2 et 3, des entiers i, et jk entre 1 et dk'

k

~

Si x€ G etsix=p (x),l'expression

M-1
~ 1 1,dm 2,dm 3,dm o
M. (x)=— @ (x+mdQ).¢ (x+2mdQ) .« _(x+3mdQ) . h; i (x).hj ; (x).hi; (x) s‘écritcomme une
M M ~ 1 2 3 1”1 272 33

somme d'expressions du méme type que celle étudiée dans le lemme précédent.
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On en déduit que la suite (‘]TL,M)M> o converge presque partout sur G . Du fait que TIL M(x ) ne dépend que de p(x) etdu

fait que I'image par p de la probabilité de Haar de G est la probabilité de Haar de G, on déduit la conclusion du lemme 4.

Fin de la preuve du théoréme

Si ke {123},te N et (i) E[l,dk]z, on a
dk
k,md‘f'[ k’md k,[
(24) hi,j x)= E h P2 ). h,EJ (x+ mdkQt).
A=

Soient @ X ® » et ¢ 3 des fonctions mesurables et bornées sur G et, pour k=1, 2et 3, soient i _et jk deux entiers

k
entre 1 et dk'
Ona
Md-1
1 o Pmo AmoL 1,m h2,m h3,m
i cpl(x+m ).‘-Pz(x+ m ).¢3(x+ m ).hl“Jl (x). i, (x). i, x) =
m=0
d-1
M-1
1 1 1,md+t 2,md+t 3,md+t
= = 7 @ (x+(md+t)o.p_(x+2(md+t)a)).«p_ (x+3(md+1)00).by ; x)hi; b ® . b
d M 1 2 3 1 2% 33
m=0
=0

Grace 2 (23) cette derni€re expression peut s'écrire comme une somme finie d'expression du méme type que celle

étudiée dans le lemme 4.

On en déduit que la suite

Md-1
1 I.m 2,m 3.m
T ¢ (x+m0).p,(x+2mQ).®_(x+3mor).hy ; (x).h; i (b 5 (x)
Md ~ 1 2 3 1™ 22 33 M>0

converge pour presque tout x dans G.

Ceci suffit bien siir pour prouver que la suite

20
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M-1
1 1,m 2,m 3,m
— ¢ (x+m0).¢p (x+2ma).¢, (x+3ma).h; ; (x).hi i .(x).hi ; (x)
M o 1 2 3 1™ 272 373 M>0

converge pour presque tout x dans G.

L'affirmation (21) est établie, ce qui achéve la démonstration.
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