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MARCHE ALEATOIRE SUR LE SEMI-GROUPE DES
CONTRACTIONS DE RY.
CAS DE LA MARCHE ALEATOIRE SUR R AVEC

CHOC ELASTIQUE EN ZERO

J.P. LEGUESDRON

Résumé : Soit S le semi-groupe (pour la composition des apptications)
des fonctions lyschitziennes de R dont Te coefficient de Lipschitz est
inférieur ou égal a 1. Soit y une mesure de probabilité sur les boréliens de
S. On étudie, pour tout x de RY 1a chaine de Markov [>(n ;noe 0) sur R
deéfinie par:

| X () =

X{X)=Y o.0Y (X), nx1
n n 1

ou {Yn ; N > 1) désigne une suite de v.a. indépendantes, de loi p, a valeurs
dans S, définie sur un espace de probabilités (Q,F, P).
Pour cela on s'intéresse a la convergence presque-slre du

processus {Y, o ...an(x) ;N> 1), pour X € re

1
Les résultats obtenus sont ensuite appliqués a la marche atéatoire

sur {R+ avec choc élastique en zéro.

Mots-clés : Chaines de Markov - Comportement asymptotique
Marche aléatoire - Mesure invariante
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INTRODUCTION

Soit { Yn ; n > 0 ] une suite de v.a. réelles définies sur un espace de
probabilité (Q, & ,P), indépendantes et de méme loi p. On étudie 1a chaine
{ X2 0] définie par :

{Xo =X20
Xn=[Xn_1 —Ynl, np i
{Xn ; N » 0] est une chaine de Markov homogéne sur IR+, partant de x de

probabilité de transition P définie par : pour toute fonction borélienne
bornée f,

PI00= J %0y D utay).

Le principal probléme lorsqu'on étudie une chaine de Markov consiste
2 sle demander s'{l existe au moins une mesure de probabilité invariante
pour la chaine considérée : a ce titre W. FELLER, [3], introduit cette chaine
en montrant qu'il en existe bien une sous T'hypothése d'absolue continuité

de 1a loi y par rapport 3 1a mesure de Lebesgue sur IR+ et en supposant
0< E(i’l) < + oo, Le résultat Tut ensuite géné{*a'nsé par F.B. KNIGHT, [5], au

cas d'une loi ¢ quelconque portée par R,

Cette chaine a été étudié par MA. BOUDIBA, [1], [2], dans le cas ol 1a
loi p est portée par N. Cette étude est basée sur la détermination des
classes cycliques de la chaine et de leurs périodes, ce qui permet d'aboutir
a des vrésultats sur la récurrence.

En ce qui nous concerne, nous étudions 1a chaine pour une loi y portée

par R (et non plus portée par R+). Nous supposerons que p n'est pas

portée par un sous-groupe fermé de R isomorphe a Z (réseau)

auquel cas nous serions ramené a 1'étude faite par M.A. BOUDIBA.
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Dans une premiére étape nous serons amené a étendre le résultat de

F.B. KNIGHT au cas d'une 10i p portée par R.

Pour a € R, on définit la fonction fa en posant pour tout réel positif x
(%)= | x-a|. On peut alors écrire [Xn ;0 2 0] sous la forme :
§XO =xz0
Xn =f, o..0 fY‘(X)

Y

n
L'effet de contraction que possédent les fonctions fa, a € R, puisque

pour tous réels positifs x ety | fa(x) - fa(y) | €| x-yl, nous aménera a
étudier les processus [nn( ., X );n 2 1) définis de la maniére suivante :
no( . X)=x30
T[n( LX) = fY 0..0 fY (x)

1 n
en nous posant le probléme de T'existence d'une limite presque sire.

Le résultat principal est alors le suivant :

Supposons que la loi p ne soit pas portée par un réseau et

posséde un moment d'ordre 1 avec 0 < IR x p(dx) < +o0 . Alors 1a
chaine [)(n ; h » 0] posséde une unique mesure de probabilités v,

P-invariante et pour P-presque tout w € Q, 1a suite de fonctions

UY,(U) ©..0 rYn(u) (.) ; n > 1} converge uniformément sur tout

compact de R vers une fonction constante sur R. Autrement dit
il existe une v.a. réelle Z telle que pour tout réel x, 13 suite

[I’Y o..ofy (x) ; n 3 1] converge P-presque siirement vers Z.
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D'autre part:

Pour tout réel x,1a chaine [fY °o...0 fY (x) ; n 3 1] est récurrente
n 1

positive au sens de Harris [8].

Notons que dans le cas JIR x Y(dx) < 0O, il est facile de voir que 1a
chaine [Xn, n > 0] tend P-presque surement vers + eco  quand n tend
Vers + oo. Dans le cas IIR x p(dx) = O, que nous ne traiterons pas, il existe

des exemples donnant une mesure invariante v infinie.
Nous commencgons par traiter le probléme un peu plus général, dans

lequel on remplace 1a famille [fa, a € R) par des contractions guelconques

de R dans R% d > 1. Nous appliquerons ensuite les résultats obtenus au
Cas ci-dessus présenté. Pour cela nous utiliserons des techniques
introduites par Y. GUIVARCH et A. RAUGI , [4] , pour étudier le produit de
matrices aléatoires indépendantes .
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ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE SUR LE SEMI-GROUPE
DES CONTRACTIONS DE RY

1 - Introduction
| Considérons T'espace R®, d » 1, muni de la norme euclidienne que
nous noterons || . Il. On note C(le, IRd) I'espace des fonctions continues de IRd

dans R® C0 (le, IRd) I'espace des fonctions continues de R dans le,

tendant vers 0 a I'infini.

On appelleB={feC (le, Rd) T IlB < + oo} o, pour toute fonction f
de C(le, IRd), onaposé |l f IIB = Sup [ IOl 7 (1+ lellz), X € !Rd]. Il est facile
de vérifier que (B, Il . "B) est un espace de Banach. '

Si f est une fonction de C(ERd, !Rd) on introduit le coefficient de
Lipschitz de f:

m(f) = sup{llf(x)-f(y)lllllx—yll;x,yERd,xzy]
on appelle L= (f € C®RIRY 11| =11l +mif) <+ o0) Il est facile de

vérifier que (L, |. |L) est un espace de Banach.

On montre alors le résultat élémentaire suivant : (voir appendice)

Lemme (1.1) : Tout sous-ensemble borné de (L, | . IL) est relativement

compact dans (B, || . IlB).
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On considére 'ensemble S = {f € C (le, RY : m(f) < 1]. S est donc
I'ensemble des fonctions de C (IRd,IRd) dont le coefficient de Lipschitz est
inférieur ou égal a 1. S est un semf-groupe pour 1a loi de composition des
applications.

Pour toute fonction f de Sona:

11l < sup (N I+ Ix )/ (+x 1) s x e RY,

on majore le second membre par : (1/2) + [ f(0) f < + oo .
On en déduit que :
a)SctL
b) toute sous-famille Fde S tellequesup [l f(o)Il;f€F} <+ o0

est un sous-ensemble relativement compact de (B, If. I!B).

Soit p une mesure de probabilité sur les boréliens de S. On désigne

par { Yn ; 1 > 1] une suite de v.a. indépendantes, de loi p a valeurs dans S,

définies sur un espace de probabilités (Q, 5, P).

On se propose d'étudier pour tout X € le, 1a chaine {Xn ;N> 0)sur !Rd

définie par: )(0 =X

Xn = Yn 0..0 Yl(X)

{Xn ; > 0] est une chaine de Markov partant de x € IRd, dont le noyau de

transition P associé est défini, pour toute fonction borélienne bornée ¢
sur IRd, par:

Py (x) = js (F(x)) p(df),

[ Notons que pour tout x de !Rd , I'application qui & tout élément f de S

associe I'élément f(x) de le est mesurable car continue }.



Pour cela on s'intéresse au comportement des suites de v.a.

[Yl 0..0 Yn(x) ;0> 1], pour x parcourant re

On notera SU le sous semi-groupe fermé, au sens de 1a norme || . IIB

de S engendré par le support de y.

2 - Enoncés des résultats

Définition (1.1) On dit qu'une suite [fn ;n > 0] déléments de S est

contractante s'il existe un point u de RY tel que pour tout élément x de IRd

Ja suite [fn(x) ;N > 0] converge vers u.

On voit facilement (lemme (1.1)) que [fn , N > 0] est une suite
contractante si et seulement si 1a suite de fonctions {fn ; n > 0] converge

au sens de la norme Jl. IIB vers une fonction constante f.

Définition (1.2) Une mesure v sur RY est dite p-invariante si

V= Is £(v) p(an).

Nous avons le théoréme sufvant :
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Théoréme (1.1) : Supposons que
i) y posséde une mesure de probabilité v, p-invariante.

1) le semi-groupe Su contient une suite contractante
(En ; h 3 0}, convergeant vers la fonction constante égale a

ueE Rd.
Alors v est l'unique mesure de probabilité P-invariante.

I1 existe une v.a. Z de loi v telle que pour tout x élément de Su.u
1a suite (Yt ©...0 Yn(x) ; n 3> 1) converge P-presque sirement

-~ vers Z. Pour tout x é1ément de Rd , V( Su LX) = 1.

Qui admet le;

Corollaire (1.1) : pour tout x é1ément de Su.u,la chaine [Yn 0..0 Yl(x) ;ne 1]

est récurrente positive au sens de Harris [8].

Démonstration: soit A un borélien de RS D'aprés le théoréme de Birkhoff ,

pour v-presque tout x de R :(1/n) Z 1cken 1 A(Yk 0.0 Y1(x)) Pp.s. > WA);

v étant portée par Su.u .

Or pour tout x élément de S.u'“ la sulte [Yl 0..0 Yn(x) ; n>1} converge P-p.s.
vers lav.a. Z ; ce qui impligue ,pour tous x et y éléments de Su.u , 1a suite
(hY 0.0 Yo =Y 0.0 ()l n>1] converge P.ps. vers O.

Mais alors, pour tous x et y éléments de Su.u , 1a suite

{h YooY (x)- Y 0o Y.(y)ll; n>1] converge en loi vers 0, et donc en

probabilité.
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IT résulte , de la décroissance de cette suite ( les Yi , 1>1, sont des
contractions ) , que la suite [ |l Y 0.0 Yl(x) -Y 0.0 Y](y) l; nxt )

converge P-p.s. vers 0.

On en déduit alors , que pour tout xeSU.u :
P.p.s.
M2, 1,0 0u0¥ (x) =225 wa)
c'est a dire que si v(A) > 0, pour tout x élément de Su.u , 1a chaine

{ Yn 0.0 Yl(x) ; N>1] revient P-p.s une infinité de fois dans A ; ce qui

~démontre le corollaire.

Pour I'existence d'une mesure de probabilité y-invariante nous avons
le critére suivant :

Proposition (1.1) Sous I' hypothése : 11 existe unentier k > 1 tel que

i) sup ( IS 0 - £ 7 x-y |l uhean ; X,y € RY et x = yl=p< 1ol

uk désigne 1a k™™ convolée de y ,

i) Jo 110 I pdn) < +eo,

p possede une unique mesure de probabilité y-invariante, v et pour toute

fonction f € L on a | phf - \)(f)lL < Ct" ol 0< T <! et C une constante

positive.

Notons que les hypothéses du théoreme sont immédiatement

satisfaites si le semi-groupe SLJ contient une fonction f0 telle que pour

tous é1éments x et y de R® on ait Ilfo(x) - fo(y) l<6lix-yllavecO <6 < 1.
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En effet V'existence d'une suite contractante dans Su résulte du théoréme

du point fixe ; 'existence de 1a mesure invariante résulte quant a elle de la
proposition (1.1) : soient 'BL = BL(fO,(1~6)/2) ={feL:]| f-1, lL < (1-8) 7 2)

1a boule de L de centre f0 et de rayon (1-6) / 2, vet k un entier positif
quelconque non nul.

IS 0 = fC) I/ Hx-y Il v an < UK(S—BL) + [BLIIf(x)—f(y)ll/le—yll pk(df)
sur B, ona m(f)<(1-6)/2+m(f0)< (1+6) /7 2

on en deduit alors que pour tous é1éments x et y de Rona:
| s 11100 = 1y I 7 W x-y 1l p¥ean) < p(s-B) + 1B ) (1+6) / 2.
Puisque (1+86) /2 < 1 et pk (BL) > 0,ilrésulte que p< pk(S—BL) + uk(BL)

c'est-a-dire p < 1 et I'hypothése de la proposition (1.1) est donc satisfaite
pour tout entier k > 1.

Par conséquent, s'il existe dans SU une telle fonction fo, le théoréme

(1.1) s’applique.
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10

IX

DEMONSTRATIONS DES RESULTATS

Démonstration du théoréme (1.1): elle résultera de plusieurs lemmes.
Nous utiliserons notamment la théorie des martingales et un résuitat da a
A. RAUGI [7]

Nous commencons par la construction d'une martingale bornée.

Lemme (2.1) Soit v un élément de C0 (®%). Définissons pour tout élément f

de S la fonction hq) par hw(f ) = IRd P(f(x)) v(dx). Alors h@ est une fonction

p-harmonique a droite, bornée sur S.

Démonstration : en effet
IS hw(fog)u(dg) = IS ]R g 9 [(fog)(x)] V(dxdu(dg) = hw(f )

car v est P-invariante. De plus ¢ étant continue bornée sur le, hw est

bornée sur S.

Pour toute fonction ¢ de CO([Rd), on en déduit que la suite de v.a
{Mn( Y, .); n > 1) définie par M (p,.) = h‘} (¥ 0. oY )= VY oYlo...an) est
une martingale bornée relativement & la fiitration { o(Yl, ...,Yn) ;netl

Elle converge donc P-presque sirement vers une v.a réelle que 'on
notera ©(y, . ).

Dans tout ce qui suit , nous noterons f(v) la mesure image de v par 1a
fonction borélienne f.
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Lemme (2.2) Pour P-presque tout w € Q, 1a suite de mesures de probabilité

{Y'i(u) 0.0 Yn(w) (v) ; n » 1] converge étroitement vers une mesure de

probabilité O(w).

Démonstration : L'espace CO(le) muni de la topologie de la convergence

uniforme étant séparable, choisissons une suite [lpp, p > 0] partout dense
dans Co(le).

D'aprés ce qui précéde, pour tout p > 0, 11 existe un sous-ensemble

Qp de Q, de P-mesure 1 tel que pour tout W € Qp la suite [Mn(upp,w) inz i)
converge vers G(\pp,w). Posons Q' = ﬂp Qp. Pour tout w € ', et toutp 2 0
la suite [Mn( mp,u) ;N> 1) converge vers O( Lpp,w).

D'ou Ton déduit que pour tout w € Q' la suite de mesures de

probabilité [Y‘(w) 0..0 Yn(w) (v) ; n > 1} converge faiblement vers une

mesure positive 0(w). [ (*): En effet une suite de mesures de probabilité

[vn, nz1}sur R converge faiblement si et seulement sf la suite
{vn(upp) ; 1 > 1] converge pour toute suite dense { 93P > 0] dans CO(le) .

{1 reste donc a montrer que pour P-presque tout w, O(W) est une

probabilité. Puisque pour toute fonction ¢ de CO([Rd), la suite
{Y1 0 ...an (v) (p) ; n > 1) converge P-presque sirement vers O( . ) ( ¢), le

théoréme de la convergence dominée de Lebesgue entraine alors que l1a

suite { E [Y] o..0Y (V) (p)];n 2> 1) converge vers E [O (. ) ()], pour toute
fonction p de CO(IRU). Mais v étant P-invariante on a, pour toutn > 1,
E [Y‘ 0..0 Yn (V) () ] = v( ). 11 résulte alors que , pour toute fonction P de

CRY , E[0C.)(9)]=vg) doi E[OC.)(D]=v()=1.
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On a donc pour P-presque tout w € Q, ©(w) (1) = 1. 0n en conclut que, pour

P-presque tout w € Q, O(wW) est une mesure de probabilité.

Lemme (2.3) Pour tout entierr > 1 etpourP ¢ ur-presque tout
(W, E) € QxS, les suites de mesures de probabilité

[Y](w)o.,.an(w)(v) ;N> 1jet [Yl(w)o...o Yn(w)oa(v) ;> 1] converge

étrottement vers 1a méme limite ©(w).

Démonstration :nous reprenons 1a méthode utilisée dans ( [7],lemme (1.7) ).

Pour tout w € Q, notons nk(w) 'application définie de IRd dans le qui a tout
élément x associe I'élément Y‘(w) 0..0 Yk(w) (x).

En conservant les notations du iemme (2.1), nous avons : pour toute
fonction ye€ CO(IRG), tous entiersk 2 1,r > 1 et tout élément x € R°
2y.r NI 3.k
JoE [ty o) - h (1 V7T (dE) = J DGTARCHE Js ho (N (ar).
Pour tout entier n > r nous avons :

24,1
L e cn Js E L 08 - b m 07 TuT(E)

¥ r+k ¢ k
Loeren Usto anan - fon! rgan)

Z’O(k(r

)
2r hw Hm.

¥ ey ek 1 k
[ ne onw™¥an - [gn o gton

A

Par conséquent pour tout entierr > 1

2y, r
2,y JSEIO M aB) - (00 () < v oo
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La propriété de Beppo-Levi entraine alors que pour P @ ur—presque tout
2 -
@R EQxS 2\ (h(w)oB - n (K wH <+ co. On en déduit
alors que pour P @ ur—presque tout (W,E) €0 xS
h‘mk hw(nk(w)oﬁ) = Hmk hm(nk(w))
c'est-a-dire Hmk Y,(w) 0..0 Yk(w) o (V) (9) = O(y,w).

Par le méme argument énoncé précédemment ( voir (*) du lemme (2.2) ), le

lemme résulte de 1a séparabilité de 'espace Co(le).
Lemme (2.4) Pour P-presque tout w €0 lim Sup_ fl ﬂn(w) (0)fl < + oo,

onstration : Soit A = {w € Q: lim sup Il 7 (W) (o) I = + oo] et

supposons que P [A] > 0. Soit w € A Considérons une sous-suite d'indices -

{nk ; kK > 0] telle que 1a suite {nn (W) (0) ; k > 0] tende vers + oo dans R De
X .
l'inégalité || T (W) (O) Il < Xl + ||ﬂn(w) (x) ll, satisfaite pour tout n > 1 et

tout é1ément x de le, il résulte que 1a suite {Tln (W) (X); k> 0] tend
K

Vers + oo dans le.

Pour toute fonction y de CO(Rd), la suite [nn (v) () ; k > 0). converge
k

donc vers 0. Mais alors la suite de mesures de probabilité

{ H"k (v) ; k > 0] converge étroitement vers la mesure nulle de R® ce qQui

contredit le lemme (2.2). Par conséquent, A est un ensemble de P-mesure
nulle,
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Nous avons alors le

Corotlaire (2.1) Pour P-presque tout w € O 1a famille [nn(w) ;n> 1) est
un sous-ensemble borné de (L, |. IL) et donc relativement compact dans

®, I 1)

Démonstration : pour tout w € Q on a d'une part sup {m (nn(w)) n )¢l
et d'autre part sup { llnn(w)llB ;n> 1)< (1/72) + sup { Ilnn(u)(O)ll ;n> 1]

On déduit alors du lemme (2.4) que pour P-presque tout w € Q:

sup[lnn(w)lL;n>1]<+oo.

Proposition(2.1) Pour P-presque tout w € Q, O(w) est une mesure de Dirac

€2(0) et pour tout x élément de Su.u la suite de v.a [Yl 0..0 Yn(x) n>1)

converge P-presque sirement verslav.a Z.

Démonstration : d'aprés le lemme (2.3) il existe un sous-ensemble Q' c 0,

de P-mesure | et une suite [Ei, i > 0] dense dans SLl tels que : pour tout

W € Q' et tout i > O les suites de mesures de probabilité

{Y](w) 0..0Y (W) (V);nx>1)et {Y](w) 0..0Y (WoE (V);n> 1]

convergent étroitement vers 1a méme mesure de probabilité ©(w).
Soit w un é1ément de Q' fixé. D'aprés le corollaire (2.1), soit m(w)
une valeur d'adhérence dans B de 1a suite [ﬂn(w) ;ne 1)
On en déduit alors que pour tout 1 > Oon a:
T(W)(Vv) = (W) o Ei(v) = O(W).
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I résulte du passage a la fermeture que pour tout element £ de SU ona:

TWIV) = (W) o E(V) = O(W).
Considérons maintenant une suite contractante [En ;N> 0) de ‘5U et

notons f sa limite au sens de la norme || . ll, ou f est définie pour tout

B
élément x de IRd par f(x)=ue le.

Notons que pour tout x € le, '5LJ . x est fermé ,(i.e -S_l;-x-z Su 9]
En effet soit y = Hmt X ou {tn ; 0 > 0) est une suite d'éléments de Su'
Nous avons d'une part sup, m(t ) < 1 et d'autre part IltnllB < (1/2)+Ntn(x)ll ,
d'ou 1'on déduit que sup, it n"B < + 00,

i1 résulte du lemme (1.1) que [tn, n > 0] est une partie relativement
compacte de (B, || . IIB). Soit t € Su une valeur d'adhérence dans (B, | . IIB) de
{tn;n>0].0nadonct.x:yd‘ouyesu.x.

Pourtoutn>0ona :

Hmn MW)o& o En (v) = (W)
d'ol 'on déduit que pour toute fonction  de Co( IRd)
limn TMW)ok o En (V) (p) = po (W) o E(U) = O(WNyY) VEES.

i1 enrésulte que:

1) ©(w) est une mesure de Dirac €., ..
2{(w)
2) toute valeur d'adhérence de 1a suite {nn(w) ;N> 1) dans (B, 1. IIB)

envoie tout élément de Su' u sur Z(w). On en déduit que pour tout x élément

de Su' u la suite {nn(w) (x), n > 1] converge vers Z(w).
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Fin de 1a démonstration du théoréme (1.1)

[1 nous reste a montrer que 1a lof de Z est v et que pour tout x dans

d

R v(SU . X) = 1. Ce qui prouvera que v est l'unique mesure de probabilité

y-invariante car Z est obtenue (d'aprés (2)) indépendamment de v.

Pour toute fonction ¢ de Co(le) onak [p(2)] = lim_ E [ (V) ()],
mais d'aprés la y-invariante de vonapour toutn> 1 E [nn(v) (p)] = wy)

d'ot E [¢(2)] = (), ce qui prouve que 1a loi de Z est v.

De la proposition (2.1) il résulte que Z prend ses valeurs dans Su.u et
par suite v est portée par Su.u. Si x est un élément de le , SU.u contient

SuoE.n.x pour tout n > 0. En passant a I'adhérence on obtient que Su.x D Sv.u.
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"Démonstration de 1a proposition (1.1) Elle résultera de plusieurs lemmes.
Nous commengons par énoncer le lemme suivant :

Lemme (2.6) Si [fn; n>0] est une suite delL, f €B, h’mn i fn - f IlB =0 et
pour tout n2> 1 lfn IL € C ol C est une constante positive finie alors

fel et'lflLQC.

Démonstration : il suffit de constater que 1'on a m(f) < lim i”fn m(fn), d'ou

I'on déduit alors que | f lL € lim infn | fn IL, ce qui permet de conclure.

Soit P 'opérateur linéaire de (B, || . HB) dans (L, ]. IL) définit comme

suit : pour toute fonction F de B et tout x € le on pose :

PF(X) = |  FITO) uan.

Nous avons alors le:

Lemme (2.7) Sous I'hypothése : 11 existe un entier k > 1 tel que
i3 5up [ J 1700 - 1oy 1/ Ix=y Nphan) s xy e RS x =y ) < 1

i1) g 1109 17 pha) < oo

?

l'opérateur P est quasi-compact.

Démonstration : Nous allons montrer qu'il existe deux constantes

strictement positives non nulles Cl et C2, avec C|< 1 et telles que
'on ait :

k
IPKFIL <C IFL+CIFN (.
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Pour tout élément x de R on a :
IPKFOO I/ Qe x 1)
< Jo CHFEO 17 (e 1160 1P WO )7 (e i 1)) p¥ean)
Le second membre est majoré par :

NI (e 1900 12 7 Qe tlx 1P gham)

de Vinégalité , Il f(x) 12<2ClxIZ+ 110 I?), on en déduit que cette

quantité est majorée par:

1F I, (1 e 2 [ 1o i? éhen)

De méme pour tout x et tout y de le ona:
1P o0 - KR I/ -y < o IFCEO0) - FUryn 17 1 x-y B p¥an
le second membre s'écrit encore :
o LRG0 = FCaty) 17 1600 = £y 1) x {100 = 16y 7 1 %=y 1) e
que 1'on peut majorer par:

m(F) J 1160 - y) 17 x-y I ¥4o0) < o meF)
ol 1'on a posé

D = sup [IS | FCF(x)) = FOFCyD 7 1T x-y I uk(df) ;XY € le. xzy)
par conséquent m(Pk F) < p m(F).

i1 résulte que :

IPkFIL<CollF IIB+pm(F)<pIFlL+(Co—p)llFIIB ;ou0na

posé Co=1+2 IS I £0) I° Uk(df).

Ce qui démontre (a).
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Les lemmes (1.1) et (2.6) puis l'inégalité (a) nous permettent
d'appliquer le théoréme de lonescu-Marinescu-Tulcea, [6], aux espaces

(B, Il IIB), (1. lL) et a I'opérateur P : pour tout n 2 | nous avons :

=Y AE +Q"

I<i<s 11

ol >‘1' )\s sont 1es valeurs propres de module 1 de 1'opérateur P.

E, est le projecteur de (L, 1. k) sur l'espace propre associé a l1a
valeur propre xi, espace qui est de dimension finie.
Q est un opérateur borné sur (L, |. IL), de rayon spectral strictement

inférieur a 1.

De plus pour tout i=1,...,s E'.Q=Q.El= 0.

Ce qui démontre le lemme.
Lemme (2.8) 1 est 'unique valeur propre de P de moduﬂa 1.

Démonstration : Soient A\ une valeur propre de P de module I, A = 1 et
FeDO\) = [fel*:Pf = \f).
De I'égalité P"F = AF (1)
onendéduit que:  m(P"F) = | A | m(F) = m(F) Ynzl (2)
Mais on a établit (lemme (2.7)) que

m(P'F) c pm(F) oUO0<p< I (3)
(2) et (3) impliquent alors que m(F) = 0, et par conséquent en revenant 3 1a
définition de m, que F est une fonction constante, si bien que (1) entraine
qu'on a nécessairement A = 1. On en conclut que 1 est I'unique valeur

propre de P de module 1 et le sous-espace associé est formé des fonctions
constantes.
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Fin de 1a démonstration de 1a proposition (1.1)

11 résulte des lemmes (2.7) et (2.8) que P" s'écrit
P"=v+Q" ,np!

ol v est le projecteur de (L, |. IL) sur le sbus-espace des fonctions

constantes .

Q est un opérateur borné sur (L, |. lL) de rayon spectral strictement

inférieur a 1.

I1 est clair que v s'identifie une mesure de probabilité y-invariante

sur le.

- 119 -



21

III

APPLICATION A LA MARCHE ALEATOIRE SURR

AVEC CHOC ELASTIQUE EN ZERO

INTRODUCTION

Nous appliquerons dans cette partie les résultats du I & la situation

suivante : soit [Yn ;N> 1) une suite de v.a. réelles ,définfes sur un espace

de probabilités (Q,¥, P), indépendantes et de méme loi y. On étudie la
chaine [Xn ;n > 0] définfe par: ><0 =Xx2>0

[Xn ; 0 > 0} est une chaine de Markov homogéne sur R,, partant de x de

probabilité de transition P définie, pour toute fonction borélienne bornée f,

par: P(T) = [ 101y D utay),

Cette chaine a été introduite par H. VON SCHELLING [9], pour résoudre un
probléme de cables téléphoniques.

En notant, pour tout réel a, fa 1a fonction définie pour tout x élément
deR,, parf (x)= | x - al, la chaine {Xn ;0> 0] s'écrit :
Xo(x)z X
Xn(x) = fYn°"'°fY](X)’ nx 1.

On se propose donc d'étudier 1a chaine {Xn ; N > 0] en nous intéressant au

comportement des suites { fY o...on (x); n> 1) lorsque x parcourt R .
1 n
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Notons S le semi-groupe, pour la composition des applications, des

contractions de R dans R. { fY ; n 2 1} est une suite de v.a. indépendantes
n

de méme loi & valeurs dans S. Notons A cette 101 commune.

Nous allons montrer, dans ce qui suit, que les hypothéses du
théoréme (1.1) sont satisfaites.

| - Existence d'une mesure de probabilité y-invariante

Dans la partie I, nous avons donné un critére d'existence d'une
mesure de probabiiité v, y-invariante. Mais ce dernier n'est pas applicable

a notre situation, en effet pour toutk > 1
sup { JSI f(x) - f(y) 1/ 1%~y )\k(df); XYER, x=zy}=1.

Néanmoins nous allons montrer qu'il existe une telle mesure. A cet
effet nous commengons par rappeler deux résultats, relatifs a l'existence

dune telle mesure lorsque la loi p est portée par R, obtenus

successivement par W. FELLER [3] et F.B. KNIGHT [5].
En supposant 1a lo1 p absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R+ et sous Y'unique condition: 0 < E(Y]) < + oo , W. FELLER 2

démontré qu'il existe une mesure de probabilité v, y-invariante et que

celle-ci est donnée par sa densité d, définie pour tout élément x de R,.

par : d(x) = (1 - F(x)) / E(Y‘), ou F désigne 1a fonction de répartition de la

loi p.
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En 1977, F.B. KNIGHT généralise ce résultat au cas d'une loi y
quelconque sur [R+‘

Nous avons le

Théoréeme (3.1) Soit F une fonction de répartition quelcongque sur IR+ avec

F(O_) = 0. On suppose que 0 < E(Y]) < + oo, Alors la fonction G définie sur

X
R, par G(x) = (1 / ECY, ) Io (1 - Fy) dy est la fonction de répartition

-d'une mesure invariante pour la chaine (Xn in20].

Pour 1a démonstration voir ( [S], Th.1.1).

Nous allons dans ce qui suit, étendre le résultat de F.B. KNIGHT au
cas d'une loi y portée par R.

y étant portée par R, on remarque d'aprés la définition de la chaine

[Xn ; b > 0}, que le passage de Xn 2 Xn avec un choc élastique en 0, au

+ ]

(m])iéme

coups ne peut avoir lieu que si Yn > 0. Nous sommes donc

+ 1
amenés a faire I'nypothése (H 1): 0 < E(Y]) <+ 00,

Nous commengons par construire une nouvelle chaine de Markov qui a

12 particularité d'étre composée de points de {Xn ; 0 > 0] convenablement

choisis.
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1.1 - Construction d'une chaine de Markov

Considérons la marche aléatoire sur R de loi p ; C'est a dire la

chaine de Markov canonique (IRlN » 8 Bm ,(2)

0 (Px)xelR) de probabilité

de transition P(x,dy)zsx « play) .
Pour tout n>1 , posons : Yn = Zn-Zn_1 Lesv.a Yn ,n=1, sont indépendantes
et de loi p. Pour tout n>1,0na Zn = ZO+YI+ +Yn

ou Zozx IPx—p.s

Nous définissons une suite de temps d'échelle {Sn ; N » 0] de la

maniére suivante :

Posons S0 =0

inf{k>0: Zk>0] si{..]=z®

+ 00 sinon.

et par récurrence, pour n » 2

inf (K>S, 32, -2 >0) si(..)=@

+ 00 sinon.
Notons que les temps ainsi définis ne correspondent pas aux temps
de réflexions (i.e aux temps ol se produisent des chocs €lastiques en 0).

Nous définissons alors une nouvelle chaine de Markov {Rn ;n20)en

posant pourtoutn20 R =X..
n Sn

En utilisant 1a définition des temps Sn, n z 0, un calcul élémentaire

permet d'écrire pour toutn>1 : Rn = Rn_l— ( an - an-1) |
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Lemme (3.1) .(f) Les va. . -1 , > 1 sont positives,

indépendantes et de méme 101 .

(i1) On a pour tout x320:0 < IEX( ZS - Zs

Y= E(Z.) <+ o0,
1 % 0" 3,

La démonstration est donnée en appendice.

La chame[zn = xsn;

n >0) est donc une chaine de Markov dont le noyau

de transition Q associé est défini pour toute fonction f borélienne, bornée

sur R, et pour tout x € R_, par Q 1(x) = '[IR f( 1 x-y | ) p(dy). D'aprés le

théoréme (3.1), il existe donc une mesure de probabilitée \’0’ Q-invariante
(i.e vOO = vo).

1.2 - Définition d'une mesure de probabilité sur R#

P-invariante

Nous avons la proposition suivante, qui généralise le résultat de [5]:

Proposition (3.1) Soit Yo la mesure de probabilité précédemment définie.

On pose, pour tout borélien A de lR+ :

WA <E, | )y 1, (0]

Alors v est une mesure de probabilité sur R,, P-invariante

0<n<S,

(ie VP =)
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Démonstration Pour tout borélien A de lR+ NOUS avons :

VP(A) = IE\)o [ Z\'0*4n<S
-E,[ L

P1 A(Xn) ]

P1, (Xn)]

]

1<ngS, lA (Xn)]

Eneffet : | ZOW

= Ex[ z’n;O l{S,>n} pIA(Xn)]

Sy

= Z'n>0 Ex[ l{S,>n} lEXn[ IA(XI)]]
= zn>0 Ex “{Sl>n} IEX “A(Xml)lgn“ (0% désigne la tribu alY, ... Y »
=20 EIE,I son W15 1]

car 1 est ¥ . - mesurable , donc

{s,>n}

Ex{ z’ 0<n<s, p‘A(Xn) I= Z’n;r,O Ex[ ‘{S,>n} IA(XnH)]

=E,l ano I{S,>n} 1 Xnep) ]
=E, | Zosn<3, 1Ko ]

A n+l
:IEX[Z, 1,01

1<n<S,
d ou I' on déduit que :

Evo [ z"Ogn<$, p]A(Xn) I= Evol Zl&nss,
La différence vP(A) - v(A) est alors égale a:

VP(A) - V(A = E, [1, (% )] - E, [ 1a %]

1K) ].

or Evol 1 A (Xs,)] = I Q1 A(x) vo(dx) = vO(A) car v, est Q-invariante
et E, [1,00]= JE,11,0x)) vy = J 1,00 v (00 = vya)
on en déduit que VP(A) - WA) = O et donc que v est une mesure de

probabilité P-invariante.
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bans tout ce qui suit nous noterons A 12 loi de 1a v.a. réelle positive

fy etS, le semi-groupe fermé engendré par le support de A.
, _

2 - Existence d'une suite d'applications contractantes dans Sx

Nous allons montrer, sous I'hypothese (H 2) : " le_sous-groupe fermé

engendré par le support de y est égal a R", qu'il existe une suite [E,n :n20)

déléments de S, convergeant dans ®, I . i) vers 1a fonction

identiquement nulle.
Notons que I'hypothése (H 2) exclu le cas oU le support de y engendre

un réseau, c'est-a-dire un sous-groupe isomorphe a Z.

Nous avons la

Proposition (3.2) Sous V'hypothése (H 2), il existe une suite [ﬁn ; n20)

d'éléments de S)\ telle que [En ; n>0) converge dans (B, |l . IIB) vers 12

fonction identiquement nulle.

Avant de démontrer la proposition nous allons établir deux lemmes
qui nous serons utiles par 1a suite.

Lemme (3.2) Si x O, sont deux réels tels que 0 < x <X, alors pour

tout x dans [0,0(0] ona : f[:'/%]o f ()=f (x)
0 «, o, (o7 o)

ou fa] et (a} désignent respectivement la partie entiére et la partie
fractionnaire de a.
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“Démonstration Nous avons pour tout x €[ O, ch} :

f“o 0 fu, (x) =} «, - X-O(ol

=f (x)

o, (o, Zocp - 1))

- fuo(lu‘/uol-lhuo(uiluo] (x
Si [o<‘/0(0] =1 le résultat est démonté , sinon on réitére le procédé en

)

composant une nouvelle fois & gauche par fu , et ainsi de suite .
0

11 résulte alors de fagon immédiate le

Corollaire (3.1) : si o, et x, sont deux réels tels que 0 < X, < &, alors

pour tout entier n > 1 et tout xdans| O, %4 Jona:

(f i/l APROER
1

0

m
oty o, 7 ocp) (x).

Avant de démontrer la proposition (3.2) nous faisons la remarque
suivante qui nous sera utile par 1a suite: soient u et M deux réels
strictement positifs , alors pour tout entier nz[M/u] et pour tout x€[O,M]
ona linégalité suivante : fl(x)gu.

En particulier si «, / X, n'est pas entier, on a pour tout x dans

[0, o]

ot} (1/{0cy Zoxgl]
g (x):(f(_'::l 0 f‘!.) ) /g (x)<o<0 [o<1/o<0].

0o,y
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. Démonstration de la proposition (3.2) : Pour établir la proposition,nous
allons considérer les deux cas suivants :

a) le support de p contient deux nombres dont le rapport est

irrationnel.

b) le support de p est contenu dans .o, 0U & est un réel.

Nous commencons par traiter le cas a) Soit A={ x¢€ R+ : fxe S)\].

Alors A contient nécessairement deux €léments dont le rapport est
irrationnel. C'est en effet immédiat lorsque le support de p contient deux
é1éments positifs dont le rapport est irrationnel ; lorsque le support de
contient deux nombres o > O et p < O dont le rapport est irrationnel on a

pour tout réel x positif :

[-B/«l+ 1 _
f °f0 (x) = fu[l-{-b sall (x).

I1 résulte donc que (1 - {-B/ax}) qui est positif appartient a A. Par
conséquent o et o(1-{-B/o}) sont deux éléments de A dont le rapport est
irrationnel.

On peut donc supposer que A contient deux éléments positifs de

< O,, ces deux éléements.

rapport irrationnel. Soient o, et o, 0 < o, T

0

Posons u = [oc1 / 0(0].

Notons T I'application a valeurs dans [ 0,1[, définie pour tout x dans
10,1[ définiepar: Tx=[1/x).

Soit [un ;N > 0} lasuite définie par:
Up= U
_ n
un-uo.Tu ~T U, N2t

11 est factie de voir que cette suite converge vers 0 quand n tend vers + oo,
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Posons,pour tout x é1ément de R+ :

xpn(x)zg 0..0Q og  X), nxl.

Un,U“_l uo.ao uo.al

La restriction de 0 a l'intervalle [O,o<0] est égale a la restriction d' un
élément de Sx a I'intervalle [0,0(0] .
De plus, six € [0,0(0] nous savons que pour tout n>1 xpn(x) <u.

On en déduit que la suite de fonctions {\pn ; h » 1] converge
simplement vers la fonction identiquement nulle sur [0,0(0 l

Soit up“o une valeur d'adhérence dans (B,Il. ll;) de 1a suite
[f; ; N3oo) .C'est un élément de S)‘ : de plus il est facile de voir que la
fonction q;% est définie par:

"'oEo(X) ={o<0 [x/o<0] si [x/o<0] est paire
o<0(l— [x/ocO]) si [x/ocol est impaire
La suite de fonctions [E,n ;0> 1) définie par:
Vn21l VXeER En(x)z upnonp%(x).

converge simplement vers 1a fonction identiquement nulle sur IR+ . Ce qui

démontre 1a proposition .

b) Considérons le cas oU le support de p est contenu dans @.x, & réel.

Supp p désignera le support de p.

Notons, pour commencer, que I'hypothése 0 < E [ Yl] < + oo entraine
que le support de p a une intersection non vide avec R+. Si cette
intersection contient une suite {an ; 0 » 0] qui converge en décroissant

vers 0, il suffit, pour obtenir 1a proposition, de poser {corollaire (3.1)):
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£, ()= f[::.\/“" g q:a‘(x).

Dorénavant nous exclurons cette possibilité et Supp Y posséde un plus
petit élément %, -

Par homogénéité (c.ad pour a =0 fa(x) = af 1 (x/a)), nous pouvons
supposer que &, = & = 1.

Soient p]. /qi, i €I, les éléments de supp p N IR+, autres que 1, c.ad

supp Y NR, :{l,pi /q; ;1 €1)
L'ensemble A = [ X€ R_ : r € S)‘] contient nécessairement une suite de
rationnels [pn /q.;nz 1} vérifiant :
i) pourtoutnz 1, pn/ q >1
ii) pour toutn> 1, pgcd (pn, qn)z 1
111) (g ;n> 1) est une suite croissante qui tend vers + oo quand n tend

VETS + 0.
En effet : i) et ii) sont immeédiats et si iii) n'était pas vérifié alors
I'ensemble { q :pi/qi €A, pgcd(pi,qi) = | ] serait fini ; notons [ql, . ,qk]
cet ensemble.

En notant M = ppcm [ql, qk] ,onaalorsM. Ac N.

Si p/q est un élément strictement négatif du support de p, de 1'égalité,

satisfaite pour tout élément x de R+ :

[-p/q}+ 1 _
f . 0 fp/q(x) = fI ) [_p,q,(x) ,

on en déduit que 1 - {-p/g] est un élément de A, et donc que M. {-p/q] est

un entier positif.
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11 résulte alors que Msupp y ¢ Z , autrement dit p est portée par le

réseau M™'. Z: cas exclu par hypothése.

Soit p/q, un quelconque élément de 1a suite [pn/qn ;0 > 1] Notons

F‘, s rm = 1 lesrestes successifs obtenus en appliquant 1" algorithme

dEuclideapetq
S1onpose u= r]/q, 11 est ractle de véririer que 'ona:

Tu=r,/r .., ™lu=r /e =171
d'ou I'on déduit que
u.Tu.. T lu=1/q
Notons que T = 0 : ce qui ne permet pas d'appliquer de facon directe le

ratsonnement du a). Néanmoins, en vertu du lemme (3.2) et de son
corollaire 1a fonction hp/q définie par:

hp/q(x) = qu_rmlq 0..00, .p/q(x)
envoie l'intervalle [0,1] dans V'intervalle [ 0, 1/q].
En conservant les notations du a) il suffit de poser pour toutn2> 1:
tpn(x) = hpn/% (x)  pourtout xdans[O,1]
puis En(x) =y 0 q:1(x) pour tout x > 0.

Ce qui achéve la démonstration de 1a proposition (3.2).
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-3 - Calcul de SXLQ'

Nous avons 13

Proposition (3.3). (1) St le support de y contient un réel négatif ou st le
support de y est un sous-ensemble nonborné de R _,ona S,0=R_.

(i1) Si le support de p est un sous-ensemble borné de IR+,

soit s le plus grand é1ément de ce support . Alors Sx.0= [0,s].

Pour démontrer la proposition nous utiliserons le lemme suivant .

Lemme (3.3): Soient L 0<x <o, deux éléments de

0
A={xeR+ : rxes)\ }. Alors :

(i) S,-0 contient les éléments de la forme oco.[koc‘/ao} , KEN® .

(ii) Si de plus x, et x, sont de rapport irrationnel alors SXO contient

I'intervalle [O,oc]] .

Démonstration: (i) Posons pour tout k>2,

g _ plkecy focg Hl0-oc Jocp - . - o Jo ] -1
k.ﬁo ,(X‘ %Ry

Aaalita X /%) _
De I'égalité f%' 0 ofa|(0) = o (o, /o)
on voit facilement que pour tout k2 :

g of ogk-1.ono.a,0fu

0..0
k.uo.m, o, Ofon, gQ.uo.a'OfaOOfa

o 1'% ¢ (0)
L) o,

0 1

= oco.{ka]/aol .

- 132 -



34

(i1) X, et 0(] étant de rapport irrationnel , 'ensemble

( [ko<l/0<0} , keN*} est dense dans [0,1] ; 11 s’ensuit que Sxo contient
I'intervalle [O,o<0] .

Le résultat découle alors des inclusions fi

: 0 ful(S)‘.O) c S)\.O , pour

0g k< [0(‘/0(0].

Démonstration de la proposition (3.3). comme précédemment nous allons
considérer les deux cas :

(a) le support de p contient deux nombres dont le rapport est
irrationnel.

(b) le support de y est contenu dans Q.ox, & réel.

Considérons le cas (a):
(1), Supposons que le support de p contient un élément négatif « .Soient x,

et X, 0 <x <, deux éléments de rapport irrationnel de A ( voir §2 ).0n

0
sait d'apres le lemme (3.3) que S)\.O contient lintervalle [0,0(1] . De
Iégalité f o fP (x)=f (x) , satisfaite pour tout p 1 et tout x30, il
o, o, + px

resulte que A contient les éléments 0(‘+k0( , kz[—oc/ocl]+l , dont les
rapports avec X, sont irrationnels. Du lemme (3.3) , il résulte que S)\.O
contient les intervalles [O,oc‘+kcx] , pour tout kelN* donc S)\.O = (R+.

o Lorsque le support de p est un sous-ensemble non borné de R+ , on peut

trouver des couples (0(0,0(]) avec 0(1/0(0 irrationnel et X, arbitrairement

grand . On peut alors appliquer le lemme (3.3) et on en déduit que S)‘.Ole*.
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.(i1) Supposons que le support de p soit un sous-ensemble borné de R+ .11
existe alors un élément o du support de p dont le rapport avec s est

irrationnel. Du lemme (3.3), il résulte que SXO = [0,s].

En appliquant 1a premiére assertion du lemme (3.3) ,on obtient que , pour

tout é1ément p/q de A, p/q >1, S)\.O contient les éléments de 1a forme

(kp/q) , kelN* .

Puisque pgcd(p,q)=1, il résuite que S)‘.O contient I'ensemble

{1/q, .., (g-1)/q) . Mais A contient une suite [pn/qn ,nz1 ] vérifiant :
l)pgcd(pn,qn) =1 Vnzl
i1') 1a suite [qn, n»1 } tend vers +co quand n tend vers+oo

Il s'ensuit alors que Vintervalle [0,1] est contenu dans S)\.O . Le résultat

, . & '
découle alors des inclusions fp/qo fs (S)‘.O) c S)\.O ,pour 0 € k < [p/q].
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‘4 -~ Application du théoréme (1.1

Rappelons les hypothéses faites aux paragraphes 1 et 2 précédents:

(H1): O<E(YI)<+oo
(H2): le sous-groupe fermé engendré par le support de y
est égal a R.

Nous avons vu (§1) que sous I'hypothése (H1), 11 existait une mesure
de probabilité v sur R,. y-invariante et (§2) que sous I'hypothese (H2) il

existait dans le semi-groupe S)‘ engendré par le support de A une suite

contractante {En ;n > 0)

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme (3.2) Sous les hypothéses (H1) et (H2), v est alors
T'unique mesure de probabilité P-invariante. Pour P-presque

tout weQ , 1a suite de fonctions {f (), nxt1 ]}

v,@° Ty @
converge uniformément sur tout compact de R. Autrement dit , il
existe une v.a. réelle positive Z de loi v telle que , pour tout x

élément de R , la suite [fY 0.0 fY (x) ; n > 1] converge
1 n

P-presque sGrement vers Z. De plus , pour tout réel x, 1a chaine

[fY °o..0 r,, (x) ; n > 1} est récurrente positive au sens de
n 1

Harris.
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Notons que la 1'ére assertion du théoréme (unicité de la mesure v )
ne constitue pas un fait nouveau puisque ce résultat a été démontré d'une

maniére différente de 1a notre , dans ( [S], Th.2.2).

Démonstration: si le support de p contient un élément négatif ou si le

support de p est un sous-ensemble non borné de IR+ , le théoréme résulte

du théoréme (1.1), en vertu du (i) de a proposition (3.3).

Considerons le cas ol le support de p est borné dans !R+. Soit s le

plus grand éiément de ce support. D'aprés le théoréme (1.1) i1 existe un

sous-ensemble Ql de Q , de P-mesure | et une v.aréelle Z tels que pour

tout w élément de Q1 la suite de fonctions (f f ; Nz 1 ] converge

v, @’ Oy @’
vers la fonction constante égale a Z(w). De la compacité de [0,s] , on en

déduit que cette suite converge uniformément sur [0,s] vers la fonction
constante égale a Z2(w).

On peut choisir Q‘ de sorte que pour tout élément w de Ql la suite
{ (Y](w)+ +Yn(w))/n ;N> 1} converge vers lE[Y]].
Soit w un éiément fixé de Q‘ : d'aprés ce qui précéde on a,

Ve>0 INE)0 : VnxNE) Vxel0,s]

o.‘.on (w)(x) -2l < ¢

n

| fY‘(m)
Soft uunréel tel que u > s. Pour tout entfer p>1 on a:

le(w)o...on ()(u)z(fv‘(w)o...of Y [(f 0..0f ))(u)]

Nep® Yy (W) Yoy (@) Y,‘hp (w
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Puisque 1a suite de v.a { YN”(w) +..+ YN+p(w) ; p21 ] tend vers +oo quand
p tend vers +oo , il existe un entier po tel que pour tout p;p0 on ait

f 0.0f w)(u) € [0,s].

Y1 (W) Yap
En effet si fv,‘,(u) 0..0 fv,,‘p(w) (U >s onaurait
fv,,‘,(u) 0..0 fY..p‘w) (u) =u-( YN+p(w) +.4 YN”(w) )>s;

¢’ est a dire que pour tout P>p,, : YN”(w) +..4 YN+p(w) <u
par conséquent pour tout p>pyona:

”Y.(u)o"'OfYM(m)(X) - W1l < ¢

La démonstration de la derniére assertion est identique & celle du
corollaire (1.1).

Ce qui démontre le théoréme.
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APPENDICES

Appendice 1 Nous nous proposons de démontrer le lemme (1.1).

Soit X une partie bornée de (L, | . IL). Considérons une suite de
fonctions {hn ; 0 > 0] de X 11 existe alors une constante finie C > 0 telle

que pour tout n > 0 on ait :

| hn 'L g C <+ o0,
Puisque pour tout n>0, m(hnk C ,la suite [hn ; n > 0} est une famille

de fonctions équicontinue.Pour tout compact K de R , la suite [hn] ; N>0]

| 4

est bornée ( c.ad sup_ sup{ hnl (x) ; x€K] <+o00 )D'aprés le théoréme
K

d'Ascoli-Arzéla, on peut extraire de l1a suite [hn ; b » 0} une sous-suite

[hn ; k>0] qui converge uniformément sur tout compact de le vers une
k
fonction h continue.

h € B puisque pour toutn 0 || hn“B < C <+ oo.

I1 s’agit maintenant de montrer que 1a suite [hn ; kK 2 0} converge
k

vers h dans (B, |l . HB).

Pour toutréela>OQettoutkz0ona:

Ilhnk—hIIBsSup{llhnk(x)—h(x)II/(l+lell2);llxll < a)

+Sw {Ih, (0= he B/ L+ I ;Ixl > a)
k

Le second terme du membre de droite peut étre majorer par :

Sup {1 x 1l 7 (1 +lellz);llxll>a]+llhnk(0)-h(0) I
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Fixons a de sorte quesup [l xll /(1 + I xI%);lIxl>a) <€/ 3.

{1 existe alors un entier Na tel que pour tout n > N8 on ait
Sup (Il (x) = hGO Il 7 (1 IxIP); Ux Il < @) < &/3,
K

11 résulte alors que pour tout n 2 Na I hn -hll <&
k

Par conséquent 1a suite [hn ;K 2 0] converge vers hdans (B, Il . IIB). Ce qui
k

démontre le lemme (1.1).

- 139 -



41

Appendice 2 Nous démontrons dans cet appendice le lemme (3.1).

Considérons la marche aléatoire sur R de loi y ; c'est a dire la

chaine de Markov canonique (IR eN " (Z) (IPx)x ¢ IR) de probabilité

nnx0’
de transition P(x, dy) = €, » p(dy).

Pour tout n>1 ,posons : Yn =Zn - Zn_]. Lesv.a Yn ,nh>1, sont indépendantes

et de loip.

- Pourtoutnzl,onaZ =27 +Y, +..+Y
n 0 | n
ou Zozx Px-ps

Soient f g fp des fonctions boréliennes, bornées sur R.

Pour tout X € R nous avons :

lEx[ n1<k< fk(zsk S - 1 ’
=E_[E T[ f (2
I T ag Wl 72 s ]
= IEX[ )i 1 kepet f( Sk- st-i) IEzs[fp(ZS1 - ZSO)]]( Prop. de Markov forte )

P-4
Mais, pour tout réelu, E[f (Z. -Z_. )] nedépendpasdeuetona:
ut p s, 50

IEu[ fD(ZS1 - ZSO)] = EO[ fp(zs,)] car Z0 =0 |P0—p.s
d'ou Ex [T(Kk‘p fk(Zsk - Zsm)] = Ex [‘ITMKP_1 fk(ZSk - ZSM)] EO[ fp(Zs])]

Par le méme raisonnement il s'ensuit que :

E, [ 1<k<p fk(zsk - Zsk_‘)] = n' <k<p EO[ fk(zs,n
Puisque pour tout k=1,...,p
E L2 -2g D1 =EJE, (1,5 ~73)1] =Bl fZs)] O,

on en deduit que:

Ex[ ﬂ0<k<p fk(Zsk-ZSk_l)]z HO(k(p E [ fk Sk Skl
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ce qui démontre I'indépendance des v.ar. Zs - Zs ,n2 1.

n n-1
De (*) on en déduit en posant fk =1 A ou A est un borélien de R ,» Que pour

toutk > 1
P [Z €EAl=P [Z. €A)=0(A)
S Sk- 0",
Ce qui prouve que lesv.ar. Z, -Z. ,nz | sont deméme loif.
Sn Sn—l
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Simulation d'une loi uniforme sur [0, 11

La figure 1 représente les fonclions T de [0,1] dans [0,1] pour n=185
Le figure 2 représente les fonctions v de [0,1)dens [0,1] pour n=68 10
La figure 3 repreésente les fonctions n de [0,0.1]) dans [0,0.1] pour

n=16,32,64,128,256
Le figure 4 représente les fonctions n de [0,0.1] dans [0,0.1] pour n=256,512,768

Le figure S représente les fonctions n de [0,0.1] dans [0,0.1] pour n=800,900

On voit que 1e sufte e fonctions { i, , n>0 } converge ( 8u sens du théoréme (3.2) )

vers une fonction constante dont 1s valeur est comprise entre 0,05 et 0,07.

Figure 1 : graphes des fonctions x & x5
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Qraphes des fonclions Xo56.%512,%768
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