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COMPORTEMENT DES EXPOSANTS DE LYAPOUNOV
D'UNE MATRICE PERTURBEE PAR DES ROTATIONS

par H. HENNION

Soit p une probabilité sur Gl(d, R) et (Xn)r‘:_ ; une suite de matrices

aléatoires indépendantes de lois p, telles que :

E [ sup (Log” IX, 11, Log” IX; ' )] < + oo,
1a loi des grands nombres de Furstenberg-Kesten [6] affirme que

- 1 _
lim  p.s. - Log Ian - Xlll =y ().

Si (y est une famille de probabilités irréductibles sur Gl(d, R)

S)S>O
satisfaisant & I'hypothése d'intégrabilité ci-dessus et convergeant vers Y

lorsque s tend vers O, la convergence de y(u ) vers y(u) qui est facilement

établie lorsque p est irréductible peut étre mise en défaut dans le cas
contraire, comme le montre le cas ou:

p=5,, u =(1-9)8 +s8 , O<s<l,

AO

_ _(0-1
a=(, @, A>1, b=(770)

4 0

Le probléme posé est alors celui d'énoncer des conditions sur (Us)s>0
propres a retablir un comportement continu de y(ps). On trouve des

éléments de réponse dans (3], [4], [5].
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L'objet de ce qui suit est 1'étude de ce probléme pour des matrices 2x2

lorsque y g = mS . aa que a designe 1a matrice diagonale définie ci-dessus

et que (mS)S est une famille de probabilités irréductibles portées par le

sous-groupe SO(2) des rotations de [R2

et convergeant vers la matrice
identité. A 1a lecture de 1a preuve, il apparaitra que la méthode utilisée
peut s'appliquer a des situations plus générales, aussi cette rédaction n'a
t'elle d'autre but que de marquer une étape d'un travail en cours, le
résultat énoncé ci-aprés n'en est pas moins, & l1a connaissance de 1'auteur,

original.

Notations: si r € SO0(2), ©O(r) désigne la mesure modulo Tl dans

-T1/2 , +T1/2 ] de I'angle de 1a rotationr, pour 0 <© < T{/2, on pose :

L r:reso2),lemlo}

ez{

et T'on définit les probabilités m® par:

o) _ W\SU\(\LQ)
m- (A) = m. o)

Théoréeme 1.

Supposons qu'il existe © o 0 < Oo < T1/2 , tel que toutes les valeurs

d'adhérence, s tendant vers 0, des probabilités (mg° )S satisfassent a la

condition :
m{{r:0M=T/2N=0,

alors

Hme y(ps) = y(6,) = Log A.
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Notons GI(2, R) le groupe des matrices 2x2 inversibles, P, la droite

]
projective et gx Taction projective de g € GI(2, R) sur x EIP1 ;
I'opérateur markovien PS , PS f(x) = I f(g.x) Vs (d@), f mesurable bornée sur
lP], définitrla marche aléatoire de loi bg Sur IP] ; puisque mg donc Vg
est irréductible, 'on sait, d'aprés Furstenberg {7},que :

y(us) = JLog p(g, x) Vg (dg) Ve (dx)
ou Vs est une probabilité P¢-invariante sur P, et ou p(g, x) est la

fonction sur GI(2, lR)le] obtenue par factorisation de la fonction

a(g, %) = Ilgxl . Ixi™ " définie sur G1(2, R) x (RZ\ (0)) .

Puisque le support de Us ® Vs reste contenu dans un compact fixe, il

suffit pour établir le théoreme de montrer que les familles (\)S)S

convergent vers 6U ou u désigne 1'image dans lP] du vecteur (1, 0) de [R2,

ainsi le théoréme 1 est-il conséquence de

Théoréme 2.

Sous les hypothéses du théoréme 1, si (\)S)S est une famille de
probabilités sur [Pl satisfaisant a Vg PS = Vg, alors

s»0 Vs = Oy -

lim

11 s'agit donc de fait détudier les mesures invariantes de

perturbations markoviennes du systéme dynamique (P » a) . Nous avons éte

inspiré dans cette étude par un article de Gora [2] reprennant dans le cas
des sytémes dynamiques des éiéments des travaux de Wentzell et Freidlin
sur les flots [1].
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Un passage a 1a limite dans 1'égalité Vsps = Vg, montre que les

valeurs d'adhérence de (\)s)S sont a-invariantes et donc de l1a forme

2

(1-w) 6,+ w38, o0 v estTimage projective de (0, 1) € R, 1 faut donc

prouver que w = 0 ; a noter que , puisque h'mS y(us) >0, wg 1/2.

La preuve consiste a appliquer a des chaines de Markov a espace d'état

fini, associées aux chaines (ps)s et a une partition de P,, un énonce

1
concernant le comportement des probabilités invariantes d'une famille de

chaines irréductibles convergeant vers une chaine réductible.

1.13 clé,

Proposition :

Soit pg = I p(i, ] s > 0, une famille de

i=t.r, j=l.r

probabilités de transition irréductibles sur {1 .. r} et >‘s les

probabilités invariantes correspondantes.

On suppose que :

(@) lim__ 5 p, )= 6]._]’]. i=2.r-1
(b)lims_)o DS(‘,j)=51,j j=1.r
(c) limsup_ R AL DI |
=0 4. e ()
P
P
(d) limsup = (4’)&)

50 T-p(T, D - 2

alors

limsup, o A () < p, Py -
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Demonstration de 1a proposition.
o

Soit (Q,F, (X )=, (PY). (1.1 ) 1a chaine de Markov de transition Pq

nN'n=0"’" "€
et T=inf(ninp1,X €(1,r]), ona:
Lemme :
. _ S - . _
Si c(s) = SUP; o P« [XI =r]) alors hmsﬁ0 c(s)=0.

Démonstration du lemme.

Ona

PECIX =r]) < PECIX_=r, T<r2D)+PE([Tor-2])

L T
et
S S r_?, A
PP(lT>r-2]) < PYCU, o [X €(2.r-2LX  2XD
-2
S
430% (X, €(2.r-2},X > XD

.
< -1 SWi_o po| ( Zk:j P k) },

on conclut d'aprés (a).

So1t'b'S 1a chaine induite sur {1, r} par P, ona:

r_1 ) 5
(1, r) _ ps(l,r) + 21:2 ps(l,l) PL([thr])
- oL S _
(r, 1) l—ps(r, r)—Z].:2 ps(r, i) P].([Xt-r])

)\S(r) _

Ps
xs(l) Pg

d'ou

)\S(r)<ps(l, r)+c(s)(1 - ps(l, 1) - ps(l, ) P ps(l, r) + c(s)(1 - pS(l, D))
~ <
As(l) l—ps(r, r)—c(s)(l—ps(r, l)—ps(r, r) l—ps(r, r)—c(s)(l—ps(r, r)
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1-p (1, 1) 1 p.(1,r)
< S (.__S__..__ + C(3)
1—ps(r,r) 1 - c(s) 1—ps(1,1)

finalement
. 2 ()
Hmsups 511

F/e

QI 92 . ]

2. Chaines de Markov moyennes.

SIX€E IP1 est représenté par le vecteur (x], x2) € |R2 \ {0}, on note :
t(x) = ]fii €R_U [s00]
= I3, X

Soit tl >0etetreN, rz 3, onpose:

2

t].: ()\‘{])'—]t], i:‘l...r-‘

x, :Arctgt] , cxr:ﬂ/Q-Arctg tr—l ,

t

t
- _ 4 - i, -1
@1 = Arctg t] Arctg 2 @r = Arctg tr—l Arctg 5 -

A

et 'on associe au couple (t], r)la partitionQ (t], r) de IP] définie par:

c1={x:t(x)stl]

(@]
1

p=lxet <t <t ], i=2..

c.={x:t

- | <t ).

r-
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Soit Ve une probabilite PS invariante sur P, , on note PS la chaine sur

] ]
(1..r}définie par:

1

p(h, ) = cha Pe (X, € v (), st v(c)>0

J
p (i, ) = 8-y Si1=2..r-1 et v.(c)=0
(puisque w < 1/2 , VS(CI) > 0 pour s assez petit):
'on vérifie sans peine que la probabilité >‘s définie par:
)‘s (1) = Vs(ci)

estp S invariante.

3. Application de 1a proposition aux chaines moyennes.
Puisque t(a.x) =-é‘-—-—t(x) ,ona

A2
| Sy el 2.
a(c])-[x.AZ by <t < 2 <ty ), i=2.r-0,
. 1
a(cl)_{x. t(x‘) *\<~;\—2—t]]

de sorte que, utilisant, lorsque v S(Ci) > 0, la double inégalité :

mfxECi PS(x, Cj) s p (L)) < Spreci P.(x, cj)

I'on peut affirmer que, d'aprés la convergence de (ms)s vers l'identité,

(p_)

s satisfait aux conditions (a) et (b) de la proposition, tandis que le

caractére géométrique particulier des rotations permet les estimations.
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(n l—pS(l,l)sms({r:lr(e)b@l}),
(2) l—ps(l,I);ms((rzlr(e)bzocl}),
(3) ps(l,r)<ms([r:lr(e)l>%—oc]—ocr+5‘]),

(4) l-ps(r,r)Bms([rzlr(6)|>2ar+§r}),

Choisissons maintenant les nombres t1 et r qui définissent 1a
partitionCS (t], r) de telle fagon que, G)o étant la donnée de I'énoncé du

théoréme 1,

(5) 20<]<@0. ,1]=(cx]-§])+o<r<ﬂ/2—®0 , 20<r+@r< @]

(il suffit pour cela de choisir o, < inf | 0,/2,1/2 (/2 - OO) },puisr

1
assez grand pour que . < 1/2 (/2 - Go) et 20 +B. < 5,) ; on déduit

alors de (1) et (4) que :

1-pg(1, 1) ¢ ms({rzlr(®)|>ﬁ]])

- - £ < 4.
1—ps(r,r) ms(-[rzlr(O)l>2ar+ﬁs})
puis de (2) et (3) que :
ps(!,r) < ms([rzlr(e)l>ﬂ/2—1]]) _ ms(Lﬂ/Q—n)
P-p(1, 1) mS([r:Ir(6)|>2o<1}) om )

!
puisque TI/2 - 7 > O, et 2a, < 9,
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ps(1,r) ms(LT[/2-1) ﬂLeo) ms(L@O)

1 - ps(1, 1)~ mS(L@o) ms(L2a1)

)
< mg byp-y

La proposition permet alors de conclure que :

. o . Q _
limsup, v (c ) = limsup A (r) < limsup, m (LH/Q—T]) = c()

4_Enfin.

Puisque C est ouvert, si (\)S )k converge vers v, on a:
k

v({v]) g v(cr) < lim, vsk(cr) £ c(n),
en faisant tendre t, vers O et r vers I'infini de fagon a respecter les

conditions (5), il vient :

v [v]) < l_l_mn c(y,

I'hypothése du théoréme implique iimn ) =0. =
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