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COMPORTEMENT DES EXPOSANTS DE LYAPOUNOV 

D'UNE MATRICE PERTURBEE PAR DES ROTATIONS 

par H. HENNION 

Soit y une probab i l i té sur GKd, 1R) et (X n )^ l 1 une suite de matrices 

a l éa to i r es indépendantes de lois y, telles que : 

E [ sup (Log+ HX1H, Log+ 1!X̂ 111 ) ] < + < * > , 

la loi des grands nombres de Furstenberg-Kesten [6] affirme que 

l im n p.s.^Log| |X n . . .X ] | | = y ( y ) . 

Si ( y s ) s > Q est une famille de probab i l i tés i r réduc t i b les sur GKd, !R) 

satisfaisant à l 'hypothèse d ' in tégrab i l i t é ci-dessus et convergeant vers y 

lorsque s tend vers 0, la convergence de y(y ) vers y(y) qui est facilement 

é tab l ie lorsque y est i r réduc t ib le peut ê t r e mise en défaut dans le cas 

contraire, comme le montre le cas où : 

y = 8 a , y s = ( l ; - s ) ô a + s ô b , 0 < s < 1 , 

a = ( Q X > 1, b = ( ± 0 ) . 

Le prob lème posé est alors celui d'énoncer des conditions sur ( y s ) s > Q 

propres à ré tab l i r un comportement continu de y(y sX On trouve des 

é lémen ts de réponse dans [3 ] , [4 ] , [5 ] . 
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L'objet de ce qui suit est l 'étude de ce problème pour des matrices 2x2 

lorsque y = m , 8 que a désigne la matrice diagonale déf in ie ci-dessus 
O O u 

et que (m ) est une famille de probab i l i tés i r réduc t i b les po r tées par le 

2 

sous-groupe S0(2) des rotations de !R et convergeant vers la matrice 

iden t i té . A la lecture de la preuve, i l appara î t ra que la méthode u t i l i s é e 

peut s'appliquer à des situations plus généra les , aussi cette rédac t i on n'a 

t'elle d'autre but que de marquer une étape d'un travail en cours, le 

r é s u l t a t énoncé c i - a p r è s n'en est pas moins, à la connaissance de l'auteur, 

original. 

Notations : si r € S0(2), 0(r ) désigne la mesure modulo ÏÏ dans 

] - Ï Ï / 2 , +T1/2 ] de l'angle de la rotation r, pour 0 < 0 < ÏÏ/2 , on pose : 

L Q = ( r : r € S 0 ( 2 ) f | 0 < r ) | > 0 ) . 

et l'on dé f in i t les p robab i l i t és m 0 par : 

m ( A ) = m s ( L e ) -

T h é o r è m e 1. 

Supposons qu'il existe 0 0 < 0 Q < T Ï / 2 , tel que toutes les valeurs 

d 'adhérence, s tendant vers 0, des probab i l i tés (m °) satisfassent à la 
S 2 

condition : 
m ({ r : 0( r ) = n / 2 }) = 0 , 

alors 
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Notons GK2, R) le groupe des matrices 2x2 inversibles, P ̂  la droite 

projective et g.x l'action projective de g € GK2, R) sur x € P j ; 

l 'opérateur markovien P , P f(x) = J f(g.x) y (dg), f mesurable bornée sur 

P., dé f i n i t la marche a léa to i re de loi y sur P, ; puisque m donc y 
I O I W w 

est i r réduc t i b le , l'on sait, d'après Furstenberg [7],que : 

y(y s ) = j Log p(g, x) y s (dg) v s (dx) 

où v s est une probab i l i t é P s-invariante sur P| et où p(g, x) est la 

fonction sur GK2, R ) x P 1 obtenue par factorisation de la fonction 

q(g, x) = llgxll. Hxlf ] dé f in ie sur 61(2, R) x ( R 2 \ (0) ) . 

Puisque le support de y «> v reste contenu dans un compact fixe, i l 

suf f i t pour é t a b l i r le théorème de montrer que les familles (v ) 

2 

convergent vers 6 y où u désigne l'image dans Pj du vecteur (1 , 0) de R , 

ainsi le théorème 1 es t - i l conséquence de 

T h é o r è m e 2. 

Sous les hypo thèses du théorème 1, si (v ) est une famille de 

probab i l i tés sur P j satisfaisante v

s

p

s = v

s > a i o r s 

1 i m s - * O v s = 8 u • 

11 s'agit donc de fai t d 'é tudier les mesures invariantes de 

perturbations markoviennes du s y s t è m e dynamique (P j , a) . Nous avons été 

insp i ré dans cette étude par un article de Gôra [2] reprennant dans le cas 

des s y t è m e s dynamiques des é lémen ts des travaux de Wentzell et Freidlin 

sur les f lots [1] . 
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Un passage a la l imite dans l 'égal i té v P = v montre que les 

valeurs d'adhérence de (v ) sont à - i n v a r i a n t e s et donc de la forme 

o 
(1 - w) ô u + w 8 où v est l'image projective de (0, 1 ) € R , i l faut donc 

prouver que w = 0 ; à noter que , puisque lim y(y ) > 0, w < 1 / 2 . 

La preuve consiste à appliquer à des chaines de Markov à espace d'état 

f i n i , assoc iées aux chaines (P ) et à une partition de Py un énoncé 

concernant le comportement des probab i l i tés invariantes d'une famille de 

chaines i r r é d u c t i b l e s convergeant vers une chaine réduc t ib le . 

1. La c l é . 

Proposition : 

Soit p s = [ p s ( i , J) ] . = 1 r j = 1 r , s > 0, une famille de 

p robab i l i t és de transition i r r éduc t i b l es sur [1 ... r} et X les 

p robab i l i t és invariantes correspondantes. 

On suppose que : 

< a > l i m s ^ 0 P s ( i . j ) = 6 , . | , j i = 2. . . r - I 

» ) l l m ^ 0 P s ( l . J ) - 8 | J j = l . . . r 

(c i l imsup, -, 1 ' p i ( 1 - " = p , 

(d) H m s u p ^ o | . P s ( | 0 * p 2 

alors 
, j m 3 U P s ^ 0 X s ( r ) * p l p 2 ' 
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Démons t ra t i on de la proposition. 

Soit (Q^, ()L)T n , (P S ) ^ r , „1 ) la chaine de Markov de transition p„ 
n n=U «- Ifc[ I ...r] s 

et x = inf (n : n > 1 , X € ( I, r }}, on a : 

Lemme : 

Si c(s) = s u p j = 2 p _ j P? ( [ X = r ] ) alors 11m Q c ( s ) = 0 . 

Démons t ra t i on du lemme. 

On a 

P ? ( [ X T = r ] ) < P ? ( [ X = r , T < r - 2 ] ) + P ? ( [ T > r - 2 ] ) 

et 

p f ( [ i > r - 2 ] ) . < ?l(U-'Q [ X n € [ 2 . . . r - 2 U n + ] > X n ] ) 

< 1 p ' ( [ X n € ( 2 . . . r - 2 } , X n + | >X r i ] ) 
n- o 

< (r - 1 ) sup . = 2 p _ j { I k = . p s ( j , k ) } , 

on conclut d'après (a). 

Solt'p la chaîne Induite sur {1 , r) par p on a : 

X s ( r ) _ p s ( 1 , r) _ p s (1 , r) + p s ( l , 1) P? ( [X x = r] ) 

l^ÎT P s(r, O " 1 - P s(r, r ) - l \ : 2 P s ( r , 1 ) P ^ ( [ X I = r ] ) 

d'où 

X c(r) p e (1 , r ) + c(s)(1 - p j l , l ) - p _ ( 1 , r ) ) p ( 1, r) + c(s)( 1 - p (1 , D) 
s ^ _s s s ^ b b 

X s( 1 r 1 -p s ( r , r)-c(s)( 1 -p s ( r , 1 )-p s(r , r)) "~ 1 -p s ( r , r)-c(s)( 1 -p s ( r , r)) 
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^ 1 - p ( 1 , 1) 1 / p (1,r) ^ 
< ^ / _ _ § . + C ( S ) 

1 - p s ( r , r ) 1 - c ( s ) \ 1 - p s ( 1 , 1) / 

finalement 

" m s u p s ' y T r * p l p 2 ' 

2. C h a î n e s de Markov moyennes. 

9 

51 x € P 1 est r e p r é s e n t é par le vecteur (x 1 , x ? ) € R \ {0 } , on note : 

t(x) = ^ € R U {+oo) 

Soit t j > 0 et et r € IN , r > 3, on pose : 

t. = l ; t , , i = i...r-i 

a | = A r c t g t ] , ocp = T Ï / 2 - Arctg t p _ , , 

= Arctg t , - Arctg - | , p p = Arctg t p _ , - Arctg 

et l'on associe au couple ( t p r) la pa r t i t i on? (t j , r) de P j dé f in ie par: 

c 1 = { x : t(x) < t 1 ) 

c i = { x : t j _ l < t ( x ) ^ M ' i = 2 ... r-1 . 

c r = { x : t r _ , < t ( x ) } . 
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Soit v une probab i l i té P invariante sur P. , on note P la chaine sur 

{}... r} dé f in ie par: 

p s ( 1 ' J } = kt

 P s ( x ' c j ) v s ( d x ) ' 3 1 v s ( c i ) > 0 

P s ( i . j ) = 6. , , si i = 2... r-1 et v s (c . ) = 0 

(puisque w < 1/2 , v (Cj ) > 0 pour s assez petit) : 

l'on v é r i f i e sans peine que la probab i l i té X déf in ie par : 

x s ( i ) = V s ( C i ) 

est p s invariante. 

3. Application de la proposition aux chaines moyennes. 

Puisque t(a.x) = - i - t ( x ) , on a 

aCCj) = { x : ~ - t t _ j < t(x) <; ~ t. < t j _ 1 } , i = 2... r-1 , 
X X 

a(c,) = ( x : t(x) < - ^ - t | ) 

de sorte que, uti l isant, lorsque v (c.) > 0 , la double inégal i té : 
w I 

l n f * c , P s ( x ' c j ) « P 8

( l - J ) « s u p ^ P S U, C j ) 

l'on peut affirmer que, d'après la convergence de (m ) vers l ' ident i té , 

(p ) satisfait aux conditions (a) et (b) de la proposition, tandis que le 

c a r a c t è r e géomét r ique particulier des rotations permet les estimations. 
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(1) 1 - p s ( l , l ) < m s ( ( r : | r ( 0 ) | > p l ) ) , 

(2) 1 - p g ( l , 1 ) > m s ( ( r : l r ( 0 ) l > 2 « | } ) , 

(3) p s ( 1 , r ) < m s ( ( r : | r ( 0 ) | > j - oc, - ocp + p, } ) , 

(4) 1 - P s ( r J r ) > m s ( ( r : | r ( 0 ) | > 2 a r + § r } ) , 

Choisissons maintenant les nombres 1 5 et r qui dé f i n i ssen t la 

partit ion -> ( t j , r) de telle façon que, 0 Q é tant la donnée de rénonce du 

théorème 1 , 

(5) 2 « j < 0 Q . , = - ç p + oCp < n / 2 - 0 Q , 2 « r + Ç r ^ 

( i l suf f i t pour cela de choisir a , < inf ( 0 Q / 2 , 1/2 ( T Ï / 2 - 0 Q ) } , puis r 

assez grand pour que ocp < 1/2 ( Ï Ï / 2 - 0 Q ) et 2ocp + § p < $ j ) ; on dédui t 

alors de ( 1 ) et (4) que : 

1 - p s ( 1 , 0 < m s ( { r : | r ( 0 ) | > § 1 } ) ^ 

1 - P s ( r , r ) - m s ( - ( r : | r ( 0 ) | > 2 a r + & s ) ) " 

puis de (2) et (3) que : 

p s ( , ' r )

 < ™ s ( { M r ( 0 ) l > Ï Ï / 2 - T } } ) _ msiln/2_y) 

\ - p s ( 1 , i P m s ( ( r : | r ( 0 ) | > 2 « 1 } ) ~ m s ( L 2 ) 

puisque TT/2 - i) > 0 Q et 2oc1 < 0 Q 
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P s ( l , r ) m ( l f l L e ) m ( L ) 

1 - P 8 ( 1 . 1 ) * m s ( L 0 o ) m s ( L 2 a i ) ^ ^ n / 2 ^ 

La proposition permet alors de conclure que : 

l imsup s v s ( c f ) = l imsup s X s ( r ) < 1 i m s u p s m ^ ( L n / 2 ) = C(TJ) 

4. Enfin. 

Puisque c est ouvert, si (v \ converge vers v, on a : 
r ic 

v( {v] ) < v(c p ) < l im^ v g (c p) < C(TJ) , 

en faisant tendre t 1 vers O et r vers l' infini de façon à respecter les 

conditions (5), i l vient : 

v( {v} ) ^ l im C(TJ) , 

l 'hypothèse du théo rème implique l im^ C(TJ) = O. • 
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