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QUELQUES PROPRIETES DE CERTAINES MARCHES ALEATOIRES EN MILIEU ALEATOIRE

etetetebs

INTRODUCTION

L'étude des marches aléatoires en milieu aléatoire a fait 1‘'objet de
plusieurs articles : une bibliographie détaillée sur ce sujet figure dans
1'article de Kozlov [O]. Dans cette thése, nous considérons des marches
aléatoires en milieu aléatoire 3 une dimension, sur 7. Des résultats pour
de telles marches ont été établis par Solomon [6]. Nous consacrons une par-

~

tie de rette th€se a généraliser et 3 compléter ces résultats.

Une marche aléatoire en milieu aléatoire @ pas borné se définit de la
fagon suivante : soit A un entier positif domné et soit G 1'ensemble des
probabilités sur {-A, ..., A}. On se domne une suite o = («(i,.)), i € 7,
de variables aléatoires, appelée milieu aléatoire, & valeurs dans G, indé-
pendantes et identiquement distribuées de distribution commune 1y, avec u
une probabilité, domnée, sur G. Une réalisation du milieu aléatoire o se-
ra appelée milieu. Pour la commodité des notations, on posera, dans le cas
A=1, of(i, 1) = o, et a(i, ~1) = B - Soit X(n), n € N, la position, a
1'instant n, d'une particule se déplacant sur Z. X(n) est appelée marche
aléatoire en milieu aléatoire a pas borné par A si, sachant le milieu et
X(n) = i, alors, X(n+1) sera X(n) + a (-A s a < A) -avec une probabilité
a(i, a). Donc, quand le milieu est fix&, X(n) est une chalne de Markov.
C'est une suite de variables aléatoires a valeurs dans 7 et dont le pas
est inférieur ou égal 4 A. Plus formellement, X(n) est une marche aléa-
toire en milieu aléatoire 3 pas borné par A si la loi P de ce processus
est définie de la facon suivante : sachant le milieu o, oOn définit une fa-

mille de mesures de probabilité P%’J {.} par :

P ) (x(0) = 3y = 1,

p) X(ne1) = 4 ra / X(0) =, X(1) = ip,..., X

il
[N

il

G”j = 1 ='1
P {X{n+1) i+a / X{(n) i}

i}

a(in,a).
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Donc, par rapport a P“’j{.}, X(n) est une chaine de Markov partant de
j et telle qu'ad chaque instant n, |X(n+1) - X(n)| < A. Pour j = 0, on pose
p*0 ( y = P* (). Lamesure P définie par :

P {.} = E(P*{.})

ol 1'espérance est prise par rapport au milieu a«, est la loi de la marche
aléatoire en milieu aléatoire associée & y, partant de 0.

Un exemple typique qui sera considéré 3 plusieurs reprises est construit
de la maniére suivante : soient a et b deux nombres réels tels que
a>b>0 et a+tb=1 et soit « = (ai), i € 7, une suite de variables
aléatoires indépencantes telles que :

@)) ., = a avec probabilité p > 0

=b avec probabilité q =1 -p

On considére alors X(n), la marche aléatoire en milieu aléatoire définie
par la domée de o. C'est un processus sur les entiers tels que pour toute
suite o fixée (ai = a ou b), X(n) est la marche aléatoire sur 7 de loi
initiale telle que X(0) = 0 et dont les probabilités de transition sont
telles que :

P* {(X(n+1) = i+1 / X(n) = i} = aq. et

a . ] ) N _
P {X(n+1) = i-1 / X(n) = i) B; + By =1 -0

Pour la marche aléatoire en milieu aléatoire ainsi définie, nous avons :

P {X,=0, X;=1, X,=0, X;=1} = (a’p + b’q) (bp + Q)

1

alors que :

- 2
p {Xo =0} P {X1 = W/XO =0} P {XZ = O/X1 =1} P {X3 = 1/}(2 = 0} = (ap+bq) " (bp+aq)
Ceci montre que par rapport & P, le processus X(n) n'est pas une chalne
de Markov.

On note, enfin, qu'une marche aléatoire en milieu aléatoire sur Z peut
étre considérée comme une mesure sur 1'ensemble de toutes les chaines de Markov
sur 7. Plusieurs théorémes, dans ce travail, ont été prouvés en montrant que

par rapport @ cette mesure, presque chaque chalne de Markov sur 7 a une pro-
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priété particuliére donnée. On dira alors qu'une marche aléatoire en milieu a-
léatoire posséde une propriété ’H? si ?f est vraie presque slirement par rapport
a P, c'est-a-dire, si pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire a,

la chaine de Markov dirigée pér o a la propriété ée.

Solamon, dans son article [6], a démontré, dans le cas A = 1, qu'une
marche aléatoire en milieu aléatoire est soit récurrente et dans ce cas on a :
- » = Tim inf X(t) < 1lim sup X{t) = + = P-p.s., soit transiente et alors :
ou bien lim X(t) = + = P-p.s. ou bien 1lim X(t) = - = P-p.s. Ce méme résul-
tat a été démontré par Key [5] dans le cas d'une marche aléatoire en milieu
aléatoire 3 pas borné, irréductible. Nous donnons une démonstration de ce
théoréme dit "loi Zéro-Un'" en utilisant une méthode différente. Nous démontrons
également qu'une marche aléatoire en milieu aldatoire irréductible et récurrente

est nulle-récurrente. Ceci fait 1'objet de la partie I.

Dans la partie II, on considére, dans le cas A=1, une marche aléatoire
en milieu aléatoire transiente telle que 1lim X(t) = + = P-p.s. Pour une telle
marche aléatoire en milieu aléatoire, nous donnons, pour presque chaque réali-
sation du milieu «, 1l'expression du mament d'ordre k, k e(Nx, du temps de
passage au point 1 sachant que la chaine dirigée par o part du point O.
Nous démontrons, dans ce cas, que P-presque slrement, le moment d'ordre Kk,

k e:NK, de ce temps de passage sachant le milieu, est fini.

Enfin, dans une troisiéme partie, on établit le th€oreme limite central

pour certaines marches aléatoires en milieu aléatoire centré.
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A - EXEMPLE

Considérons la marche aldatoire en milieu aléatoire définie par la relation
(1). On va établir pour cet exemple, un critére de récurrence et de transience
d'une facon directe (sans se baser sur le lemme de Stone ['7] qu'utilise Solomon
dans son article [ 6]). Pour cela, on commence par rappeler le critére de Chung-

Harris [ 2] pour la récurrence d'une chaine sur une demi-droite.

1-1 CRITERE DE CHUNG-HARRIS

On considére une chaine de Markov sur les entiers positifs. La distribution
initiale est arbitraire et les probabilités de transition, Pi 5 sont données

’

conmme suivant

soient a =1, 0<a. <1 et b.=1-a, ,
0 J J

J
= ] .. = a, .. = b, , iz 1
Po,1 7 1 PFy5e1 T P51 T %0 )
La chatne de Markov, ainsi définie, est récurrente si et seulement si la
by...b
série de terme général L est divergente.
a,...a
1 T
Revenons 3 notre exemple et fixons une suite a = (an)ne:Z' Le processus
X(n) est alors une chaine de Markov sur 7. On pose
P .
g, . =—= et P = 04 +es O si n>290
n n 1 n
n
= gy +es O S1 DS 0

Par symétrie, on déduit du critére Chung-Harris, le lemme suivant.

1-2 LEMME
o -] .
(i) si £ p = » et I p_ <= alors lim X(n) = + = p.s.
n=1 -n n=1 n n -
w -] . .
(i1) si =z o < w et I p == alors lim X(n) = - = p.s.
=] -n n=1 N -



® ~1 )
(ii1) si I o = @ = 1 o, alors X(n) est récurrente
n=1 -n n=1
etona: -« =1iminf X(n) < lim sup X(n) = + « p.s.
n n

1-3 THEOREME : CRITERE DE TRANSIENCE ET DE RECURRENCE

On considére la marche aléatoire en milieu aléatoire définie par (1)

() si p> 1/2 alors 1lim X(n) =+« P - p.s.
Il > 4+
(b) si p < 1/2 alors 1limX(n) = -« P - p.s.

n - +x

(c) si p=1/2 alors - « = lim inf X(n) < lim sup X(n) = + « P - p.s.
n n

Preuve du théoréme 1-3

Pour tout n » 1, on pose Srl = Y1

bl By
* ...+ Y, avec Y. = (log 5) (log E;) ,
i» 1. § estune somme de variables alatoires indépendantes et identiquement

distribuées avec E(Y) = 2p-1. D'ol, en utilisant la loi forte des grands nombres,
S
on obtient que - converge presque sUrement vers m, avec m = 2p - 1. On

n
en déduit qu'avec probabilité 1 et pour tout n assez grand on a : Sn > (m-¢)n,
¢ €tant un nombre réel quelconque strictement positif. Maintenant, si p > 1/2

alors m > 0 et donc on peut choisir un ¢ > 0 tel que m ~ ¢ > 0. D'autre

b, Sn .
part, oy = CE) . D'ot, avec probabilité 1 et pour tout n assez grand on
b, (m-¢)n . b P s >
a o < (E) puisque = < 1. On en déduit que la série ¢ o, est
n=1
convergente P-presque sOrement. D'ol, P-presque slirement, o tend vers zéro

quand n est assez grand. Par conséquent, P-presque slrement 5—1 ne tend

pas vers zé&ro puisque p, €t p_, sont des variables aléatoires identiquement
a3
1

distribufes.-On en-déduit que D-presque slrement, la série I ¢ | est di-
n=1
vergente. D'ou, en utilisant le lemme 1-2, on obtient que : 1lim X(t) = + «
T oo

P-p.s. Ceci achéve la démonstration de (a). Pour la preuve de (b), on procéde

de la méme fagon. Enfin, dans le cas p = 1/2, ona o = 8 en distribution, ce
-1

qui implique que les suites o, &t e_, sont égales en distribution. On en
«© o]
P oz -1 "
déduit que les quantités ¢ o, et I p_, sont P-presque sirement de
n=1 _ n=1
méme nature. Or, si la série o, converge P-p.s., alors, d'aprés le



) . s -1 . .
raisonnement ci-dessus, la série z °_n serait divergente P-p.s.
o o]
D'ou, I p. =e= T g
n=1
précédent, on a :

P-p.s. et par conséquent d'aprés le lemme

- o = 1lim inf X(n) < 1lim sup X(n) = + « P-p.s.
n n

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

B — RESULTATS SUR LES CHAINES DE MARKOV

Nous allons nous intéresser, 3 présent, a des chalnes de Markov ordinaires
afin de mieux comprendre la difficulté qui se pose pour établir la loi Zéro-Un

pour une marche aléatoire en milieu aléatoire.

Soit Y(n) une chaine de Markov sur Z, irréductible et & pas borné par
A, c'est-a-dire, pour tout n € 7, |Y(n+1) - Y(n)| < A. On définit alors une
suite de variables aléatoires T, D € Z, par :

~
[}

inf {k : Y(k) soit dans In} si un tel k existe

» sinon.

it

avec In={m,m+1,“”(n+UA;1}, n€z.

On note par An (resp. Bn) la matrice carrée d'ordre A définie pour

tout n€ 7 par :

Ay = (agn)) ~ (resp. Bn?- ) )

17 14d, j<A

ot aﬁn% (resp. b£n%) est la probabilité que partant de (In)- , la premiére
3 b 1 -
. . . ~ .éme
sortie de In soit en (In+1)j (resp. (In—1)j ) (In)i étant la 1

composante de In‘

On note par Mn (resp. Ng} la matrice carrée d'ordre A définie pour tout

n €7 par :
M, = OnQQ) (resp. M_ = Gﬁgn) ). )
1,)71«1,)<A n 1,] “1gi,j<A
ol mgn% (resp. ﬁﬁngj est la probabilité que partant de (I ) , la chaine
b > 1

atteint In+1 (resp. In—1) et y entre par (I 1). (resp. (In-1)j)'

n+ j

_.7_
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On remarque que pout tout n € 7, la matrice An + Bn est stochastique
puisque la chaine Y(n) est irréductible. D'autre part, d'aprés la propriété

de Markov, les matrices An’ Bn et Mn’ n € Z, sont liées par la relation :

M M1 = Ane ne1 Mo Mo

1-4 PROPOSITION
(a) On suppose qu'il existe un entier 2 tel que :

(2) P {z

]
—_—
e
o)

<o /Y, €LY M, -est stochastique

b

g+ 1

alors, pour tout n € Z, on a :

(3) P {z

i

oy . \ .
el < / &O € In} 1 i.e. Jn est stochastique

(b) On suppose qu'il existe un entier ' tel que :

)] P {t , 1 <= / Yo cl } =1 i.e. M , est stochastique
| A b L
alors, pour tout n Z , on a :
(5) P {1y <= / Y, € Iy =1 ie. M o est stochastique.
Preuve de la propesition 1-4
I1 suffit, pour la démonstration de (a), de prouver que M2+1 et M2_1

sont des matrices stochastiques. Un raisonnement par récurrence achévera la

démonstration. Soit W 1le vecteur, d'ordre A, ayant des coordonnées toutes

égales d 1. On définit alors le vecteur Z(n+1), n €7, par :

(6) o (1) M, W

.éme 2 . - -
C'est le vecteur dont la i coordonnée, lgigA, est égale a la somme de

la i9M€ ligne de M

(e Pour n = g, la relation (1) nous donne :

N = M N
) Moer T A T By My Mg

En multipliant cette relation, a droite, par W, on obtient :

8) SRR ASED

41 W+ B2+ M

172

On se raméne donc a résoudre 1'équation matricielle :

©) By My - D g



I étant la matrice unité d'ordre A. Or, (A

M, W=W car (A,

On en déduit que W est une solution de 1'équation (9). Maintenant,

Al = T
w1t BQ+1) W=W et

+ BQ+1) et M2 sont des matrices stochastiques.

pour qu'il existe une et une solution de l'équation (9), il suffit que

le déterminant de (B2+] MQ - 1) soit différent de z&ro. Supposons que :

det (B, M -1) = 0

2+

alors, x = 1 serait une valeur propre de la matrice B2+1 M. D'ou, il

existe un vecteur de probabilité v sur I tel que :

2+1

Ceci implique que la chaine de transition P domnée et de loi initiale
¢ ne peut pas guitter l'ensemble /-= , ... , (£+2) A - 1}. Ce quil est con-
traire 4 1'hypothése de 1'irréductibilité de Y(n). On en déduit que la seule
solution de 1'équation (9) est le vecteur W et par conséquent, la matrice
M est stochastique. Démontrons de méme que la matrice 1\12_4l est stochas-

2+1
tique. Pour n = ¢ - 1, la relation (1) s'écrit :

(10) M, = A, ¢ B MM

Cette relation peut s'écrire encore :

- A Y - =
) (T-B8,M_)M -A =0

En utilisant les mémes notations que précédemment et en multipliant la

relation (11), & droite, par W, on obtient :

(e-1) ‘ =
o] - 7 - N =
(12) W B2 Z AQ W 0
puisque M2 W = W. Comme (A2 + B,) est une matrice stochastique, la

relation (12) se réduit a 1'équation matricilelle :
(13) B, (W - -1y 2 g

Pour la résolution de cette &quation, on procéde de la fagon suivante.

On remarque, du fait de 1'irréductibilité de Y(n), que B2 est une matrice

o as . . . . . .eme
non nulle, c'est-a-dire, il existe au moins un J, IsjsA, tel que la ]

i .8 2 - (21
colonne de B2 est non nulle. Pour un tel j, la Jeme coordonnée de (W - ,(’ ))

. . (-1, ..
est égale a z&ro puisque les matrices B, et (W - ;(“ )) sont positives.

2



Deux cas peuvent se présenter. Si pour tout j, lgj<A, la jéme colonne de
B, est non nulle alors M _, est une matrice stochastique. Si, au contraire,
11 existe un jo tel que la j;eme colonne de BL est nulle alors la jéeme
coordonnée de (W - 2(2_1)) est encore égale a zéro, sinon, la chalne qui
part d'un point (IQ_1)_, 1 é&tant un entier tel que la iéme colonne de
Bl est non nulle, seralt non irréductible. En effet, si, partant de (I£_1)i,

la chaine atteint le point (12—1)j avec une probabilité strictement posi-

tive, la chalne n'atteint pas IQ presque slirement car la somme
A

z m}z-;) est strictement inférieure a 1. Ceci est contraire au fait que
=1 o A e
l'entier 1 est tel que la somme = m£2.1) est égale a 1. Par conséquent,
. . .1éme J= ~ ) (2-1) ~ . .
pour tout j, lgjgA, la j coordonnée de Z est égale a 1. Cec1

achéve la démonstration de (a) de la proposition. Pour la preuve de (b),

on proceéde de la méme facon.

1-5 COROLLAIRE

Soit Y(n) wune chaine de Markov sur 7, irréductible transiente et
3 pas borné par A.

(a) s'il existe un entier 1 tel que la matrice M., est stochastique,

£

alors, quelque soit le point de départ de la chaine, on a 1lim Y(n) = + = p.s.
n

(b) s'il existe un entier ' tel que la matrice M est stochas-

nt
X

tique, alors, quelque soit le point de départ de la chaine, on a

lim Y(n) = - « p.s.
n
Remarque

Soit Y{(n) une chaine de Markov sur 7, irréductible, transiente et

d pas borné. Il est possible d'avoir

0 <P {limY(Mn) =+«} <1 et 0<P {1limY(n) = - = ~ 1
n n

Exemple : Soit Y(n) une marche aléatoire sur 7 dont les probabilités

de transition Pi ;i sont données par :
3

Po,1 = 1/2, py g =12

= 1/53 s1 1 21

e}
|
0
\
(2
o]
t

D =1/5, p. . = 2/3 si 1 g-1

- 10 -



- 10 -

Cette chalne est irréductible, transiente et a pas borné. Les probabi-

lités d'atteinte 3 droite et a gauche sont strictement inférieures a 1 et
nous avens :

P {lim Y(n) =+« = & = P {lim Y(n) = - «}
n - n

C-Loi Zéro-Un

Soit X(n) une marche aléatoire en milieu aléatoire i pas borné par A
et irréductible.

1-6 THEOREME @ LOl ZERO-UN
1 - ou bien X(n) est récurrente et on a :

- @ = lim inf X(n) < lim sup X(n) = + = p.s. [P]
n

3]
i

ou bien X(n) est transiente et on a :

soit lim X(n) = + « p.s. [P
n - + o
soit  1lim X(n) = -« p.s. [P]

n-»> + «©

En outre, si la marche aléatoire en milieu aléatoire est récurrente,
alors elle est nulle-récurrente.

Preuve du théoréme 1-6

Lemme 1
a) ou bien X(n) est transiente
b) ou bien X(n) est récurrente et on a :

- o= lim inf X(n) < 1lim sup X(n) = + = Dp.s. p)
n n

Preuve du lemme 1

Pour presque chaque réalisation du milieu alatoire o , la chaine de
Markov gouvernée par o est irréductible et par conséquent elle est soit

récurrente, soit transiente. On pose alors

- 11 -
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-

% = {a , la chaine gouvernée par o est récurrente} et

N/

rs

8= (g , la chaine gouvernée par « est transiente}

5 est invariant par translation. Puisque «(z,.), z £ Z, est une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, on en déduit
que P(J) =0oul. Si P = 1, alors la marche aléatoire en milieu aléatoire

est récurrente et on a :

- » = lim inf X(n) < 1lim sup X(n) = + = p.s. [P]
n n
Si P(M) = 0, alors PC)') = 1 puisque A et 3" forment une partition
- de 1'ensemble de toutes les réalisations du milieu aléatoire. On en déduit que
la marche aléatoire en milieu aléatoire est transiente. Ceci achéve la démons-

tration du lemme 1.

On suppose que X(n) est une marche aléatoire en milieu aléatoire tran-
siente. Pour chaque réalisation du milieu aléatoire « , on note par Mg
(resp. N;) la matrice carrée d'ordre A définle pour tout n €7 par :

ES

o= ol ) L (resp. T

- )
, [ = @3 (n, a))ki ,

»J<A

ol mg (n, a) (resp. ﬁg (n, a)) est la probabilité que partant de (In)_,
o~ » l
la chaine atteint Fn+1 (resp. In~1) et y entre par (In+1)j (resp. (In—1)j)’

On pose alors En = {a ; M; est stochastique} , n £ 7. bg_ ne dépend
que des «(k,.) tels que k < (n+1)A. Donc, pour tout n £ 2, £, est
dans la tribu engendrée par {a(k,.), kK < (n+1)A} , s0it

g {a (k,.)3 k < (a+1)A} . Soit 2 .un entier fixé. Pour tout n €7, on a

L gé d'aprés la proposition 1-4., Donc, pour tout n € I, £, est dans
la tribu o {a (X,.), k < (n+1)A} . On en déduit que £, est dans la tribu
asymptotique =ﬁ£§l o{a(k,.) kX< m*1)A). La loi Z€ro-Un de Kolmogorov
implique alors que P(¢ ) = 0 ou 1 puisque a(k,.) est une suite de variables

aléatoires i.i.d. Donc, P[En) = 0 ou 1 pour tout n £ 7. De méme, si pour tout

n £7, on pose E‘n = {a, ﬂi est stochastique} , alors, on démontre que
F(E‘n] = 0 ou 1. On remarque que si P(gn) = 1 alors P(g'n) = 0, car
la marche aléatoire en milieu aléatoire est supposée transiente. D'ol le

trois combinaisons possibles

_12_
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Si P(gn) = 1, alors,

Mi est stochastique P - p.s. pout tout n € 7

D'ou, d'apreés le corollaire 1-5, on a :

PY (lim X(n) =.+ =} = 1 P - p.s.
n

S1 P(g'n) = 1, alors,
Mg est stochastique P - p.s. pour tout n €7
D'ou, d'aprés le corollaire 1-5, on a :

P* {1im X(n) = - «} =1 P - p.s.
n

~

11 reste & prouver que le cas P(gn) = P(g'n) = 0 est impossible. Ceci nous

~

conduit a procéder d'une facon différente afin de surmonter cette difficulté.

Pour tout milieu o et pour tout n € Z, on pose :

a,n

¢(n, a) = P {1im sup X(k) = + =} et

2(n, o) = p*on {lli(m inf X(k) = - )
2(n, ) et (n, a) peuvent s'écrire :

¢(n, o) = p*° {1]i<m X(K) = + et

2(n, o) = p*n {1li<m X(K) = - =}

car la marche aléatoire en milieu aléatoire est supposée transiente. On pose

alors :
A = {a ; il existeun n €Z tel que (n, o) > 0}
et A = {a; il existeun n € 7 tel que 2(n, a) > 0}
Lemme 2
1°) Soit,

i
—

(14)  a(n, a) : p.s. [P] pour tout n €7  ou

(15) e(n, o)

1}
[a0)

p.s. [P] pour tout n € I

..13_.
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2°) Soit,

i
a—t

(16)  2(n, o) = p.s. [P] pour tout n€7Z ou
(17) 2, o) = 0 p.s. [P] pout tout n €72

Preuve du lemme 2

Soit o wun milieu fix€. (., o) est une fonction harmonique et par
conséquent, Q(Xn, o) converge P%-presque sfirement vers la fonction indi-
catrice de 1'ensemble {1lim X(k) = + »} . Or, si a € A, alors, par 1l'irré-
ductibilité de la chaine kdirigée par « , ona &(n, a) >0 pouf tout n € Z.
Donc, pour tout u.eA,z(Xn, @) converge vers 1 P%-presque sGrement. On en

déduit que pour tout o € A, il existe une suite d'entiers oy (a) telle que

(18) 11<im 2y (), o) =1 P%-p.s.
e at]
2V e |nk+] (a) = ny (a]‘ g A pour tout k €N,

Maintenant, pour tout o €A et pour tout n € Z, on pose :

L, o) = 4l @) VoA, , ) V..V 2, o

avec In = {nA, nA+1, ..., (n+1) A - 1} . D'aprés la relation (18) , on a :
(19) lim L{n, o) = 1 P%-p.s.
N0

pour tout o € A. Or, si on désigne par 8 1'application définie, pour tout
z €2, par 6a (z, ) = a(z+ 1, .), alors, ona 2(n, sa) = 2@ + 1, o).
Ceci implique que A est invariant par translation. On en déduit que
P(pA) = Tou 0. Si P(A) =1, alors, d'aprés la relation (19), on a :

(20) lim E (L, «)) =1

1>

E étant 1'espérance calculée par rapport 2 P. Or,

L(n, 6 o) = Lin + 1, a)

Par conséquent,

21 EML@, 7o)

E (L(n+1, a)).

D'autre part, nous avons

(22)  E(L(n, & o)

E(L(n, o))
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par invariance de la loi du milieu sous ¢ . Les relations (21) et (22)
impliquent alors que E(L(n, o)) est une constante. Cette constante est

égale a 1, d'aprés la relation (20). D'ol, P-presque srement, L(n, a) = 1
pour tout n € Z. Donc, P-presque sQirement, &(., o) est une fonction har-
monique qui atteint son maximum en un point. Par conséquent, P-presque s{irement,
2(n, a) =1 pour tout n €7Z. Si, P(A) = 0. Alors, P-presque slrement, on a

2 (n, o) = 0 pour tout n € Z. Ceci achéve la démonstration du 1°) du lemme

2. Pour la preuve du 2°), on procédera d'une facon analogue.

Corollaire : Soit X(n) une marche aléatoire en milieu aléatoire i pas

borné par A, transiente et irréductible. Alors,

ou bien 1im X(n) = + = p.s. Pl

n
ou bien 1im X(n) = - «. p.s. [P]
n

Preuve du corollaire

1}
+
3

Si les relations (14) et (17) se réalisent, alors, on a lim X(n)

P-presque slrement. n

i
t
8

Si les relations (15) et (16) se réalisent, alors, on a lim X(n)

n
P-presque sUrement.

Les relations (14) et (16) ne peuvent pas se réaliser simultanément
car la marche aléatoire en milieu aléatoire est supposée transiente. De méme,
les relations (15) et (17) ne peuvent pas se réaliser simultanément car
la marche aléatoire en milieu aléatoire est supposée irréductible.

Pour achever la démonstration du thé€oréme 1-6, il nous reste & prouver

que si la marche aléatoire en milieu aléatoire est récurrente, alors elle est
nulle-récurrente.

Lemme 3
Soit «a{z, .), z € Z, une suite de variables aléatoires i.i.d. définissant
une marche aléatoire en milieu al8atoire récurrente et irréductible. Alors,

cette marche aléatoire en milieu aléatoire est nulle-récurrente.

Preuve du lemme 3

Soit )3 = {a ; la chaine gouvernée par « est nulle-récurrente}.
L'ensemble 23 est invariant par translation. Puisque la suite «(z, .),
z €7, est une suite de variables aléatoires i.i.d., on en déduit que
P(A) = 0ou 1. Si P(}¥) = 0, alors la marche aléatoire en milieu aléatoire

serait récurrente positive. Ceci est impossible. En effet, supposons que
_15_
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pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire o, la chalne de Markov

gouvernée par o est récurrente positive. Soit alors w(., «) la probabilité

invariante associée i une telle chalne. Elle vérifie :

z m(i, a) = 1 et w(i, o) > 0 pour tout 1 € Z.
i€?

Soit o' , le milieu défini pour tout 1 €727 par

a'(i, ) = a(1-1,.).
Alors, d'aprés l'unicité de la mesure invariante, on a :
(i, o) = =(i-1, a'") pour tout 1 € Z.

D'ou

f
J n(i, o) dP(a) = ] 7(i, ') dP(a') = j( r(i+1, &) dP(a)

On en déduit que (1, o) dP(¢) est une constante indépendante de 1.

Cette constante est non nulle car «(i, «) > 0. Par conséquent, on a :

m(1,2) dP(a) = = [ m(i,a) dP(a) =
1€7

0

| iez

Ceci est impossible. Donc, P(J) = 1

. La démonstration du théoréme 1-6
est terminée.

_]6_.
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II - MOMENTS DU TEMPS DE PASSAGE-INITE

A - CALCUL DES MOMENTS DU TEMPS DE PASSAGE-UNITE POUR UNE CHAINE DE MARKOV

Soit % s i €Z, une suite de nombres réels appartenant 3 1'intervalle
J0, 1[ et soit Y(n), n €N, une chalne de Markov sur 7 de loi initiale telle
que Y(0) = 0 et dont les probabilités de transition sont telles que pour tout
i1 €7 et pour tout n €N, on a :

1]
i

P {Y(n+1) = i+1 / Y(n) i} i
M
P {Y(n+1) = i-1 / Y(n) = i}

1}
Q
(0]
+

i
I

it
W
-
w

i
——

I
Q

On suppose que la chaine ainsi définie est ou bien transiente telle que

§

lim Y(n) = + « p.s. ou bien récurrente : c'est le cas ou les a5,
n
vérifient :

i€,

0 A eee Oy
(2) : A2 = s
n=-c« n'"" To

Pour calculer le moment d'ordre &, ¢ »1, du temps de passage au point 1,
nous allons utiliser la méthode de CHUNG [2 1. Soit n un &lément de N° et

soient k, 1 et j des éléments de Z tels que Kk < 1 < j. On désigne par

kpgn% la probabilité d'aller de 1 & j en n &tapes sans passer par K.
’ x * () GO ST e
1 .. = N ,J = 2 S, > 1.
On pose alors P, n£1 kpl’J et k1,] = NP 23
Nous avons :
(m) _ (n-1) (n-1)
3) Wi T % Pie,j * B Pl 0 P22
4 et X = . x . . X .
SRR A S0 B B I B BRI
p; ; étant la probabilité d'aller de 1 a j en une étape.
D'aprés la relation (3}, m(zj s'écrit :
k 1,j
(2) 2 _(n-1) ‘ 4 (-1
(5) m =D, . * a. I n’p. .+ 3. TN oops
K i, i,j 710, o kirl] R k'i-1,]
D'oll, en faisant le changement de variable n' = n-1 et en utilisant
la définition de m(z) et la relation (4), on obtient :
k i,]

- 17 -
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k i,j k i+1,] Y ki-1,j m=l Lxoiet,i Y ki1,
b
KPi,
Fixons k et j. Pour tout entier r tel que k< r < j, m(z) ,
d'aprés la relation (6), satisfait au systéme : kr,)
2~1

u_ = oa_u +8 u .+ I &t (a m(m) + 8 m(m) )+ &= ; kK <r <]

T T Tl roT=l o T Ty r+1,3 Tk or1,j T,

Uy = 0= uj

£ étant la probabilité que partant de 7r, la chaine atteigne J sans passer

par k. Ce systéme se résoud par récurrence. Pour tout r, k <r < j, on a :

: x . (m)
. .y J-1 £, 21 J-1 LM
u.- U T - Q;J) us_q ot ng) r X's,j oo, QEJ) - C? . K 553 .
J s=r () , m=1 s=r+l Qg
QW s :
oy 2T j-1 xnon) .
(3) Ao K's-1,
Q L z __T,.)_l
Tomel P ser QsJ
avec
. o c s Qo .
Q(J) - ) si 1 g -1
r B 3.
T "1
= si T %]

On en déduit 1'expression explicite de us, k<1< 3, c'est-d~dire de

() :

m; i, en remarquant que u., = ¢ (u_ - u_ ,). Maintenant, le moment d'ordre
K™, ket T -1
2, m§2) , du temps de passage au point j sachant que la chaine part du point

3
i est tel que :

(L) _ q; (1)
(7 mi lim;. L

or, la condition (2) nous permet de suivre la méme démarche que CHUNG ™ 2, p. 70

“a M
-

1
—

pour le calcul de cette limite. On aboutit 4 : pour tout £ 3 1 et pour tout i

7

et j tels que i< j,

- 18 -



1 2-1 j-1 m(m)
© A - 1o Tt d ko
1,] r=i+1 T gz QSJ SS m=1 =—w QS
2-1 j-1 m(m) 2-1 ] r-1 m(m)
SN QIEJ) s;d v Ty &3 Q}EJ) : s=1,]
m=1 T=1+1 S QSJ m=1 r=1+1 S=—o QSJ

D'oli, sionprend 1=0 et j =1, on obtient :

; (m) _ (m)
©) méQ% i} g 1 . 121 C? g ﬁéﬁl. . 221 C? 0 ms_1,1
’ S=-w QS B m=1 S=-w QS m=1] §= oo QS
avec o
Qs s ... 0 si s< 0
Bs Bo
= ] si s >0

On remarque que sous la condition (2), le moment d'ordre 19, méi% ,

du temps de passage au point 1 sachant que la chaine part du point 0
peut &tre fini ou infini.

Exemples
a) Soit o, T € Z, une suite de nombres réels définie par :
o = 2/3 si n3x»0
=1/2 si ng -1

Ces @, D€ Z vérifient la condition (2). D'aprés la formule (9),
le moment d'ordre 1, My 1> du temps de passage au point 1 sachant que la

chaine part du point 0 s'écrit :

On en déduit que L est infini. Cependant, la chaine Y(n) définie
par la suite @, D€ 7, est transiente telle que lim Y(n) = + =« p.s. pulsque

n
© B B
o T ... ™
la série I — est convergente.

=1 ces O
N a1 un

b) Soit o, DE 7, une suite de nombres réels définie par :
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Ces STPER S 7, vérifient la condition (2). La moyenne m du temps

0,1
de passage au point 1 est finile. Cependant, la chalne Y(n) définie par la
- . 2 L % B, ... 2 i
suite’ o, n € I, est vécurrente car la série . T n est diver-
- Uy e, O
gente, n=1 1 n

B — MOMENTS DU TEMPS DE PASSAGE-UNITE POUR UNE MARCHE ALEATOIRE EN MILIEU ALEATOIRE

Soit X(n), n €N, une marche aléatoire en milieu aléatoire définie par
a(i, 1) = oy et afi,-1) = Bi =1 - @, avec o, i € Z, une suite de variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que 0 < x, < 1.

On suppose que X(n), n €N, est telle que 1lim X(n) = +° P-presque slrement

c'est le cas ou E(log B/a) < Q. n

Soit T1 la variable aléatoire définie par

~

T1 inf {n : X(n) = 1} siun tel n existe

= sinon
a1, ; P
T1 est le temps d'atteinte du point 1. On note par E ’3{.) 1'espérance
. < a3 . | . SO S0
calculée par vapport a D ’J(. . Dans lecas 3 =0, onmnose E (.} =E 2 .).
I Xy J ’ ! y .

2.1 PROPOSITION

k3 : 5 —r
Soit 2 un élément de NT et soit 1 un 2lément de Z

tel que 1 < 1,
o] 2
P-presque slrement, le moment d'ordre £ E " (T)) , du temps de passage au
) > , Ly ¢ ! g
in s e haine dirigée par « part du point 1, s'écri
oint 1, sachant que la chaine dirigée p part du point 1, s' t
i 1 r-1 1 et 0 £
‘ - o : - |
(1) Bt () = Q. I s + I G I e
r=1+] S=—oa tg TS m=1 ’ g=—w .
5
oy S It , . x,5-1..m
Par 0 ro BT 2-1 1 r-1 BT Th
+ I ¢ T oqQ ¢ T N o oz ‘
m=1 r=1+1 - §=—00 O m=1 “ T=1+1] * §=—o0 N
d S
En particulier, P-presque slrement, le moment d'ordre 7, E“[T;}, du temps

de passage au point 1, sachant que la chaine dirigée par o part du point 0,

s'écrit
0 1 2-1 0 n*:S
(11) E* (T%) = 3 T N A 1
Seco 4] = ~ =
S QS B m=1 S OS
o1 0 g STty
m O
+ z Cn T -
m=1 Y g=ey 0.
~S
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_Puisque X(n), n €N, est une marche aléatoire en milieu aléatoire telle

que lim X(n) = + « P ~ p.s., alors, P-presque slirement la série
B 8

n @ e
T 1 »n est convergente.
Gy ... 0O g
n=1 1 n
0 rv,n . .QLO
On en déduit que P-presque slirement, la série % AT est diver-
n=— Bn ***8p

gente puisque les %, i € Z, sont des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribué€es. La relation (2) est donc vérifi€e pour presque
chaque réalisation du milieu aléatoire. Nous pouvons alors utiliser les re-

lations (8) et (9). Ceci acheéve la démonstration de la proposition.

2.2 PROPCSITION

On suppose que 15(10g+ B/a) < =, Alors, pour tout entier 2, 2 2 1, le
moment d'ordre g, Ea(TTQ) , du temps de passage est fini P-presque slrement.

Exemgle

Reprenons l'exemple défini, dans 1'introduction, par la relation (1). Pour
cet exemple, nous avons vu que la condition lim X(n) = +» P-p.s. est équi-

valente & p > 1/2. Plagons-nous dans ce cas. 8n vérifie alors que :
a) E® (T} <= p.s. [P]
b) E* (1,9 <= p.s.  [P]

En effet, posons, pour tout n >0, S = Zo * ...+ I avec
-1

L\
<

o _
(log *é—j) » 13
-1

Zi = (log g) Sn est une somme de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées avec E(Zi) = -(2p - 1). D'ou, en

utilisant la loi forte des grands nombres, on obtient qu'avec probabilité 1,

il existe un n, tel que pour tout n »n_ ona: —Sn < (m+e)n et

-Sn 5 (m-g)n avec m = 2p - 1 et ¢ un nombre strictement positif qu'on
choisit tel que m-¢ > 0 ; ceci est possible puisque m > 0. D'autre part,

pour tout n »0, Q_, s'ecrit

Sn

LS e

D'oll, avec probabilité 1, il existe un n, tel que pour tout n zn_, on a :

O,
(m+ g)n 1 b S . B
Q, < (%) et H— = ) n (\%) (m-z)n

. - . . L
ouisque b/a < 1. Maintenant, d'aprés la relation (11), I (T} g



0 B +++ B
0 1 -
(12) E*(T,)) = 5 oo | p.s. [P
1 Smep OLS “ee 01,0 BS t.]

E“(T1) peut s'écrire encore sous la forme :

0 g 8. «vo B
s-1 ] 0

. (1 + ) p.s.

5= Gg-1 G5 't O

8
(13)  E*(T) = (1+-2)+
¢0

a
+ SS =1, E (T]) est donc fini P-presque slrement

puisque pour tout s, g
Bs... BO ) _
car ——————— est P-presque slrement inférieur ou &gal au terme général d'une
e .

série géom€trique convergente.

,
De méme, d'aprés les relations (10) et (11), E* (T;”) s'écrit presque
slirement :

s=1

EG.) (T-])

(1, =

avec

&,s
E’° (T,) = = Q % p.s.
7 peser T ogs Qe 8:
D'ot, pour que Ea(T12) soit fini presque sUrement, il suffit que la
quantité :
- 1 -n r-1 1

A(e) = 1;10 ©

— L Q T P—
S=—w Qs r=s5+1 T otemw Qt

soit finie presque slirement. Pour cela, on commence par faire le changement de

variables suivant : on pose s' =-s, r' = -r et t' = -t. A(a) s'écrit
alors :
o “ St__‘] ) 1
A(d) = Z O Z Q_r' Z Q———_
s'=no -s! r‘=no tl=r'+] -t

Puisque s' y n '3 n, et t' oy n,» alors on a :

s O »
© (m-g)s' s'-1 (mee)T! ® (m-eg)t'
b \
NOPEEENC e O p.s.
s'=no r’=n0 tl=r'+]

_.22._



or,
s'-1 a (m+e)T! o b (m-¢)t! b (m-¢) b m-—e”1 51—1 b -2er’
z @E) z Cg) = Q;) 1‘(;ﬂ z Q;)
r'=n0 tl=r'"+1 r'=no
et ' :
s'-1 -2er! -2\ -2en -2es'
- b b ‘ b b
o CY . (1 -3 (cg) °- )
r'=n
0
-2
On remarque que la quantité (1 - (b/a) “8) est négative car b < a. Donc,
® Nt ® (m-3¢g)s'
(14) A@ <8, : @W=s" ¢ @ p.s.
s'=no - s'=nO

B2 et C2 étant des constantes négatives. D'ol, en choisissant ¢ > 0 tel
que m - 3z > 0, on conclut, d'aprés la relation (14), que A(az) est finie

presque sUrement puisque b < a.

La condition que :

P {lim X(n) = + =} =1

n- o

~

est équivalente & E(log 8/a) < 0. Pour la preuve de la proposition, nous

distinguons, donc, deux cas :

Supposons que : - = < E(log 8/a) < 0. Pour tout n €N, on pose
S, =Y ,* ... *Y, avec Y . =log Efi’ i»0. S, estune somme de

variables aléatoires 1i.i.d. telle que E(Y)

Al

p, D étant un nombre réel
tel que 0 < p < «». D'oll, en utilisant la loi forte des grands nombres, on

obtient qu'avec probabilité 1, il existe un n, tel que pour tout n > n,

on g :
1

Q < en(p+e) et =—— < e—n(p—s)
-n .
-n

b

¢ étant un nombre réel strictement positif tel que p-e > 0. Un raisonnement
analogue 3 celui qu'on a utilisé dans 1'exemple précédent nous permet de con-
clure alors que Ea(T1) et EQ(T12) sont finis presque slirement. Maintenant,
pour tout & » 3, l'expression de Ea(T12), donnée par la relation (10), dé-
pend des moments d'ordre m < 2 , g%»3 [T]m), du temps de passage au point 1
sachant que la chaine dirigée par o« part d'un point s € 7. Or, pour tout
m, m< %, Ea’S(T1m) dépend aussi des Ea’t(T1n) aveCc n-m et t €7 .
D'ol, en procédant d un changement de variables comme dans 1'exemple précé-

[a e
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dent, on s'apercoit que Ea(T1Q) s'écrit comme une combinaison linéaire finie
de variables aléatoires de la forme :

; . 1 51-1 . ; 1 SZ-T Sh;1—] n
- .y T - L -1 . T
520 LsporE1 T osere Gl e S
w 1
T
Sh™Th-1*" Sh

avec h : 1 < hg 2 . Donc, pour démontrer que pour tout 4, Ed(T1£) est fini
presque slrement, il suffit de prouver que pour tout h, h 3 1, la variable
Ih“ définie par :

oo Y f

n, 1 52=r1+1 S, Ty

1 w
0 «

=n Th-1s,= QU

=N, h=T sy =1y _,+1 Sy,

est finie presque slrement. Pour cela, on va commencer par démontrer que pour

tout h > 1, il existe une constante Kh positive telle que :

-(ne-{Hh-
(15) Ihas Kh L e (P (Zh 1)5)51 D.S
S,=N
10
En effet, puisque S1 Dy Sy, 2Ny, .., Sy Dys Ty 200 -evy Ty g > Do,
alors, Iha est inférieure ou égale 3 :
© 5—1 S_—] )
;e re)sy 1T (pre)ry RN (pre)rpg o~ (P-e)sy
517 1™ Th-1""% Sh™Tho1*
P-presque slrement. D'ol, pour h=1, on a :
I]a < K, z = o~ (Pels p-s.
517

avec K1=1. Supposons qu'il existe une constante Kh—1 positive telle que :

¢ o ; o~ (P~ (2h-3)¢) sy

h-1 h-1 - p.s.
51—n

0

~ P . . o . P -
L'hypothése de récurrence implique alors que Ih est inférieure ou égale

[so3]

; e“(P‘E)S]
51=n

c(PredT, ; o~ (p=(Zh-3)e) s,

o r1=no sz=r]+1

K- 1

_24_
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P-presque slirement. D'ol, par un calcul analogue & celui utilisé dans 1'exemple
précédent, on a :

o]

a -(p-e)s, _ -(p-(2h-1)e)s
I s Kqg B, & e 1 Ky & & e T p.s.
s,=n S,=n

o] 170
avec Bh et Ch des constantes négatives. Donc, en posant Kh= 'Kh-1 Ch’
on obtient :

Iha s Ky X e~ (P~ (2h-1)e)s; p.s.
s1=n0

D'oll, pour tout h, h » 1, la relation (15) est vérifiée. Par conséquent,

pour tout h, h 3 1, Iha est finie P-presque siirement.

Sugposons, maintenant, que la suite des variables aléatoires ¢ DE Z,
est telle que E(log B/a) = - «. On considére alors la suite a'n, ne Z, de
variables aléatoires définies pour tout n € Z par a'n =, A (v -38) ;5 3
étant un nombre réel donné strictement positif. On pose B, = 1 - o', nE T

La suite a'n, n € 7, est une suite de variables aléatoires 1i.i.d. Pour un

§ assez petit, ona : - < E(log 8'/a') < 0. D'ol, pour tout z, = 3 1,
1

ona: E® (TTQ) < » presque sOrement. Or, pour tout n € Z, a'n s a2, On

en déduit que pour tout ¢, & » 1, on a : Eu(T12) < » presque slrement

puisque la chaine dirigée par une suite o fix€e et partant du point 0

atteint plus rapidement le point 1 que la chaine dirig€e par «o'. Cecl

achéve la démonstration de la proposition.

Remarque
Par rapport 4 P, le moment d'ordre 2, 4 » 1, du temps de passage au

point 1 peut &tre fini ou infini.

Exggple

Reprenons 1'exemple défini, dans 1'introduction, par la relation (1) et
placons-nous dans le cas oi p > 1/2, c'est-3-dire, dans le cas ol la marche
aléatoire en milieu aléatoire "fuit" vers + «» quand n est assez grand.

Sachant q, Ea(T1) s'écrit (6] :

E*(T) = (1 + 29) + oz (s i?‘1) a? —

o Jj=~w j-1 J o

or, E(T,) =E [EQ(TT)] . D'odl,
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0 .
E(T) = (1+E(B/e)) 1+ & E(8/0)' )

j=-co .

puisque les sy i € Z, sont des variables aléatoires i.i.d. Donc, E(T1) est
finie si et seulement si la série

0 .
L E(8/a) ')

j..._eo

est finie. Mais, E(8/a) =p 2+ (1-p) 2. D'od, E(8/) <1 si et seulement

si po»> a. On en déduit que :

E(T1) <w s1p>a

=eo sipcga.

_26_
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[TT - THEOREME LIMITE CENTRAL POUR CERTAINES MARCHES ALEATOIRES

EN MILIEU ALEATOIRE CENTRE

A - THEOREME LIMITE CENTRAL POUR UNE CHAINE DE MARKOV "CENTREE"

Soit P;» i € Z, une suite de nombres réels appartenant 3 1'intervalle

Jo, 1[ et soit ) k € Z, une distribution des masses de probabilité sur 7

telle que :
i) Hy = 0
i1) T k b T 0
keZ
TN 2 12 . 2
111, ¢~ = © Ky, existe avec ¢~ > (.
keZ s

Soit Y(n) une chaine de Markov sur 7 de loi initiale telle que Y(o) =0

et de probabilités de transition telles que pour tout 1 € 7 :

(1) PUO@ ) =i+k/Ym =i = (1-p)u, k€ a

P{Y(n+1) =1/ Y(n) =i} = D;

On définit une suite de variables aléatoires o, D e N, telle que :
=0

9 et pour tout n > 1,
o, = inf {k > o q Y(k) # Y(cn_1)} si un te} k existe
= sinon

o, I € NN, est le temps du niéme saut de la chaine. On considére, alors, la

suite Sk’ k » 0, définie par Sk = Y(ck). Sk peut s'écrire comme une somme
de k variables aléatoires Zj’ 1¢jsk, i.i.d. telles que pour tout m € 7,
P(Z. =m) = oo C'est donc une marche aléatoire de loi u. On désigne, alors,

J
par 9%, k » 0, la tribu engendrée par 51, cees Sk’ Oqs wees Ope

Pour une telle chaine, le théoréme limite central peut &tre faux si la suite

D;s i €Z, ne vérifie pas certaines conditions.

Exemple : On se donne Hyo k ¢ 7, une distribution des masses de probabi-

1ité sur 7, définie par :

R U 1/2
...27_
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Cette distribution vérifie les conditions i), ii) et iii). Cependant, si

on suppose que la suite P;» i €7, est telle que :

1€Z
- 2
alors, le théoréme limite central est faux. En effet, supposons que n 1/ Y(n)
converge en lol vers une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne
2 .y

nulle et de variance a~ > 0. On démontre, alors, que pour tout k fix&, on a :
- g 1
(J) lim n

n j

P{Y(j-1) =k} =20

[ o5 Bilen

1

or, comme Y(n) est une martingale telle que Y(o) = 0, E(Yz(n)) peut s'écrire :

n
) @) = 3B BOO) - YG-1% 7 YG-1)]
J:
On en déduit que :
(5) Ldmy - o oz OG-k (-py)
n kez =1

Les relations (2) et (3) impliquent alors que :

1

(6) lim = E(Y2(n)) = 0.
n

D'autre part, d'aprés la définition de la convergence en loi, on a :

7 Lin inf 1 EQ’ () »

Ceci est en contradiction avec la relation (6). Donc, sous la condition
(2), le théoréme limite central est faux.

Théoréme : Théoréme limite central

On suppose que la suite P> 1 ¢ Z, est telle que :

n-1 1
@ lim &+ ¢ 3

L

n B oy=0 iez 'Pi

P(SJ:]_): '8 ; 0 < & < o |

(b) 1la suite :

1 n-1 1
= I L P(s:=1), nenNt ,
j=0 ez (1-p,)? J

est bornée.
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Alors, 0_1 n—”2 Y(n) converge en loi vers une variable aléatoire qui suit
une loi normale de moyenne nulle et de variance 2—1 ; o étant 1'écart-type de
la distribution u.

Lemme 1
Sous les conditions (a) et (b), n_1 o, converge en moyenne quadratique

vers 2.

Preuve du lemme 1

Pour tout n > 1 et pour tout s 3> 1, ona :

-1
Pl{o_-o =S/9_} =pS (1 -p )
n~ %n-1 n-1 S S

d'ol 1

E (o = opey /300) T T

’ ) psn—1

C'est 1l'espérance d'une variable aléatoire de loi géométrique. On en déduit

que :
1
E (on) = E(cn_1) + E CT~:f§§—"- )
n-1
D'ol, par récurrence, on a :
n-1 1
E(e.) = I I — P(S. = 1i).
D j=0 iez Pj ]
On en déduit, d'aprés la condition (a), que :
1 _
(8) l;m H E(On) = Q.

D'autre part,

Eo, - o, )% /T, ) = (epg ) (=pg 1725
n-1 : n-1

c'est le moment d'ordre 2 d'une variable aléatoire de loi géométrique. Or,
2 _ 2 _ 2
E(cn /grx-]) - E((On - On—1) /?’n—ﬂ * ch_1 E(Gn n-1 /EFnJ) ¥ 9n-1
D'ol la relation :

E(o %) - E(c2_;) = E((1 + pg ) (- psm)'z) ¢ 2E(e_) E(o -0 )



- 29 -

On en déduit, par récurrence, que :

, o 5 n-1 1 j-1 1
() Eloy) = 1 E((0+pg) (1-pg) ) +2 r EGmp) I E G-
‘ j=0 j j j=1 S. k=0 S
j k
Or, si on remarque que 1 + Pg = -(1 - Pq ) + 2, alors, on a :
j j
1 n-l - 1 -l 1 5 N1
— I E((h+pg) (O-ps) ) =-— I EGm—)+z & Ebr——)
nZ =0 5 % n? jso ij n® j=

D'old, d'aprés les conditions (a) et (b), on a :

0l -2
(10) lim = . EB((1 + pS.) - ps.) ) = 0.

n n° j=0 j J
D'autre part,
, n-1 1 j-1 1 1 n-1 1 51 n-1 ,
= z E(——:——— I E("—:—"—) = (— z E(—-_———))_‘ - —3 z E™ (s—
n? ja1  1Ps, ko 1 Pg Myl 1Pg, n® j=0 .

j k j
D'old, d'aprés les conditions (a) et (b), on a :
g ol 1 3 1 >
(11) lim = ¢ E(T_—) T E(T"—) = 3

n n? j=1 Pg.” k=0 Ps,
car 1 n-1 2 1 1 n-1 1

lim — ¢ E° ——) < lim — E(

2 - 1-p 2 - 1 2
n n“ j=0 Sj n n° j=0 ( —pS.)
J
ce qui implique que :
1 n-1 5 1
n n° j=0 psj

puisque le membre a droite de 1'inégalité ci-dessus tend vers zéro, d'aprés
la condition (b).

Les relations (9), (10) et (11) impliquent alors que :

(12) lin 15 E(e D) = 27
n n

On en déduit, d'aprés les relations (8) et (12), que :

lin 5 E((o, - n2)%) = 0.
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Pour la commodité des notations, on pose L = 2_1 et, pour tout § > 0

et pour tout n Cle, on note par B(n, §) l'ensemble des entiers positifs
) k
k tels que |- -1L]>s5 .

Lemme 2

Pour tout & > 0, on a :

(13) lim P (U {op sn < oy 43) =0
n B(n,s) - k kel

Preuve du lemme 2

Gpe N € N, est une suite de variables aléatoires strictement croissante.
D'ol, pour tout § > 0, on a :

B(;.J,s) {Ok < n < 0k+1} C (n 2 O[(LHS)I]]*’T) U(n < O[(L"{S)nj'i'])

[ ] désigne la partie enti&re. Par conséquent, pour que la relation (13)
soit vraie, il suffit que :

(14) lim P {ns: o[ (L+s)ri] +1 } =0 et
(15) llillm IP {n < O[(L—é)n]ﬂ } =0
Or,

1 1
NACOL RIS (et RN DL

D'oll, en posant (L_1 -¢) = (L+ 5)_1, avec ¢ un nombre réel strictement
positif, on a :

Tk(n)
P {n ZG[(L+6)H]+1} s Pi-e> T(*Er-l—)—— -

4~
—

avec k(n) = [(L+&)n] + 1. Or, quand n tend vers 1'infini, k(n) tend aussi
vers 1'infini et par conséquent, le membre 3 droite de 1'inégalité ci-dessus
tend vers z&ro quand n tend vers 1'infini, d'aprés le lemme 1 pulsque la
convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en probabilité.
On en déduit la relation (14). Pour la relation (15), on procéde de la méme
facon. Ceci achéve la démonstration du lemme 2.

_31_



- 31 -

Preuve du théoréme

Sachant O § < oy, Y(n) suit la loi de la variable Sk' D'oti, pour
tout- t e R,
Y(n)
¢ /n

P{ <t/0k\<n<0k+1}=Fk(to‘/fl)

Fk étant la fonction de répartitién de Sk et ¢ 1'écart type de u. On
en déduit que pour tout t € R,

<]

16 Pl cn = R (o WP (geen <o)

Soient 8 et € deux nombres réels strictement positifs avec § < L.

Alors, d'une part, nous avons :

T F, (to /M) P {0, sN< oy ..}« T Plg, €N < gy 4}
B(n,3) k k k+1 B(n,4) k k+1

car la fonction de répartition Fk est toujours inférieure a 1. On en

déduit, d'aprés le lemme précédent, qu'a partir d'un certain rang,

(17) z FL(t o /M P {op,<n<o ,}<c¢
B(n,s) k k k+1

D'autre part, puisque Sk est la somme de k variables aléatoires :j’
1<j<k, i.i.d. telles que E(Zj) =0 et E(ij) = oz, alors, pour tout
x € R, Fk (x o vk) converge, quand k tend vers 1'infini, vers ¢(x) ol §(x)
est la fonction de répartition en x d'une variable aléatoire qui suit la loi
normale centrée réduite. Cette convergence est uniforme en x car Fi, est une
suite de fonctions croissantes. D'oli, pour tout n assez grand et pour tout
k, k > (L-8)n, on a :

$(t//%j - & < Fk(t g V1) < ¢(t//¥5 + £

Donc, si t > 0, alors, pour tout n assez grand, la somme :

(L+8)n -
by F, (t n) P {0, < n< }
k=(L-s)n K ° “k T
Oy -0 (- o) o (=
est comprise entre - - et ) + ¢€)
L+6 ) ) /i:g -

- 32 -
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car ¢ est une fonction croissante. Par contre, si t < 0, alors, pour tout n

)} + €).

t t
assez grand, cette somme est comprise entre ({ ( Y-¢) (1-e)et (P (
L-8 L+6

Maintenant, puisque ¢ et § sont arbitrairement petits, ces inégalités

entrainent :

Y(x)
lim {P

t
< t} = (__._
n s /n (b /I_,)

t
Ceci achéve la démonstration du théoréme car @(;;j est la fonction de
T v

répartition de la lol normale centrée de variance L.

B - THEOREME LIMITE CENTRAL POUR UNE MARCHE ALEATOIRE EN MILIEU ALEATOIRE

Soit o k € Z, une distribution des masses de probabilité sur 7Z

vérifiant :
i) u0=0
ii) £ k Wy = 0
keZ
1ii) 02 = I K Hy existe avec 02 > 0.

kez

On considére X(n) une marche aléatoire en milieu aléatoire & pas quel-
conque (A peut-&tre infini) définie, selon les notations de 1'introduction, par
une suite de variables aléatoires a(i,.), 1 € 7, telle que :

ali, ) = (1 -p) w si kel

et a(i,0) = P

ou D;» i €7, est une suite de variables aléatoires i.i.d. et a valeurs
dans 10, 1[. A chaque réalisation du milieu «, il existe une suite pi(a),

i €2, de nombres réels appartenant i 1'intervalle ]0, 1[ et vérifiant :

a(i, K) = (1 - p;(e)) uy si ket

et a(i, 0) = pi(@)
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Sachant le milieu «, X(n) est donc une chaine de Markov sur 7 telle
que :

P (X(n+1)

i+k/X@) =1} = (1 -p()u, si ke Va
i/ X(n) =11 = Pi(a)

§)

et D% {X(n+1)

Pour une telle marche aléatoire en milieu aléatoire, nous allons établir
le théoreéme limite central suivant.

Théoréme : théoréme limite central

On suppose qu'il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que la variable

1 - P,
2+g -1 _~=1/2 . )

est dans L° *(P). Alors, o n X(n) converge en loi vers une variable

aléatoire qui suit la loi normale de moyenne nulle et de variance

-1

(E )) i o étant l'écart-type de la distribution .

1
e

Preuve du théoréme

Lemme : Soit RQ, % € Z, une suite de variables aléatoires 1i.i.d. de
distribution commune X, P-intégrables et positives et soit Z _, n € Nx, une

_‘;n,

~

suite de variables aléatoires 3 valeurs dans 7, i.i.d. de distribution com-
mune 1y (on suppose la suite RQ et la suite I indépendantes). On suppose
qu'il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que Ro est dans L1+€(P)u

Si Sn’ n €N, est la marche aléatoire définie par :
S =0 et S_ =7, + .., + Zn , nzx 1

alors,

E I R, P(Sj = 4) = E(R)) p.s. [pl

. 1
n

Preuve du lemme

On commence par remarquer que si la suite

n-1
T r R P(Sj = 9)

(19) _ .
j=0 €7 ‘

S

converge presque slirement vers une limite, alors cette limite est une constante

et égale a E(RO). En effet, soit Z 1a limite de cette suite. 7 est une variable
aléatoire qui ne dépend que des Rz’ 2 €Z. D'autre part, pour tout m e!Nx, on a :
‘ 1 n-1 m
1im 3 z g R, P(Sj =2) =0

n j=0 g¢=-m
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puisque pour tout & fixé, P(Sj = ¢) tend vers zéro quand j tend vers
1'infini. On en déduit que pour tout m Cﬂ\lx, on a :
n-1

1
lim — by g R P(S. = 1)
n ® j=0 |a|>m *

i}
™~

p-s.

Par conséquent, Z ne dépend que des R,, |2]|> m et ceci pour tout
m €(Nx, c'est-a-dire, Z ne dépend que de ''la queue' de la suite RR. La
loi Zéro-Un de Kolmogorov implique alors que Z est une constante car R!z
est une suite de variables al€atoires 1i.i.d. Cette constante ne peut &tre
que E(RO). Démontrons, maintenant, que l'expression (19) converge presque
sirement. Soit o = ZE\I X [R?_ . On munit cet espace de la mesure de probabilité

P définie par P = uN s 2%, On réalise alors une suite (Zn, Rl) possédant
les propriétés demandées de la fagon suivante : R, est 1'application de @

sur [R+ telle que pour tout z = (21, 22,...) € ZN et pour tout

r= (..., T 45 Ty r1,...) Q(Rz, Ro(z, 1) = T, Zk est 1l'application de
Q sur Z telle que pour tout z € ZN et pour tout r e‘_le, Zk(z, r) = A
Soit T 1'application de @ sur lui-méme telle que pour tout z € AN et
pour tout T E(RE, T(z, ) = (62, r12"1) ; 0 €tant le Shift sur z et «

le Shift sur r. P est une probabilité invariante par T. Ceci implique,
d'aprés le théoréme de Birkhoff, que la moyenne :

" R Tj

0 ©°

1

converge presque partout et dans L1 (P) vers une limite R puisque RO est
dans L] (P) par hypothése.

Maintenant, soit eﬂ/ la tribu engendrée par R,, & €7. Pour que 1'espé-
. n-1 .
rance-conditiomelle-de -la-variatle %1— I RO TJ, sachant @ , converge pres-
3=0
que strement vers E(R/R), il suffit, d'aprés le théoréme de la convergence do-

minée de Lebesgue pour 1'espérance conditionnelle, que la variable définie par :

1 n—1 j
sup (; z  |R|oT)
n j=0

soit dans L1 (P). Or, par hypothese, RO est dans LHE(P) avec ¢ > 0. Par

conséquent, en se référant i Dunford-Schwartz [3, p. 678] ,

1 n-1 .
sup o z Ro o T’
n j=0
- 35 -
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est dans L1+€(P) et donc, dans L1(P). D'ol,

1 n-1
(20) - lim E(ﬁ z

n J

RO 0 Tj /fﬂ) =E (R /R p.s.
0

D'autre part, pour tout j, j > 1, on a :

TJ(Z, r) = (sjz, el et Zj)
Par suite,
R o T (z, T) =1 + ...+ Z.
o) Z j
On en déduit que :
n-1 . n-1
Ed 1 RoT /R = EE @ R /R
n .- o) n .- S.
j=0 3=0 J
or
’ n-1 n-1
E(% I Ry /X) =1H ) I R, P(S. = ¢)
3=0 j =0 ez J
D'od, , -
lim R T Rz P(S. = 2) = E (R/ZR,) p.s.
n j=0  1€7 J

On en déduit, d'aprés le raisomnement fait au début de la démonstration
de ce lemme, que E(R /35 = E(Ro). Ceci achéve la démonstration du lemme.

1 1
Revenons a la preuve du thé€oréme. En prenant R, = T—:—ﬁ—-(resp, R =

5 )
(T-p,)”
on obtient, d'aprés le lemme précédent, que pour presque chaque réalisation du mi-
lieu aléatoire 4, on a :

n-1 U

) 3 - P¥(S. = 2) = E (
j=0  gez 1Pyl J

=R

2N lim
. n

n-1 1 ’ 1
5 r ————s P%(S. = g) = E(—2))

. ]
(20) (resp. 1lim - -
no T =0 ez (p )t (1-py)"

j

On en déduit, d'aprés le théoréme limite central pour une chaine de Markov

établi au paragraphe A, que pour tout t €[R, on a :

- - / 1
lim P* (¢ ! n 1/2 X(n) <t} = @ (t ECT:ﬁ_)) P-p.s. en a
o}

n

ar
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D'oi, pour tout t €R, on a :

/1
linP (o7 0 xXm) <ty = (¢ /EG=)

n pO

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

C — DISCUSSION

En se référant 3 l'article de Heyde [4], on peut penser que le théoréme

limite central, énoncé au paragraphe précédent, reste vrai sous la seule con-
‘I .
dition que e est dans L1(P). D'ailleurs, la démonstration donnée pour
0
ce théoréme n'est pas la seule. On pourrait donner une deuxiéme démonstration

en se basant sur le travail de Bingham [1] concernant les méthodes de somma-
bilité de variables aléatoires indépendantes.

Théoréme

On suppose, en plus des conditions 1), ii) et iii) domnées au début du
paragraphe B, que :

iv) la distribution yu a un moment d'ordre 3 fini

v) la distribution u est apériodique.

Alors, pour que o1 a71/2 X(n) converge en loi vers une variable aléa-
toire qui suit une loi normale centrée de variance
-1

GG
0

1
il suffit que la variable T soit dans L4(P).
o

Preuve du théoreéme

Leme : Soit R % €Z, une suite de variables aléatoires 1i.i.d. et soit

Q, 3
Zn’ n CJNK, une suite de variables aléatoires i.i.d. de distribution commune v

vérifiant les conditions 1i)-v). On suppose que R, a une variance finie. Alors,

lim z Rj P(Sn =3j) = E(RO) p.S.
n Jjez

Sn’ n € N, désigne la marche aléatoire définie par :

_37_
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Pour la preuve de ce lemme, on se référera a 1l'article de Bingham [1].
La démonstration du théoréme se fait alors, en se basant sur ce lemme, d'une
fagon analogue 3 celle du théoréme précédent.

On remarque que ce lemme nous donne la convergence presque sire de la suite
r R: P(S_.=3j), n €N,
jez, I T
Or, pour la démonstration du théoréme, il suffit que la moyemne de Cesaro de
cette suite converge presque slrement. On peut donc espérer que sous des con-
ditions plus larges, c'est-a-dire, sans supposer que le moment d'ordre 3 de

la distribution u existe, le théoréme limite central reste vrai.

Remargue

Dans le cas particulier ou la distribution % des masses de probabilité

sur 7 est donnée par :

Heyde a démontré le résultat suivant [4] : si D; s i € Z, est une suite de nom-
bres réels appartenant 3 1'intervalle ]0, 1[ et si Y(n) est la chaine de Markov -
dont les probabilités de transitions vérifient la relation (1) du paragraphe A,

alors, sous l'hypotheése :

1
lim - § — =21 , 0 <2 <« et
n P o= 1P
.1 n 1
lim - z ET—— =2 ,
I

n—”2 Y(n) converge en loi vers une variable aléatoife'qui suit la loi normale

centrée de variance 27'. On Temarque que pour &tablir ce résultat, Heyde s'est
basé essentiellement sur le travail de Stone concernant 1'étude des processus de
"naissance et mort' dans R [8].

Maintenant, si P;> 1 € 7, est une suite de variables aléatoires 1i.i.d.
et a valeurs dans 0, 1[ et si X(n) est la marche aléatoire en milieu alda-

toire définie, selon les notations de 1'introduction, par :

a(i, +1)

a(i, -1) =% (1 - p))

i}

et a(i, 0) Py

_38_
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alors, pour que n—”2 X(n) converge en loi vers une variable aléatoire qui

1 ~1 . . 1
1_po) , il suffit que E(]'po)

suit 1a loi normale centrée de variance (E(

existe.

En effet, D;» i € Z, étant une suite de variables aléatoires 1i.i.d.,

alors, d'aprés la loi forte des grands nombres, nous avons :

1 n 1 1
lim - ¢ —— = E (—) p.s
n %= 1 Pj 1-P,
1 1 1 1
et lim = = +——— = E (=) p.s
n =1 1 P_j 1Pg

Par conséquent, pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire a,

nous avons
1 n 1 1
lim - IENO] = E( )
n n J=1 1_pj a ]"po
1 n 1 1
et lim~ ¢ — = E{z—).
n Mo5a 1 p_j(aj' T-p,

On en déduit que pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire «,
n"]/2 X(n) converge en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi normale

1 -1
7 )) , d'aprés le résultat de Heyde.
)

centrée de variance (E(
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