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QUELQUES PROPRIETES DE CERTAINES MARCHES ALEATOIRES EN MILIEU ALEATOIRE 

INTRODUCTION 

L'étude des marches aléatoires en mil i e u aléatoire a f a i t l ' o b jet de 

plusieurs a r t i c l e s : une bibliographie détaillée sur ce sujet figure dans 

l ' a r t i c l e de Kozlov [0 ]. Dans cette thèse, nous considérons des marches 

aléatoires en milieu aléatoire à une dimension, sur 7. Des résultats pour 

de t e l l e s marches ont été établis par Solomon [6] . Nous consacrons une par­

t i e de r e t t e thèse à généraliser et à compléter ces résultats. 

Une marche aléatoire en m i l i e u aléatoire à pas borné se définit de l a 

façon suivante : s o i t A un entier p o s i t i f donné et s o i t G 1!ensemble des 

probabilités sur {-A, A}. On se donne une suite a = ( a ( i , . ) ) > i € 2, 

de variables aléatoires, appelée mil i e u aléatoire, à valeurs dans G, indé­

pendantes et identiquement distribuées de d i s t r i b u t i o n commune y, avec y 

une probabilité, donnée, sur G. Une réalisation du mi l i e u aléatoire a se­

ra appelée milieu. Pour l a commodité des notations, on posera, dans l e cas 

A = 1, a ( i , 1) - et a ( i , -1) = B̂ . Soit X(n) , n clN, l a po s i t i o n , à 

1 Tinstant n, d!une p a r t i c u l e se déplaçant sur 1. X(n) est appelée marche 

aléatoire en mi l i e u aléatoire à pas borné par A s i , sachant l e m i l i e u et 

X(n) = i, alors, X(n+1) sera X(n) + a (-A a ̂  A) avec une probabilité 

a ( i , a). Donc, quand l e m i l i e u est fixé, X(n) est une chaîne de Markov. 

C'est une suite de variables aléatoires à valeurs dans 2 et dont l e pas 

est inférieur ou égal à A. Plus formellement, X(n) est une marche aléa­

t o i r e en m i l i e u aléatoire à pas borné par A s i l a l o i P de ce processus 

est définie de l a façon suivante : sachant l e m i l i e u a, on définit une f a -
Ci 1 

m i l l e de mesures de probabilité P , J {.} par : 

P a'j {X(0) = j } = 1, 

P a'j {X(n+1) = i n + a / X(0) = j , X(1) = i r . . . , X(n) = y 

= Pa'j (X(n-H) = i n + a / X(n) = y 
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Donc, par rapport à T^9"'{•}, X(n) est une chaîne de Markov partant de 

j et t e l l e qu!à chaque i n s t a n t n, |X(n+1) - X(n)| ^ A. Pour j = 0, on pose 
9 {.} =* P̂  {..}. La mesure P définie par : 

P {.} = E(P a{.}) 

où l 1 espérance est prise par rapport au m i l i e u a, est l a l o i de l a marche 

aléatoire en milieu aléatoire associée à y, partant de 0. 

Un exonple typique qui sera considéré à plusieurs reprises est construit 

de l a manière suivante : soient a et b deux nombres réels t e l s que 

a > b > 0 et a+b = 1 et s o i t a = (eu), i £ 7, une suite de variables 

aléatoires indépendantes t e l l e s que : 

(1) eu = a avec probabilité p > 0 

= b avec probabilité q = 1 - p 

On considère alors X(n), l a marche aléatoire en m i l i e u aléatoire définie 

par l a donnée de a. C'est un processus sur les entiers t e l s que pour toute 

suite a fixée (eu = a ou b ) , X(n) est l a marche aléatoire sur 1 de l o i 

i n i t i a l e t e l l e que X(0) ~ 0 et dont les probabilités de t r a n s i t i o n sont 

t e l l e s que : 

P a {X(n+1) = i+1 / X(n) = i } = eu et 

P a (X(n+1) = i - 1 / X(n) - i } = 6. ; B. --= 1 - a. 

Pour l a marche aléatoire en mi l i e u aléatoire ai n s i définie, nous avons : 

P {X Q=0, X 1=1, X2=0, X 3=l} - (a 2p + b 2q) (bp + aq) 

alors que : 

P {X Q = 0} P {X 1 = 1/XQ = 0} P {X 2 = 0/X1 = 1} P {X 3 = 1/X2 = 0} = (ap+bq)
2(bp+aq)' 

Ceci montre que par rapport à P, l e processus X(n) n'est pas une chaîne 

de Markov. 

On note, enfin, qu'une marche aléatoire en milieu aléatoire sur 1 peut 

être considérée comme une mesure sur l'ensemble de toutes les chaînes de Markov 

sur 2\ Plusieurs théorèmes, dans ce t r a v a i l , ont été prouvés en montrant que 

par rapport à cette mesure, presque chaque chaîne de Markov sur 1 a une pro-
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priété particulière donnée. On di r a alors qu'une marche aléatoire en m i l i e u a-

léatoire possède une propriété ffl s i $6 est vraie presque sûrement par rapport 

à P, c'est-à-dire, s i pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire a, 

la chaîne de Markov dirigée par a a l a propriété $ . 

Solamon, dans son a r t i c l e [ 6 ] , a démontré, dans l e cas A = 1, qu'une 

marche aléatoire en m i l i e u aléatoire est s o i t récurrente et dans ce cas on a : 

- » = Tîm i i i f X (t) < l i m sup X{t) = + « P-p.s., so i t transiente et alors : 

ou bien l i m X(t) a + » P-p.s. ou bien l i m X(t) = - « P-p.s. Ce même résul­

t a t a été démontré par Key [5] dans l e cas d'une marche aléatoire en m i l i e u 

aléatoire à pas borne, irréductible. Nous donnons une démonstration de ce 

théorème d i t " l o i Zéro-Un" en u t i l i s a n t une méthode différente. Nous démontrons 

également qu'une marche aléatoire en milieu aléatoire irréductible' et récurrente 

est nulle-récurrente. Ceci f a i t l'objet de l a p a r t i e I . 

Dans l a p a r t i e I I , on considère, dans l e cas A=1, une marche aléatoire 

en m i l i e u aléatoire transiente t e l l e que l i m X(t) - + *> P-p.s. Pour une t e l l e 

marche aléatoire en m i l i e u aléatoire, nous donnons, pour presque chaque réali­

sation du m i l i e u a, l'expression du moment d'ordre k, k du temps de 

passage au point 1 sachant que l a chaîne dirigée par a part du point 0. 

Nous démontrons, dans ce cas, que P-presque sûrement, l e moment d'ordre k, 

k cN^, de ce temps de passage sachant l e mi l i e u , est f i n i . 

Enfin, dans une troisième p a r t i e , on établit l e théorème l i m i t e central 

pour certaines marches aléatoires en mi l i e u aléatoire centré. 
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I - LDI ZERO - UN 

A - EXEMPLE 

Considérons l a marche aléatoire en mi l i e u aléatoire définie par l a r e l a t i o n 

(1). On va établir pour cet exemple, un critère de récurrence et de transience 

d Tune façon directe (sans se baser sur l e lemme de Stone [ 7 ] q u ' u t i l i s e Solomon 

dans son a r t i c l e [ 6 ] ) . Pour cela, on commence par rappeler l e critère de Chung-

Harris [ 2 ^ pour l a récurrence d'une chaîne sur une demi-droite. 

1 - 1 C R I T E R E DE C H U N G - H A R R I S 

On considère une chaîne de Markov sur les entiers p o s i t i f s . La d i s t r i b u t i o n 

i n i t i a l e est a r b i t r a i r e et les probabilités de t r a n s i t i o n , ., sont données 

comme suivant : 

soient a = 1 , 0 < a . < 1 et b. = 1 - a. , 
o 3 J J 

P -1 = 1, p. . , = a. , p. . 1 = b. , j 2. 1. 

La chaîne de Markov, a i n s i définie, est récurrente s i et seulement s i l a 
b r . . b r 

série de terme général est divergente. 
a i.. .a 
1 r 

Revenons à notre exemple et fixons une suite a = ( aiPn€2T ^ e P r o c e s s u s 

X(n) est alors une chaîne de Markov sur I. On pose 
6 n 

a n = - et p n = ^ ... c n s i n > 0 
= cr ... a 1 s i n < 0 n - I 

Par symétrie, on déduit du critère Chung-Harris, l e lemme suivant. 

1-2 LEMME 

o o - l 00 
( i ) s i E p = 00 et z p < « alors l i m X(n) = + ~ p .s. 

n a1 -n n-1 n n -x» 

00 -1 00 
( i i ) s i £ p < o o e t Z p = o o alors lim X(n) = - ~ p.s. 

n=1 -n n=1 n 
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00 ~1 ÔO 
( i i i ) s i I p = C O = I P alors X(n) est récurrente 

n=1 -n n=1 

et on a : - » = l i m i n f X(n) < lim sup X(n) = + « p.s. 
n n 

1 - 3 THEOREME : C R I T E R E DE TRANSI ENCE E T DE R E C U R R E N C E 

On considère l a marche aléatoire en milieu aléatoire définie par (1) 

(a) s i p > 1/2 alors l i m X(n) = + «> P-p.s. 
n -> -f oo 

(b) s i p < 1/2 alors i i j n X(n) = - °° P-p.s. 

(c) s i p = 1/2 alors - » = l i m i n f X(n) < l i m sup X(n) := + °° P-p.s. 
n n 

Preuve du_théorème 1-3 

Pour tout n > 1, on pose S n = + ... + Y n avec Y^ = (log -) (log — ) , 

i > 1. S est une somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement 

distribuées avec EQO = 2p-1. D'où, en u t i l i s a n t l a l o i f o r t e des grands nombres, 

sn 

on obtient que — converge presque sûrement vers m, avec m = 2p - 1 . On 
n 

en déduit qu'avec probabilité 1 et pour tout n assez grand on a : S n > (m-e)n, 

e étant un nombre réel quelconque strictement p o s i t i f . Maintenant, s i p > 1/2 

alors m > 0 et donc on peut choisi r un e > 0 t e l que m - e > 0. D'autre 

b ^n 
part, p .= (—) . Dfoù, avec probabilité 1 et pour tout n assez grand on 

n a ^ 
a p ^ (~) ̂ m e ^ n puisque — < 1. On en déduit que l a série E p est 

n a a n=1 n 

convergente P-presque sûrement. D'où, P-presque sûrement, p tend vers zéro 
n -1 

quand n est assez grand. Par conséquent, P-presque sûrement p ne tend 

pas vers zéro puisque p ^ et p sont des variables aléatoires identiquement 
oo 

distribuées-.-©n en -déduit • oue--P-wesque sûrement, l a série Z p"""' est d i -
n=1 

vergente. D'où, en u t i l i s a n t le lemme 1-2, on obtient que : lim X(t) = + oo 
t ->+oo 

P-p.s. Ceci achève l a démonstration de (a). Pour l a preuve de (b) , on procède 

de l a même façon. Enfin, dans l e cas p = 1/2, on a a = 8 en d i s t r i b u t i o n , ce 

qui implique que les suites p ^ et p ~ ^ sont égales en d i s t r i b u t i o n . On en 
OO 00 

déduit que les quantités Z p et z p~ sont P-presque sûrement de 
-i n ^ n 

n=1 „ n=1 
même nature. Or, s i l a série i p converge P-p.s., alors, d'anrès l e 

n=1 n 

- 6 -



- 6 -

00 

-1 
raisonnement ci-dessus, l a série £ p serait divergente P-p.s. 

n=1 ~ n 

00 00 ^ 

D'où, E p = o o = ^ p P-p.s. et par conséquent d T après le lemme 
n=1 n n=1 ""n 

précédent, on a : 
- « = l i m i n f X(n) < li m sup X(n) = + 00 P-p.s. 

n n 

Ceci achève l a démonstration du théorème. 

B - RESULTATS SUR LES CHAINES DE MARKOV 

Nous allons nous intéresser, à présent, à des chaînes de Markov ordinaires 

a f i n de mieux comprendre l a difficulté qui se pose pour établir l a l o i Zéro-Un 

pour une marche aléatoire en mil i e u aléatoire. 

Soit Y(n) une chaîne de Markov sur Z, irréductible et à pas borné par 

A, c'est-à-dire, pour tout 11 C I , JY(n+1) - Y(n) | ̂  A. On définit alors une 

suite de variables aléatoires T , n £ I , par : 

T = i n f {k : Y(k) s o i t dans I } s i un t e l k existe 
n n 

«> sinon. 

avec I = {nA, nA + 1, ..., (n + 1) A - 1} , n £ Z. 

On note par A n (resp. B n) l a matrice carrée d'ordre A définie pour 

tout n £ 2 par : 

A n « ( a ^
n h * (resp. B « ( b [ n h ) 

X' J 1«i,j<A n 1 , J U i , j * A 

où a? n} (resp. b^.) est l a probabilité que partant de ( I ) , l a première 
1 > J 1 > J i ^ 

ème 
so r t i e de I so i t en ( I a 1 ) (resp. ( I -) ) ; ( I ) . étant l a i 

n n+1 j n-1 j II î 

composante de I . 

On note par Mn (resp. NT) l a matrice carrée d'ordre A définie pour tout 

n £ 1 par : 

M = (m^.) (resp. W = ( i ^ 1 . . ) 

où m.̂ . (resp. m^O est l a probabilité que partant de ( I ) , l a chaîne 

a t t e i n t I n + 1 (resp. 1 ^ ) et y entre par ( I n + 1 ) (resp. ( I ^ ^ J . 
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On remarque que pout tout n £ Z, l a matrice A n + B^ est stochastique 

puisque l a chaîne Y(n) est irréductible. D'autre part, d'après l a propriété 

de Markov, les matrices A , B et M , n £ Z, sont liées par l a r e l a t i o n : 5 n' n n' ' ^ 

^ J n+1 n+1 n+1 n n+1 

1-4 P R O P O S 1 T I O N 

(a) On suppose q u ' i l existe un entier £ t e l que : 

(2) P {T„ . < » / Y € I.} = 1 i.e. M_ -est stochastique 
£+ ! 0 x, x 

alors, pour tout n £ 1, on a : 

(3) P {x l 1 < « / Y € I } = 1 i.e. M est stochastique 
^ J 1 n+1 1 o n J n n 

(b) On suppose q u ' i l existe un entier £' t e l que : 

(4) P {T , 1 < oo / Y £ I n ,} = 1 i . e . M „ , est stochastique 
£ """ I 0 £ x, 

alors, pour tout n 1 , on a : 

(5) P {x n_-| < oo / Y Q £ I } = 1 i.e. M p est stochastique. 

Preuve_de_la_groposition_1-4 

I l s u f f i t , pour l a démonstration de (a), de prouver que M 1 et M . 
£+1 I 

sont des matrices stochastiques. Un raisonnement par récurrence achèvera l a 

démonstration. Soit W l e vecteur, d'ordre A, ayant des coordonnées toutes 

égales à 1. On définit alors l e vecteur Z ^ 1 * ^ , n f 2 , par : 

(6) z ( n + 1 ) = M 1 W J n+1 

eme 

C'est l e vecteur dont l a i coordonnée, l ^ i ^ A , est égale à l a somme de 

la i e i T i e ligne de M ^. Pour n = £, l a r e l a t i o n (1) nous donne : 

( 7 ' V i " V i + V i \ \ ^ 
En m u l t i p l i a n t cette r e l a t i o n , à d r o i t e , par W, on obtient : 

On se ramène donc à résoudre l'équation m a t r i c i e l l e : 

(9) ( B i + 1 M, - I ) + A i + 1 W = 0 
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I étant l a matrice unité d'ordre A. Or, O^+i + W = W et 

M IV = W car (A„ 1 + Brt -) et M, sont des matrices stochastiques. 
I K 2+1 2 + r £ M 

On en déduit que W est une solution de l 1 équation (9). Maintenant, 

pour q u ' i l existe une et une solution de l'équation (9), i l s u f f i t que 

le déteminant de M

£ ~ I) différent de zéro. Supposons que : 

det ( B £ + 1 M„ - I ) = 0 

alors, X = 1 serait une valeur propre de l a matrice B .j M̂ . D'où, i l 

existe un vecteur de probabilité ip sur I ^ t e l que : 

* \+1 M* = * 

Ceci implique que l a chaîne de t r a n s i t i o n P donnée et de l o i i n i t i a l e 

t ne peut pas q u i t t e r l'ensemble {-<» , ... , U+2) A - 1}. Ce qui est con­

t r a i r e à l'hypothèse de l'irréductibilité de Y(n). On en déduit que l a seule 

solution de l'équation (9) est le vecteur W et par conséquent, l a matrice 

Mrt, 1 est stochastique. Démontrons de même que l a matrice i\l , est stochas-
2+1 n l- i 

tique. Pour n = 2 - 1, l a r e l a t i o n (1) s'écrit : 

Cette r e l a t i o n peut s'écrire encore : 

En u t i l i s a n t les mêmes notations que précédemment et en m u l t i p l i a n t la 

r e l a t i o n (11), à d r o i t e , par W, on obtient : 
(12) W - Z^~1^ - A W = 0 

puisque M W = W. Comme (A £ + B J est une matrice stochastique, l a 

r e l a t i o n (12) se réduit à l'équation m a t r i c i e l l e : 

(13) B^ (W - Z U ~ 1 ) ) = 0 

Pour l a résolution de cette équation, on procède de l a façon suivante. 

On remarque, du f a i t de l'irréductibilité de Y(n), que B0 est une matrice 
x ème 

non n u l l e , c'est-à-dire, i l existe au moins un j , Uj^A, t e l que la j 
ème ( 2-1) 

colonne de Bn est non nu l l e . Pour un t e l j , l a j coordonnée de (W - Z J ) 
est égale à zéro puisque les matrices B et (W - J") sont positives. 
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Deux cas peuvent se présenter. Si pour tout j , Uj<A, l a j colonne de 

est non nulle alors M ^ est une matrice stochastique. S i , au contraire, 
ième ième i l existe un j t e l que l a j colonne de est nulle alors l a j 

coordonnée de (W - ^) est encore égale à zéro, sinon, l a chaîne qui 
eme 

part d'un point ( I -) , i étant un entier t e l que l a i colonne de 
i 

Bn est non n u l l e , s e r a i t non irréductible. En e f f e t , s i , partant de ( I J , 
x, X,- I ̂  

l a chaîne a t t e i n t l e point ( I 0 i ) - avec une probabilité strictement posi-

t i v e , l a chaîne n' a t t e i n t pas I presque sûrement car l a somme 

E m: . est strictement inférieure à 1. Ceci est contraire au f a i t que 

l' e n t i e r i est t e l que l a somme I m. - est égale à 1. Par conséquent, 
i = 1 l 

ième f — 1 i 
pour tout j, *Uj^A, l a j coordonnée de J est égale à 1. Ceci 

achève l a démonstration de (a) de la proposition. Pour l a preuve de (b) , 

on procède de l a même façon. 

1-5 C O R O L L A I R E 

Soit Y(n) une chaîne de Markov sur I , irréductible transiente et 

à pas borné par A. 

(a) s ' i l existe un entier i t e l que la matrice M. est stochastique, 

alors, quelque soit l e point de départ de l a chaîne, on a lim Y(n) = + * p.s. 

n 

(b) s ' i l existe un entier V t e l que l a matrice M„ t est stochas­

tique, alors, quelque s o i t l e point de départ de l a chaîne, on a 
lim Y(n) = - co p.s. 
n 

Remarque 

Soit Y(n) une chaîne de Markov sur I , irréductible, transiente et 

à pas borné. I l est possible d'avoir : 

0 < P { l i m Y(n) = + co} < 1 et 0 < P {li m Y(n) = - »} - 1 
n n 

Exemple : Soit Y(n) une marche aléatoire sur Z dont les probabilités 

de t r a n s i t i o n p^ . sont données par : 

P 0 f l = V2 , Pô,., = 1/2 

P i > i + 1 = 2/3 , p i j i _ 1 = 1/5 s i i » 1 

P i > i + 1 = 1/3 , p i ? i _ 1 = 2/5 s i i <-1 
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Cette chaîne est irréductible, transiente et à pas borné. Les probabi­

lités d'atteinte à d r o i t e et à gauche sont strictement inférieures à 1 et 

nous avons : 

P { l i m Y(n) = + œ} = 1 = p { l i m Y(n) = - «} . 
n n 

C-Loi Zéro-Un 

Soit X(n) une marche aléatoire en milieu aléatoire à pas borné par A 

et irréductible. 

1-6 THEOREME I L O I Z E R O - U N 

1 - ou bien X(n) est récurrente et on a : 

- oo = li m i n f X(n) < lim sup X(n) = + oo p.s. [p] 
n 

2 - ou bien X(n) est transiente et on a : 

so i t lim X(n) = + oo p.s. [p] 
n -> + oo 

soit l i m X(n) = - oo p.s. [p] 
n -> + oo 

En outre, s i l a marche aléatoire en milieu aléatoire est récurrente, 

alors e l l e est nulle-récurrente. 

EïËHYË_4y_£]}|2ÎËÎ!?Ë_1Z6 

Lemme 1 

a) ou bien X(n) est transiente 

b) ou bien X(n) est récurrente et on a : 

- oo = li m i n f X(n) < l i m sup X(n) = + « p.s. [P] 
n n 

Preuve __du__l emme _ 1 

Pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire a , l a chaîne de 

Markov gouvernée par a est irréductible et par conséquent e l l e est soit 

récurrente, s o i t transiente. On pose alors : 
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^ = {a , l a chaîne gouvernée par a est récurrente} et 

H' . 
û » {a , l a chaîne gouvernée par a est transiente} 

5 est invariant par t r a n s l a t i o n . Puisque a ( z , . ) , z £ 2, e s t une suite de 

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, on en déduit 

que a 0 ou 1. Si P($) = 1, alors l a marche aléatoire en mil i e u aléatoire 

est récurrente et on a : 

- « = lina i n f X(n) < l i m sup X(n) = + ~ p.s. [P] 
n n 

Si P(^) - 0, alors P(^ f) = 1 puisque $ et S1 forment une p a r t i t i o n 

de l'ensemble de toutes les réalisations du milieu aléatoire. On en déduit que 

l a marche aléatoire en m i l i e u aléatoire est transiente. Ceci achève l a démons­

t r a t i o n du lemme 1. 

On suppose que X(n) est une marche aléatoire en mi l i e u aléatoire t r a n ­

siente. Pour chaque réalisation du milieu aléatoire a , on note par ivf 

(resp. FÇ) l a matrice carrée d'ordre A définie pour tout n C7 par : 

- (jn\ (n, a)) . . (resp. W = (m\ (n, a)) . . 

où mr? (n, a) (resp. m*? (n, a)) est l a probabilité que partant de ( I l >, 

X 1 n -ĵ  

l a chaîne a t t e i n t (resp. 1 ^ ) et y entre par d n + 1 ) j (resp. ( I n - 1 ) j ) . 

On pose alors = {a ; est stochastique} , n e 2. ne dépend 

que des a(k,.) t e l s que k < (n+1)À. Donc, pour tout n £ I , ç n est 

dans l a t r i b u engendrée par {a(k,0> k < (n+1)A} , s o i t 

a {a (k,,)> k < (n+1)À} . Soit £ un entier fixé. Pour tout n £7, on a 

5 n ~ £'0 d'après l a proposition 1-4. Donc, pour tout n € 2, ç 0 est dans 

la t r i b u a {a ( k , . ) , k < (n+1)A) , On en déduit que ç est dans l a t r i b u 

asymp to tique £ = C\ a{a(k,.) k < (n+1)A}. La l o i Zéro-Un de Xolmogorov 
i — n — — - - • • ~ - • • -

implique alors que P(ç0) = 0 ou J puisque a(k,.) est une suite de variables 

aléatoires i . i . d . Donc, P(S ) = 0 ou 1 pour tout n € 1. De même, s i pour tout 

n €.27, on pose £ = {a, $ P est stochastique} , alors, on démontre que 

P(ç'n) = 0 ou 1. On remarque que s i P(E n)
 = 1 alors P(ç 1 ) = 0, car 

l a marche aléatoire en mi l i e u aléatoire est supposée transiente. D'où les 

t r o i s combinaisons possibles : 

- 12 -
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Si P(ç ) = 1, alors, 

N P est stochastique P - p.s. pout tout n € 1 

D'où, d'après le c o r o l l a i r e 1-5, on a : 

Pa { l i m X(n) =.+ co} = l p - p.s. 
n 

Si P(Ç'n) = h alors, 

est stochastique P - p.s. pour tout n-G.1 

D'où, d'après l e c o r o l l a i r e 1-5, on a : 

P a { l i m X(n) = - =0} = 1 p - p.s. 
n 

I l reste à prouver que le cas P(çn)
 = P(£'n)

 = 0 e s t impossible. Ceci nous 

conduit à procéder d'une façon différente a f i n de surmonter cette difficulté. 

Pour tout m i l i e u a et pour tout n £ 1, on pose : 

£(n, a) = P a' n { l i m sup X(k) = + »} et 
k 

I ( n , a) = P a' n { l i m i n f X(k) = - »} 
k 

£(n, a) et T(n, a) peuvent s'écrire : 

A(n, a) = P a' n { l i m X(k) = + »} et 
k 

I ( n , a) = P a , n { l i m X(k) = - »} 
k 

car l a marche aléatoire en mi l i e u aléatoire est supposée transiente. On pose 

alors : 

A = {a ; i l existe un n € 2 t e l que £(n, a) > 0} 

et Â = {a ; i l existe un n 6 2 t e l que 2,(n, a) > 0} 

Lemme 2 

1°) Soit, 

(14) £(n, a) h 1 p.s. [P] pour tout n £1 ou 

(15) £(n, a) = 0 p. s. [P] pour tout n E l 

- 13 -
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2°) Soit, 

(16) T(n, a) E 1 p.s. [P] pour tout n £ 7 ou 

(17) I ( n , a) E 0 p.s. [P] pout tout n Cl 

Soit a un mil i e u fixé. £(., a) est une fonction harmonique et par 

conséquent, ^C n̂> a) converge Pa-presque sûrement vers l a fonction i n d i ­

c a t r i c e de l 1ensemble { l i m X(k) = + ~} . Or, s i a £ A, alors, par l'irré-
k 

ductibilité de l a chaîne dirigée par a , on a £(n, a) > 0 pour tout n £ Z. 

Donc, pour tout a ÇA,I(X , a) converge vers 1 Pa-presque sûrement. On en 

déduit que pour tout a ÇA, i l existe une suite d'entiers n^ (a) t e l l e que 
(18) l i m £(n(a), a) = 1 Pa-p.s. 

a\rec I nic+1 ^ " n k ^ I ̂  A P o u r t o u t ^ £iN. 

Maintenant, pour tout a ÇA et pour tout n £ I , on pose : 

L(n, a) = U ( I n ) r a) V l ( ( I n ) ? , a) V . .. V U U n ) A , a) 

avec I = {nA, nA+1, (n+1) A - 1} . D'après l a r e l a t i o n (18) , on a : 

(19) l i m L(n, a) = 1 Pa-p.s. 

pour tout a ÇA. Or, s i on désigne par e l' a p p l i c a t i o n définie, pour tout 

z £ Z, par 6a (z, 0 3 a(z + 1> • )» alors, on a &(n, 9a) = £(n + 1, a ) . 

Ceci implique que A est invariant par tr a n s l a t i o n . On en déduit que 

P(A) = 1 ou 0. Si P(A) = 1, alors, d'après l a r e l a t i o n (19), on a : 

(20) l i m E (L(n, a)) = 1 
n-x» 

E étant l'espérance calculée par rapport à P. Or, 

L(n, 8 A a) = L(n + 1, a) 

Par conséquent, 

(21) E(L(n, 3 A a)) = E (L(n+1, a ) ) . 

D'autre part, nous avons 

(22) E(L(n, 0 A a)) = E(L(n, a)) 
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par invariance de l a l o i du milieu sous e . Les relations (21) et (22) 

impliquent alors que E(L(n, a)) est une constante. Cette constante est 

égale à 1, d'après l a r e l a t i o n (20). D'où, P-presque sûrement, L(n, a) = 1 

pour tout n Donc, P-presque sûrement, a) est une fonction har­

monique qui a t t e i n t son maximum en un point. Par conséquent, P-presque sûrement, 

£(n, a) = 1 pour tout n €1. S i . P(A) = 0. Alors, P-presque sûrement, on a 

i (n, a) = 0 pour tout n £ 1. Ceci achève l a démonstration du 1°) du lemme 

2. Pour l a preuve du 2°), on procédera d'une façon analogue. 

Corollaire : Soit X(n) une marche aléatoire en milieu aléatoire à pas 

borné par A, transiente et irréductible. Alors, 

ou bien l i m X(n) = + 0 0 p.s. [p] 
n 

ou bien l i m X(n) = - . p.s. [P] 
n 

Preuve du c o r o l l a i r e 

Si les relations (14) et (17) se réalisent, alors, on a lim X(n) = + co 

P-presque sûrement. n 

Si les relations (15) et (16) se réalisent, alors, on a lim X(n) = - 00 

n 

P-presque sûrement. 

Les relations (14) et (16) ne peuvent pas se réaliser simultanément 

car l a marche aléatoire en milieu aléatoire est supposée transiente. De même, 

les relations (15) et (17) ne peuvent pas se réaliser simultanément car 

la marche aléatoire en mil i e u aléatoire est supposée irréductible. 

Pour achever l a démonstration du théorème 1-6, i l nous reste à prouver 

que s i l a marche aléatoire en milieu aléatoire est récurrente, alors e l l e est 

nulle-récurrente. 

Lemme 3 

Soit a(z, . ) , z Cl, une suite de variables aléatoires i . i . d . définissant 

une marche aléatoire en mi l i e u aléatoire récurrente et irréductible. Alors, 

cette marche aléatoire en mil i e u aléatoire est nulle-récurrente. 

Preuve du_lemme_3 

Soit ^ - {a ; l a chaîne gouvernée par a est nulle-récurrente}. 

L'ensemble ^ est invariant par tr a n s l a t i o n . Puisque l a suite a(z, . ) , 

z £ 79 est une suite de variables aléatoires i . i . d . , on en déduit que 

P($) = 0 ou 1. Si P({J) = 0, alors l a marche aléatoire en milieu aléatoire 

serait récurrente posi t i v e . Ceci est impossible. En e f f e t , supposons que 

- 15 -
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pour presque chaque réalisation du mil i e u aléatoire a, l a chaîne de Markov 

gouvernée par a est récurrente po s i t i v e . Soit alors TT(., a) l a probabilité 

invariante associée à une t e l l e chaîne. Elle vérifie : 

I 7r(i, a) = 1 et i r ( i , a) > 0 pour tout i £ 2. 
i e l 

Soit a f , l e m i l i e u défini pour tout i £ 2 par a ' ( i , .) = ct(i-1,.)« 

Alors, d'après l'unicité de l a mesure invariante, on a : 

TT ( i , a) = -n ( i - 1 , a 1 ) pour tout i £ 1. 

D'où 
f f f 

Tr(i, a) dP(a) = -n-Ci, a') dP(a') = ! i r ( i + 1 , a) dPfa) 
J J J 

On en déduit que TT ( i , a) dP(a) est une constante indépendante de i . 

Cette constante est non nulle car i r ( i , a) > 0. Par conséquent, on a : 

f 

1 = S ïr(i,a) dP(a) = E ir(i,cx) dP(cO = 00 

> i e l i£Z 

Ceci est impossible. Donc, P($) = 1. La démonstration du théorème 1-6 

est terminée. 

- 16 -
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I I - MOMENTS DU TBTS DE PASSAGE-UNITE 

A - CALCUL DES MOMENTS DU TEMPS DE PASSAGE-UNITE POUR UNE CHAINE DE MARKOV 

Soit a^, i £ Z, une suite de nombres réels appartenant à l ' i n t e r v a l l e 

] 0 , 1 [ et s o i t Y(n), n clN, une chaîne de Markov sur 1 de l o i i n i t i a l e t e l l e 

que Y(0) = 0 et dont les probabilités de t r a n s i t i o n sont t e l l e s que pour tout 

i c i et pour tout n £1N, on a : 

P {Y(n+1) = i+1 / Y(n) = i } = a- et 
(1) 1 

P {Y(n+1) = i-1 / Y(n) = i } = S i î 6i = 1 ~ a i 

On suppose que l a chaîne ai n s i définie est ou bien transiente t e l l e que 

lim Y(n) = + 00 p.s. ou bien récurrente : c'est l e cas où les a-, i e I , 
n 1 

vérifient : n 

u a ... a 

r 9ï v n o 
N=-CO

 M

n

 Mo 

Pour calculer l e moment d'ordre £, l ̂ 1 , du temps de passage au point 1, 

nous allons u t i l i s e r l a méthode de CHUNG [2 ] . Soit n un élément de (N2* et 

soient k, i et j des éléments de 1 t e l s que k < i < j. On désigne par 
fnl 

p . . l a probabilité d'aller de i à j en n étapes sans passer par k. 

On pose alors . =* z ,jp>n^ et k m i , j = z n £' nP< , i >, 1. 

Nous avons : 

« k p i j = a i k p i + 1 , j + e i k p i - 1 J > n > ' 2 

(4) et p * . = p. . + a. , p * • + S • , p* -, • 

. étant l a probabilité d'aller de i à j en une étape. 

(a) 
D'après l a r e l a t i o n ( 3 ) , nr J s'écrit : 

k i , j 

(5) m w - p . . + « . I n * P £ :
1 ) + 3 • I n \ P |

n : 1 ^ . 
k i , j l j J 1 n=2 k 1 + 1 ' J 1 n=2 k 1 - 1 ' J 

D'où, en faisant l e changement de variable n r = n-1 et en u t i l i s a n t 

l a définition de m ^ et l a r e l a t i o n (4), on obtient : 
k i , j 

- 17 -



- 17 -

(6) m W = a. m W

 + 6. m ^ + V & ( a. mCm) + B. m(m) } 

k i , j 1 k i + l , j 1 k i - 1 , j m=1 1 1 k i+1 , j 1 k i - 1 , j 

k * i , j 

Fixons k et j . Pour tout entier r t e l que k < r < j , J , 
k r i 

d'après l a r e l a t i o n ( 6 ) , s a t i s f a i t au système : , J 

I m=1 k r+1 , j k r-1,j , J 

K = ° - u j 
S . étant l a probabilité que partant de r , la chaîne atteigne j sans passer k.r, j 
par k. Ce système se résoud par récurrence. Pour tout r , k < r < j, on a : 

r-, i - 1 , f * . £-1 j - 1 ,m^. 

Q s Bs 5 

r m=1 1 s=r Q^J 

avec 

v r = 3d. s i r .< j - 1 

= 1 s i r > j 

On en déduit l'expression e x p l i c i t e de u. , k < i < j , c'est-à-dire de 

on - 1 

vm. y , en remarquant que u. = i (u - u Maintenant, le moment d'ordre 
m 1 r = k + 1 r 

l, m> < , du temps de passage au point j sachant que l a chaîne part du point 

i est t e l que : 

(7) m « = l i m .mM 
k -v - « k ^ 

or, l a condition (2) nous permet de suivre l a même démarche que CHUNG r 1, p. 70l 

pour l e calcul de cette l i m i t e . On aboutit à : pour tout l •>. 1 et pour tout i 

et j t e l s que i < j , 
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- i r i 1 n, 3-1 m C m -

(8) mW - i - + *\ <? * 7137 + 

^ r-i+1 r s — Q p 1 ^ m = 1 s =- œ Qs 

m=1 * r=i+1 s«-~ Q^J m=1 ' r=i+1 r s=-°° Q^J 

D'où, s i on prend i = 0 et ' j = 1, on obtient : 

(9) m¿ £ = i + E E - S i l + Z C™ I - £ ± ¿ 
s=-» Q_ e_ m=1 x s = — Q m=1 1 s=-.<» Q 

ò S s s 

avec 

Qs = s i s ̂  0 
6 S ... 6 0 

= 1 s i s > 0 

On remarque que sous l a condition (2), l e moment d fordre s,, m ^ , 

du temps de passage au point 1 sachant que la chaîne part du point 0 

peut être f i n i ou i n f i n i . 

Exemples 

a) Soit a , n e Z, une suite de nombres réels définie par : 

c¿n = 2/3 s i n > 0 

= 1/2 s i n ̂  -1 

Ces a , n € Z vérifient l a condition (2). Dfaprès l a formule (9), 

le moment d !ordre 1, m̂  ^, du temps de passage au point 1 sachant que l a 

chaîne part du point 0 s'écrit : 

? Ss S0 1 

m = E . -

s =-~ a s a0 Ss 

On en déduit que ra^ ̂  est i n f i n i . Cependant, l a chaîne Y(n) définie 

par l a suite a , n e l , est transiente t e l l e que lira Y(n) = + °° p. s. puisque 
n 

l a série z — est convergente. 
n=1 a-| ... cĉ  

b) Soit a , n £ I , une suite de nombres réels définie par : 

a = 1/2 s i n > J 
n 

= 2/3 s i n ̂  -1 
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Ces a , n £ 7, vérifient l a condition (2). La moyenne mn - du temns n v J J 0,1 

de passage au point 1 est f i n i e . Cependant, l a chaîne Y(n) définie par l a 

suite* a , n € 2, est récurrente car l a série „ ^1 u'n est diver-
u_ i Ci ..... U, 

gente. n=1 1 n 

B - MOMENTS DU TEMPS DE PASSAGE-UNITE POUR UNE MARCHE ALEATOIRE EN MILIEU ALEATOIRE 

Soit X(n), n €IN, une marche aléatoire en mili e u aléatoire définie par 

a ( i , 1 ) = a. et a f i , - 1 ) « g. = 1 - a. avec a., i £ 7, une suite de variables 
v 9 J 1 ' ' i i i 

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées t e l l e s que, 0 < a < 1. 

On suppose que X(n), n £IN, est t e l l e que lim X(n) = P-presque sûrement : 

c'est l e cas où E(log S/oc) < 0. n 

Soit l a variable aléatoire définie par : 

= i n f (n : X(n) = 1 ) s i un t e l n existe 

= * sinon 

ex i 
T 1 est le temps d'atteinte du point 1. On note par E ' J { . ) l'espérance 

calculée par rapport à P , J ( . j . Dans le cas j - 0, on pose E (.) = h '"lO-

2 . 1 PROPOS i T î ON 

ne 

Soit i un élément de N"̂  et so i t i un élément de 1 t e l que i < 1 . 
a î 9 

P-presque sûrement, l e moment d'ordre i , E '~ ( T p > du temps de passage au 

point 1, sachant que l a chaîne dirigée par et part du point i , s'écrit : 

0 1 r-1 1 £-1 0 tfL ' s (T"^J 
(10) E * ' 1 ( T p - Z Qr I ? r - r + z e? E — 

r - i + 1 5 = -co -5 Js 1T1=1 5=-oo Q 

0 r E a ' S ( f ! 1 ) £-1 1 r-1 F : a ' S ~ 1 f T ^ 
+ Z v Q s L + r v Q Z U -

m=1 r=i+1 ~ s— 0 0 Qs m=1 " r=i+1 x s=-°° Qq 

En p a r t i c u l i e r , P-presque sûrement, l e moment d'ordre E'fïp, du temps 

de passage au point 1, sachant que l a chaîne dirigée par a part du point 0, 

s'écrit : 

0 0 1 £-1 0 E a ? s ( f p 

(11) E A (Tp - Z + 2 Z L_ 

s=-°° Qs 8 S m=1 * 5=-« Qs 

£-1 0 E a' S~ 1 f f p 
+ E > - L 

m=1 " s=-« 0 

- 20 -
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. Puisque X(n), n GIN, est une marche aléatoire en milieu aléatoire t e l l e 

que l i m X(n) - + « P - p.s., alors, P-presque sûrement l a série 
n co B ^ . . . B 

£ n ^ e s t convergente. 
n=! 1 n 

0 °n * * ' a0 
On en déduit que P-presque sûrement, l a série £ est diver-

n=— s n # ,' 60 

gente puisque les a^, i € 2, sont des variables aléatoires indépendantes et 

identiquement distribuées. La r e l a t i o n (2) est donc vérifiée pour presque 

chaque réalisation du milieu aléatoire. Nous pouvons alors u t i l i s e r les re­

lations (8) et (9). Ceci achève l a démonstration de l a proposition. 

2 . 2 P R O P O S I T I O N 

On suppose que E (log g/a) < «>. Alors, pour tout entier i, i > 1, le 

moment d'ordre A, E a ( T ^ ) , du temps de passage est f i n i P-presque sûrement. 

Exemple 

Reprenons l'exemple défini, dans l' i n t r o d u c t i o n , par l a r e l a t i o n ( 1 ) . Pour 

cet exemple, nous avons vu que l a condition lim X(n) = + œ P-p.s. est équi­

valente à p > 1/2. Plaçons-nous dans ce cas. On vérifie alors que : 

a) E a ( T ^ < - p.s. [P] 

b) E a (T.,2) < » p.s. [P] 

En e f f e t , posons, pour tout n ^ 0, S n = Z Q + ... + Z N avec 

b ~̂  a - i 
Z. = (log —) (log — ) , i > 0. S est une somme de variables aléatoires 
i a n 

indépendantes et identiquement distribuées avec E ( Z ^ ) = -(2p - 1). D'où, en 

u t i l i s a n t l a l o i f o r t e des grands nombres, on obtient qu'avec probabilité 1, 

i l existe un n Q t e l que pour tout n > n Q on a : -Sn < (m+e)n et 

-S > (m-e)n avec m = 2p - 1 et e un nombre strictement p o s i t i f qu'on 
n 

c h o i s i t t e l que m-e > 0 ; ceci est possible puisque m > 0. D'autre part, 

pour tout n > 0, Q s'écrit : 

Q-n = 8_ n ... % % } 

D'où, avec probabilité 1, i l existe un n Q t e l que pour tout n ^ n Q , on a : 

(m +e)n 1 , -S K(m-e)n 
Q_n < % ) et ^ (-) < (-j 

-̂n 

oc 
nuisaue b/a < 1. Maintenant, d'après l a r e l a t i o n (11), G (T-j) s'écrit : 
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s=-oc s 0 s 

^ ( T - j ) peut s'écrire encore sous l a forme : 

(13) FCT,) - 0 + — ) + v Si p.s. 
1 a0 s=-« as-1 a s a0 

a 

puisque pour tout s, a

s

 + ^ s

 = ^ • E e s t donc ^^n^ P-presque sûrement 

B • • • 6Q 
car est P-presque sûrement inférieur ou égal au terme général d'une 

a s ••• a0 
série géométrique convergente. 

et 7 

De même, d'après les relations (10) et (11), E (T^) s'écrit presque 

sûrement : 

7 0 1 0 E A , S(T 1) 0 E A , S" 1(T L) 
E * ( V ) - z Q-J- + 2 Z Q—^ + 2 S —Q 

S=-co
 v s p s s=-<=° v s s=-» x s 

avec 

1 r-1 1 
E ' S CT,) - Z Qr Z ç - y P -S . 

r=s+1 t=-co H tft 

a 2 

D'où, pour que E (T^ ) s o i t f i n i presque sûrement, i l s u f f i t que l a 

quantité : 

1 -n Q r-1 1 
AO) z Q - z Q z çr-

s=-°3 ^s r=s+1 t=-°° ^ t 

so i t f i n i e presque sûrement. Pour cela, on commence par f a i r e l e changement de 

variables suivant : on pose s' = -s, r' = - r et t ' = - t . A(a) s'écrit 

alors : 

1 s*-1 00 1 
A(a) - 2 — I Q l Q 

s'=n ^-s» r'=n t'=r'+1 ^ - t ' 
0 0 

Puisque s' > n Q , r' > n Q et t ' > n , alors on a : 

h (m-e)s' s'-1 (m+e)r' - , (m-e)t' 
A(a) « Z (|) z (*) E ( f ) p.s. 

s'=n a r'=n D t'=r'+1 a 

0 o 
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or, 

r'=n Q

 D t'=r'+1 a a \ a / r , = n ^ a 

e t -1 
S'-1 , -2sr* / , -2e\ /, -2en , -2es'\ 

r ? , $ • 0 - <t> ) fe 0 - è ) 
0 

On remarque que l a quantité (1 - (b/a)~" e) est négative car b < a. Donc, 

(14) A(cO « B 2 E © l m e J S _ C? E (§) p.s. 
S'=n 0 - S'=n o 

B 2 et C2 étant des constantes négatives. D'où, en choisissant e > 0 t e l 

que m - 3c > 0 , on conclut, d'après l a r e l a t i o n ( 1 4 ) , que A(c¿) est f i n i e 

presque sûrement puisque b < a. 

Preuve^de^la^proposition^^Z 

La condition que : 

P { l i m X(n) = + co} = 1 

ti -> oo 

est équivalente à E(log g/a) < 0. Pour l a preuve de l a proposition, nous 

distinguons, donc, deux cas : 

Supposons que : - « < E(log g/a) < 0 . Pour tout n £¡N, on pose 
a - i 

Ŝ  = Y „ + ... + avec Y . = log - — , i ̂  0 . S_ est une somme de 
n -n o - i & g p n 

variables aléatoires i . i . d . t e l l e que E(Y) = p, p étant un nombre réel 

t e l que 0 < p < «. D'où, en u t i l i s a n t l a l o i f o r t e des grands nombres, on 

obtient qu'avec probabilité 1 , i l existe un n Q t e l que pour tout n ̂  n Q, 

on a : 

Q_n « e n (P + e) et ^ < e" n (P- e ) , 
^-n 

e étant un nombre réel strictement p o s i t i f t e l que p-e > 0 . Un raisonnement 

analogue à c e l u i qu'on a utilisé dans l'exemple précédent nous permet de con-

d u r e alors que E a(T 1) et E a(T^) sont f i n i s presque sûrement. Maintenant, 

pour tout i > 3 , l'expression de E (T^ ) , donnée par l a r e l a t i o n ( 1 0 ) , dé­

pend des moments d'ordre m < i , E a' s ( T ^ m ) , du temps de passage au point 1 

sachant que l a chaîne dirigée par a part d'un point s £ 1~. Or, pour tout 

m, m < i¿, E a , S ( T 1

m ) dépend aussi des E a , t ( T 1

n ) avec n < m et t e r . 

D'où, en procédant à un changement de variables comme dans l'exemple précé-
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dent, on s'aperçoit que E a ( T ^ ) s'écrit comme une combinaison linéaire f i n i e 

de variables aléatoires de l a forme : 

oo • 1 S--1 oo 1 S ? - 1
 Sh - 1 ~ ' ' 

s^O ^-s 1

 r 1 s7*r., + 1 ^ - s 7 r 2=-1
 r2 r h - r _ 1 

1 
r 

W i + 1 Q " s h 

Ci Z 

avec h : 1 ̂  h ̂  a • Donc, pour démontrer que pour tout i, E -(T^ ) est f i n i 

presque sûrement, i l s u f f i t de prouver que pour tout h, h > 1, -la variable 

définie par : 

1 s.-l «, 1 S h - 1 ~ 1 1 

lh = 1 W— 2 Q - r
 1

 — ••• 2 °-r " Ô — 
s 1 = n o ^ s 1 r 1 = n o 1 S 2 = r 1 + 1 N" s2 rh-1 = no h~ 1 s h = r h - 1 + l ^ s h 

est f i n i e presque sûrement. Pour cela, on va commencer par démontrer que pour 

tout h > 1, i l existe une constante positive t e l l e que : 

(15) I h \ < K h l e-Cp-Ch-DOs, V m S m 

s 1 = n o 

En e f f e t , puisque s 1 n Q, s 2 >. n Q , s h ^ n Q , r 1 ^ n Q, ..., r ^ 5. n Q , 

alors, est inférieure ou égale à : 

£ e-t P " ^ 5 ! S J " 1

 e ^ r 1 . . . S h Z H e ^ + £ ) r h - 1 I e ^ P - ^
S h 

s i = n r. =n r u =n s, =r, . + 1 
1 o 1 o h-1 o h h-1 

P-presque sûrement. D'où, pour h-1, on a : 

oo 

Z = e -
( P - £ ) S 1 p.S. 

s 1 = n o 

avec K̂  = 1. Supposons q u ' i l existe une constante positive t e l l e que : 

s r n o 

L'hypothèse de récurrence implique alors que 1^ est inférieure ou égale 

à : 

K ? e - ( P -
£ ) s 1 T 1 e (P + e^ r1 z e-Cp-(2h-3)0s, 

s l = n o r 1 = n o S 2 = V 1 

- 24 -
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P-presque sûrement. D'où, par un calcul analogue à c e l u i utilisé dans l'exemple 

précédent, on a : 

s^n s 1 =n l o l o 

avec et des constantes négatives. Donc, en posant K̂ = Ĉ , 

on obtient : 

h h S--n 

1 o 

D'où, pour tout h, h ^ 1, l a r e l a t i o n (15) est vérifiée. Par conséquent, 

pour tout h, h > 1, est f i n i e P-presque sûrement. 

Supposons, maintenant, que l a suite des variables aléatoires a , n £ 2, 

est t e l l e que E(log g/a) = - «. On considère alors l a suite a f , n £ I , de 

variables aléatoires définies pour tout n £ Z par a 1 = a A (1 - 5) ; 6 

étant un nombre réel donné strictement p o s i t i f . On pose B̂  - 1 - a ?

n , n £ 1. 

La suite a' , n £ 1, est une suite de variables aléatoires i . i . d . Pour Lin 
n 

5 assez p e t i t , on a : - «> < E (log B'/V) < 0. D'où, pour tout i y i >, 1, 

on a : E (T^ ) < «> presque sûrement. Or, pour tout n £ 2, a' n ^ otn- On 

en déduit que pour tout £, i > 1, on a : E a ( T ^ ) < *> presque sûrement 

puisque l a chaîne dirigée par une suite a fixée et partant du point 0 

a t t e i n t plus rapidement l e point 1 que l a chaîne dirigée par a'. Ceci 

achève l a démonstration de l a proposition. 

Remarque 

Par rapport à P, l e moment d'ordre a, a > 1, du temps de passage au 

point 1 peut être f i n i ou i n f i n i . 

Exemple 

Reprenons l'exemple défini, dans l ' i n t r o d u c t i o n , par l a r e l a t i o n (1) et 

plaçons-nous dans l e cas où p > 1/2, c'est-à-dire, dans le cas où l a marche 

aléatoire en mil i e u aléatoire " f u i t " vers + «> quand n est assez grand. 

Sachant a, E a(T^) s'écrit [ô] : 

8 n « B- ! 3. ... e n 

1 % j — a j - 1 a j ••• ao 

or, E(T^) = E [E'^ap] . D'où, 
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0 . 
ECTO - (1 + E(B/a)) (1 + E E(e/cO l _J) 

j — • 

puisque les eu, i € 2, sont des variables aléatoires i . i . d . Donc, E(T^) est 

f i n i e s i et seulement s i la série 

ï E(S/a) 1 •» 
j — 

est f i n i e . Mais, E(B/a) « p | + (1-p) J. D'où, E(8/a) < 1 s i et seulement 

s i p > a. On en déduit que : 

E(T^) < » s i p > a 

= » s i p < a. 

- 2 6 -
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I I I - TTEOREIE LIMITE CENTRAL POUR CERTAINES MARCHES ALEATOIRES 

EN MILIEU ALEATOIRE CENTRE 

A - THEOREME LIMITE CENTRAL POUR UNE CHAINE DE MARKOV "CENTREE" 

Soit p^, i € 2, une suite de nombres réels appartenant à l ' i n t e r v a l l e 

] 0 , 1 [ et so i t y^, k £ ï, une d i s t r i b u t i o n des masses de probabilité sur 1 

t e l l e que : 

i ) u o - 0 

i i ) E k y = 0 

? 7 n 
îii) c~ = E k" u1 existe avec au > 0. 

keZ K 

Soit Y(n) une chaîne de Markov sur 2 de l o i i n i t i a l e t e l l e que Y(o) = 0 

et de probabilités de t r a n s i t i o n t e l l e s que pour tout i c i : 

(1) P {Y(n+1) = i + k / Y(n) = i ) = (1 - p.) y k, k £ Z
21 

P {Y(n+1) = i / Y(n) = i> = p i 

On définit une suite de variables aléatoires a , n £(N, t e l l e que : 

a Q = 0 et pour tout n ̂  1, 

a = i n f {k > a 1 : Yfk) f Y (a s i un t e l k existe n n -i J i ^ n-l 

= 0 0 sinon 

ième 
a , n £ IN, est l e temps du n saut de l a chaîne. On considère, alors, l a 
suite Ŝ , k > 0, définie par = ̂ f a ^ ) . ^ P e u t s'écrire comme une somme 

de k variables aléatoires Zy U j ^ k , i . i . d . t e l l e s que pour tout m £ I , 

P(Z. = m) = y . C'est donc une marche aléatoire de l o i y. On désigne, alors, 
j ^ m 

par ¿7̂ , k > 0, l a t r i b u engendrée par S-j, Ŝ , o^, a^. 

Pour une t e l l e chaîne, l e théorème l i m i t e central peut être faux s i l a suite 

p^, i el, ne vérifie pas certaines conditions. 

Exemple : On se donne y^, k £ T, une d i s t r i b u t i o n des masses de probabi­

lité sur 2, définie par : 

- 27 -
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Cette d i s t r i b u t i o n vérifie les conditions i ) , i i ) et i i i ) . Cependant, s i 

on suppose que l a suite p^, i £ Z, est t e l l e que : 

(2) - Z (1 - p-) < 00 

i€Z 

-1 /2 

alors, l e théorème l i m i t e central est faux. En e f f e t , supposons que n Y(n) 

converge en l o i vers une variable aléatoire qui suit une l o i normale de moyenne 
7 

nulle et de variance a" > 0. On démontre, alors, que pour tout k fixé, on a : 

1 n 

(3) l i m ± z P{Y(j-1) = k} - 0 
n n j = 1 

or, comme Y(n) est une martingale t e l l e que Y(o) = 0, E(Y"(n)) peut s'écrire : 

(4) E(Y 2(n)) = Z E [E((Y(j) - Y ( j - 1 ) ) 2 / Y ( j - 1 ) ) ] . 

j = 1 

On en déduit que : 

(5) 1 E(Y 2(n)) = Z 4 Z P {Y(j-1)=k}) (1-p k) 
n k£Z n j = 1 R 

Les relat i o n s (2) et (3) impliquent alors que : 

(6) l i m 1 E(Y 2(n)) = 0. 
n 

D'autre pa r t , d'après l a définition de l a convergence en l o i , on a : 

(7) l i m i n f 1 E(Y 2(n)) * a 2 

Ceci est en contradiction avec l a r e l a t i o n (6). Donc, sous l a condition 

(2), l e théorème l i m i t e central est faux. 

Théorème : Théorème l i m i t e central 

On suppose que l a suite p^, i e Z, est t e l l e que : 

1 n-1 1 
(a) l i m ~- z z - T — P(S,=i) - i ; 0 < i < - . 

n n j=0 \<a 1 Pi J 

(b) l a suite : 

i z 1

 T P C S ^ i ) , n e w * , 
j=0 iel ( 1 - p ^ 2 J 

est bornée. 
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-1 -1/2 

Alors, a n 1 Y(n) converge en l o i vers une variable aléatoire qui s u i t 

une l o i normale de moyenne nu l l e et de variance i ^ ; a étant l'écart-type de 

la d i s t r i b u t i o n y. 

Lemme 1 

Sous les conditions (a) et (b), n" a R converge en moyenne quadratique 

vers £. 

Preuve du lemme 1 

Pour tout n >y 1 et pour tout s > 1, on a : 

p < ° „ - V i $"»-!> " Ps"\ (' ""s 5 -
n-1 n-1 

d'où 1 

E (a - a - /T J = ^ 
v n n-1 7 n - r 1 - p Q 

V i 

C'est l'espérance d'une variable aléatoire de l o i géométrique. On en déduit 

que : 

E Con) = E ( V 1 ) + E ( y ^ T p — ) 
bn-1 

D'où, par récurrence, on a : 

n-1 1 

E(a n) - Z Z y — ; P(S. - i ) . 
n j=o ±a p i -> 

On en déduit, d'après l a condition (a), que : 

(8) l i m - E(a ) = A. 
^ y n n 

n 

D'autre part, 

E ( K - = 0 + ps } ( 1 " ps ) _ 2 '' 

n n-l bn-1 V i 

c'est l e moment d'ordre 2 d'une variable aléatoire de l o i géométrique. Or, 

ECa n

2 / J ^ ) = E ( ( c n - a ^ ) 2 / 1 ^ ) - ^ E(a n - V l / T ^ ) + ^ 

D'où l a r e l a t i o n : 

E ( a 2 ) - E(a 2 ) = E((1 + P s ) Cl - P s ) ' 2 ) + ZECo^) E ( ° n ~ V l } 

1 1 n-1 n-1 
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On en déduit, par récurrence, que : 

7 n-1 ? n-1 1 j - 1 1 
(9) EÉo„ ) - Z ECO + Pc ) 0 " Pc )"") + 2 S E ( y — — ) E E C^——) 

n j=0 b j b j j=1 1 P S j k=0 1 P S k 

Or, s i on remarque que 1 + p ç = -(1 - p,. ) + 2, alors, on a : 

-, n-1 ? 1 n-1 1 o n-1 1 

-y E E ( 0 + Pc ) 0 - Pc ) ) = ~ - r s E ( ^ f 7 - ^ + ~~2 ^ E ^ 9 ) 
n 2 j-o S j S j n2 j = 0 1 P S j« 0 ( 1_p )2 

D'où, d'après les conditions Ca) et (b), on a : 

00) l im 1 - " E 1 ECO + Pc ) 0 - Pc )" 2 ) = 0. 
n n 2 j=0 b j 5 j 

D'autre pa r t , 

, n-1 1 j - 1 1 1 n-1 1 , 1 n-1 0 1 

n Z j - 1 1 Ps k=0 1 \ n j=0 1 P S j n- j=0 1 VS. 

D'où, d'après les conditions (a) et ( b ) , on a : 

? n-1 1 j - 1 1 0 

01) lira ^ E E C y ^ ) E EC-r^r—) = r 

n n 2 j=1 ' ?S. k=0 ' p S k 

c a r

 1 n-1 ? 1 -j n-1 1 
lira — E E C^—0 < l i m — j E EC ^ ) 
n n 2 j=0 l _ pS. n n z j=0 (1-p ) " 

ce qui implique que : 

1 n _ 1 2 1 

l i m \ Z E C l - _ ) = 0 
n n 3=0 F S j 

puisque l e membre à d r o i t e de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro, d'après 

la condition (b). 

Les r e l a t i o n s ( 9 ) , (10) et (11) impliquent alors que : 

(12) l i m 1^. E(a n

2) = a2. 
n n 

On en déduit, d'après les r e l a t i o n s (8) et (12), que : 

lim i - E ( ( a n - n£)2!) = 0. 
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Pour l a commodité des notations, on pose L = et, pour tout 6 > 0 

et pour tout n GIN*, on note par B(n, S) l'ensemble des entiers p o s i t i f s 

k t e l s que | — - L| > 6 . 

Lemme 2 

Pour tout 5 > 0, on a : 

(13) l i n i P ( U {0,4 n < a v + 1 } ) = 0 
n B(n,ô) K k + 1 

Preuve du lemme 2 

a , n £IN, est une suite de variables aléatoires strictement croissante. 

D'où, pour tout ô > 0, on a : 

B 0 6 ) * n * ̂  C ( n * °[a+«)n] + l )
 U ( n < ^(L-SÌn]^ 

[ ] désigne l a p a r t i e entière. Par conséquent, pour que l a r e l a t i o n (13) 

s o i t v r a i e , i l s u f f i t que : 

(14) l i m P {n » o [ ( L + 6 ) n - j + 1 } = 0 et 

(15) l i m P {n < a j - a _ 0 n - ] + 1 ) = 0 

Or, 

1 1 
^ » n ] + l î Ç f e ^ [ f l ^ U l °[CL + 6)n] +P 

-1 -1 
D'où, en posant (L - e) = (L + 5) , avec e un nombre réel strictement 

p o s i t i f , on a : 

? <" - [ ( M ) n ] + 1 > * » <- • » "gf - I > 

avec k(n) - QL+ô)n] + 1. Or, quand n tend vers l ' i n f i n i , k(n) tend aussi 

vers l ' i n f i n i et par conséquent, l e membre à dr o i t e de l'inégalité ci-dessus 

tend vers zéro quand n tend vers l ' i n f i n i , d'après l e lemme 1 puisque l a 

convergence en moyenne quadratique entraîne l a convergence en probabilité. 

On en déduit l a r e l a t i o n (14). Pour l a r e l a t i o n (15), on procède de l a même 

façon. Ceci achève l a démonstration du lemme 2. 

- 31 -
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Preuve du théorème 

Sachant a k 4 n < 0^+1 * Y(n) s u i t l a l o i de l a variable Ŝ . D'où, pour 

tout- t € R , 

p { Y ( n ) < t / a k « n < a k + 1 } = F k ( t a ift) 
a /n 

étant l a fonction de répartition de Ŝ  et a l'écart type de y. On 

en déduit que pour tout t € R , 

(16) P { - ^ ^ < t } = z F, ( t a /h) P {a, 4 n < c ' } 

Soient 6 et e deux nombres réels strictement p o s i t i f s avec 5 < L. 

Alors, d fune p a r t , nous avons : 

I F k ( t a /n) P { a k .< n < 4 l P ( a k « n < a k + 1 ) 
B(n,ô) B(n,û) 

car l a fonction de répartition F k est toujours inférieure à 1. On en 

déduit, d'après l e lemme précédent, qu'à p a r t i r d'un certain rang, 

(17) Z F k ( t a i/n) P { a k « n < a k + 1> « e 
B(n,ó) 

D'autre part, puisque S v est l a somme de k variables aléatoires Z-, 
y 2 -1 

1 <c j ̂  k, i . i . d . t e l l e s que E(Z-) - 0 et E(Z.~) = a , alors, pour tout 

x £ R , F k (x a vie) converge, quand k tend vers l ' i n f i n i , vers (j)(x) où (J)(x) 

est l a fonction de répartition en x d'une variable aléatoire qui s u i t l a l o i 

normale centrée réduite. Cette convergence est uniforme en x car F k est une 

suite de fonctions croissantes. D'où, pour tout n assez grand et pour tout 

k, k ̂  (L-6)n, on a : 

- e 4 F k ( t a /n) 4 ( j ) ( t / | ) + e 

Donc, s i t > 0, alors, pour tout n assez grand, l a somme : 

(L+6)n 
E F, ( t a /n) P {a. ^ n < a, -} 

k=(L-ô)n K K K + 1 

A t . t 

est comprise entre ((j)( ) - e) (1 - e) et ((p( ) + e) 
I/E+Ô" J L ^ S 

- 32 -



- 32 -

car (j) est une fonction croissante. Par contre, s i t < 0, alors, pour tout n 

, t t 
assez grand, cette somme est comprise entre ((j) ( )-e) (1-e)et ((p ( ) + e). 

Maintenant, puisque e et ô sont arbitrairement p e t i t s , ces inégalités 

entraînent : 
Y(x) t 

li m {P < t } = (j) (-—) 
n a /n /L 

t 

Ceci achève l a démonstration du théorème car ^C"^z) e s t fonction de 

répartition de l a l o i normale centrée de variance L. 

B - THEOREME LIMITE CENTRAL POUR UNE MARCHE ALEATOIRE EN MILIEU ALEATOIRE 

Soit y^, k c 2, une d i s t r i b u t i o n des masses de probabilité sur 2 

vérifiant : 

i ) % = 0 

i i ) Z k u, = 0 
keZ k 

i i i ) c 2 = Z• k 2 y v existe avec a 2 > 0. 
k€2 K 

On considère X(n) une marche aléatoire en m i l i e u aléatoire à pas quel­

conque (A peut-être i n f i n i ) définie, selon les notations de l' i n t r o d u c t i o n , par 

une suite de variables aléatoires a ( i , . ) , i € 2T, t e l l e que : 

a ( i , k) = (1 - p i) u k s i k c 2* 

et a ( i , 0 ) = p i 

où p^, i £ I, est une suite de variables aléatoires i . i . d . et à valeurs 

dans ] 0 , 1{\ A chaque réalisation du mil i e u a, i l existe une suite p^(a), 

i c i , de nombres réels appartenant à l ' i n t e r v a l l e Jo, 1[ et vérifiant : 

a ( i , k) = (1 - P i ( a ) ) y k s i k c 

et a ( i , 0) = p i(a) 
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Sachant l e mi l i e u a, X(n) est donc une chaîne de Markov sur 1 t e l l e 

que : 

.Pa {X(n+1) = i + k / X(n) = i } = (1 - p ^ a ) ) y k, s i k € Z* 

et Pa {X(n+1) = i / X(n) = i } = P i ( a ) 

Pour une t e l l e marche aléatoire en mil i e u aléatoire, nous allons établir 

le théorème l i m i t e central suivant. 

Théorème : théorème l i m i t e central ^ 

On suppose q u ' i l existe un nombre réel e > 0 t e l que l a variable ] - p' 

2+ — 1 — 1 / ̂ 
est dans L e ( P ) . Alors, a n X(n) converge en l o i vers une variable 

aléatoire qui s u i t l a l o i normale de moyenne nulle et de variance 

1 -1 
(E(-.|̂  -• ) ) ; a étant l'écart-type de l a d i s t r i b u t i o n y. 

^o 

Preuve du théorème 

Lemme : Soit R , i £ 2, une suite de variables aléatoires i . i . d . de 

d i s t r i b u t i o n commune X, P-integrables et positives et s o i t Z , n € ¡N , une 

suite de variables aléatoires à valeurs dans I , i . i . d . de d i s t r i b u t i o n com­

mune y (on suppose l a suite R et l a suite Z indépendantes). On suppose 
n -

q u ' i l existe un nombre réel e > 0 t e l que RQ est dans L G ( P ) , 

Si S , n c(N, est l a marche aléatoire définie par : 

S o = 0 et S R = Z1 + ... + Z n , (n * 1) 
alors, 

1 n " 1 

(18) l i m ¿ z E R P(S. = i) = E(RJ p.s. [pl 
n n j=0 l€l 1 3 0 

Preuve du lemme 

On commence par remarquer que s i l a suite 

i n- 1 

(19) - E E R. P(S. = il) 
n j=o ia . 3 

converge presque sûrement vers une l i m i t e , alors cette l i m i t e est une constante 

et égale à E(R ) . En e f f e t , s o i t Z l a l i m i t e de cette suite. Z est une variable 

aléatoire qui ne dépend que des R , leí. D'autre p a r t , pour tout m£iN*, on a : 

^ n-1 m 
lim - E E R P(S. = i) = 0 
n n j=0 l=-m 1 J 
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puisque pour tout l fixé, P(Sj = i) tend vers zéro quand j tend vers 

1 ? i n f i n i . On en déduit que pour tout m C IN*, on a : 

li m - E E R„ P(S. - i) - Z p.s. 
n n j-0 U|>m ** 

Par conséquent, Z ne dépend que des R , |i,|> m et ceci pour tout 

m £JN*, c'est-à-dire, Z ne dépend que de " l a queue" de l a suite R . La 

l o i Zéro-Un de Kolmogorov implique alors que Z est une constante car R̂  

est une suite de variables aléatoires i . i . d . Cette constante ne peut être 

que E(R ) . Démontrons, maintenant, que l'expression (19) converge presque 

sûrement. Soit Q = 2^* IR^ • On munit cet espace de l a mesure de probabilité 

P définie par P = \^ s X̂ . On réalise alors une suite (Z , R ) possédant 
n )L 

les propriétés demandées de l a façon suivante : R£ est l'a p p l i c a t i o n de çi 

sur (R+ t e l l e que pour tout z = (z^, z2,...) £ Ẑ  et pour tout 

r = ( . . . , r _ r r Q , r p . . . ) £ R J , R £(z, r ) = r ^ ; Ẑ  est l' a p p l i c a t i o n de 

Q, sur 1 t e l l e que pour tout z 6 ^ et pour tout r £ iR+, ^)SZ> r^ = zk" 

Soit T l ' a p p l i c a t i o n de Q sur lui-même t e l l e que pour tout z £ Ẑ  et 
7 Z 1 

pour tout r CfR+, T(z, r ) = (ez, r r ' ) ; 8 étant l e S h i f t sur z et T 

l e S h i f t sur r. P est une probabilité invariante par T. Ceci implique, 

d'après l e théorème de Birkhoff, que l a moyenne : 
1 n - 1 

n j-0 ° 

converge presque partout et dans L̂  (P) vers une l i m i t e R puisque RQ est 

dans L^(P) par hypothèse. 

Maintenant, s o i t l a t r i b u engendrée par R̂ , il e 7- Pour que l'espé-

rance-^orditiom — Z R o T-', sachant , converge près-
n
 j = 0 

que sûrement vers E(R/5t), i l s u f f i t , d'après l e théorème de l a convergence do­

minée de Lebesgue pour l'espérance conditionnelle, que l a variable définie par : 

sup ( 1 V |R | o T J ) 
n 1 1

 j = 0 

1 1+e 
s o i t dans L (P). Or, par hypothèse, RQ est dans L (P) avec e > 0 . Par 

conséquent, en se référant à Dunford-Schwartz [3, p. 678} , 

sup - Z R o TJ 

n n j-0 ° 
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1+p 1 
est dans L (P) et donc, dans L (P). D'où, 

(20) • l i m EC- E RQ o 1° /X) = E (R / # ) p.s. 
n n j= 0 

D'autre p a r t , pour tout j , j > 1, on a : 

T j(z, r ) = (e jz, T r
Z 1 +*-' + z j ) 

Par su i t e , 

R o T ] (z, r ) = r + . . . + z. 
o v '

 J J 

On en déduit que : 

i n _ 1 i n-1 
E4 E R o T j /&) - E4 E Rq / d t ) 

n j= 0 0 n
 j = 0 b j 

E t E R. /X) = i E E R, P(S. = l) 
n j « 0 b j j= 0 UZ * J 

D ' o ù > , n-1 
l i m i E E R. P(S- = 2,) = E (R/JQ p.s. 
n n j = 0 111 J 

On en déduit, d'après l e raisonnement f a i t au début de l a démonstration 

de ce lemme, que E(R /5) = E(R Q). Ceci achève l a démonstration du lemme. 

1 1 
Revenons à l a preuve du théorème. En prenant R̂  = — (resp. R̂  = y ) , 

on obtient, d'après l e lemme précédent, que pour presque chaque réalisation du mi­

l i e u aléatoire a , on a : 

1 n-1 1 

(2D H Z Z ûïlâ) p a ( S i = « = E ( ' ) 
n n j= 0 i£l 1 P £ U j 3 1 P 0 

! n-1 1 1 
(20) (resp. l i m l E E ~ Pa(S- = i) = E( - ) ) 

n n j - 0 ia ( 1 - p £ ( a ) )
Z 3 ( 1 - p 0 )

A 

On en déduit, d'après l e théorème l i m i t e central pour une chaîne de Markov 

établi au paragraphe A, que pour tout t e IR, on a : 

l i m P a { c f 1 n " 1 / 2 X(n) < t } = <|) ( t /E(J—)) P-p.s. en a 
n P Q 
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D'où, pour tout t CR, on a : 

l i m P { a " 1 n ~ 1 / 2 X(n) < t } = (j) ( t 
n po 

Ceci achève l a démonstration du théorème. 

C ~ DISCUSSION 

En se référant à l ' a r t i c l e de Heyde [ 4 ] , on peut penser que le théorème 

l i m i t e c e n t r a l , énoncé au paragraphe précédent, reste v r a i sous l a seule con-

1 1 
d i t ion que — est dans L (P). D'ailleurs, l a démonstration donnée pour 

^o 

ce théorème n'est pas l a seule. On pourrait donner une deuxième démonstration 

en se basant sur l e t r a v a i l de Bingham [ i ] concernant les méthodes de somma-

bilité de variables aléatoires indépendantes. 

Théorème 

On suppose, en plus des conditions i ) , i i ) et i i i ) données au début du 

paragraphe B, que : 

iv ) l a d i s t r i b u t i o n y a un moment d'ordre 3 f i n i 

v) l a d i s t r i b u t i o n y est apériodique. 

-1 -1 / 2 

Alors, pour que a n 1 X(n) converge en l o i vers une variable aléa­

t o i r e qui s u i t une l o i normale centrée de variance 

C E C ^ ) ) " 1 . 

1 4 
i l s u f f i t que l a variable ^ s o i t dans L (P). 

Preuve du théorème 

Lemme : Soit , i c i , une suite de variables aléatoires i . i . d . et s o i t 

Z , n ClN*. une suite de variables aléatoires i . i . d . de d i s t r i b u t i o n commune y 
n 
vérifiant les conditions i ) - v ) . On suppose que RQ a une variance f i n i e . Alors, 

l i m Z R. P(S = j ) = E(R Q) p.s. 
n j e ! J 

S n , n £ IN, désigne l a marche aléatoire définie par : 

S q = 0, s n = z 1 + ... + Z n (n > 1). 

- 37 -
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Pour l a preuve de ce lemme, on se référera à l ' a r t i c l e de Bingham [1] . 

La démonstration du théorème se f a i t alors, en se basant sur ce lemme, d'une 

façon analogue à c e l l e du théorème précédent. 

On remarque que ce lemme nous donne l a convergence presque sûre de l a suite 

I R. P(S = j ) , n CN. 

Or, pour l a démonstration du théorème, i l s u f f i t que l a moyenne de Cesaro de 

cette suite converge presque sûrement. On peut donc espérer que sous des con­

d i t i o n s plus larges, c'est-à-dire, sans supposer que l e moment d'ordre 3 de 

l a d i s t r i b u t i o n y existe, l e théorème l i m i t e central reste v r a i . 

Remarque 

Dans l e cas p a r t i c u l i e r où l a d i s t r i b u t i o n des masses de probabilité 

sur 1 est donnée par : 

Heyde a démontré l e résultat suivant [4] : s i p., i £ Z , est une suite de nom­

bres réels appartenant à l ' i n t e r v a l l e ] 0 , 1[ et s i Y(n) est l a chaîne de Markov * 

dont les probabilités de t r a n s i t i o n s vérifient l a r e l a t i o n ( 1 ) du paragraphe A, 

alors, sous l'hypothèse : 

. 1 n 1 
l i m — E = l , 0 < £ < ° o et 

n n j - 1 1"Pj 

1 n 1 

l i m - l —Î = il , 
n n j - 1 1"P-j 

-1 /2 

n ' Y(n) converge en l o i vers une variable aléatoire qui s u i t l a l o i normale 

centrée de variance l ~ \ On remarque que pour établir ce résultat, Heyde s'est 

basé essentiellement sur l e t r a v a i l de Stone concernant l'étude des processus de 

"naissance et mort" dans IR [ 8 ] . 

Maintenant, s i p^, i Cl, est une suite de variables aléatoires i . i . d . 

et à valeurs dans ] 0 , 1 £ et s i X(n) est l a marche aléatoire en m i l i e u aléa­

t o i r e définie, selon les notations de l ' i n t r o d u c t i o n , par : 

a ( i , +1) = a ( i , -1) = 1 (1 - P i ) 

et a ( i , 0) = p^ 
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-112 
alors, pour que n 1 X(n) converge en l o i vers une variable aléatoire qui 

1 -1 1 
suit- l a l o i normale centrée de variance (Eijz—) > i l s u f f i t que E(y-—) 

. " M3 *o 
existe. 

En e f f e t , p^, i £ 2?, étant une suite de variables aléatoires i . i . d . , 

alors, d'après l a l o i f o r t e des grands nombres, nous avons : 

1 n 1 1 
l i m - E i = E (-= ) p.s. 

n . i 1-p. 1-p ^ n J=1 *J ^o 

1 n 1 1 
et l i m 5 l = E C ^ ) p.s. 

n J= I 1 - j 1 0 

Par conséquent, pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire a, 

nous avons : 

1 n 1 1 
lim - Z -= 7 — r = Eh ) 

1 n 1 1 
et l i m - E -r——= E C Y - — ) . 

n n j = 1 1"P_j(a) 1-P0 

On en déduit que pour presque chaque réalisation du milieu aléatoire a, 
-1/2 

n 1 X(n) converge en l o i vers une variable aléatoire qui su i t l a l o i normale 
1 -1 

centrée de variance (ECy^—)) , d'après l e résultat de Heyde. 
^o 
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