
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

PHILIPPE CARBONNE
Algèbres graduées normales II - Construction d’un schéma
sur certains anneauxNn-gradués
Publications de l’Institut de recherche mathématiques de Rennes, 1985, fascicule 4
« Séminaires de mathématiques - science, histoire et société », , p. 71-95
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1985___4_71_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1985___4_71_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 71 -

Algèbres graduées normales II -

Construction d'un schéma sur certains anneauxIN n-gradués. 

Philippe CARBONNE 

On sait que si X est une variété algébrique sur le corps k, 

affine, d'anneau A, l'existence d'une action de k correspond à 

l'existence sur la k- algèbre A d'une 22-graduation. Si de plus 

A Q = k et A n = 0 pour n < 0, le point p correspondant à l'idéal 

maximal A, = e A est le seul point fixe par l'action de k . 
n > 0 

Ce point p est en outre le seul point de X pouvant être singu­

lier. 

Dans un exposé [4] Michel Demazure a montré comment on 

pouvait décrire les k-algèbres IN-graduées normales au moyen 

de diviseurs de Weil à coefficients rationnels. De façon plus 

précise il a établi le théorème : 

Théorème A : (3.5. p. 17 de [4]). 

Soit k un corps commutatif, A une k-algèbre IN-graduée, de 

type fini, intégralement close. On suppose en outre qu'il exis­

te, dans le corps Fr(A) des fractions de A, T homogène de de­

gré 1 . 

Soit X le k-schéma intégralement clos : X = Proj A. Alors 

il existe un diviseur de Weil D à coefficients rationnels 

(D 6 W Div(X,Q)) unique tel que : 
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dans F (A) : A = H #(X,0(nD) ) T n pour tout n G IN. 
r n 

et sur X : 0(n) = (? x(nD)T
n pour tout n Ê I , 

L'existence de T de degré A traduit le fait que A ^ A Q et 

que le semi-groupe ^ n | A n ^ 0} n'est pas inclus dans un mIN 

pour m > 1. Nous avons alors un isomorphisme entre Spec A et 
i o 

le cône affine : T (X,D) = Spec( e H (X,0 (nD))T ) . 
n > 0 X 

Ce théorème généralise un théorème de I.V. Dolgachev et H. 

Pinkham (voir [9]) établi en dimension 2 dans le cas où k = <E. 

De là naît l'idée d'étudier des algèbres graduées nor­

males obtenues au moyen d'un diviseur de Weil et de lire 

géométriquement les résultats obtenus (voir [1]). Plus pré­

cisément on prend une droite affine C = Spec k [ t ] , un diviseur 

de Weil D de C à coefficients rationnels. On introduit alors 
o 

l'anneau B = e H (C, (? r(nD)). Localement, en chaque point 
n G IN 

de C, nous avons un anneau de valuation discrète 0 = k [ t ] ^ t _ a j , 

de corps résiduel k et de corps de fraction K = k ( t ) . Nous 

avons aussi une 0-algèbre A = B (où : m = (t-a,B ) n V n ) , de type 
u m OL n n ̂  u 

a 

fini, plate, IN-graduée (comme 0-algèbre), normale, et telle 

que nous ayons un isomorphisme de K-algèbres IN-graduées : 

A ®Q K ^ K[T] (où T est une indéterminée). 

Il est alors naturel d'étudier le même problème dans 

le cas de IN- graduations. Dans un article à paraître au Jour­

nal of Algebra [2] j'ai démontré le résultat suivant : 

Théorème B 

On désigne par 0 un anneau de valuation discrète de 

corps résiduel k^. On suppose k^ c 0. On note t une uniformi­

sante de 0, v la valuation correspondante et K le corps des 
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fractions de 0. A est une 0-algèbre, IN-graduée (comme 

0-algèbre). On suppose en outre qu'il existe un isomor-

phisme gradué entre les K-algèbres IN-graduées : 

A 9Q K - K [ T 1 , T n ] 

où les sont des indéterminées. Nous notons tft 1 1 idéal 

maximal de A ci-dessous : 

= t A^ + © Aj • 

I G Wn 

I ï 0 

Nous notons 0 les éléments non nuls de 0. 

Alors : 

1) Il y a équivalence entre les propriétés (i) et (ii) : 

(i) A est une 0-algèbre de t.ype fini, normale, admettant 

une suite régulière formée de n+1 éléments homogènes 

et commençant par l'uniformisante t de 0, 

(ii) A peut s'écrire : A = 0 O^1, la multiplication 

l G M n 

de étant donnée par : 

où les a T T sont des éléments de 0 dont les valua-

tions sont obtenues ainsi : 

Il existe des entiers a^,...,a n,b tels que : 

( a a ,b) = 1 et 0 < a, < b (pour k de 1 à n) et 
i n — K 

si l'on pose : 

r n • 

S(I) Y — i k (pour I = (i 1 ,.. . . ,i n) € 3N
n) , 

U=1 b J 
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nous avons : 

v(a ) = Ô(I+J)-Ô(I)-Ô(J) . 

2) Lorsque les propriétés (i) et (ii) sont vraies nous 

avons la propriété : 

(iii) A est une 0-algèbre de type fini dont le complété 

% pour la topologie m-adique est isomorphe à l'al­

gèbre des séries formelles kg[[Z].] associée au 

semi-groupe de congurence : 

Z = {(i, j 1 , . . . , j n) G ]N n|i+(b-a) j ^ . . . + (b-a n) j n E 0(b)} 

3) Si de plus A est local, alors la propriété (iii) est équi­

valente aux propriétés (i) et (ii). 

On obtient de tels anneaux en prenant sur une droite 

affine C = Spec C[t] n diviseurs de Weil à coefficients ration­

nels D-.....D et les localités aux points de C de l'anneau : 
I n -

o 

B = e H ( 0 , 0 ^ 1 ^ ^ . . . + ^ ) 

i=(i 1,...,i n)£3N
n 

On voit que l'on a rajouté une hypothèse du type Cohen-

Macaulay. En fait c'est une hypothèse plus forte : je donne un 

contre-exemple qui montre que Cohen-Macaulay ne suffit pas. 

En dimension 2 (i.e. n=1) cette condition n'apparaît 

pas. On sait déjà que "normal" entraine "Cohen-Macaulay" et on 

voit sans mal que, ici, "normal" donne la condition en question 

(existence d'une suite régulière formée de deux éléments homo­

gènes et commençant par t ) . 

Dans le même article on démontre que B est une (E-algèbre 

de type fini normale. 
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J'ai par ailleurs calculé le groupe des classes de 

diviseurs des anneaux vérifiant les hypothèses du théorème 

B ci-dessus. La technique utilisée, qui fait appel à l'exis­

tence à la fois d'une IN n-graduation et d'une graduation par 

un semi-groupe de ï / b 2 x JN n, peut s'appliquer à d'autres 

situations. On peut s'en servir, par exemple pour calculer 

Cl(kg[E]) où Z est un semi-groupe de congruence. Ces résul­

tats devraient faire l'objet d'une autre publication. (Se 

reporter à [3] pour les anneaux associés à des semi-

groupes de congruence). 

Un autre problème est la généralisation du théorème de 

M. Demazure (Théorème A ci-dessus) au cas des IN n-graduations. 

Une telle généralisation est possible -moyennant l'ad­

jonction de certaines hypothèses-. Notre but est d'exposer 

ici la première étape de cette généralisation. Cette première 

étape consiste en la construction pour certains anneaux IN n-

gradués d'un schéma qui est une généralisation du Proj des 

anneaux IN-gradués. 

Ce schéma, construit ici pour généraliser le théorème 

de M. Demazure, peut éventuellement jouer un rôle dans d'au­

tres situations totalement différentes. C'est pour cette 

raison qu'il nous a semblé intéressant de publier cette cons­

truction pour elle-même. 
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r 

I - 1 HYPOTHESES ET NOTATIONS 

1.1 - L'anneau S est un anneau commutatif unitaire 

IN n-gradué par : S = © S^. Pour I dans IN n, on pose : 

l6lN n 

a(I) = (j|ij ¥• 0} <= {1,...,n} et pour x dans S et homogène, 

on pose a(x) = a(d°x). On notera s(I) le cardinal de a(I) 

et s(x) celui de a ( x ) . 

L'ensemble : 

S = 0 s T 

s(î)=n 

est un idéal de S inclus dans S + = © S j . 

1^0 

On introduit alors : 

P r o j ^ S = {(P|̂  premier homogène et ç ? S} . 

Si n = 1, S = S + et P r o j ( 1 ) S = Proj S. 

1.2 - Nous notons e-| r . . . f e les éléments de la base 

canonique de IN n. Pour $ = (cp1 , . . . , cpn) appartenant à IN n nous 

notons : 

n 

. - Y i î 
i = 1 

Nous nous limiterons à des anneaux S qui vérifient 

l'hypothèse (- que nous désignerons sous le nom d'hypothèse 

(H) dans toute la suite -) ci-dessous : 

, u v f Pour tout g dans S, homogène et de degré non nul, il (H ) _ 

existe m > 0 et M 0 tels que ; g 6 $ ^. 

Pour f homogène dans S, nous notons : 
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D + ( f ) = {f> G P r o j ( n ) S | f 

Pour J = { J 1 , . . . , j p }
 c {1,...,n} et des f , (1 de 1 à p) homo­

gènes, de degrés respectifs : ou e . (avec : ou > 0) on note : 

1 
P 

D + ( F j î = n D + ( f . ) 

1=1 1 

L'hypohtèse ( H ) , donnée sous forme algébrique, assure une pro­

priété topologique de P r o j S : elle permet de dire que les 

D.(F_) (pour tous les J c {1,...,n}) forment une base d'ou-
( n ) 

verts de la topologie de Proj S. C'est encore elle qui va 
( n ) 

nous permettre de mettre sur Proj S une structure de schéma, 

structure qui va s'identifier à celle de Proj S dans le cas 

où n = 1 . 

1.3 - Nous avons de façon évidente les propriétés : 

- f G S Q entraine a(f) = 0 

- a(fg) = o(f) u a(g) 

- a ( f m ) = cr(f) pour m > 0. 

On en déduit sans mal que pour un anneau S vérifiant 

l'hypothèse (H) il y a équivalence entre les cinq propriétés 

ci-dessous (pour un idéal premier homogène qp) : 

(1 ) (p j S 

(2) pour tout j de 1 à n, il existe homogène tel 

que : 

a(Xj) = {j} et x . ̂  p . 

(3) pour tout j de 1 à n, il existe Xj homogène tel 

que : 

j G a(Xj ) et Xj fi ç>. 

(4) a(Tp) = {1 , . . . ,n}. 
(5) il existe x appartenant a tel que s(x) = n. 
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Dans les deux dernières propriétés : = S-Q et 

a(T£) = U o ( x ) . 

xGTp 

L 1 équivalence de (4) et (5) est indépendante de (H). 

1 . 4 - Introduisons une dernière notion : pour 

J c {1,...,n} et I et I 1 appartenant à IN n nous dirons que 

1 = 1' sur J si I-I ! appartient à £ IL Zy Ceci revient à 

dire que = i f ^ pour tout j dans J (-ce qui justifie la 

terminologie-). Terminons par un lemme qui sera utile par la 

suite : 

Lemme : 

Les ouverts D (h) n D (F.) où h est homogène et de degré égal 
K n 

au degré de F sur J, pour un K appartenant à IN , forment 
u 

une base d'ouverts de la topolocie de D ( F T ) . 
T J 

Pour K = (k,j,...,k ) appartenant à INr, la notation Fj désigne : 

TT k ̂  k 
F = f . f P 

J1 J p 

Preuve du lemme ; 

Soit m = a. ... a > 0 le déterminant des degrés des 

f. . Pour tout g de S, homogène de degré non nul : 
3 1 

P 

d ° ( g m ) = md°g € Y (eue- IN) + Y £ • 3 N -
<—• 3i i-i 1 
1=1 j^J 

Donc il existe K G l p tel que : d ° ( g m ) = d ° ( F T

K ) sur J. Comme 
J 

par ailleurs : 

D + ( g ) n D + ( F j
K ) = D + ( g

m ) n D + ( F j
K ) 
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la propriété est démontrée en utilisant les h égaux aux g m . 

II - DEFINITION DE 1/ANNEAU SUR UN OUVERT DE LA BASE ; 

II.1 - Nous utilisons les notations précédemment intro­

duites . 

Nous poserons : 

S r D -, = — ^ toutes les composantes homogènes de x dans S 
J F • K 

J ont un degré égal à celui de F_ sur J (K 
J 

est quelconque dans IN^) . 
J 

Il est immédiat que S [ F ]
 e s t u n sous-anneau unitaire 

de l'anneau S = S f f 

J 3i D

P 

II. 2. 

11.2.1 - Il est clair que pour tout m > 0 : 

S [ », " S [ F a ] 

J 
s _ m r r m r m-, 

ou F T = if . , . . . , f . } . 
J D1 D p 

11.2.2 - Si s(J) = n alors S ^ p j = S ^ p ^ = 
vJ vJ 

S , f f x (c'est-à-dire le sous-anneau des termes de 

degré nul dans l'anneau gradué : S f f ^" 
r 1 ' # * • ' p 

II. 3 - Pour tout IP appartenant à P r o j ^ S nous intro­

duisons l'anneau : 
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_ i ( _ i x >i 
S, X = ( T S ) n = u G T S u = ^ x et f homogènes 
((p) <p 0 (p t / ^ \ 

[ de même degrés ] 

L'anneau j est local, d'idéal maximal : 

m < p = { u 6 s(*>) 1 x G < p K 

Cet anneau apparaîtra plus loin comme l'anneau de la fibre au 
( n ) 

point f> du schéma construit sur l'espace topologique Proj S. 

I I I - j UN LEMME 

111.1 - Commençons par un résultat qui permet de rame­

ner les IN n-graduations aux IN-graduations quand le besoin 

s'en fait sentir. 

Lemme : 

Soient Jï et Œ' deux parties non vides de IN n, alors 

il existe a = ( a ^ f . . . f a ) appartenant à IN n tel que si l'on 

pose : 

1(1) = a 1 i 1 + ... + a n i n (pour : I = ( i ^ . . . , ^ ) G I N N ) , 

• il existe un unique élément I Q de Çl et un unique élément J Q 

de Œ' qui réalisent respectivement le minimum de et ce­

lui de ) . 

111.2 - Donnons maintenant un résultat qui généralise 

celui donné dans [6] ( I I . 2.1.9). 
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Lemme : 

Supposons donné pour tout I de IN n un sous-groupe addi­

tif /p-j. de S j . Alors il y a équivalence entre les propriétés 

(1) et (2) ci-dessous : 

(1) Il existe <p, idéal premier homogène de S, tel que : 

(P 0 S ] [ = (p I pour tout I et (TtT^) = { 1 , . . . ,n }. 

(2) (i) Pour tout I et tout J de IN n : S J f I c f > I + J ' 

(ii) Pour tout I et tout J de IN n, si f appartient 

à S T , si g appartient à S T et si fg appartient 

à S T , T , alors : 

f appartient à (pj sinon g appartient à (f^. 

(iii) Il existe x dans T^p, homogène et tel que s(x) = n. 

De plus il y a alors unicité d'un tel idéal premier homogène 

fp tel que f n Sj = 

111.3 - Dans les E.G.A. les conditions qui équivalent 

à (i), (ii) et (iii) dans le cas des IN-graduations sont im­

posées uniquement pour des entiers >_ N^, c'est-à-dire appar­

tenant à n^ + IN. De même on peut se limiter ici à imposer (i), 

(ii) et (iii) pour des I appartenant à I Q + IN n (pour un I Q 

fixé). N'ayant pas besoin de ce raffinement supplémentaire, 

nous nous contenterons de démontrer le lemme tel qu'il est 

énoncé ci-dessus. 

111.4 - Le fait que (1) entraine (2) est évident (en 

se reportant à 1.3 pour (iii)). 

111.5 - Partons maintenant de (2) et posons : 
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<P = ï Pi-
I G IN n 

111.5.1 - Compte tenu du fait que S est somme 

directe des S j , il est clair que ^ n = (p^. 

Le fait que les f)-̂  sont des sous-groupes additifs et 

l'hypothèse (ii) entrainent que (p est un idéal de S. Par cons­

truction même, cet idéal est homogène. La propriété (iii) 

donne évidemment : a(T^p) = {1,...,n}. 

111.5.2 - Montrons maintenant que l'idéal p 

est premier. 

Supposons que x fi p, y fi (p et xy G ^p. Soient x = Z x^ 

et y = E y les décompositions respectives de x et y en compo-
J 

santés homogènes. Posons : 

fi = { I 6 Wn | x I fi p n SI = jpj} et 

fi' = {J G I N N | Y J fi p n S x = (pj} . 

Par hypothèse nous avons fi et fi ' non vides. D'après le lemme 

I I I . 1 il existe une forme linéaire 1 à coefficients dans IN 

telle que son minimum sur fi soit atteint en un seul point I Q 

et son minimum sur fi' soit atteirt en un seul point J Q . En 

posant : 

Z k = e Sj 

l|l(l)=k 

nous avons une IN-graduation sur S : S = ^ Z^. 

k Q N 

Posons kg = K I Q ) et kg = 1 ( J Q ) . Dans cette IN-graduation la 

composante homogène de degré k^ de x est : 

^ k n

 = I X I = X I N

 4 x 0 -
0 l | K l ) = k 0

 0 
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Vu la définition de I Q , nous avons : x^ = ^ Xj G p. 

l(I)=k n 

De même la composante homogène de degré k^ de y est : 

J|l(J)=k¿ u 

Ici nous avons : = ^ É j). 

l(J)=k' 

J*J 0 

Pour la IN-graduation liée à 1, le produit xy se décompose en : 

x * = E V 
k G IN 

Etant donné que fp est homogène pour la HSl n-graduation et donc, 

à fortiori, pour la IN-graduation et que xy est dans j>, nous 

avons : v v G X> pour tout k. En particulier : v, , , = 

r

 K w k 0 + K 0 
) ^k^k 1 e s t ^ans JP* Si k < pour tout I tel que 

k+k'=k 0+k£ 

1(1) = k nous avons dans FP (cf. définition de 1^ et de f! ). 

Si k > kp, alors k f < k^ et de même pour tout J tel que 1(J) = 

k 1 nous avons y^ dans p. Donc tous les Ç^C^i de la somme 

v v V l sont dans /t) pour (k,k !) 7̂  (k n,kJL). Il en résulte que 
0 0 U U 

Ç v ç, , est lui aussi dans (P. 
K 0 K 0 

Nous avons : 

%\ ' % % + % Y i + *° % + *° ^ 
La somme est dans (p et les trois derniers termes sont aussi 

dans P. Nous avons donc : x T y g p. Nous avons donc 

x T 0 $>T , y T F f-r et x y € <p n S = p 
I0 X 0 J 0 J 0 I 0 I 0 I o + J o r i o + J o -

Ceci contredit l'hypothèse (ii). 
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III.5.3 - L'unicité de p est alors évidente. 

IV - PROPRIETES DES S r „ , 
I [ F J ] 

IV.1 - Le résultat fondamental est le suivant : 

Proposition : 

Soit J C {1 , . . . ,n^ de cardinal égal à p <_ n. 

Alors : 

S|-F j est un anneau IN n ^-gradué et 

J ( n- ) 
D (F,) est homéomorphe à Proj ( S f D - , ) . 

+ J 

En particulier, si p = n-1 : 

D (F T) est homéomorphe à Proj(S r T ? -, ) , 
J 

et si p = n : 
D ( F T ) est homéomorphe à Spec(S / T : i N ) + J (Fj) 

IV. 1 . 1 - Pour u = — - appartenant à S r „ -, et 

F j K [ P j] 

L G IN^ J , la composante de degré L de u est : 

x i 

où I = d ° ( F T ) sur J et I = L sur Cj. 
U 

IV. 1 . 2 - Pour tout (J> appartenant à D + ( F J / f 

on pose : 

i|>(P) = {u = G S [ p j | x G FP}. 

F J J 

La condition imposée est indépendante de l fécriture de u sous 

forme de fraction. On vérifie sans mal que est un idéal 

premier homogène de S ^ y 
vJ 
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Il existe x homogène, appartenant à T̂ > et tel que s(x) = n 

(voir 1.3). En se reportant à la démonstration du lemme donné 

en 1.3, nous voyons que x m est homogène, qu'il appartient à 

Tjp et que s ( x m ) = s(x) = n. De plus d Q ( x m ) = d°(F K ) sur J. 

Donc : 

m 
v = ^—RI 6 T . , N . p K \p(j>) 

Enfin : s(v) = n-p dans S r „ Nous avons donc bien : 
1 J J 

Y(0>) € P r o j ^ ^ S j j ) . 

I V . 1 . 3 - Soit h dans S tel que ses composantes 
K 

homogènes sont toutes de degré égal au degré de F (pour un 
J 

K fixé^sur J. Alors, d'après la définition de \p((p), nous avons : 

k fi <P équivaut à — — fi \p(<p) . 
f j 

En particulier un élément u homogène de S ^ F j s'écrit : 
h ^ * K 

u = — — r où h est homogène et de degré égal au degré de F T 

sur J. Nous avons donc : 

\|T1 (D +(u) ) = D + ( h ) n D + ( F J ) 

L'application \|J est donc continue. 

I V . 1 . 4 - Soient j> et £)' différents appartenant 

à D ( F T ) . D (F ) est un espace de Kolmogoroff. Il vérifie donc 

la propriété TQ en se limitant à une base d'ouverts de sa to-

pologie. En utilisant le lemme de 1.3, nous en déduisons qu'il 

existe un ouvert U = D.(h) n D (F_) où h est homogène et de 
K 

degré égal à celui de F T (pour un K) sur J et tel que, par 

exemple : p 6 U et f ' fi U. C'est-à-dire que nous avons h £ fp 

et h € / p f . D'après IV.1.3., il en résulte que -^=R- $ \|>(ç>) et 

. € (̂fl>! ) • Nous pouvons conclure que \p est injective. 
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I V . 1 . 5 - S o i tO J u n idéal premier homogène de 

Sj-p -j • Pour tout I de IN n posons : 
J 

(pj = {xGSjla K tel que I = d°(Fj K) sur J et G CJ^, où 

F J 

L = I sur Cj J 

Il est facile de voir que les f> sont des sous-groupes addi­

tifs de Sj qui vérifient les hypothèses (i), (ii) et (iii) 

du lemme III. 2. Il existe donc un unique idéal premier ç> 

homogène de S tel que Ç> n S I = fp1 pour tout I et a(T^) = 

{1,...,n}. Il est clair que p G D +(Fj) (compte tenu du fait 

que OJ 7^ S [ F N o u s a v o n s ensuite de façon évidente : 
J 

*(<P) = * < [ [ ^ ) = L*i =<7-

L I|I=L sur CJ L L 

L'application \p est donc sur jective. 

I V . 1 . 6 - Pour un ouvert U de la base d'ouverts 

de D (F ) introduite en 1.3, nous avons vu que : ip(U) = D, (—-) 

F J 

qui est un ouvert de Pro j ̂  n ~ p ^ ( S j- p j ) . L'application est 

donc continue. ^ 

IV. 2. 

I V . 2 . 1 - On prend J = { J l f . . . , j p }
 c {1,...,n} 

et F T = {f , ,...,f . }. On prend ensuite J 1 c j et G•, = 
-h -'p ? 

{g.; I j £ J 1 } . Les f . et les g. sont homogènes et de degrés 
J * 3 3 ; 

appartenant à IN £j , Pour les j G J-J^ on pose 9 j = 1 e t 

on obtient ainsi G = {g. ,...,g. }. 
J D1 D p 
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Proposition : 

Nous avons un homomorphisme cp d'anneau gradué, conservant 

le degré, qui va de S ^ p j dans Q y De plus si 

OJ G P r o j ( n " p ) ( S [ p G ] ) , alors : 
J J 

cp~1(0j) G P r o j ( n ~ p ) ( S ^ F j ) . Si l'on pose cp(^) = cp""1(cy) on 

obtient ainsi une application continue qui rend commutatif 

le diagramme : 

D + ( F j ) ^ • P r o j ^ - P ^ S j p j) 
A K J 

i 9 

V W — ' Proj' n-P'(S [ ,) 

J u 
où i est l'injection canonique (l'inclusion). 

g j k x 

Pour cela on pose : V ( — - ) = — . 

IV.2.2 - Le seul point qui nécessite une 

démonstration est de prouver que a(T ) = Cj. Tout le 

cp (OJ ) 

reste est immédiat. Nous poserons : |> = cp 1 (OJ) . 

D'après 1.3 il existe u homogène appartenant à T 

et tel que a(u) = Cj. On peut écrire : u = — ^ — = et alors y 

K ( F G ) 

est homogène de degré égal à celui de (FG) sur J et a(y) ^ GT* 

D'après un raisonnement déjà fait (voir 1.3) il existe m > 0 

et il existe K f dans IN P tels que : 

d ° ( y m ) = d°(Fj K') sur J. 
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m K 
Comme par ailleurs : d°(y ) = m d°((FG) ) sur J, on en 

déduit que : 

d ° F K ' = m (d°F K + d ° G K ) . 

Il en résulte que : k1. - m k. ^ 0 pour tout j de 1 à p et 

J 3 p 

que = K'-mK appartient à IN . Posons alors : 

m 

V ^ 6 S [ F a ] -
Nous avons : 

m„K' m „K 1 

/ \ Y G y G m . 
9 ( v ) = 1 77-, = = * 7T- = u u . 

(FG) (FG) (FG)*1 

G K* 

L'élément u' = — est inversible dans S;„ n , ; „ „ Q V - c ^ 

(FG) 1 [ F J G J ] " S o n i n v e r s e 

'(FG) K1 
est : — et donc n'appartient pas à 07 . Il en résulte 

( FG ) ' 
que ^(v) = u m u ' n'est pas dans OJ et donc que v n'est pas dans 

fp. Par ailleurs y étant homogène dans S, v est homogène dans 

S j F y Enfin compte tenu de a(y m) = a(y) => Cj, nous avons : 
J 

a(v) = Cj. Ceci achève la démonstration. 

IV.3 - La proposition qui suit est une trivialité 

qui ne nécessite pas de démonstration : 

Proposition : 

Si J et J' sont tels que J n J' = 0 alors : 
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Q 
Le fait que J n J ' = ÇL donne un sens à T dans S r „ 

1 l F j J 

En particulier pour f et g homogènes de degrés e t 

B j,c j, (avec j ^ j f et a.B^, > 0 ) nous avons : 

s [ f , g ] = ( S f f 3 } [ 3 ] * 

V - CONSTRUCTION DU SCHEMA P r o j ( n ) S 

V . 1 - Nous avons vu que l'hypothèse (H) permet de 

dire que les D (f) où f est homogène et tel que s(f) = 1 
( n ) 

forment un recouvrement ouvert de Proj S. 

Les anneaux IN n ^-gradués S r n -, vérifient aussi 

J 

l'hypothèse (H). En effet, soit u appartenant à S r „ -,, homo-

X . J 

gène et de degré non nul. Nous avons : u = — ^ où x est ho-

K 

mogène dans S et d°x = d ° F T sur J. L'hypothèse (H) appliquée 

à S dit qu'il existe m > 0 tel qua : 

m 
x = g, ... g n 

où les g^ sont homogènes et de degré appartenant à 3Ne_. (et 

non tous nuls). Mais alors : 

Tfej TI9j 
u ™ = jfJ M J£J_= u , n l i . 

Fj 1 j#J 1 

Le degré de u' est nul dans S j p j et celui de pour chaque 
J 

j non dans J appartient à JNe... Nous avons donc bien ce que 

nous voulons. 
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On en déduit que les D,(F_,f) = D^(F_) n D (f) pour 

les f homogènes et tels que s ( f ) = 1 e t a ( f ) n J = 0 forment 

un recouvrement ouvert de D (F ) et donc que, pour les mêmes 
f ( n ) 

f, les recouvrent Proj p (Sj-F j ) . 
J 

V.2 - Les f utilisés dans ce paragraphe sont tous 

homogènes et tels que s(f) = 1. Au niveau des espaces topo­

logiques nous avons : 

P r o j ( n ) S = u D + ( f 1 ) . 

f 1|s(f 1)=1 

Puis : 

P r o j ( n " 1 ] S [ f ] * D + ( f 1 ) = u D

+ (
F

2

) -

1 V , £ r f 2 ' 
s ( f 1 f 2

) = 2 

S U , f 2 £ 3)-3 

Ceci s'arrête avec des F n = {f<j,...,f } tels que sCf^ ... f n ) = n 

par : 

Spec S ( p - D + ( F n ) . 
n 

Grâce aux propositions établies aux paragraphes IV.2 et IV.3. 

nous pouvons alors recoller les schémas par un procédé récur­

rent à partir des schémas affines Spec S / r i , sur les D,(F ) . 
( r ) + n 

n 
(Voir [6], ou [7] exercice 2.12 page 8 0 ) . 

Nous obtenons ainsi un schéma sur l'espace topologique 

P r o j S , schéma que nous noterons aussi P r o j S . 
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V.3 - On remarque que tout <p appartenant à Proj_ S 

est bien dans un ouvert affine à savoir l fouvert D +(x^,...,x ) 

où les x. sont ceux de 1.3 (2)). La fibre en /p du schéma 
( n ) J

 v 

Proj S est donc ( S , - * ) , (où nous avons introduit la no-

tation : F = {x^,...,x n} et où \p désigne 1 1 homéomorphisme en­

tre D + ( F ) et Spec S ^ F ^ ) . On en déduit la proposition suivante : 

Proposition : 

( n ) 
La fibre en jp du schéma Proj S est l'anneau local S((p\ . 

Soit v = ^ appartenant à ( S , - , ) . . Alors : 
z (F) ip^j 

x K 
y = — avec x homogène et d°x = d°(F ) d'une part, et d'autre 

F 
x ' L , 

part : z = — avec x' homogène et d°x' = d° ( F ) et x' fi F> ( vu 
F x F L 

que z fi \|j(<p)). On pose alors : a)(v) = =r . Vu que x' et les 
x'F 

f j ne sont pas dans £> nous avons : x'F fi j>. Par ailleurs : 

d°(xF L) = d ° ( x ' F K ) , et donc : u)(v) G S(p) • 

Réciproquement, si l'on prend u = | dans j. Alors 

il existe m > 0 et il existe K dans IN n tels que : 

d ° ( f m ) = d ° ( F K ) . Posons : y = — ^ et z = . Alors : 

F K F K 

d°(x f m ~ 1 ) = d ° ( f m ) = d ° ( F K ) donc y et z sont dans S ( p ) . De . 

plus f fi p et donc f m fi (p. z n'est pas dans \p(<p) . Par suite 

v = ^ appartient à ( S , ^ ) . Mais : 

, N x f F x _ „ 
A ) ( V ) = I H T j T = f - u-

L r 

o) est 1 ' isomorphisme cherché entre (S(T?.) et S, v . 
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VI - EXEMPLES 

Pour illustrer ce qui précède donnons deux exemples 

simples. 

2 

VI. 1 - Si nous prenons S = k[X,Y] muni de sa Bsf -gradua­

tion canonique, un idéal premier homogène non nul contient un 

ot 8 

X Y (où a ou 6 est non n u l ) . Il contient donc X ou Y et donc 

1'idéal S = X Y S. Donc : 

P r o j ( 2 ) (k[X,Y]) = {(0)}. 

( n ) 
Il en est de même pour Proj (k[X^ f... fX ] ) . 

2 

VI.2 - Si nous prenons S = k[X,Y,Z] yIN -gradue par 

d ° ( X a Y e z Y ) = (a,B+y) alors l'idéal S = X Y S + X Z S . Si l'on 

prend un idéal premier Q> homogène non nul, ses générateurs 

sont des éléments homogènes de la forme : 

= X P(Y,Z) où I = (a,6) et où P est un polynôme 

homogène de degré global 8- Comme (p ^ (0) il y a au moins un 

tel générateur (et le degré de ce générateur n'est pas (0,0) 

car f> ^ S ) . Il en résulte que : soit X G (p, mais alors (p D S 

ce qui est exclut, soit P(Y,Z) G ç>. Nous avons donc : 

<p = £ P 6(Y,Z)S 

6 G A c nu 

en interdisant d'avoir à la fois P. (Y,Z) = Y et P~ (Y,Z) = Z 
ô1 ô 2 

dans la liste des P^ et en se limitant à des polynômes P^ 

irréductibles dans k[Y,Z]. 
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VII - P r o j í n ) * COMME QUOTIENT D'UN OUVERT "n-cône". 

V I I . 1 - Nous redonnons d'abord un résultat de M. 

Demazure [ 4 ] . 

Soit A une k-algèbre IN-graduée. Il y a alors une bi-

jection entre Spec A Q et le fermé V ( A + ) de Spec A (où A + = 

e A ) . Cette bijection est celle qui fait correspondre à 
m>0 ™ 

un idéal premier (pQ de A Q l'idéal p Q © A + de Â et à un idéal 

premier <p de V ( A + ) l'idéal premier f) n A Q de A Q . 

Nous pouvons donc écrire : 

Spec A - Spec A Q = {(J> premiers | (p / A + } . 

• * 
La graduation de A définit une action de k sur Spec A , action 

qui laisse fixe Spec A Q . Le schéma Proj A est alors le quotient 

"géométrique" de l'ouvert T = Spec A - Spec A N de Spec A par 

cette action de k . Proj A apparaît ainsi comme le quotient 

d'un "cone ouvert" par une action de k . 

VII.2 - Cette propriété se généralise aux schémas 

P r o j ^ n ^ . Soit A une k-algèbre 3N n-graduée. On considère l'ouvert 
~ * n n 

U = Spec A - V ( A ) de Spec A. L'action de (k ) définie par la IN -

graduation de A laisse globalement invariant le fermé V ( A ) de 
( n ) 

Spec A . Le schéma Proj A est alors le quotient "géométrique" 
* n 

de l'ouvert U par cette action de (k ) . (L'anneau est suppose 

vérifier l'hypothèse (H)). 

VII.3 - C'est à partir de là qu'il est possible de 

démontrer la généralisation annoncée en introduction. 
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