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MATRICES CARREES SUR L'ALGEBRE DE WEYL 

E« ANDRONIKOF 

Introduction 

On notera ici l'algèbre de Weyl des opérateurs différentiels linéaires 

sur Œ N à coefficients polynomiaux ; W « {P « P(x, D ) * Z a D a ; 
x |a|à. a x 

a a1 a 

m e H , a - (^,...,0^), a a £ C ^ , . . . , * " ] , D x « D ... D n } , avec les 
1 n 

relations [x^"] = (PX>.D„J " 0 • &i' D

xl = - 6ij • 

Soit a et a 1 deux matrices carrées, a eM^CW^) , a f e ̂ *Jt̂  ̂ ^n^ : o n <** r a *I u e 

a et a* sont équivalentes si pour r » 1 il existe b»c e GL^CW^) telles que 

b(a © I 0 ) - (a
f © I o f)c • (Pour r entier £ 0 I désigne la matrice unité 

r— x r — x* r 

r x r). Par exemple toute matrice inversible est équivalente à 1 e W^. Ce point 

de vue K-théorique est usuel dans la théorie des équations aux dérivées partielles 

(,fles solutions du système au « f ne dépendent que du conoyau de lfaction de a 

sur comme morphisme à gauche11). 

Une matrice a e JM0(W ) est dite déterminée si elle n
fest pas diviseur de zéro 

)L n 
dans 1M0(W ) ; on montre qu'il y a dans sa classe d équivalence une matrice J6 n 

2><2 (§.2) mais pas en général de matrice normale (§.3) : en particulier a 

ne sera en général pas équivalente à une matrice triangulaire (§.4). 

La première assertion résulte facilement de théorèmes de J.T. Stafford ; la deu­

xième utilise des techniques microlocales et d'algèbre filtrée, ce qui justifie le 

cadre un peu plus général qu'on adopte dans la suite. 

Exposé n* au Colloque dfAlgèbre de Rennes (20-25 mai 1985). 
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1 - Notations et rappels (Voir par exemple [f]) 

Soit (X, 0^) une variété algébrique lisse sur (C , dim X = n , T X > X 

le fibre cotangent à X ; soit l'Anneau (i.e. le faisceau dfanneaux) 

des opérateurs différentiels linéaires sur X à coefficients 0.. , filtré par 

le degré des opérateurs : B__(J) = {P » 2 a (x)Dtt} .Si X = I n on a 

" X M * J a x 

P(X, 13) * W ) • On note gr lfAnneau (commutatif) gradué associé 
a n & 

gr B = © £Y(j+D/ £ YCi) ^ — > £ * > c- l'application canonique 
Z T X J 

0j : Hx(j) > g r^ H x

 e t 0 I e symbole principal 0 : D̂ , > gr D^. 

Une filtration ^k^keZ ^ f u n ^-Module à gauche M est une filtration 

croissante, exhaustive de M telle que Hj^J) —k ̂  ~ k+j ' Ô n c l u ? e ^ ^ e e s t 

N 

f iltrée-libre s'il existe des entiers N et m. , 1 £ j ' £ N ; tels que M = I) 

J A 

N 
e t Hl, ~ ® I) (k-m.)e. • On ne considère dans la suite que des Modules à 

^gauche. Une suite exacte filtrée M 1 ^ H > H" de J^-Modules induit 

par définition une suite exacte M£ ——> M^ > M£ en chaque degré k £ Z . 

Une bonne filtration de M est la donnée d'une suite filtrée-exacte 

> M > 0 avec I- filtré-libre ; alors ML est D^-cohérent et 

gr M M-j.i/ M- e s t gr £ -cohérent. Si M est £ -cohérent, il 

admet des bonnes filtrations locales et, une bonne filtration étant choisie, on 

* 

pose : Car M « Supp gr M C T X (variété caractéristique de M) ; alors si V 

est une composante irréductible de Car M r on définit la multiplicité niult̂  M 

comme étant celle du £ ^ -Module P. * ® gr M le long de V . 
T X I X gr D 

Soit M un jD -Module cohérent. 

Théorème 1.1. ((S.K.K/], Gabber [3]) : Car M est un ensemble algébrique 

involutif. 

En particulier codim Car M. ^ n • 
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Théorème 1.2. (J.E. Ross [4]). On a : 

(i) codim Car ExtJ (M , D v) S j . 
-X * 

(il) Ext̂ p ( M , D x) = 0 pour j < codim Car M . 

Corollaire 1.3. On a l'inégalité de Bernstein : dh M £ n , (où dh 
-X 

désigne la dimension homologique). 

Corollaire 1.4. ( J 5 ] , théorème des Syzygies). Localement M admet des 

résolutions libres de longueur Sup(1, dh M ) ^ n . En particulier un 

I)^-module projectif est localement stablement libre. 

J.T. Stafford avait déjà remarqué que les modules projectifs sur étaient 

stablement libres ( fôl ). 

2 - Matrices déterminées 

Soit (Kjç) lTAnneau des fractions à gauche de , muni de sa filtration 

& £ £ 

naturelle de localisé, le demi-Groupe commutatif = {0} U ^ / ( K ^ , ^ ) . 

On a un diagramme commutatif : 

D x — ^ > g r ^ 

Ky > gr Ky 

can.^A — 

Soit a une matrice a e M^(£ x) • le déterminant de Dieudonné detg a de a 

définit une section de et le déterminant de Sato-Kashiwara de a est par 

définition det a = a(detg a) ; il a été généralisé dans \T\ . 

Théorème 2 . 1. (Sato-Kashiwara) [8] . 

(i) det a e gr D x 
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Soit M « a . 

(ii) Car M * (det a)" 1 (0). 

Ce qufon précise dans \5\ par : 

(iii) mult M = mult (0 ̂  /(det a)£ ̂  ) , pour toute composante irréduc-
T X T X 

tible V de Car M . 

Oa identifie a à mmorphisme de D^-Mbdule à gauche P £ > Pa £ et 

il est équivalent de dire que ce morphisme est injectif ou que det a $ 0 : une 

matrice vérifiant ces conditions sera dite déterminée. Un D^-Module cohérent M 

£ £ 

sera dit déterminé sfil est localement de La forme J^/D^ a avec a déterminée. 

On déduit du théorème des Syzygies la caractérisât ion suivante : 

Proposition 2.2. ([5]). Soit M un I) -Module cohérent. 

M est déterminé si et seulement si Ext^. (M,lO • 0 , j ^ 1 . 
-X 

Dans le cas global, on a un énoncé plus pracis : 

Proposition 2.3. Soit M un W^-module (à gauche) de type fini. Les deux 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

<i) M est déterminé (i.e. ExtJ C*,W ) « 0 , j ^ 1) . 
n 2 2 

(ii) il existe a £ 0M-(W ) , telle que det a t 0 et M s W /W a . 
2 n ' M n n 

L'implication i = > ±± résulte du : 

Théorème 2.4. (Stafford [9]) : 1) Tout W^-module de torsion est Image 

homomorphe d'un idéal projectif. 

2) Tout W^-module projectif de rang £ 2 est libre. 

Alors si M est déterminé il y a une suite exacte de la forme 

0 < M < P <-2— Q < 0 avec P idéal projectif. Comme dh^ M S I , 

n 
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Q -est aussi un idéal projectif ; on peut supposer P et Q non nuls : alors à 
affil 

la suite exacte 0 < M < P © W < Q © W < 0 il suffit 
n n 

dRappliquer le 2) du théorème 2.4. . 

Corollaire 2.5. Soit a e 3M0 (W ) une matrice déterminée. Alors a est 
. JC n 

équivalente à une matrice déterminée a T e ̂ 2^n^ # *>"*-us P r é c i s é m e n t il existe 

b,c e G^2+Jl
(Wn) » a ? £ : M 2 ( W n ) t e l l e s <Iue b< a e I

2

) = ( a ? 9 V e • 

Preuve : Soit M « W /W a . Vu la proposition précédente il existe a f e ]M„(W ) 
n n r 2 n 

telle que M = . On a deux résolutions : n n 

é £ a Z 
O < M < * — W < — - — U < 0 

n n 

+ ! 

il; 2 a f 2 0 < M < — Y — W < M < 0 
n n 

Et on applique le lemme de Schanuel : on peut trouver deux morphismes 

î, 2 2 % 
a : W > W et 3 : W > W qui font commuter le premier carré du 

n n n n 

diagramme ci-dessus, et alors le morphisme : 

F * : W e > W © W 

[tL-Ba a ] n 11 n n 

-1 r B 1 11 
est un isomorphisme (d'inverse F = ) 

On peut écrire le diagramme suivant; où les lignes sont exactes et les carrés 

commuta tifs : 

o < M <iMLw^ e w 2 <J_!^L w* e w* < 0 

n . n n n 

F G 

o < M < ( ^ > 0 ) w2 © w£ < a 9 I j l w2 © W* < 0 
n n n n 

alors G est un isomorphisme et on a a 1 5) ̂ = F o (a 0 I^) o G ' . 
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3 - Matrices normales 

Rappelons la : 

Définition 3 . 1 . Une matrice a « (^j)^^ j<£ e ^l^s) e s t d i t e normale s 1 il 

existe des entiers m.̂ , £ 2 , 1 £ i £.£ , tels que : 

a ± j z Dx0a±-n ) , 1 < i, j < £ 

et det((a (a..)). . ) t 0 (et alors cette quantité est égale à det a, p f ] ) . 
m^n^ ij i,j ^ ° > L J 

Exemples : 1 ) Une matrice triangulaire est normale. 

2) Une matrice a z e S t n o r m a ^ e s s * det(a(a^)) î 0 ; 

(cette propriété est inexacte pour une matrice Z x % , i > 2) . 

Les modules présentés par des matrices normales admettent la caractérisation 

homologique suivante en termes de bonnes filtrations, ( Q o ] ) • 

Proposition 3.2. 

(i) Soit a une matrice normale a e3M^(D^) et M = R^^X a * 

Alors M a une bonne filtration telle que : 

( * ) fiLtJr D (8r M, gr D x) = 0 , j * 1 . 
X 

(ii) Soit M un E^-Module cohérent, Q^fc 1 1 1 1 6 ^ o n n e filtration de M 

telle que lfon ait (*) (i.e. gr M est un gr D^-Module de Cohen-Macaulay de 

codimension 1 ) . Ators;localement}il existe Z £ 0 et une matrice a Z ̂ (D^) , 

i i 
a normale, tels que M = D^/D^ a . 

4 - Image inverse non caractéristique 

Soit U > X une sous-variété de X dfidéal de définition 1^ et p et © 

les applications canoniques : T*Y < P Y x T*X & > T*X . Soit M un D -
X X 

Module cohérent. On dit que Y est non caractéristique pour M ssi 
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* * 
Car M fl TyX C et on définit le Module induit Mj P a r 

M_ = p^af 1 (o ® M » •, (js.K.Kr]). 

Si Qîj^k e s t bonne filtration de M on définit la filtration induite 

FY*X — S u r e n P o s a n t ^Fy-»x — = ~k^Y — ^ * k Z Z * ° f e s t u n e t o n n e 

filtration de My . 

Théorème 4,1, (Ql]])» Supposons de plus que l'on ait : 

Ext^r D (gr M, gr D x) = 0 , pour j ï d • Alors ExtJ r D (gr , gr D y) * 0 

pour j ^ d - codim Y • 

£ £ 
Corollaire 4,2. Soit a eM^(£ x) une matrice normale , M « a » 

Y une sous-variété de X non caractéristique pour M , alors est 

localement libre de rang le degré de det a • 

Cela résulte du théorème 4.1. et de ce que, localement, étant un Module 

filtré de gradué proiectif, il est filtré-libre, ( Q O ) , dfune part ; l'assertion 

relative au rang résulte plus généralement de la : 

£ £ 

Proposition 4.3. Soit a eM^CD^) une matrice déterminée, M • D^/D^ a , 

Y une sous-variété non caractéristique, alors est localement projectif 

de rang le degré de det a. 

L'isomorphisme de Js.K.K.] : R H o ^ (M,DY>[dim Y] — > TRUow^ (M,D x) y [dim x] 

prouve que My est localement projectif et on applique le théorème 2.1. (iii). 

5 - Contre-exemple et remarques 

Exemple 5.1. Soit £ l'idéal projectif non localement libre de , 

P « D 2 + D-Cx D -1) ,-Soit X * C x Œ « {(x,t)} et M le D-Module 
"~~ X ~iL X — — A 

M « £ 0 D

t ^ (notations de [S.K.K.J). C'est le Module engendré par deux 
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générateurs u, v avec les relations xu - D v , D u * 0 , D v « 0 . 
x t t 

On a Ex?n Q**HY) * 0 9 3 / 1 donc M est localement présenté par une matrice 

déterminée a e3M^(D^) (proposition 2.2.), mais Y « {tsO} est non caractéris­

tique pour M et My = JP nTest pas un D^-module localement libre, donc a ne 

peut être équivalente à une matrice normale vu les propositions 3.2. et 

corollaire 4.2. . 

D'autre part M est défini globalement et la proposition 2.3. appliquée au 

2 

W^-module M * r(Œ , M ) dit que a est équivalente à une matrice de M J C W J ) ; 

un calcul explicité dans [ff] donne la matrice 

f(-xD v + 1)(D - 1) + 1 x2(D^ - 1) 
, a f • I x 

L- Dx ( D

t ~
 1 } (*Dx + 2) (Dt - 1 ) + 1 . 

Remarque 5.2. En dimension 1 on ne connaît pas de matrice a tK^Vi^). , 

déterminée, qui ne soit pas équivalente à une matrice normale. On peut penser 

que c'est toujours le cas ; d'ailleurs si M = JD̂ /D̂ , a le gr D^-module 

£j k 
gr M © gr M est Cohen-Macaulay de codimension 1 pour j assez 

déf k>j 
grand ([11]). 
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