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THEORIE COHBINATOIRE DE LA DIMENSION D'UNE VARIETE ALGEBRIQUE 

Marc GIUSTI 
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E c o l e Po ly techn ique 

91128 PAL AI SEAU CEDEX 

L a b o r a t o i r e a s s o c i é au CNRS No. 169 

ABSTRACT 

T h e r e a r e d i f f é r e n t d é f i n i t i o n s of the dimension of an 

a l g e b r a i c p r o j e c t i v e v a r i e t y , coming from geometry o r 

a l g e b r a . We p r o v e the c l a s s i c a l e q u a l i t i e s between 

them through new combinator ia l dé f in i t i ons . 

INTRODUCTION 

Comment c a l c u l e r l a dimension d'un s o u s - e n s e m b l e a l g é b r i q u e 

p r o j e c t i f k p a r t i r d'un s y s t è m e donné d 'équat ions? I l e x i s t e 

d i f f é r e n t e s dé f in i t i ons , dont l ' équ iva l ence c o n s t i t u e la t h é o r i e 

c l a s s i q u e de l a dimension en géométr i e a l g é b r i q u e . L a r é g i e du 

j e u e s t a l o r s l a su ivante* r e n d r e une dé f in i t ion c o n s t r u c t i v e 

pour lu i a s s o c i e r un a lgor i thme de ca l cu l . 

Une p r e m i è r e méthode c o n s i s t e À u t i l i s e r l a fonct ion de Hil-

b e r t de l 'anneau quot i ent . On a c c è d e fac i l ement a c e t t e fonct ion 

s i on connaî t un s y s t è m e p a r t i c u l i e r de g é n é r a t e u r s , di t b a s e 

s t a n d a r d , de l ' idéal d é f i n i s s a n t . P o u r c o n c l u r e i l f a u t maintenant 

s a v o i r c o n s t r u i r e une t e l l e b a s e s t a n d a r d k p a r t i r de 

g é n é r a t e u r s donnés, e t enf in déterminer l e polynôme de H i l b e r t 

p o u r en t i r e r son d e g r é . On donnera c i - d e s s o u s l e s r a p p e l s e t 

i n g r é d i e n t s n é c e s s a i r e s à l ' é l a b o r a t i o n d'un c a l c u l de l a dimen­

s ion. 

Malheureusement c e t t e méthode s o u f f r e À l 'év idence de 

d é f a u t s qui g r è v e n t lourdement l a complexité d e s calculât on 

cherche un o b j e t b ien t r o p compliqué dont on ne r e t i r e qu'une 

t r è s p a r t i e l l e informat ion . C e s c r a i n t e s s o n t f o n d é e s puisqu' i l 

e x i s t e d e s exemples e x p l i c i t e s d'idéaux, d û s a MAYR-MEYER CM-M3, 

CD3, p o u r l e s q u e l s l e problème d 'appartenance a une complexité 

e x p o n e n t i e l l e en e s p a c e . Comme l a c o n n a i s s a n c e d'une b a s e s t a n ­

d a r d permet de r é s o u d r e a isément l e problème d 'appartenance , s a 

dé terminat ion r e q u i e r t également un e s p a c e exponentie l . . . 

Une deuxième a p p r o c h e emploie d e s s e c t i o n s p a r d e s s o u s -



v a r i é t é s l i n é a i r e s : c ' e s t c e qui e s t p r o p o s é p a r LAZARD CLA*3. 

On donne i c i d e n o u v e l l e s c a r a c t é r i s a t i o n s d e l a d imens ion 

qu i s ' i n t e r c a l e n t r e m a r q u a b l e m e n t b i e n e n t r e l e s a p p r o c h e s c i -

d e s s u s , p u i s q u ' e l l e s p e r m e t t e n t de d o n n e r une n o u v e l l e 

d é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e d e l a d imens ion , v i a l e u r s r e l a t i o n s 

a v e c l e s d é - f i n i t i o n s c l a s s i q u e s . 

1. ORDRES TOTAUX SUR L E S MONOMES. 

S o i t k un c o r p s . L ' i d é e e s s e n t i e l l e c o n s i s t e à o r d o n n e r 

t o t a l e m e n t l e s monômes d e l ' anneau d e p o l y n ô m e s 

R = I C C X Q I X J , . . . , * 3| en b i j e c t i o n a v e c l e s p o i n t s d e I N n + 1 , mais d e 

m a n i è r e c o m p a t i b l e a v e c l a m u l t i p l i c a t i o n d e R, L e s deux o r d r e s 

p r i n c i p a l e m e n t u t i l i s é s p a r l a s u i t e s o n t l e s s u i v a n t s ! 

1.1. D é f i n i t i o n : o r d r e l e x i c o g r a p h i q u e s u p é r i e u r ( r e s p . i n f é r i e u r ) . 

Un p o i n t a d e W n * * e s t s u p é r i e u r ( r e s p . i n f é r i e u r ) à un 

p o i n t b s i e t s e u l e m e n t s ' i l e x i s t e un i n d i c e i ( 0 < i < n ) t e l que : 

a = b * •••• a. 4 = b . , . a. > b . 

( r e s p . 

a - « b - , . . . . a. 4 = b . « , a. < b . ) . 
0 0* * i - l 1 - 1 ' i i 

1 .2. D é f i n i t i o n s : 

On a s s o c i e a l o r s à t o u t p o l y n ô m e h o m o g è n e non nul 

f « E f x a s o n s u p p o r t dans N n * : 
i a 

a « m 

S u p p ( f ) * Ca e W n + 1 i f * 0 } . 
a 

L e p l u s g r a n d ( r e s p . p e t i t ) é l é m e n t p o u r l ' o r d r e l e x i c o g r a p h i q u e 

s u p é r i e u r ( r e s p . i n f é r i e u r ) du s u p p o r t d e f e s t a p p e l é s o n expo­

s a n t p r i v i l é g i é e x p ( f ) . L a forme i n i t i a l e in(f> e s t l e t e r m e : 

e x p ( f ) 
e x p ( f ) x 

1.3. D é f i n i t i o n e t exemple. 

E t a n t donné un i d é a l h o m o g è n e I (non r é d u i t à ( 0 ) ) , 

l ' e n s e m b l e d e s e x p o s a n t s p r i v i l é g i é s d e s e s é l é m e n t s non n u l s 

c o n s t i t u e c e qu 'on a p p e l l e une p a r t i e s t a b l e E ( I ) d e W n + , c ' e s t -

à - d i r e q u e : 

a s E ( I ) = « > a + N n + 1 c E ( I ) . 
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1.4. L&mmmt 

T o u t e p a r t i e s t a b l e E d e N n + i e s t e n g e n d r é e p a r une -fam­

i l l e f i n i e a , . . . , a ( p > d e s e s é l é m e n t s , c ' e s t - à - d i r e : 

p 
E » U (a *f W ) , 

i « 1 

1.5. Démonstration? 

P a r r é c u r r e n c e s u r n. L ' a s s e r t i o n e s t imméd ia t e p o u r n * 0 , 

E n s u i t e s o i t * : I N n + -> N n l a p r o j e c t i o n c a n o n i q u e de N N + 1 s u r 

N n x C 0 ) ( i d e n t i f i é à W n ) , i r(E) e s t a l o r s une p a r t i e s t a b l e de 

N n . e n g e n d r é e p a r h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e p a r une -famille «f inie 
( 1 ) ( p ) 

a , « # • , a % 

P o u r t o u t i ( l < i < p > i l e x i s t e donc un e n t i e r a ( i > t e l q u e 

( a . 9 . . M a . ,a ) a p p a r t i e n n e a E. S o i t m « Sup (a ) . 
0 n - 1 n « 7 n 

l < i < p 

M a i n t e n a n t c h a c u n e d e s s e c t i o n s E . d e E p a r l ' h y p e r p l a n d e 

c o o r d o n n é e s x = j s ' i d e n t i f i e p a r * à une p a r t i e s t a b l e de N , 

e n g e n d r é e p a r une -famil le f i n i e . L e s *(E^) f o r m e n t une s u i t e 

c r o i s s a n t e d e p a r t i e s s t a b l e s qu i s t a t i o n n e n t , é g a l e s à * ( E > , 

p o u r j a s s e z g r a n d (en f a i t p o u r j > m ) . On en d é d u i t l ' e x i s t e n c e 

d 'une f a m i l l e f i n i e d e g é n é r a t e u r s d e E. 

1.6. N o t a t i o n : 

S i E e s t une p a r t i e s t a b l e de W n + * , on n o t e D(E) l e d e g r é 

maximum d e s é l é m e n t s du s o u s - e n s e m b l e g é n é r a t e u r d e E minimal 

p o u r l ' i n c l u s i o n . 

2. BASES STANDARD. 

2.1. L e t h é o r è m e d e d i v i s i o n d 'Hi ronaka: 

S o i t I un i d é a l h o m o g è n e d e R. T o u t p o l y n ô m e d e R e s t 

c o n g r u modulo I à un p o l y n ô m e ( a p p e l é r e s t e d e l a d i v i s i o n p a r 

I ) , s o i t nul, s o i t d ' e x p o s a n t p r i v i l é g i é en d e h o r s d e E ( I ) . 

2.2. D é m o n s t r a t i o n : 

En e f f e t s i l e p o l y n ô m e f à d i v i s e r e s t non nul, i l p o s s è d e 

un e x p o s a n t p r i v i l é g i é . S i c e d e r n i e r a p p a r t i e n t à E ( I ) , i l e s t 

d i v i s i b l e p a r l ' e x p o s a n t p r i v i l é g i é d'un c e r t a i n é l é m e n t d e I i 

a p p e l i o n s l e g . L e p o l y n ô m e i n i t i a l f e s t c o n g r u a 
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«f j = f - ( i n < f > / in(g>>g, qu i s ' i l n ' e s t p a s nul, a un e x p o s a n t 

s t r i c t e m e n t p l u s p e t i t q u e c e l u i de f . On d i v i s e main tenan t f ^ ; 

c e p r o c e s s u s s ' a r r ê t e p u i s q u e l e s monômes d e d e g r é donné s o n t 

en nombre f i n i . 

2 .3 . D é f i n i t i o n ! 

S o i t I un i d é a l d e R. D ' a p r è s 1.4 E ( I ) e s t e n g e n d r é p a r un 

s o u s - e n s e m b l e -fini minimal a^ 9... f a ^ . Une b a s e s t a n d a r d de I e s t 

une -famil le de p o l y n ô m e s * i * * " » * p c ' e * don t l e s e x p o s a n t s 

p r i v i l é g i é s c o n s t i t u e n t c e t e n s e m b l e g é n é r a t e u r de E < I ) . 

2 .4 . C o r o l l a i r e : 

T o u t e b a s e s t a n d a r d d'un i d é a l e n g e n d r e c e t i d é a l . 

En e f f e t s i on d i v i s e un p o l y n ô m e de l ' i d é a l p a r f ^ f . . . , f , l e 

r e s t e d o i t ê t r e nul, p u i s q u e s i n o n s o n e x p o s a n t d e v r a i t ê t r e 

s i mu l t an émen t dans E ( I ) e t dans s o n c o m p l é m e n t a i r e . 

2 .5 . C o r o l l a i r e ( T h é o r è m e d e l a b a s e f i n i e d e H i l b e r t o u 

n œ t h e r i a n i t é d e l ' anneau d e p o l y n ô m e s R ) : 

T o u t i d é a l d e R admet un nombre f i n i d e g é n é r a t e u r s , e t 

donc t o u t e c h a î n e c r o i s s a n t e d ' idéaux e s t s t a t i o n n a i r e . 

2*6. C o r o l l a i r e . 

En t a n t q u e fc-espace v e c t o r i e l , l e q u o t i e n t R / I e s t i s o ­

morphe à l a somme d i r e c t e d e s k - s o u s - e s p a c e s v e c t o r i e l s d e 

d imens ion un e n g e n d r é s p a r l e s monômes du c o m p l é m e n t a i r e de 

E < I ) : 

R / I m $ k x a . 
a é E C I ) 

3 . FONCTION ET POLYNOME DE HILBERT. 

3 .1 . D é f i n i t i o n : 

L e c t eg ré d'un p o i n t a = ( a Q , . . . , a n ) d e I N n + 1 e s t l ' e n t i e r 

l a t = a - + * . . + a . 
0 n n + 1 

S o i t E une p a r t i e s t a b l e d e N } l a f o n c t i o n H F ^ , qui 

a s s o c i e à t o u t e n t i e r s l e nombre d ' é l é m e n t s de d e g r é s 

n ' a p p a r t e n n a n t p a s à E, e s t a p p e l é e l a f o n c t i o n d e H i l b e r t du 

c o m p l é m e n t a i r e de E; 

H F ( s ) = t K a e W 0 * 1 I a*E , ! a i = s ) 
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3 .2 . Lemmm e t d é f i n i t i o n : 

P o u r s a s s e z g rand , l a - fonct ion d e H i l b e r t H F £ e s t é g a l e à 

un p o l y n ô m e H P e ( d i t é g a l e m e n t d e H i l b e r t ) . De p l u s i l e x i s t e d e s 

e n t i e r s c Q , . . , , c d t e l s que 

d 
H P _ ( s ) » E c . ( . s . ) 

où < * ) » - j ^ s ( s - 1 ) ( . . . , ) ( s - r + 1 ) e s t l a « fonc t ion c o e f f i c i e n t du 

b inôme. 

P a r d é f i n i t i o n , d e s t l a d i m e n s i o n du c o m p l é m e n t a i r e de E, 

C q s o n d e g r é . 

On a t t r i b u e r a p a r c o n v e n t i o n l e d e g r é - 1 au p o l y n ô m e nul. 

3 .3 . D é f i n i t i o n : 

L e lemme p r é c é d e n t p e r m e t d e d é f i n i r l a r é g u l a r i t é H(E) d e 

l a f o n c t i o n d e H i l b e r t , comme l e p l u s p e t i t e n t i e r à p a r t i r duque l 

e l l e d e v i e n t é g a l e au p o l y n ô m e d e H i l b e r t de E. 

3 .4. P r o p o s i t i o n : 

H ( E ) < n D ( E ) . 

3 .3 . D é m o n s t r a t i o n d e 3 .2 e t 3 .4: 

P a r r é c u r r e n c e s u r n. L e s deux a s s e r t i o n s s o n t i m m é d i a t e s 

p o u r n = 1. 

P u i s , r e p r e n a n t l e s n o t a t i o n s d e 1.5, on c o n s i d è r e l e 

d é v e l o p p e m e n t s u i v a n t de l a f o n c t i o n d e H i l b e r t : 

s 
H F _ ( s ) « E HF_ ( s - i ) . 

i - 0 V 
q u e l ' on b r i s e en t r o i s m o r c e a u x d è s q u e s e s t a s s e z g r a n d : 

HF <s>= E HF_ < s - i > + E HF ( s - i ) + E HF ( s - i > 
0 < i < m - i i m < i < s - H ( E ) m s - H ( E ) + i < i < s m 

E HF < s - i ) + E HF ( i ) + E HF ( i ) 
0 < i < m - i i H(E > < i < s - m m 0 < i < H ( E > - l m 

m m 

en t e n a n t c o m p t e du f a i t q u e l a s e c t i o n E., e s t c o n s t a n t e é g a l e à 

E d è s q u e i e s t p l u s g r a n d q u e m. 
m 

En u t i l i s a n t l ' h y p o t h è s e d e r é c u r r e n c e , e t t o u j o u r s pou r s 

s u f f i s a m m e n t g rand , c e t t e f o n c t i o n d e v i e n t : 

HF ( s ) » E HP ( s - i ) + E H P - ( i ) + E HF ( i ) 
fc 0 < i < m - l i H ( E m ) < i < s - m m 0 < i < H ( E m ) - l 
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e t c e t t e e x p r e s s i o n e s t v a l a b l e p l u s p r é c i s é m e n t d è s que s 

d é p a s s e Sup <i + H<E.>, c e qui e s t a s s u r é , t o u j o u r s v i a 
0<i<m 1 

l ' h y p o t h è s e d e r é c u r r e n c e , s i s e s t p l u s g r a n d q u e n D ( E ) . 

I l ne r e s t e p l u s qu 'à m o n t r e r q u e E HP_ <i) e s t 
H(E > < i < s - m m 

m 

b i e n un p o l y n ô m e en s , à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s s u r l a b a s e binomi-

a l e , p o u r a f f i r m e r q u e c e t t e d e r n i è r e e x p r e s s i o n e s t l e p o l y n ô m e 

d e H i l b e r t H P ^ ( s ) . C e l a r é s u l t e r a du lemme s u i v a n t . 

3 .6 . Lemme. 

S o i t P un p o l y n ô m e d e €)Cs3 d e d e g r é d. Si r e t s s o n t 

deux e n t i e r s , E P ( i ) e s t un p o l y n ô m e en s à c o e f f i c i e n t s 
r < i < s 

r a t i o n n e l s , d e d e g r é d + 1 , à c o m p o s a n t e s e n t i è r e s s u r l a b a s e 

b i n o m i a l e s i P l ' é t a i t . 

3 .7 . Défsorcst ra t ion* 

L e s f o n c t i o n s c o e f f i c i e n t s du b inôme ( Q ) , . . . , ( ^ > f o r m e n t une 

b a s e s u r Q d e l ' e s p a c e v e c t o r i e l d e s p o l y n ô m e s d e d e g r é 

i n f é r i e u r ou é g a l à d. I l s u f f i t donc d e v é r i f i e r l a p r e m i è r e 

a s s e r t i o n s u r c e s p o l y n ô m e s p a r t i c u l i e r s , p o u r l e s q u e l s e l l e 

d e v i e n t t r i v i a l e . 

4 . THEORIE DE L A DIMENSION. 

D o r é n a v a n t k e s t s u p p o s é a l g é b r i q u e m e n t c l o s . S o i t I un 

i d é a l h o m o g è n e d e R donné p a r un s y s t è m e f i n i d e g é n é r a t e u r s , 

e t Z ( I ) l ' e n s e m b l e a l g é b r i q u e p r o j e c t i f d é f i n i d a n s F | \ 

4 . 1 . D é f i n i t i o n (d imens ion d e H i l b e r t ) : 

C ' e s t l e d e g r é d du p o l y n ô m e de H i l b e r t du s o u s - e n s e m b l e 

s t a b l e E ( I ) d e W n + 1 , r e l a t i v e m e n t à un o r d r e t o t a l c o m p a t i b l e . 

4 .2 . Remarque? c a l c u l a b i l i t é d e l a d imens ion d e H i l b e r t , 

On s a i t c o n s t r u i r e une b a s e s t a n d a r d d e I à p a r t i r d e 

g é n é r a t e u r s d o n n é s : l e s p r e m i e r s a l g o r i t h m e s é c r i t s s o n t d û s à 

BUCHBERGER CBU*3, v o i r a u s s i C6A23, CGI3, CLA43. L e p r i n c i p e du 

c a l c u l d e l a f o n c t i o n de H i l b e r t d é c o u l e f a c i l e m e n t d e 2.6, e t 

r e m o n t e s a n s d o u t e au moins à HIRONAKA CHI3 ou SRAUERT CGR3. On 

e n t r o u v e r a p a r e x e m p l e une e x p o s i t i o n p a r 6 A L L I B 0 CGA13. R e s t e 

a d é t e r m i n e r l e p o l y n ô m e d e H i l b e r t , g r â c e à l a m a j o r a t i o n de l a 

r é g u l a r i t é p a r l e d e g r é maximum d e s é l é m e n t s d 'une b a s e s t a n d a r d 
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(3 .4 ) ; en e f f e t on c o n n a î t d e s m a j o r a n t s de D ( E ( I > ) en - fonct ion 

d e s d o n n é e s CGI3. C e p e n d a n t c e t t e mé thode p e u t s e r é v é l e r impra­

t i c a b l e comme on l 'a r e l e v é dans l ' i n t r o d u c t i o n . 

4 .3 . D é f i n i t i o n ( d i m e n s i o n s g é o m é t r i q u e s ) : 

L a d issension d e s e c t i o n e s t l e p l u s p e t i t e n t i e r s t e l qu ' i l 

e x i s t e une s o u s - v a r i é t é l i n é a i r e d e c o d i m e n s i o n s + 1 ne c o u p a n t 

p a s Z ( I ) . 

L a d i m e n s i o n d e p r o j e c t i o n e s t l e p l u s g r a n d e n t i e r p t e l 

qu ' i l e x i s t e une s o u s - v a r i é t é l i n é a i r e d e d imens ion p s u r 

l a q u e l l e Z ( I ) s e p r o j e t t e s u r j e c t i v e m e n t . 

4.4. D é f i n i t i o n (d imens ion l e x i c o g r a p h i q u e i n f é r i e u r e e t 

s u p é r i e u r e ) : 

S o i t x un s y s t è m e de c o o r d o n n é e s de P n . On n o t e l i n f w 

( r e s p . l s u p v > l e p l u s p e t i t ( r e s p . g r a n d ) d e s e n t i e r s e t e l s que , 

r e l a t i v e m e n t â l ' o r d r e l e x i c o g r a p h i q u e i n f é r i e u r ( r e s p . s u p é r i e u r ) 

Ex ( I ) c o u p e l e s n - e d e r n i e r s a x e s de W n + 1 ( r e s p ne c o u p e p a s l e 
x ^ ^ n "4* 1 

p lan d e s e + 1 p r e m i è r e s c o o r d o n n é e s d e W ) . On a p p e l l e dimen­
s i o n l e x i c o g r a p h i q u e i n f é r i e u r e ( r e s p . s u p é r i e u r e ) l e minimum l i n f 
d e s l i n f ( r e s p . l e maximum l s u p d e s l s u p w ) quand x p a r c o u r t 

x ^ # n 
t o u s l e s s y s t è m e s d e c o o r d o n n é e s de P . 

4 .5 . T h é o r è m e d e l a d imens ion : 

L e s c inq n o t i o n s de d imens ion c o ï n c i d e n t , e t l a v a l e u r com­

mune e s t a p p e l é e l a d i m e n s i o n d e Z ( I ) . 

4.6. D é m o n s t r a t i o n : 

4 .6 .1 . d > l s u p . 

S u p p o s o n s q u ' i l e x i s t e d e s c o o r d o n n é e s de P n t e l l e s que , 

r e l a t i v e m e n t à un o r d r e c o m p a t i b l e q u e l c o n q u e , p a r e x e m p l e 

l ' o r d r e l e x i c o g r a p h i q u e s u p é r i e u r , E ( I ) ne c o u p e p a s l e p lan de 

N n + * e n g e n d r é p a r l e s e + 1 p r e m i è r e s c o o r d o n n é e s . A l o r s H F ( s ) 

e s t m i n o r é e p a r l e nombre d e monômes de d e g r é s s u r e + 1 l e t -
e # 

t r è s , qu i e s t 0 ( s ) ; donc d e s t m ino ré p a r l s u p . 

4.6 .2. l s u p > p . 

S u p p o s o n s q u e Z ( I ) s e p r o j e t t e s u r j e c t i v e m e n t s u r un p lan 

P d e d imens ion p . C h o i s i s s o n s d e s c o o r d o n n é e s t e l l e s q u e c e p lan 

s o i t d é f i n i p a r l e s é q u a t i o n s x 4 = . . . = x = 0 . A l o r s l ' i d é a l 
r p + 1 n 

I f tk£x~ f . . . , x 3 s e r é d u i t à ( 0 ) . 
0 ' 9 p 
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En e f f e t , s u p p o s o n s q u e I c o n t i e n n e un p o l y n ô m e f<Xg , . . . , x ) 

non nul , donc ne s ' annulan t p a s s u r t o u t P . L ' e n s e m b l e a l g é b r i q u e 

Z ( I ) , qu i e s t c o n t e n u dans l e c y l i n d r e d ' é q u a t i o n f « 0 , ne p e u t 

donc p a s s e p r o j e t e r s u r t o u t P . Dans d e t e l l e s c o o r d o n n é e s , 

examinons E ( I ) r e l a t i v e m e n t à l ' o r d r e l e x i c o g r a p h i q u e s u p é r i e u r . 

Si un p o l y n ô m e p o s s è d e une -forme i n i t i a l e n e d é p e n d a n t q u e d e s 

p + 1 p r e m i è r e s v a r i a b l e s , i l j o u i t de l a même p r o p r i é t é ) donc E ( I ) 

ne c o u p e p a s l e p l a n d e s p + 1 p r e m i è r e s v a r i a b l e s . 

4.6.3. p > s . 

D ' a p r è s l a d é f i n i t i o n d e s, i l e x i s t e une s o u s - v a r i é t é 

l i n é a i r e L d e c o d i m e n s i o n s + 1 é v i t a n t Z ( I ) . On p e u t d ' a u t r e p a r t 

c h o i s i r une s o u s - v a r i é t é l i n é a i r e B d e d imens ion s é v i t a n t L . L a 

p r o j e c t i o n d e c e n t r e L e n v o i e s u r j e c t i v e m e n t Z < I ) s u r B, p u i s q u e 

s e s t minimal; e n e f f e t s i M e s t un p o i n t d e B, l a s o u s - v a r i é t é 

l i n é a i r e q u ' i l e n g e n d r e a v e c L e s t d e c o d i m e n s i o n s , donc c o u p e 

Z < I ) e n au moins un p o i n t don t l ' image e s t M. 

4.6.4. s > l i n f . 

D ' a p r è s l a d é f i n i t i o n d e s, i l e x i s t e une s o u s - v a r i é t é 

l i n é a i r e L d e c o d i m e n s i o n s - f i é v i t a n t Z < I ) . On c h o i s i t d e s 

c o o r d o n n é e s t e l l e s q u e L s o i t d é f i n i e p a r l e s é q u a t i o n s 

x_ « . . . * x . L ' i d é a l J « I + < x - + . . . +x > d é f i n i t l a s o u s - v a r i é t é 
O s 0 s 

v i d e , donc c o n t i e n t une p u i s s a n c e de l ' i d é a l < x ^ , . . . 9 x ^ ) d ' a p r è s l e 

N u l l s t e l l e n s a t z . Q u e l q u e s o i t l ' o r d r e c h o i s i , E ( J ) c o u p e t o u s l e s 

a x e s d e c o o r d o n n é e s . D o r é n a v a n t ne c o n s i d é r o n s q u e l ' o r d r e l e x i ­

c o g r a p h i q u e i n f é r i e u r . Examinons un p o l y n ô m e f d e J , d o n t 

l ' e x p o s a n t s o i t s u r un d e s a x e s x

s + i * " , * x n « I l e s t donc c o n g r u a 

un p o l y n ô m e g d e I modulo < x ^ f . . . , x s > , qu i ne p e u t p a s ê t r e nul, 

e t d o n t l ' e x p o s a n t p r i v i l é g i é e s t é g a l à c e l u i d e f • Donc l a s e c ­

t i o n d e E ( I ) p a r l e p l an d e s n - s d e r n i è r e s c o o r d o n n é e s a d e s 

p o i n t s s u r t o u s l e s a x e s . 

4.6 .5 . l i n f > d. 

S u p p o s o n s q u ' i l e x i s t e d e s c o o r d o n n é e s d e P n t e l l e s que , 

r e l a t i v e m e n t à un o r d r e c o m p a t i b l e q u e l c o n q u e , p a r e x e m p l e 

l ' o r d r e l e x i c o g r a p h i q u e i n f é r i e u r , E<I ) c o u p e l e s n - l i n f d e r n i e r s 

a x e s . En d e g r é u s u f f i s a m m e n t g r and , l e c o m p l é m e n t a i r e d e E ( I > ne 

c o n t i e n t donc q u e d e s monômes s u r au p l u s l i n f -f 1 l e t t r e s , e t 

H F ( u ) e s t m a j o r é p a r un 0 < u * * n * ) . 
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