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ABSTRACT

There are different definitionas of the dimension of an
algebraic projective variety, coming from geometry or
algebra. We prove the classical equalities between
them through new combinatorial definitions.

INTRODUCTION

Comment calculer la dimension dun sous—-ensemble algébrique
projectif & partir dun systéme donné d'équations? 11 existe
différentes définitions, dont l'équivalence constitue la théorie
classique de la dimension en geométrie algébrique. La régle du
jeu est alors la suivante: rendre une definition constructive
pour lui associer un algorithme de calcul.

Une premidre méthode consiste & utiliser la fonction de Hil-
bert de l'anneau quotient. On accéde facilement A& cette fonction
si on connait un systéme particulier de générateurs, dit base
standard, de l'ideal définissant. Pour conclure il faut maintenant
savoir construire une telle base standard & partir de
génarateurs donnés, et enfin déterminer le polynéme de Hilbert
pour en tirer son degre. On donnera ci-dessous les rappels et
ingrédients nécessaires a 1'élaboration d'un calcul de la dimen-

sion.

Malheureusement cette méthode souffre & ’évidence de
défauts qui grévent lourdement la complexité des calculs: on
cherche un objet bien trop compliqué dont on ne retire qu'une
trés partielle information. Ces craintes sont fondees puisqulil
existe des exemples explicites d'idéaux, dde & MAYR-MEYER [M-M],
tD), pour lesquels le probléme dappartenance a une complexité
exponentielle en espace. Comme la connaissance d'une base stan-
dard permet de résoudre aisément le probléme d’appartenance, sa
détermination requiert également un espace exponentiel...

Une deuxiéme approche emploie des sections par des sous-
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varietés linéaires: cl'est ce qui est proposé par LAZARD [LA*],

On donne ici de nouvelles caractérisations de la dimension
qui g'intercalent remarquablement bien entre les approches ci-
dessus, puisqu’elles permettent de donner une nouvelle
démonstration du théoréme de la dimension, via leurs relations
avec les définitions classiques.

1. ORDRES TOTAUX SUR LES MONOMES.

Soit k un corps. Llidée essentielle consiste & ordonner
totalement les mondmes de l'anneau de polynémes
R = k[xo,xi,...,xn], en bijection avec les points de Nn"'i, mais de
maniére compatible avec la multiplication de R. Les deux ordres
principalement utilisés par la suite sont les suivants:

1.1. Définition: ordre lexicographique superieur (resp. inferieur),
Un point a de Nn+1 est supérieur (resp. inférieur) & un
point b si et seulament s'il existe un indice i (0Li{n) tel que:

a =b _; .. a, =b,
n

n i+ i+1? ai}bi

(resp.

= b & = b,
1

0, seey i—l ai <bi).

2, _1

1.2. Deéfinitions:

On associe alors a tout polynbme homogene non nul

f = c -Faxa s0on support dans Nn*lx

aeNrH'l

Supp(f) = (a € Nn+11+a £ O

Le plus grand (resp. petit) é&lément pour l'ordre lexicographique
supérieur (resp. inférieur) du support de f est appelé son expo-
sant privilégié exp(f). La forme initiale in(f) est le terme:

exp(f)
fexp(-ﬁ‘) X ’

1.3. Definition et exemple,

Etant donné un idéal homogéne 1 (non reéduit & (O,
'ensemble des exposants privilégiés de ses eéeléments non nuls
constitue ce qu'on appelle une partie stable E(I) de Nn+1, c'est—

aA-dire qua

agE() ==> a+N"*1 ¢ EMD).
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1.4, Lemme:

Toute(??rtie( sstable E de Nﬂ"’1 est engendrée par une fam
ille finie a ,...,ap de ses &léments, c'est-a-dire:

P .
E = U @ ent*ly,

i=1
1.5. Demonstratiomn:
Par récurrence sur n. L'assertion est immédiate pour n =0,

Ensuite soit mN"'T'onN" 1a projection canonique de N'-M'1 sur
N x(0) (identifie & N™), ¥(E) est alors une partie stable de

N?{)enge(n?rée par hypotheése de récurrence par une famille finie
".I’ap .
Pour tout i (i1gigp) il existe donc un entier au) tel que
i) 12 i . N . : (), o
(ao YL ST ) appartienne & E. Soit m= Sup (a ).

1Ligp
Maintenant chacune des sections E. de E par l'hyperplan de
. . . e v 3 . n
coordonnees %y =3 s'identifie par » & une partie stable de N ,
engendrée par une famille finie. Les «(E.) forment une suite
croissante de parties stables qui stationnent, égales & w(E),

pour j assez grand (en fait pour j3 m). On en déduit ’existence
d'une famille finie de générateurs de E.

1.6, Notation:

Si E est une partie stable de Nn'”, on note DE) le degrée
maximum des eléments du sous—ensemble génerateur de E minimal
pour lYinclusion.

2. BASES STANDARD.
2.1. Le théoréme de division dMironaka:

Soit I un idéal homogéne de R. Tout polynbme de R est
congru modulo I & un polyndme (appelé reste de la division par
1), soit nul, soit d'exposant privilégié en dehors de E(I).

2.2, Démonstratiomn

En effet si le polynfme f & diviser est non nul, il poss@de
un exposant privilégié., Si ce dernier appartient a E(I), il est
divisible par V'exposant privilegié dun certain eélément de It
appellons le g. Le polynbme initial + est congru a
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f1 = f->n{f)/in(g))g, qui sl r'est pas nul, a un exposant
strictement plus petit gue celui de f. On divise maintenant ~F1;
ce processus s'arréte puisque les mondémes de degré donné sont
en nombre fini.

2.3. Définitiom

Soit I un idéal de R. D'aprés 1.4 E(I) est engendré par un
sous—ensemble +ini minimal LPRIRTL Une base standard de I est
une famille de polynOmes 41,...,1‘ de I dont 1les exposants
privilégiés constituent cet ensemble générateur de E().

2.4, Corollaire:

Toute base standard d'un idéal engendre cet idéal.
En effet i on divise un polynbéme de 1'ideal par -Fl,...,-F , le
reste doit é&tre nul, puisque sinon son exposant devrait étre

simultanément dans E({() et dans son complémentaire.

2.5. Corollsire (Théoréme deo la base finie de Hilbert ou
neetherianit® de 1’anneau de polyndmes R:

Tout idéal de R admet un nombre fini de générateurs, et
donc toute chalne croissante d'ideaux est stationnaire.

2.6, Corollaire:

En tant gue k-espace vectoriel, le quotient R/I est iso-
morphe & la somme directe des k-sous—-espaces vectoriels de
dimension un engendrés par les mondmes du complémentaire de
E(I):

R/I = @& ki
agE(M)
3. FONMCTICW ET POLYNOME DE HILBERT.
3.1. Definition:
Le degré dun point a = (ao,...,an) de Nn+1 est l'entier
latl = a_+...+a .
0 n i n+1 . .
Soit E une partie stable de N ;7 la fonction HF qui

El
associe a tout entier s le nombre déléments de deqgré s

n‘appartennant pas & E, est appelée la fonction de Hilbert du
complémentaire de E:

HF(s) = #CaeN"* 1| a¢E , lal=s3
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3.2. Lomae ot déefinition:

Pour s assez grand, la fonction de Hilbert HFE est égale &
un polynéme HPE (dit egalement de Hilbert). De plus il existe des

entiers CqrniCy tels que
d s
HPE(s) = _E ci(d-i)
i=0

ou (f) = T}—!s(s—l)(...,)(s—r+l) est la fonction coefficient du
binbma.

Par déefinition, d est la dimension du complémentaire de E,
€, ®on degreé.

On attribuera par convention le degré -1 au polynféme nul.

3.3. Définition:

Le lemme précédent permet de définir la régularité HE) de
la fonction de Hilbert, comme le plus petit entier & partir duquel
elle devient é&gale au polynéme de Hilbert de E.

3.4. Proposition:

H(EY £ nD<(E).

3.5. Demonstration de 3.2 et 3.4:

Par recurrence sur n. Les deux assertions sont immédiates
pour n=1.

Puis, reprenant les notations de 1.5, on considére le
développement suivant de la fonction de Hilbert:

s

HFE(s) = .E HFE.(S—I)‘
i=0 i

que 1’'on brise en trois morceaux dés que s est assez grand:

HFE(5)= £ HFE (g—-i) + £ HFE (s-1i) + £ HF (s~1)
Ogigm—-1 i m(i(s-—H(Em) m s—H(Em)+1(i(s
= £ HFE (s-i) + E HFE ) + ) HF (1)
Ogigm—~1 i H(Em)(i{s—m m O{i(H(Em)-—i

[T

en tenant compte du fait que la section Ei est constante égale
Em dés que i est plus grand que m.

En utilisant l'hypothese de reécurrence, et toujours pour s
suffisamment grand, cette fonction devient:
HF _(s)= £ HP. (s-1) + E . HP_. G)+ £ HFm(i)

E ogigm-1 =i HE_)€igs-m Em  OGigH(E, )1
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et cette expression est valable plus précisement des que s

dépasse Sup (i+H(Ei), ce qui est assuré, toujours via
ogLigm
I'"hypothése de récurrence, si s est plus grand que nD(E).

Il ne reste plus qu’da montrer que £ HP_ (i) est
H(Em){ig’s—m m
bien un polynéme en s, & coefficients entiers sur la base binomi-
ale, pour affirmer que cette derniére expression est le polynbme
de Hilbert HPE(S). Cela résultera du lemme suivant.

3.6, Lemmet

Soit P un polynbme de Qls] de degré d. Si r et s sont

deux entiers, £ PWU) est un polyndme en s & coefficients

r{i{s
rationnels, de degre d+1, & composantes entiéres sur la base
binomiale si P l'etait.

I.7. Démonstration:

lLes fonctions coefficients du binéme (:),...,(3) forment une
base sur @ de l'espace vectoriel des polynémes de degré
inférieur ou égal & d. Il suffit donc de vérifier la premiére
assertion sur ces polynémes particuliers, pour lesquels elle
devient triviale.

4. THEORIE DE LA DIMENSION.

Dorénavant k est supposé algébriquement clos. Soit I un
idéal homogéne de R donné par un systéme fini de générateurs,
et Z() l'ensemble algébrique projectif défini dans P:.

4,1. Definition (dimension de Hilbert)

Clest le degré d du polynbme de Hilbert du sous-ensemble
stable E() de Nn+1, relativement & un ordre total compatible.

4.2. Remarque: calculabilité de la dimension de Hilbert.

On sait construire une base standard de 1 & partir de
génaérateurs donnes: les premiers algorithmes écrits sont dds a
BUCHBERGER (BU#]l, voir aussi [BA2], [6I], [LA4]. Le principe du
calcul de la fonction de Hilbert découle facilement de 2.6, et
remonte sans doute au moins a HIRONAKA [HI] ou GRAUERT [GR). On
en trouvera par exemple une exposition par GALLIGD [GA1l, Reste
& déterminer le polynéme de Hilbert, grice & la majoration de la
régularité par le degré maximwn des éléments d'une base standard
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(3.4); en effet on connait des majorants de D(E()) ‘en fonction
des données [GI). Cependant cette méthode peut se révéler impra-
ticable comme on l'a relevé dans l'introduction.

4.3. Définition (dimensions géeométriques):

La dimension de section est le plus petit entier s tel qu’il
existe une sous-variété linéaire de codimension s+1 ne coupant
pas Z(1).

La dimension de projection est le plus grand entier p tel
qu'il existe une sous-variété linéaire de dimension p sur
laquelle Z(I) se projette surjectivement.

4.4, Définition (dimension lexicographique inféerieure et
supericure)

Soit ®x un systéme de coordonnees de F". On note linf
{(resp. lsup } le plus petit (resp. grand) des entiers e tels que,
relativement & l'ordre lexicographique 1nferleur (resp. supérieur)
E (1) coupe les n-e derniers axes de !N +1 (resp ne coupe pas le
plan des e+1 premiéres coordonnées de N l). On appelle dimen-
sion lexicographique inférieure (resp. supérieure) le minimum linf
des hnf {resp. le maximum lsup des lsup) quand x parcourt
tous les systemes de coordonnées de P".

4.5, Théoreme de la dimension:

Les cing notions de dimension colncident, et la valeur com-
mune east appelée la dimension de Z(I),

4.6. Demonstration:
4.456.1. d > 1lsup.

Supposons qu'il existe des coordonnées de P" telles que,
relativement & un ordre compatible quelconque, par exemple
V'ordre lexicographique supérieur, E() ne coupe pas le plan de
N'-H'1 engendré par les e+1 premiéres coordonnées. Alors HF (s)
est minorée par le nombre de monbmes de degré s sur e+l let-

tres, qui est D(se); donc d est minoré par lsup.
4.6,2. lsup 2 p.

Supposons que Z(I) se projette surjectivement sur un plan
P de dimension p. Choisissons des coordonnées telles que ce plan
soit défini par les équations x = o= Xo= 0. Alors l'idéal

+1
INKDXN, 4oy 1 s réduit & (O
O p
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En effet, supposons que I contienne un polyndHme f(xo,...,x )
non nul, donc ne s’annulant pas sur tout P, L'ensemble algebrique
(1), qui est contenu dans le cylindre déquation =0, ne peut
donc pas se projeter sur tout P. Dans de telles coordonnées,
examinons E(I) relativement A& llordre lexicographique supérieur,
Si un polynéme posséde une forme initiale ne dépendant que des
p+1 premiéres variables, il jouit de la méme propriété; donc E(I)
ne coupe pas le plan des p+1 premiéres variables.

4.6.3. p > s .

D'aprés la définition de s, i1 existe une sous—-variété
linkaire L de codimension s+1 évitant Z({(). On peut d'autre part
choisir une sous-variété linéaire B de dimension s évitant L. La
projection de centre L envoie surjectivement Z({) sur B, puisque
& est minimal; en effet si M est un point de B, la sous-variété
lingéaire qu'il engendre avec L est de codimension s, donc coupe
2{I) en au moins un point dont l'image est M,

464, s 3 linf.

Dl'aprés 1la définition de s, il existe une sous-variété
linéaire | de codimension s+1 évitant Z(I). On choisit des
coordonn&es telles que L soit définie par les équations
Xy = oee = OX_. L'ideal J = I+(x0+...+x§) définit la sous-varieté
vide, donc contient une puissance de 1'idéal (xo,...,xn) d’apres le
Nullstellensatz. GQuelque soit lordre choisi, E(J) coupe tous les
axes de coordonnées. Dorénavant ne considérons que llordre lexi-
cographique inférieur. Examinons un polynéme f de J, dont
'exposant soit sur un des axes Mg 41t 1% 11 est donc congru a
un polynbéme g de I modulo (Kgreeesx Yy qui ne peut pas étre nul,
et dont Yexposant privilégié est &gal & celui de f. Donc la sec-
tion de E() par le plan des n-s derniéres coordonnees a des
points sur tous les axes.

8.6.5. linf 3 d.

Supposons qu'il existe des coordonnées de Pn telles que,
relativemaent & un ordre compatible quelconque, par exemple
’ordre lexicographique inférieur, E(I) coupe les n-linf derniers
axes. En degre u suffisamment grand, le complémentaire de E(I) ne
contient donc que des monGmes sur au plus linf+1 lettres, et

HF (u) est majoré par un D(ulmf).
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