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Evariste Galois et la planète Mars : 

Introduction à la théorie algébrique 

du codage. 

J. WOLFMANN 

G.E.C.T. 

Université de Toulon 

83130 LA GARDE 

Cet exposé se situe dans la partie "algèbre effective" du colloque. On neut 

entendre par là qu'il traite d'une problématique ou l'essentiel n'est pas d'éclairer 

l'organisation d'objets mathématiques mais d'obtenir des résultats explicites, expri­

mables au moyen d'opérations élémentaires permettant une utilisation éventuelles pour 

des applications. Les mots sacrés de cette nouvelle liturgie en sont "algorithmes", 

"calculabilité", "complexité" etc.. et les objets du culte en sont les ordinateurs. 

En fait il ne faut pas voir là une opposition factice entre des Mathématiques dites 

pures et d'autres qualifiées d'appliquées mais une nouvelle manière de poser des pro­

blèmes au Mathématiciens sous la poussée de 1'informatique. 

Le but de ce travail est de donner en exemple, à ce propos, la théorie algébrique des 

codes correcteurs, issue d'un problème technologique concernant la protection contre 

les erreurs lors d'une transmission de signaux ou d'information. Elle fait intervenir 

des outils mathématiques de plus en plus élaborés et tisse des liens avec différentes 

branches de l'algèbre finie et de la combinatoire. 

Cet exposé est un survol non exhaustif, ne contenant aucune démonstration. Il 

pose le problème en termes volontairement élémentaires puis décrit un certain nombre 

de questions algébriques qui en découlent. Il contient seulement quelques théorèmes 

significatifs et renvoie, pour un développement plus complet, aux ouvrages de la 

bibliographie. 



- 124 -

I. LES CODES CORRECTEURS DTERREURS 

Le problème du codage correcteur d'erreurs 

Le 19 Janvier 1972 la sonde spatiale "Mariner 9" transmettait une photogra­

phie d'une partie de "Grand Canyon11 de la planète Mars. La très grande qualité de 

cette photo avait été obtenue en protégeant la transmission contre les erreurs 

éventuelles au moyen du f?code de REED et MULLER d'ordre 1 et de longueur 32". 

Pour transmettre une telle photo depuis la planète Mars on "discrêtise" 

le problème de la manière suivante : au moyen d'un "pavage" suffisamment fin la 

photo est découpée en petits rectangles, chacun d'entre eux étant assimilé à un point 

(voir figure 4). Pour chacun de ces points on discerne une nuance de gris entre le 

blanc et le noir qui est caractérisé par un "niveau d'énergie". Il existe en tout 

64 niveaux d'énergie. 

/ _ J 
repéré par un des 64 niveaux d'énergie 

Figure 1. 

On a donc besoin de 64 Messages" à transmettre représentant les différents 

"niveaux d'énergie". Pour des raisons technologiques, qui sont maintenant familières à 

tous, chaque message est représenté par une succession de 0 et de 1 (les "bits"). 

Dans le cas précis de cette photo chaque message contenait le même nombre de "bits" 

soit 32 et était obtenus ûê la manière suivante à une variante près : ce sont les 64 

combinaisons linéaires modulo 2 des lignes de la matrice de la figure 2. 
32 

En d'autres ternes ce sont les vecteurs du sous-espace de ff^ (considéré comme 

espace vectoriel sur les corps de GALOISÏÏ^ à deux éléments 0 et 1) engendré par les 

lignes de la matrice 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

Figure 2 

32 

En indexant les éléments de IF2 (qui peut être identifié, en tant que 

F 2 - espace vectoriel, au corps de GaloisIF232) par les colonnes de la matrice de 

la figure 2 chaque vecteur du sous-espace considéré est le vecteur caractéristique 
32 32 

d!un sous-ensemble de F 7 . Ces sous-ensembles sont l'ensemble vide 1F~ ,ainsi que 
32 

tous les hyperplans affines de F 9 . En d!autres termes les fonctions caractéristiques 
32 

de ces sous-ensembles sont les formes linéaires affines de F 2 . Parlons maintenant du procédé qui fait que l'utilisation de ces messages binaires (nous 

disons dans la suite des "mots" et que leur ensemble est un "code") peraiet de se 

protéger contre les erreurs de transmissions. 

Tout d'abord remarquons qu'il est, à priori, inutile d'utiliser à chaque fois 32 bits 

pour fabriquer 64 messages. Les 6-uples de TF^ suffisent. La nécessité d'utiliser plus 

de symboles que nécessaire est due à l'introduction de la ''redondance" qui est l'un 

des maître-mots du codage correcteur d'erreurs. Comme dans le langage courant c'est 

la redondance qui permet de se protéger contre la perte d'information. C'est pourquoi 

les mots d'une langue sont suffisamment longs, ce qui permet qu'ils soient suffisam­

ment différents les uns des autres, que l'on peut les reconstituer lors d'une écoute 

imparfaite. Impossible de confondre "feli..tations" pour félicitations avec 
Mconged..ment" pour congédient. On enfonce même le clou en disant, par exemple, au 

téléphone : C come Carole, 0 comme Odile, D comme Daniel, A comme Alfred, G comme 

Galois, E comme Eléonore, C.O.D.A.G.E. : Codage. 

C'est le principe du langage des aviateurs qui font danser le FOXTROT ou 

le TANGO au PAPA de CHARLIE utilisant ainsi un ensemble de mots, le "code", suffisam­

ment différents les uns des autres. 

Examinons maintenant ce qu'on peut faire, dans cet ordre d'idée, avec des "0" et des 

"1". On supposera maintenant, et dans toute la suite, que les "mots" auront toujours 

le même nombre de symboles, la "longueur" du mot. Commençons par un mauvais exemple, 

celui de la Figure 3. 
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Messages 

a 

b 

c 

d 

e 

Code 

0 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

1 1 0 

1 0 1 

Figure 3 

Supposons que le mot envoyé est 0 0 1 et que le mot reçu est 0 1 1 c'est 

à dire avec une erreur dans la deuxième position. 

Il est impossible de savoir quel est le message initial, même en sachant qu'il 

n'y a qu'une erreur, carO 1 1 peut trës;bien provenir également de 0 1 Ô avec une erreur 

dans la troisième position. La raison de cela est évidemment que 0 0 1 est trop voisin 

de 0 1 0. 

Au contraire un bon exemple (pédagogique) est donné par la figure 4. 

On a représenté 5 mots, C p C^, C^, C^, de longueur 6 et, en dessous de chacun 

d'eux, tous les mots énoncés possibles qui peuvent en provenir en faisant une erreur. 

C 1 : 1 1 0 0 1 1 

0 1 0 0 11 

1 0 0 0 1 1 

1 1 1 0 11 

1 1 0 1 1 1 

1 1 0 0 0 1 

1 1 0 0 0 1 

C 2 : 0 1 0 1 0 0 

0 0 1 0 11 

0 0 0 1 0 0 

0 1 1 1 0 0 

0 1 Q 0 0 0 

0 1 0 1 1 0 

0 1 0 1 0 1 

C 3 : 0 0 0 1 1 1 

1 0 0 1 1 1 

0 1 0 1 1 1 

0 0 1 1 1 1 

0 0 0 0 1 1 

0 0 0 1 0 1 

0 0 0 1 1 0 

C 4 : 1 0 1 1 0 1 

0 0 1 1 0 1 

1 1 1 1 0 1 

1 0 0 1 0 1 

1 0 1 0 0 1 

1 0 1 1 1 1 

1 0 1 1 0 0 

C 5 ; 0 1 1 0 0 1 

1 11 0 0 1 

0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 0 1 

0 1 1 1 0 1 

0 1 1 0 11 

0 1 1 0 0 0 

Figure 4 
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On constate que les différents ensembles de mots erronnés sont deux à'deux 

disjoints. Il n fy a donc pas dTambiguité possible dans le cas d'une seule erreur et 

l'on peut donc "corriger" le mot reçu par simple comparaison avec les mots du code 

C|, C 2, C^, C^, Cj-. Un seul d'entre eux diffère du mot reçu en une seule position. 

Dans l'exemple du code la planète Mars on peut corriger jusqu'à 7 erreurs sur un mot 

de longueur 32 en raison de considérations analogues. Un procédé courant, utilise 

notamment dans les ordinateurs, est celui du "bit de parité" qui permet dans le cas 

d'une seule erreur, de "détecter" l'erreur, c'est à dire de savoir qu'il y a eu une 

erreur sans pour autant la corriger. Le principe en est le suivant : 

On fabrique d'abord des messages sous forme de mots binaire de même longueur et on 

ajoute une nouvelle composante : la somme modulo 2 des composantes. 

Par exemple 1 0 1 1 0 devient 1 0 1 1 0 1 

ou encore 1 1 0 0 0 devient 1 1 0 0 0 0 

la dernière composante est le "bit de parité". 

Si, dans le cas d'une seule erreur possible, à la réception la somme modulo 2 

de toutes les composantes n'est pas nulle (un nombre impair de "1") c'est qu'il y a 

erreur. 

Une autre méthode consiste à envoyer deux fois de suite le même mot. Si on 

suppose qu'il n'y a eu qu'une seule erreur sur l'ensemble des deux mots la détection 

d'une erreur sera faite en constatant que les deux mots reçus sont différents. On 

pourra même corriger en envoyant trois fois de suite le même mot car si l'on suppose 

quril y a une seule erreur sur l'ensemble il y aura nécessairement un mot répété deux 

fois à la réception et ce sera le bon. Sur ce dernier exemple on voit immédiatement 

apparaître un problème important : pour corriger plusieurs erreurs et pour des mots 

de grande longueurs ce procédé devient rapidement très onéreux en transmission. On 

cherchera donc, en plus de la possibilité de correction, à chercher à ce que celle ci 

soit la plus économique possible. Toute la théorie du codage correcteur d'erreurs 

vise à généraliser les procédés élémentaires de "bit de parité" ou de répétition, et 

il est très surprenant de voir que, dans son développement, elle tisse des liens 

avec des branches des Mathématiques aussi abstraites que celle des groupes finis 

simples sporadiques ou la Géométrie algébrique. 

Avant de passer à la formulation mathématique du problème il y a lieu de faire 

quelques remarques : 

- On cherche à corriger des erreurs et il serait vain de penser pouvoir corriger un 

nombre quelconques d'erreurs. On se restreint donc à un nombre d'erreurs raisonnables 

indiqué expérimentalement par la statistique des erreurs lors de l'utilisation du 

canal de transmission considéré. Ainsi pour la photo de Mars la probalité de dépasser 

7 erreurs par mot a été trouvée comme étant très faible ce qui permet d'obtenir un 
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bon décodage et donc une bonne photo. 

- Les symboles, utilisés dans la pratique, pour fabriquer les mots sont toujours , f0 M 

et M1 , f. Néanmoins il y a lieu de développer la théorie pour un MalphabetM quelconque 

car il y a de bons exemples ou l'on fabrique des mots utilisant les symboles non 

binaires (les codes de REED-SOL0M0N ou l'alphabet est un corps de GALOIS différent 

de chacun d'eux étant, pour la transmission, traduit en symboles binaires. 

- Dans toute la suite les mots d!un même code auront la même longueur. De tels codes 

sont appelés des codes Men blocs11 opposés aux codes Mà longueur variable11 ou "convo-

lutionnnel11 dont nous ne parlerons pas ici. 

Formulation mathématique du problème du codage 

1) Distance de Hamming 

Soit A un ensemble fini, n un entier, n j> -1. On définit une distance dans 

A n (la distance de HAMMING) par : 

Si x = (tfj, * 2, ... , xn) G A
n ret y = (yj, ... , y n) 6 A

n 

d(*,y) = H U 6 {1, 2, ... , n}!*- f y£ 

(nombre d'indices pour lesquelles les composantes correspondantes différent) 

- Remarque : si dans le cas d'une transmission, x est le mot envoyé et y le mot reçu, 

d(rr,y) est le nombre d'erreurs. 

2) Codes correcteurs 

Soit C une partie de A n 

. A s'appelle l'alphabet 

. C s'appelle un code de longueur n sur A 

. Les éléments de C s'appellent les mots du code 

Définition : Soit e un entier, e > 1 

On dit qu'un code C corrige jusqu'à e erreurs si ; 

Pour tout x de A n il existe au plus un mot c de C tel que d(x,c) £ e 

- Remarque : c'est cette condition qui permet de retrouver, sans ambiguité, un mot 

envoyé x à partir du mot reçu y si on a pas fait plus de e erreurs. 
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Proposition : (démonstration immédiate) 

Les propriétés suivantes sont équivalentes 

a) C corrige jusqu!à e erreurs 

b) Les boules (pour la distance de Hamming) de rayon e, centrées sur les mots du code, 

sont deux à deux disjointes 

2 
c) Pour tout couple de mots distincts (â  , x^) de C : 

d(a^, x^) j> 2e + 1 

- Le plus grand nombre nombre e tel qu'un code donné C corrigé jusqu'à e erreurs est 

donné par la plus petite des distances entre mots distincts d'où la : 

Définition : - Un code est e-correcteur si 

d = inf [dfœ.yi] = 2e + 1 ou 2e + 2 
m J 

x 6 C, y 6 C 

x / y 

(ce qui est équivalent à e = [ 1 ou [x] désigne la partie entière de x] 

- Si un code est e-correcteur on dit que e est sa capacité de correction. 

Les paramètres d'un code 

n : longueur 

N : nombre de mots 

e : capacité de correction (ou d^ = distance minimum) 

- Les problèmes du codage : 

Trouver des codes avec le plus grand nombre de mots possibles, permettant 

de corriger le plus d'erreurs possibles et avec la plus petite longueur possible 

(! ! ! ) • 

Plus raisonnablement : 

- Fabriquer des codes dont certains paramètres sont fixés en optimisant les autres. 

- Quelles performances peut on atteindre dans ce domaine ? 
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- Comment construire les codes correspondants ? 

- Problème du décodage : Soit C un code e-correcteur et y un mot de A n dont la 

distance à C est au plus e. Comment trouver l'unique mot x de C tel que d(x,y) < e 

autrement qu'en comparant y à tous les mots de C ? (bon algorithme) 

- Exemple de problème non résolu : 

Trouver A(n,d) le plus grand nombre de mots d'un code sur A de longueur n et de 

distance minimum d) 

(on connait seulement des résultats partiels et des bornes) 

Les codes linéaires 

Dans le but de construire et d'étudier des codes il est naturel de choisir 

l'alphabet A comme possédant des propriétés connues,par exemple comme étant muni 

d'une structure algébrique. L'alphabet étant un ensemble fini on choisit pour A un 

corps de Galois, soit A = avec q puissance d'un nombre premier p. Ce choix s'impose 

d'autant plus que l'alphabet usuel {0,1} a le bon goût d'être équipé de la structure du 

corps F2 P o u r l e s opérations modulo 2. 

Poids d'un mot 

- Définition : Si x = (x., x ̂ j ... , x_^ ) 6 IF le poids de x, noté w(x) est le nombre 

de ses composantes non nulles. 

w(a0 = H {i 6 {1, 2, ... , n}|^ i f 0} 

- Cette définition s'impose en raison de la propriété suivante de démonstration 

immédiate : 

(1) d(x,y) = wGr-y) 

- Les sous-ensemble s privilégiés de sont les IF - sous espaces vectoriels. On 

introduit donc la définition suivante : 

Définition dfun code linéaire 

Soit IF̂  le corps de Galois de q éléments et n un entier, n >_ 1. 

Une partie C est un code linéaire (n,k) surlF^. 
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Si C est un sous-espace vectoriel de dimension k de F n . 
q 

Propriétés : 

a) Pour un code linéaire la distance minimum est le plus petit poids de ses mots non 

nul 

d = inf wU) 
m J 

x G C, x f 0 

b) Le nombre de mots d'un code linéaire (n,k) sur IF est q1. 

- La démonstration de a) résulte immédiatement de la relation (1) et b) vient du fait 

que le code est isomorphe à IF 

Exemple (pédagogique) donné par la figure 5 

poids 
fl 0 0 1 1 0 a 3 

Base 

0 1 0 1 0 1 b 3 

0 0 1 1 1 1 c 4 

1 1 0 0 11 a+b 4 

1 0 1 0 0 1 a+c 3 

0 1 1 0 1 0 b+c 3 

1 1 1 1 0 0 a+b+c 4 

0 0 0 0 0 0 
Figure 5 

Ce code est 1-correcteur car d^ = inf w(#) = 3 (=2e+1 pour e=1) 

x G C , x f 0 

Les différentes descriptions d'un code linéaire 

Si C est un code (n,k) sur IF il s'agit de réaliser effectivement une injection de 
k n ^ 

F dans F . 
q q 

Pour ce faire on peut distinguer les différents objets suivants : 

(les exemples se réfèrent au code décrit ci-dessus) 
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Base C i, C~, ... , C base de C. 
1 l 7 n 

k 
les mots sont les E X.C. 

i=1 1 

exemple : C 1 = (1 0 0 1 1 0) C 2 = (0 1 0 1 0 1) C 3 = (0 0 1 1 1 1) 

C'est une matrice G dont les lignes forment une base de C. Les mots sont 

alors de la forme : 

(a-, a~, . a,) x G avec a. 6 F 
1 Z k î q 

k n 

Ceci revient à décrire C comme image de F dans F^ par l'application 

linéaire injective de matrice G* par rapport aux bases naturelles. 

Exemple : 

'1 0 0 1 1 

G = 0 1 0 1 0 1 

0 0 1 1 1 1 
V J 

Formes_coordonnées 

Y 
L = {1 1, 1 ?, ... , 1 } ensemble de n formes linéaires de F , de rang k tels 

J n q 
que les mots sont de la forme 

m a = (ljCa), l 2(a), ... , y a ) ) , a 6 F q

k 

Exemple : ya-j, a 2, a 3) = a 1 , y a.,, a 2, a 3) = a 2 , ljCa^ a 2, a 3) = a 3 

l 4 ( a r a 2, a 3) - a 1 +a 2 +a 3, y a ] f a 2, a 3) - a 1 +a 3, 1 ^ , a 2, a 3) = a 2 + a 3 

Y 
Sous ensemble de rang k de F s q 

k 

Au moyen du produit scalaire usuel de F^ les formes coordonnés peuvent 

être identifiées aux colonnes d'une matrice génératrice G, les mots étant de la 

forme : 
Y 

m - (a^'O)-, a»u)0, ... , a» 6) ) ou a 6 F et 
a 1 2 ' ' ir q 

Q = (o)j, ...., a) ) est l'ensemble des colonnes de G. 

Avec cette description le code sera désigné par C = C(fi) 
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©empie : ̂  = (1, 0, 0), ^ = (0, 1, 0), ^ = (0, 0, 1), ^ = (1, 1, 1) 

^5 = 0, 0, 1), 0 3 6 = (0, 1 , 1). 

Matrice_de contrôle : 

C peut être considéré comme le noyau d'une application linéaire de F^ n dans 

F k dont la matrice, par rapport aux bases naturelles est une matrice génératrice H de 

l'orthogonal de C pour le produit scalaire usuel. Une telle matrice est appelée matrice 

de contrôle de C et : 

(a?p xv ... , xn) G C O p ... , xn) x HZ = 0 

Exemple : H =[1 0 1 1 o' 

J 1 1 0 1, 

Codage au moyen d'un code linéaire 

Il est réalisé au moyen du schéma suivant : 

message \ • (a^, a 2, ... , a^) s * (a1, a 2, ... , a^) x G = U p ... , a?n) 

codage non correcteur codage correcteur matrice mot du 

génératrice code 

On code tout d'abord chaque message a transmettre par un k-uple surF^. L'entier 

k est déterminé de façon que q^ (nombre total de k-uples sur F ) soit au moins égal au 
q 

nombre de message à transmettre. Ce codage n'est pas correcteur puisque le poids minimum 

du code constitué par F tout entier est 1. 
F q 

En choisissant convenablement un code e-correcteur ou e est le nombre d'erreurs 
k n 

que l'on souhaite corriger ou réalise une injection deF^ dans F^ au moyen d'une 

matrice génératrice G comme indiqué précédemment. 

Forme systématique 

Si la matrice G est de la forme 
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G = (1^, M) ou 1̂ . est la matrice identité d!ordre k alors l'injection de 

dans 1F n est réalisé par : 
q 

v v > v y / 

Information redondance (ou contrôle) 

On retrouve ici le procédé d'adjonction d'une redondance décrit dans le début du 

chapitre à l'image de "U comme Ursule". 

On peut toujours se ramener à cette situation moyennant une permutation des colonnes 

d'une matrice génératrice ce qui ne change pas les propriétés de poids des mots donc 

la capacité de correction (code équivalent). 

Mesures de l'efficacité relative d'un code linéaire 

Pour un code linéaire (n,k) de poids minimum d le "cout" del'adjonction de 

redondance permettant de corriger jusqu'à e erreurs (d = 2e + 1 ou 2e + 2) est mesuré 

par les nombres : 

— : rendement 
n 

— : taux de correction 
n 

On prouve aisément que : 

ïï + ïï - 1 + ïï ( B o r n e d e SINGLETON) 

Dans le cas de l'égalité (d = n-k+1) on dît que le code est ,TMaxijnum distance 

séparable" (M.D.S) 

Les problèmes sur les codes linéaires 

D'une manière non exhaustive on peut distinguer les problèmes suivants : 

1) Optimisation des paramètres 

Deux des paramètres (longueur, dimension, poids minimum) étant fixés quel 

est la meilleure valeur possible pour le troisième ? (plus petite longueur, plus 

grande dimension, plus grand poids minimum). 
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On ne connait de résultats exacts pour des petites valeurs des paramètres et 

dans le cas général on de dispose que de bornes qui ne sont pas toujours très fines, 

et pour lesquels l'existence et la construction de codes correspondants est souvent 

un problème ouvert. 

2) Les classes de Mbons codes" 

Une classe de "bons codes" est mie classe (C)-™ de codes linéaires 

(n^, le) de poids minimum d^ tels que : 

ki di 
lim n. = °°, lim — > 0 et lim — > 0 

(les suites des rendements et des taux de correction ne tendent pas vers zéro). 

La théorie de l'information de SHANNON prédit de manière non constructive, 

l'existence de tels classes mais on n'en connaît que très peu actuellement. 

3) Codes M.D.S. 

Problème de l'existence et de la construction des codes M.D.S. sur F 
q 

- Pour chaque q il existe des codes M.D.S. triviaux 

(codes (n,1) de poids n ou (n, n-1) de poids 2 ou (n, n) de poids 1) 

- Pour q = 2 les codes M.D.S. sont triviaux 

- Dans le cas général il existe une conjoncture sur les paramètres 

(voir [ 2 ] chap. 11) 

4) Le problème du décodage 

Si y est un mot reçu provenant du mot x d'un code C e-correcteur, et sj. il 

n'y a pas plus de e erreurs alors la seule boule de rayon e centrée sur un mot du 

code et contenant y est celle de centre Le décodage consiste donc à identifier le 

centre de la boule de rayon e, centrée sur un mot du code, et contenant y. On peut 

tout simplement calculer la distance de y à tous les mots du code mais ce procédé 

direct est rapidement onéreux lorsque la longueur et la dimension du code augmentent. 

Le problème du décodage consiste à trouver des algorithmes de meilleure 

complexité que celui de cette comparaison exhaustive. 
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Les codes cycliques 

Définition : Un code cyclique est un code linéaire C possédant la propriété suivante : 

Si (ag, a^, ... , a -|) G C alors (a i, ag, ... , z^^) G C (invariance du 

code par permutation circulaire). 

Representation polynomiale 

Soit 0 1 ! application de dans IF̂  [x]ŷ n_-j 

telle que : 

n 1 

9 : a = (ag, ... , an_-|) l • ag + a-jX + ... + a^a; = a (a?) 

On obtient facilement : 

- 0 est un isomorphisme vectoriel 

- C est un code cyclique si et seulement si 6(C) est un idéal ̂ eff [#]y/n_.j 

On en déduit également : 

- Pour chaque code cyclique de longueur n sur JF il existe un diviseur (sur F ) 
n H M 

de x -1 et un seul, soit g Oc), tel que les éléments de 0(C) sont les multiples de 

g0*0 (g0*0 s'appelle le générateur de C) • 

Dans le cas ou n et q sont premier entre eux l'algèbre F ^ M ^ n ^ est semi-

sdmple et on dispose de la théorie des idempotents primitifs pour décrire et utiliser 

les code cycliques. 

Les codes B.C.H. (BOSE, CHAUDURI, HOCQUEMGHEM) 

Le théorème suivant permet de fabriquer des codes cycliques corrigeant un 

nombre d'erreurs donné. 

Théorème 

Soit g{x) le générateur d'un code cyclique de longueur n sur IF et a une 

racine primitive du corps des racines n-ièmes de l'unité surlF^. 
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Si g(x) admet pour racines 

r ï*"t* "| r 2 rt* (S ̂  
a , a ,a , ... , a " avec r,ô entiers alors le poids minimum de C est 

au moins 6 (voir une démonstration par exemple dans C 2 ]) 

Les codes auto-duaux binaires 

Un code C(n,k) sur F est auto-dual sir C = C ̂ (orthogonal de C pour le produit 
n ^ 

scalaire usuel de IF . 
q 

Dans le cas q = 2 (codes binaires) les codes auto-duaux offrent beaucoup dfin­

térêt pour, en particulier, les raisons suivantes : 

- Il existe une-classe de bons codes linéaires binaires auto-duaux. 

- Il existe une classe de bons codes linéaires binaires auto-duaux dont tous 

les poids oont des multiples de quatre. 

- On peut associer à un éventuel plan projectif d'ordre 10 (voir dans la suite 

la partie Mcodes et combinatoireM) un code auto-dual à poids multiples de quatre. 

- Certains groupes finis simples sporadiques sont des groupes dfautomorphismes 

(voir dans la suite Mcodes et groupes") de codes auto-duaux intéressant. 

- Les codes auto-duaux binaire à poids multiples de quatre sont les sous-espaces 

totalement singuliers maximaux d'une certaine forme quadratique sur IF2 • 

. Il existe des bornes pour le poids minimum des codes auto-duaux binaires : 

ooids pairs : d . < 2 ~ + 2 1 m m — (8 

poids multiples de quatre : d ^ n < 4
 + 4 

([#] partie entière de x) 

Si l'égalité est atteinte on dit qiple code est "extremal". 

^sjsroblèmes : 

- Construire effectivement une classe de bons codes auto-duaux, (dont seule 

l'existence est connue). 

- Existence et construction de codes extrémaux. En particulier existe-t-il un 

code auto-dual à poids multiples de quatre sur F 2 C72, 36) de poids minimum 16 ? 

- Etude du code associé à l'éventuel plan projectif d'ordre 10. 
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- Approfondir le lien entre codes auto-duaux et groupes finis simples. 

II. CODES ET GEOMETRIE DE GALOIS 

La géométrie de Galois est celle qui est fabriqué classiquement sur un espace 

vectoriel sur<un corps de Galois. 

Différentes questions, évoquées dans ce qui précède, peuvent se formuler de 

la manière suivante : 

Soit fi une partie de 

. Pour les poids : 

- Soit s 6 N. Trouver çi pour que s vecteurs quelconques distincts de fi soient 

linéairement indépendants 

- Déterminer la cardinal de l'intersection de fi avec chaque hyperplan de 1F 

. Pour le groupe d'automorphisme : (voir la suite) 

- Déterminer effectivement le stabilisateur de fi dans le groupe linéaire 

GL (k,q). 

. Pour le décodage Mpar permutations" (voir [ 2 ]chap 1(3) 

- Soit e GIN et I c fi. Trouver un sous-ensemble ̂ ,du stabilisateur de fi tel 

que : 

Pour tout sous-ensemble E de fi de cardinal e il existe un élément de ^qui 

envoie E à l'extérieur de I. 

• P ° u r ^ e r a y ° n de recouvrement du code de Reed et Miller d'ordre 1 

Le rayon de recouvrement d'un code C de longueur n sur A est le plus petit 

entier r tel que lesb&iles (de Hamming) de rayon r centrées sur les mots du code 

recouvrerit A n. 

Le code de Reed et Mullerd'ordre 1 de longueur 2 , soit (k), est l'ensemble 

des mots binaires dont les fonctions caractéristiques associées sont les formes liné-

aire de IF2 sur IF . 



- 139 -

Le problème (non résolu pour k impair) de la déteimination du rayon de recou­

vrement de R-j (k) est équivalent à : 

k 

- Quel est le maximum du cardinal d'une partie Q de qui contient au plus 

la moitié des points de chaque hyperplan affine ? 

III. CODES ET GROUPES 

Si C estrun code linéaire (n,k) sur 1F on introduit tout naturellement la 

notion suivante : 

Définition : Une isométrie de C est un automorphisme vectoriel de C qui conserve les 

poids. 

- On notera <7(C) kes groupes des isométries de C 

Exemples 

- Le plongement habituel du groupe symétrique S , dans GL(n,q) détermine des 

isométries. Si a G S et a (x , ... , x ) = (x M ^ , ••. , x r 0 alors a est une 

n i n a l U o inj 
isométrie de C si x G C implique a (a?) 6 C 

- Soit u • - (Up u^y ... , u n> 6 avec u^ non nul pour chaque i et : 

{xy #2*-** 5 x^—^(u^-|> U2X2' # # # 5 Un^n^ a ^ o r s ^ u

 e s t isométrie de C si x G C 

implique à ix) 6 C. 

Ces deux types d'isométries permettent de trouver toutes les autres : 

Théorème (Mac WILLIAMS) 

Toute isométrie de C est la restriction à C d'une application de la forme 

6 u o e 

Groupe d'automorphisme d'un code linéaire 

Définition : le groupe d'automorphisme du code linéaire C est le sous-groupe de S n 

formé des a tels que d est une isométrie de C (on le note A(C)). 
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Indexation d'un code 

Il peut être utile d'indexer les composantes de mots de longueur n, non pas par 

les entiers de 1 an, mais par les éléments d'un ensemble E de cardinal n au moyen 

d'une bijection de {1, 2, ... , n} dans E. 

Définition 

Une permutation 0 de E est un "automorphisme de C indexé par E u si et seulement 

si 

est un automorphisme de C. 

Cette définition permet d'énoncer le résultat suivant : 

Théorème : Soit C un code linéaire (n,k) sur F . 
9 q 

Si C = C(Jî) alors le groupe des automorphismes de C indexé par Jî est l'ensemble des 

restrictions des automorphismes vectoriels de F qui ocnservent ïï. 

Remarques 

- Le groupe des automorphismes de C indexé par Çi est une représentation linéaire 

de A(C) sur de degré k 

- La détermination de A(C) est équivalente à celle du stabilisateur, dans 

GL (k,q) d'une partie delF k. 

Exemples de groupes finis égaux à (ou contenus dans) des groupes d'automorphismes de  

codes importants 

- Groupe cyclique d'ordre fini 

- GL(n,k) 

- Groupes de MATHIEU M 2 4 , M 2 3 , , V 

- PSL2(p) 

- Groupe affine d'un corps de Galois 

- Groupe orthogonal d'une fomie quadratique sur un corps de Galois. 
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Remarque 

Il existe un lien très intéressant entre les codes, les réseaux (sous Z modules 

libres de R111) et certain groupes finis simples sporadiques (Mathieu, Conway, Suzuki, 

Higman-Sims etc..) 

On peut, à ce propos, consulter [ 8 ]. 

Les problèmes sur les groupes d'àutomorphismes de codes 

- Quel est le groupe d'automorphisme dfun code donné ? (difficile) 

- Trouver un code dont le groupe d1 automorphisme est (ou contient) un groupe 

donné (pas facile si on cherche un code intéressant). 

Utilisations des groupes dyautomorphismes 

- Analyse des propriétés d'un code 

- Décodage 

- Interprétation des groupes finis (en particulier simples sporadiques) 

- Représentation linéaires de groupes finis sur des corps dé._Galois. 

Idéaux dés algebres de groupes 

Les codes cycliques de longueur n surlF^, comme on l'a vu précédemment, peuvent 

se représenter comme des idéaux de IF60/^.-j qui s'identifie avec l'algèbre de groupe 

F [G ] ou G est le groupe des entiers modulo n. 

D'une manière analogue on peut chercher des codes intéressants comme idéaux 

d'une algèbre IF [G] ou G est un groupe abelîen fini. Des résultats intéressants, en 

particulier pour la construction de codes auto-duaux, ont été trouvés dans le cas ou 

G = QŒ^k, + ) groupe additif d'un corps de Galois en caractéristique 2 et q puissance 

de 2 (voir par exemple [ 11 T). 

IV. CODES ET COMBINATO IRE 

La combinatoire dont il s'agit ici est celle des configurations. 

t-configurations (t-design) 
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Prob1ème _ouvert : 

Existe-t-il dés configurations pour t ̂  6 ? 

- Les dernières 5-configurâtions trouvées proviennent de codes. 

Plan projectif (fini) Un plan projectif est une 1-configuration particulière. 

Définition : Un plan projectif est un ensemble P fini dont les éléments sont appelles 

"points'1 contenant des sous ensembles^ , fD 2 , . . . , jD N appelles "droites" tel que : 

1) Deux points distincts sont dans une droite et une seule. 

2) Deux droites distinctes se coupent en un point. 

3) P contient au moins 4 points 3 à 3 non dans une même droite. 

Propriétés : 

Nombre de points sur chaque droite : n + 1 

Nombre de droites contenant un point : n + 1 

2 
Nombre de points : n + n + 1 

2 

Nombre de droites : n + n + 1 

l'entier n s'appelle I'ordre du plan. 

Matrice génératrice 

C'est la matrice (a^) sur ïï^ dont l e s lignes sont indexée par les droites 

JD^oS^» ••• >JDN e t l e s colonnes par les points P^, P 2, ... , P N telle que : 

a. . = 1 si P. ej). 

a±. = 0 si P. 0 j). 

Remarque 

Les espaces projectifs de dimension 2 sur des corps de Galois ff^ donnent des 

exemples de plans projectifs. L'ordre est alors q c'est à dire une puissance d'un 

nombre premier. On ne sait pas si il existe des plans projectifs d'ordre n non puis­

sance d'un premier. 
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On a démontré l'inexistence pour n = 6 et le premier entier pour lequel le problème 

est ouvert est n = 10. 

Le problème dé l'existence d'un plan projectif d'ordre 10 

A propos de l'existence d'un tel piai projectif on connaît entre autres les 

résultats suivants : 

- le groupe d'automorphisme (permutation conservant l'ensemble des droites) est 

réduit à l'identité (1981). 

- Le sous-espace vectoriel d e F ^ ^ eigendré par les lignes de la matrice d'in­

cidence est un code C linéaire (111, 56) surïï^ de poids minimum 11. 

- Soit C le code étendu de C : 

(aj, a 2, ... , a N, G ̂  y-—} < N 

C est un code auto-dual, de longueur 112, de dimension 56, de poids minimum 12 et à 

poids multiples de quatre. 

Remarque : le fait que le groupe d'automorphisme du plan soit trivial fait dire à 

M. HALL (celui des groupes) que le seul objet, associé à un éventuel plan d'ordre 10, 

que l'on peut utiliser est le code qui lui est associé. 

V. CODES ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE 

La géométrie algébrique est la dernière en date des branches des Mathématiques, 

introduite dans la théorie des codes. On utilise des courbes algébriques sur des corps 

de Galois pour définir les codes de GOPPA (généralisés) (voir [g ] et l'exposé de 

MICHON). 

Soit b une courbe algébrique projective sur IF de genre g. 

- On considère deux diviseurs sur £ : 

D = E in- P. , chaque étant rationnel 

G = E iïIq Q avec : 

. Ttig > 0 

. supp (G)rïsupp (D) = 0 _ 

n invariant m r 1P armine de--Raiois de F fcloture alcrébriauel sur F 
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- On définit les deux applications suivantes : 

a) Jn de îî(G-D) dans telle que : 

3L : a) • (R es p (co) ... Res p ( c o ) ) 
" 1 n 

ou fi(G-D) est lfespace des différentielles oo sur (^telles que co = 0 ou (a)) D 

et ReSp (CD) est le résidu de w en P. 
i 

b) ̂  de L(G) dans F^ n telle que : 

Jl : £ • (fCPp ... f(Pn)) 

ou L(G) est l'espace des fonctions rationnelles sur Stelle que f = 0 ou (f) > -D 

- Pour une courbe suffisamment régulière (voir [10]) on obtient les résultats suivants 

en utilisant le théorème de RIEMANN-ROCH. 

Théorème : (codes géométriques de GOPPA) 

1) Si 2g- 2 <deg G < n + 2g - 2 alors C^ = 1^ (Jfl ) 

est un code linéaire (n,k) de poids minimum d avec : 

d > deg G - 2g + 2 

k >_ n - deg G - 1 + g avec égalité si deg G < n 

2) Si 0 < deg G < n alors CT = I (oT) 
— c L m -L 

est un code linéaire (n,k) de poids Tninirnun d avec : 

d >n - deg G 

k _> deg G - g + 1 avec^lité si deg G > 2g - 2 

3) Si 2g - 2 < deg G < n alros C^ et C^ sont orthogonaux. 

Remarques 

- Ce théorème est important en particulier parce qu'il donne une borne infé­

rieure du poids minimum des codes obtenus. 

- C'est au moyen de tels codes qu'on a récemment construit, à partir de courbes 

modulaires, une classe de bon codes dépassant la borne asymtotique de 
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VARSHAMOV-GILBERT qui était, jusqu1alors, la meilleure borne connue. 

- On déduit du théorème : 

n - k + 1 - g £ d 

ce qui montre que, pour g = 0, les codes sont M.D.S. 

Les problèmes de la construction des codes de GOPPA 

- Trouver des points rationnels sur une courbe (difficile). 

- Trouver effectivement une base de ft(G-D) et une base de L(G) au moyen dfun 

bon algorithme. 

- Quel est le poids minimum exact des codes de GOPPA ? 

- Trouver un algorithme de décodage. 

- Le cas particulier q = 2. 
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