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1 — INTRODUCTION

v -1

L'analyticité locale pour les solutions de 1'équation d'Euler

n o s .. , P .
dans R~ a été traitée par S. Alinhac et G. Métivier dans [2]. Il s'agit

ici de reprendre cette étude au voisinage du bord dans le cas d'un pro-

bléme aux limites.

La variable de an+1

n N
sera notée (t,x) €ER x R . On considére un

ouvert borné ), de bord analytique 9%, inclus dans R". Le mouvement d'un

fluide parfait incompressible et non homogéne a l'intérieur de { est régi

par les équations suivantes

(1.1)

f’%% + (u.V)u
div u

g% + (u.V)p
u n|89

1
- dPp + £
5 (gra )

o

dans (0,T) x §

dans {0O,T) x

dans (0,T) x §

dans (0,T) x of2

dans

dans

90



v -2

Les inconnues sont u = (u1,...,u ), p et P & valeurs respectivement
n

* b ’, . ] =
dans Rn, R+ et R. uo, po et £ sont donnees, po etant strictement positive

sur §.
n désigne la normale extérieure a 3f). Rappelons que
n du, " n 3v 1
div u = Z — et que (u.V)v désigne Z U, =—. On notera 0 = — et
: X, - j 9x. ol
=1 73 3=1 J :
U= (U:D) .
+ +
Soit Y > n/2. Sous les conditions Uo € (Hu 1(Q))n ! et

+
f € Co([O,To], (Hu 1(Q))n), on sait qu'il existe des solutions (U,P) dans

[0,T] x § avec T < T, vérifiant :

f
v e c®(lo,r], @* o™

{ au n+1

(1.2) = < c®(lo, 71, (&M )™

| P e c®(lo, 7], " 2(Q))

On renvoie en ce qui concerne le cas homogéne & T. Kato [10],
D.G. Ebin - J. Marsden [7], J.P. Bourguignon - H. Brezis [6] et R. Temam [13]

et pour le cas non homogéne i J.E. Marsden [16] et A. valli - H.B. Daveiga [15].

Dans toute la suite, nous supposerons donc donnée une telle so-
lution (U,P) dans [0,T]x Q. Pour simplifier les calculs, nous supposerons

aussi que U est entier.
La fonction u est alors bornée et a dérivées bornées sur
[0,T] x R et les courbes intégrales du systéme :

(1.3) g% (t) = ult,x(t))

sont bien définies pour t € [0,T]. En effet, le champ u étant tangent au
bord, les courbes intégrales de (1.3) issues de points du bord restent

dans le bord et celles issues de points de §) restent dans f. Si 1l'on
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note ¢t S(x) la solution de (1.3) avec condition initiale x en t = s, les
’ .

¢t , sont donc des difféomorphismes de f sur lui-méme.
’
Le résultat principal de ce travail peut s'énoncer de la fagon
suivante :
THEOREME 1

Soit x, €930 et yplx )={t (x,), t € [0,T]}. Si U,

'¢t,o
est analytique jusqu'au bord au voisinage de X0 si f est ana-
lytique jusqu'au bord au voisinage de YT(xO) alors U est

analytiques jusqu'au bord au voisinage de YT(xO).

L'idée de la preuve est la suivante : on reprend la démonstra-
tion de S. Alinhac et G. Métivier dans [2] consistant a dériver 1'équa-
tion en U et & estimer les dérivées de U grdce a une inégalité d'énergie.
Pour cela, on doit évaluer les dérivées de P en fonction de celles de U.
Dans [2], cela se fait en utilisant une paramétrixe du Laplacien. Ici, la

pression qui est solution du systéme :

div (0 grad P) = div (u.V)u - div(0o f) dans {0,T) x Q

(1.4)
grad P . n = p((u.V)u.n) - £.n dans (0,T) x 9%

est étudide par la méthode des ouverts emboités de C.B. Morrey et

L. Nirenberg [12].

2 — DEMONSTRATION DU THEOREME 1

AMmettons tout d'abord le

LEMME 2.1
(o]
Sous les hypothéses du théoréme 1, U . est - C Jjusqu'au bord

sur un voisinage de YT(XO).
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dont la preuve est reportée a la fin de cet article.

2a - Notations

On se place alors dans une carte locale : il existe un voisinage

de O dans R et un difféomorphisme analytique O

A, 3. _ 9 = A
de w, sur w, tels que 6*(53) = ayn et G(w1 neg =w
n

A }Y ot v
= > = = .
W, =w, n{y >o0}etds =u, {yn o}

"\
w, de X un voisinage w

1 1

1 n {yn > 0}. On note

Quitte & découper la courbe intégrale YT(xo), on peut supposer que sa
' projection en x est entiérement coﬁteﬁue dans wl, c'est-ad-dire qu'il existe un
voisinage w de x _ tel que V t € [o,T], ¢t,o(w n Q) cc w, n Q. si 1'on no-
te w) = {(t,x) € lo,T] xQ/ x € ¢t,o(w n}, on peut donc prendre
pour hypothéses que U0 est apalytique jusqu'au bord sur W N ﬁ, f est ana-
lytique jusqu'au bord sur é?iw) et grace au lemme 2.1, que U et P sont

0

C Jusqu'au bord sur qfﬁw).

Introduisons maintenant quelques notations : nous fixons une fonc-

. s S v ’ . ~ . v
tion réelle §, C sur w,, équivalente a la distance au bord de w et pour

1

- N
t € [0,T], nous notons Gt(y) =68(8 o ¢o £ © ) 1(y)). Pour § > O, Ws dé-
7
. \ A+ -
signe l'ensemble {y € W / &8(y) > 8} et Wos = 9 o ¢t o © ¢ 1(&;). On nor-
. . . t A
malise aussi la fonction § de sorte que : ¥V t € [O,T], Vix,y) € W, x w_,

t t
th(x) - St(y)l < |x—y|, &: désignant 6 o ¢ o 0_1($+). Enfin 6(F) (w)

t,o

(e}

désigne {(t,08(x)) / (t,x) € Fuw)}.

. . .. n +
L'entier y étant fixé, p > 3 les espaces Hu(wt 6) sont des al-

gebres, munies de leurs normes habituelles qu'on notera Il Hu t
4

/87

On a alors, pour tous u et v dans HU(B+

£,5)
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< ¢ |lul]

(2.2) . ||u'v||u’t,6 o ]J,t,6 : |]VIIUIt15

Utilisant 1l'équivalence des normes llu o 9|| et ||u|l "
" (w) 7 (W)
et les changements de variables ¢t o ' il est clair que la constante Co
14
peut étre prise indépendante de t € [0,T]. Pour t = 0, cette constante ne
P e e v .
depend que de la geométrie de w6 et on peut donc trouver 50 assez petit

pour que (2.2) ait lieu avec la méme constante C, pour tout § e 30,60] et

pour tout t € (o,T].

2b - L'inégalité 'd‘'énergie

L'inégalité d'énergie utilisée est inchangée par rapport a [2] :
o
si vec (ﬁf%w)) est solution dans inw) de

d
(2.3) 5% + (u.V)v =g

alors

[lvie, 011 s llvoall,
L7(¢, (wnQ)) L™ (wn)
t,o .

t
ro | el , e
0 L (¢s o(an))

’

Elle se traduit en carte locale en utilisant l'égquivalence de

|lu o 8]] et ||ul| . - Soit ¥ aéfinie par 3(y) = v(x). Si
1t (w) g ()

3 € d”<e(g?)(m)) est solution dans 6(@) de (2.3), écrite en carte locale,

alors :
Ily(t,.)ll 2 S C(Ile(o,.)|| 2 _
L (60¢t o(wnﬂ)) L7 (8 (wnf))
t A
+ J llg(sr')ll 2 _ ds)
o L (eo¢s o(wnﬂ))
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= vt , . . . .
On 1l'applique a 6 1(ou(s) et on démontre ainsi qu'il existe une
constante C > O telle que pour tout § € ]0,60], pour tout t € [0,T], pour

tout v € c°°(e(=f5(w)) solution de (2.3) :

(2.4) S ol a0, € c(||¥to, ] ,
AN L (W)

t
+ J Igts, ]| 5 ae 4)
o L(u)scrs

Dans la suite, pour simplifier 1'écriture, nous noterons de la

méme facon les ouverts et les fonctions avant et aprés le difféomorphisme.

2c - ‘Semi-normes

| .
Pour p €EN et ¢ G[Nn, on notem = c. _P—_E et m, = m|a| , la
(pt+1)

< . . n
constante ¢ etant choisie pour que l'on ait, pour tout @ €W :

o

Z () m m, < m et
osssa B a_B B

(2.5)

(0!.) m m < m
O<B<a 8 . |B|-1 lal-'8|_1 N IQI"1

€1, €2 et )\ étant des paramétres positifs, nous noterons pour M, N et g

entiers > O :

(~ Y
lwIM,q,t,cS - T$T=M 187wl lu,t,d
'Yn=q
T (w) = sup w
M,q,t 0<8<8 M,q,t,6
o
e -1+ A
(2.6) < TM t(w) = sup E:(zq 4+ " t(w)
’ o<ggM ey
(M-1)
(51, —At) +.x
T(w) = sup sup Ty t(w)
tel0,T] ogMgN Tm-1), '
La notation m_ désigne sup(m,o).

\
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2d ‘~ Dérivation des équations

aek
On note a., = +— , A = (
jk ij

25k 13, ken

F= (f,o) et B. grad P = (A. grad P,0).
En carte locale, les équations (1.1) s'écrivent alors :

(2.7) au + z a, u, 9u_ = O(JT-+ B. grad P) dans (O,T) x w+
at 3k jk "3 3

Yy
Le résultat est énoncé dans le lemme suivant qui sera démontré

au paragraphe 4.

LEMME 2.8

*
Il existe des constantes C, C1 et €1 > 0, il existe un polyndme

F de degré < 2, a coefficients positifs, tels que pour M 2> 2, g > O, pour

tout o € Nn, Ial =M, an = q, pour tout B Ean, |8| < H’la fonction
+ ’ I . I'd .
vV = 33 BU verifie dans B(in(w) une eéquation
(2.9) v + Z a.. u, v G
ot - jk "3 3
]lk yk

*
ou G satisfait, pour tout €1 < €1 vérifiant 61 TM-1(U) < C1, et pour tous

€, > 0, A20, 8 € ]o,Go], t € [o,T] :

lloll , , <ctu suplo] o

M,inf(q+1 /M) Itls'
L (wt,d)

+ [grad PIM,q,t,G

-At, 1-M -gq

+(ede™) e,  my F(T, ,(U), T, ,(grad P)))

2e - Estimation ‘de ‘la pression

En utilisant la méthode des ouverts emboités de C.B. Morrey et

L. Nirenberg [12], on obtient le

M,q,t,8’ |UlM,sup(o,q—1),t,6)
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LEMME 2.10

*
Il existe des constantes C, €1 et €2 > 0, un polyndme F a coeffi-

%*
cients positifs tels que pour M 2 1, pour tous 81 e ]O,€1], A > O et pour
tout t € [0,T] :

"\ \ -At,. -M
T (grad P) £ C(T (u) + (€1e ) mMF(TM(U),€1TM(grad P)))

M+1,t M+1,t

2f - Estimation des dérivées de U

LEMME 2.11

*
Il existe des constantes C1, H1, Xl, €2 et €1 > 0, il existe des

*
polyndmes F, et F, tels que pour tout €, € ]0,81],pour tout A vérifiant

1

A > 11 et pour tout N > 2, la condition 81 TN—T(U) < C1 implique :
T,(U) & sup(T (U), H, + F1(TN'1(U);TN'1(grad P))) et
TN(grad P) £ sup(T1(grad P) , F2(TN(U),€1 TN_1(grad P)))
PREUVE

La deuxiéme inégalité est une conséquence immédiate du lemme 2.10.

Pour démontrer la premiére, on applique le lemme 2.8 et 1'iné-

i c . . A0t .
galité d'énergie (2.4) a 3% BU . ol =M, @ =4 |8| < u, M > 1. D'aprés

l'analyticité de Uo' on sait qu'il existe € et H, > O tels que ¥V a en” :

1

a -(la|-1)
12 U0l|u.6 $ Hyle0) ¥ m(|a|-1)+

En utilisant le lemme 2.8, en multipliant (2.4) par GM—1 et en

*

prenant le sup en §, on obtient, si €, <€, et sieg, TM—1(U) < C
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\ 1-M
<
TM,q,t(U) < C(H1€o m

-As, 1-M_-q
TM’q’s(grad P) + (€1e ) 82

(q-1)+

En multipliant par 62

t
o 1-M -
< +
Ty (U) & ClH e " m, }O{M €,

14

+ (e e-ks 1-M €—1 0

) F(T

1 2 M M-

"
M .
o TM,lnf(q+1,M),S

Y
M,

() + ¥
M,q,s

m F(T, ,(U),T, . (grad P))}ds)

v

s(U) + M,

S(grad P)

(uy, (grad P))l}ds)

TM—1

(U)

et prenant le sup sur ¢, il vient que :

Si M 3 2 on utilise le lemme 2.10, ce qui donne, avec une nouvelle

fonction polyndme F et €, convenable :
¥ o) < ce ™n rMe]! t}% (u) + (e AS)ITM p(x (u),T. . (VP))}ds)
M,e S 1%a MM-1 2 ] w8t 1€ M-1" M= T M1

Nous appliquons maintenant le

LEMME 2.12 (de Gronwall)

Scient £ 20, g 20, A >

t t
f(t) £ A J f(s)ds + } g(s)ds + B
o o

f(t) £ Be

t
At }’ RACEE) g(s)ds

o

On obtient, si M > 2, €1 < €1 :

0O, B»O0, telsque V t € [0,T]

alors vV t € [0,T]

CMe_ 't
", 1-M 2
TM't(U) S CH e "m e
t cMel ' (t-s)
2 -1 -As 1-M
+ J e Me, (e.e ") my_q F(Ty_,(0), T, ,(grad P))ds)
o]
M-1, -At M-1
€. (e ) *
Multiplions par et choisissons e, < inf(eo,€1)
m
M-1
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-At, M-1
(e.e )
1 A,
—_— TM t(U)
M- 1 ’
(cMe A=)t M 8—1, (cMe” '-A(M-1))t
2 =2 2
S C(H, e + (1-e ~ yF(T,_ . (u)yT, .(VP)))
! A(M-1)-cue ! Mo

2

Soit X1 = 6C. Alors A €, > X1 implique, pour tout M 3 2 :

CM €;1 - A(M-1) < O

-1
Me a
ot 2 —< 3
AMM-1) -CcMe,  Xe,

Finalement, si N > 2, en modifiant H1 et F :

F(T, ,(U),T _.(grad P))
T (0) & sup(T (U), B + M- — ! )

2g — DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Les notations étant celles du lemme 3.11, posons

*
< g, tel

F1(H,K)
et A vérifiant A 3 max(k1,—jg———ﬂ.
1

(VP) & K impliquent, pour N > 2,

H = max(T1(U),2 H1) et K = max(T1(VP), 2 F2(H,o)), choisissons €,

que F2(H,€1K) £ 2 F2(H,o) et e, HL C

1 1

Alors les inégalités T _(U) K Het T

N-1 N-1

TN(U) < H et TN(VP) < K. Elles sont donc vraies pour tout N » 2. On en dé-
duit 1l'analyticité partielle en x de U et P sur %f?w). L'analyticité en
toutes les variables se récupére en revenant a 1'équation (1.1) (cf. le

lemme 3.6.1 de [1]).

3 - ETUDE DE L'EQUATION ELLIPTIQUE

3a - ‘Notations

Nous avons vu que la pression était solution du systéme (1.4)

qui s'écrit encore :
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Ap=p {div(u.V)u - V(o) V(R) - div(of)}
%% = p((u.V)u.n) - f.n

Traduisons le en carte locale : il existe un opérateur elliptique

2 .
Q de la forme 9 + Z ag 38 , avec les ag analytiques ne dépendant
Yy o<|Blg2
B#(o,2)

que de §I, il existe des coefficients a.

. s . -
3k et d'apres la condition u.n‘aQ

0,

des coefficients ¢jk ne dépendant que de § (voir [13]) et analytiques, tels

que :
+
QP=g dans (0,T) x w1
(3.1) %E_ = h dans (O,T) x .
y 1
n
du du
k%Y oF 90
avec g = p{} a s 3 I, - -] a 2 3y,
) rj 2k Byr Byl e rl 23 ayl ayr
af
o0 \ _]
-Z ——a.f.}"z Ay 5 A
0 0 I3 g, M
et h=-~p Z u., u_¢.. - f.n
Joe 3K K

Nous allons donc reprendre la méthode de C.B. Morrey et
L. Nirenberg en contr8lant les puissances de €1 et €2 ainsi que les fac-

torielles et en tenant compte des décalages et de l'utilisation des espa-

ces Hu au lieu de L2.

Dans tout ce qui suit, on omet de noter le temps, étant entendu
que les constantes utilisées dans les majorations n'en dépendent pas (en

particulier grace a 1.2).

Introduisons de nouvelles semi~normes compatibles avec (2.6). On

pose, pour M,N,q entiers
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.(’%ﬁ (w) = sup 8§ |w M.q.8
r O<6$a 'ql
o
"
(3.2) | EM(w) =sup €38 _(w
ogagM g
3
SN(w) =sup — S (w)
L ogMen ™

L'objet de ce paragraphe est de démontrer le lemme suivant

LEMME 3.3

*

> O tels que pour M > 1, pour €, < e1 , et

%*
Il existe C, €1, € 1

2

pour P solution de (3.1) on a :

TM+1(VP) < c(sM(g) + (M+1) TM(h) + sup(TM(h),TMH(h)) + €, mMTM(VP))

3b - Estimation des commutateurs

LEMME 3.4

. . —+ . . *
si a est analytique sur w , il existe C et €1 > O tels que pour
n
tous M 2 1, g 2 0, & €N avec [al =M et an = q, pour tout Y en” P

1 *
0 <|Y| < 2 ety # (0,2), et pour tous €, € ]0,61], €. >0, on a :

1 2

-(q—1)+
€

a Yy a+y 1-M
9 .0'P) - ad
1197 (a ) a P||Hu +

£ C(5€1)
(md)

mMTM(Vp)

En effet, ce commutateur vaut :

) (g) e G
B<a

*

. . —+ . .
Puisque a est analytique sur w , il existe H > O, 81

> O tels que
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-(|aj-1)
vaen® ||3%]] < H(e:G) *

m
H (Jal-1)

“(wé‘) +

u

La norme H" du commutateur se majore par :

a o-~B B+y
& %<a (B) ||3 a||u,5 ||a Pllu,5

En utilisant le fait que pour [B+y| > 1 on a
+ -
|08 Yol g < |]aB+Y 6VP||U'6 avec & & B+y et |§| = 1

On voit qu'on obtient un majorant :

) <‘é‘) (€:6)1—|a|+|6|

£ o m(lalelel_1)+ H . (815)

i _ B8,
CI8l+lvl-2, ~2

+
: TM(VP)

*

Si e, < 81)1es termes en €

. 1-
1 se majorent par €1 M. Les termes en

1

-(g-1
(a=Th+ Compte tenu de (2.5) et des notations (2.6)

€., se majorent par €2

2

on obtient le résultat.

3c — Estimation des dérivées tangentielles

On part de 1'inégalité classique pour 1l'opérateur elliptique Q
d'ordre 2 : il existe C > O telle que pour tout vy € Nn, |Y| & 2 et pour

R + .
toute fonction P, C & support compact dans w solution de (3.1), on a :

el , , <clleell , , + 1l , + 1,

Lz(w) L7 (w ) H (w) H (w)

Grice a la normalisation de Gt (voir paragraphe 2.a), on peut

oo ~
construire pour r et r, positifs, une fonction @, Co' identique a 1 sur

1

, a support dans &r“- et vérifiant :

wr+r t 1,t

1'

~(I8l+lvl-ls]-1,
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|al

voemn” 3 C(a) : sup |Da¢(x)| < cla)r

on démontre alors qu'il existe C > O telle que pour r et r, > O,pour

Iy| < 2, on a :

1
L™ (w ) L™ (w_ ) H (w_ )
r+r1 r1 r1
R e | N T ST T
r L™ (w_ ) H (w_ ) L{w_)
r, r, r,
En dérivant tangentiellement, si |a'| =M , |B'| < B , on obtient
135 B, < Plell ,
) L™ (w ) L (w_ )
r+r r
1 1
+ |100,8% " 1e]| R IE ]
iy T B (0! )
T g
1 a'+B* a'+B’ 1 a'+B!
+ = 137 7 pl] + 137 7 nl| + = [137 " nl| )
r? tw’ ) Ho(wh ) T L3l )
r r r
1 1 1
(On convient ici de noter 8a' = B(Q"o) pour Q' € Nn_1).
S, yiegpr e S
Le commutateur s'écrit Z {a6 3 3% By 3% +8 (ag 3 'p)}
o<l51|$2 1 1
§,#(0,2)
e $ , o'+§ , o'+
et chacun de ces termes 3" +8 (aG a3 1P) - 88 (a(S 3 1P) + 86 (as a 1P)
61+a'+8' ! ! ’ 4 !
- ag 3 P. La premiére différence se majore en norme L (wr ) par
1 1
, § a'+§
| [a® ‘ e[|

(a(S 3 P) - a61 ]

Compte tenu de 1l'analyticité des ag
1

Hexy- 1

elle se majore en utilisant le lemme 3.4 par C(E:1r1)‘|_M my, TM(VP) en choi-

*
sissant €, < €.. La seconde différence se majore par Clla |l
1 1 8 u+1t,r
a'+s ! !

T

soit, en modifiant C, par C sup(|P| ).

P||u—1,r1 M,o,ri"P|M+1,o,r1

Ainsi :
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|18Y0% || 2, + <ctlgly o+ suP(lhlm,o,r ABlet 0,z ’|h‘M+1,1,r
L (wr+r1) 1 1 !
+ iE IPIM,o,r1 + % sup(lP|M’§’r1 , |P|m+1,o,r1 ’ |P|M+1,1,r1)
+ % lth,o,r1 + mM(e1 r1)1—M TM(VP))
En choisissant § =r + r, , r = — , en multipliant par s et

1 M+1

compte tenu des notations (3.2), on obtient le

LEMME 3.5
—_— . .
Il existe C > O, €1 > O tels que pour tout M 3 1, pour tout
. n-1 o , n-1 .
a' €N ', |a'| = M, pour tout B' €N’ ', |8'| € u, pour tout v, |y| € 2,

*
on a, pour tout § € ]0,60], pour tout €, € ]0,61] :

1

M| 4YtO ' +B?
§7[ 18 p|| <
Lz(w;) ! M

+ sup(T. (h), T
sup M,O ’ M+ 1

(h), T h))
,0 )y M+1,1( )

3d - Estimation des dérivées normales

On revient a l'équation ; si |a| =M, M > 1, o =4 |8] < w
- §.+0+8 _ $
32 3%*Bp = 3B 4 Y ag @ P -] [a%*%,a; 72 e
Yn ¥ Y o<|8, ]2 °1 o<|8, |2 1
61#(0;2) 61#(0,2)

Le commutateur s'étudie comme précédemment en utilisant le lemme
3.4 et le fait que

!
13 ‘el s swp(|vel, o, IVP]

u-1,68 S M-1,(g-1) 8

On obtient le

)
1

v " 1-M
< c(sM o(g) + (M+1) T o(h) +m, €, TM(VP)
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LEMME 3.6

*
Il existe C, €1 > 0 tels que pour M 2 1, g 2 O,pour tout Q,

*
Ia‘ =M et an = g, pour tout B, lBIs U, on a, pour +tous & € ]0,60],€1<€1 et 52>o;
§ +a+B
+ 1
102 8% , , < ctlsl, o ¢+ oo a ' el ,
Yn Lo (wy) rd |6,152,8 #(0,2) L (wg)
|8]<u
| =,0_=q
-(g-1)
1-M +
+
(€1§) my €, TM(VP))
3e - Démonstration du lemme 3.3
Considérons, pour M 2 1, g » 0, la semi-norme ‘VP‘ . Elle
M+1,q,8

se majore par sup(‘P| . En utilisant les lemmes 3.5,

M+2,q,6"P|M+2,q+1,G)

3.6 et le fait que pour Inl £ 2, n# {0,2), pour |a| = M, an = g, pour

|8l < 1 on a

"By
L (wa)

< sup(|Vp| | ve|

M—1,(q—1)+,6’ M,(q-1)+,5'

|ve| | ve| | ve|

M,(q—1)++1,6' M+1,(q—1)+,5' M+1,(q—1)++1,6)

*
on trouve que, pour 61 < €1 :

-M. v \ 4" v
IVP|M+1.q,5 $ sup{cs (SM,o(g) + suP(TM,o(h)’TM+1,o(h)'TM+1,1(h))
+ (M+1)¥M o(h) + my e}"M T, (VP)),
-(g-2)
1-M +
sup(lglM,(q_1)+, s"glm,(q_2)+,5> + (€.8) me. T, (VP)

+ sup(|Vp| |ve|

M+1,(q—3)+,5'lVP|M+1.(q-3)++1,6' M+1,(q—2)+,5'

IVP|M+1,(q—2)++1,6)}‘
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. . M
En multipliant par § et prenant le sup en § :

%M+1’q<VP) < c(e;(q_1)+'s”M<'g) + sup(F,(h), ¥, (h)) + (ueD)F (h)
+ s:_M m, e;(q—2)+ Ty (VP)
* SuP(%M+1,(q—2) (VP)'::\EM+1,(q—2) +1(VP)'%M+1,(q—3) (VE),
+ + +
%(M+1),(q_3)++1(vm)).
Pour estimer IVP‘M+1,0 e? |VP'M+1,1 , nous avons besoin de
IPIM+2,o ’ |PlM+2,1 et lP'M+2,2‘

On utilise le lemme 3.6 en effectuant une récurrence descendante

sur le multi-indice B, ainsi que 3.5, ce qui donne :

A, ,
sup(TM+1'o(VP), Tm+1'1(VP))
"\ N \ N\ 1-M
< + + +
< c(sM'o(g) + sup(TM(h),TM+1(h)) (M 1)TM(h) €, mMTM(VP))
En regroupant toutes ces inégalités, on démontre que
% (VP) £ o H + o H + + a H + +a H
M+1,q < e, M,q % M,q-1 e T Oy M,g-k " q-2'M,2
+
aq-1HM,1
-(k-1) -(k-2)
N _ +V ") N\ 1-M +
ou HM,k =€, SM(g) + sup(TM(h),TM+1(h)) t e, meE, TM(VP)

+ (1) T (h)
M TM

N . b ” .« Id k+1 ’
et ou ak est une suite de terme genéral majore par R , R etant une cons-
' (g-1)
+

tante assez grande par rapport & C. En multipliant €, et en choisis-
1-

sant €, = ;g r ©On obtient le lemme 3.3.
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4 '— NORMES FORMELLES

L'objet de ce paragraphe est d'estimer les dérivées de g et de h
(voir 3.1) en fonction de celles de U et d'en déduire les lemmes 2.10 et
2.8. S'agissant de dérivées de fonctions composées , nous utilisons la

méthode des séries majorantes (Lax [11], Friedman [8], Wagschal [14]).

Dans le lemme qui suit, nous oublions de noter t et § qui appa-
a ~ . . ” . + 0]
raissent comme parametres. En particulier w désigne wé‘ Introduisons les
notations suivantes :

-(M—1)+ -(q—1)+

SM,q = €1 €2 m(M_”+ et Sa = Slal,an
© — a
Pour w € C (W) : |w| = su e
M.q Otﬁ)=M B (w)
an=q

|wl
[w]N = sup M9
OSMgN M,q
o<gg<N

LEMME 4.1
0 —
Soit w € C (w) une fonction réelle, ¢ une fonction analytique au
voisinage du compact w(w). Il existe Cet L > O (ne dépendant que de ¢ et

de IIWIIU+1) tels que pour tous p, q,entiers positifs, tous €1 > 0, €2 > 0,

la condition 81[w]N £ C implique :

i) [¢(w)]N < L[w]N

ii) |¢(w)lN+1'p\< L( |w] [wl) (ogpsN+1)

+
N+1,p SN+1,p

iii) Pour Ial = N+1 , an =p , pour j = 1,...,n :

||3°‘<¢<w)ay_w>—q>(w)a°‘8y_wl |, € Taw(s

2
5 j N1, inf (p+1,ne 1) WD)

+ sup( |w|

- N+1,inf(p+1,N+1)’IWIN+1,p'leN+1,sup(o,p—1)

)}

107



Iv - 19

Comme nous l'avons déja dit, la démonstration utilise la méthode
des séries majorantes. Nous pouvons adapter la preuve du lemme 3.3.1 de [1]
moyennant le résultat suivant :

]
: x*  alors 8(x) . 8(x) << €, B(x)

Zle

si 6(x) = z
a>o
Ce dernier résulte. de (2.5) et de 1'inégalité :
(Bn—n+ + (an—Bn—H+ < (o -1,

les i) et ii) en découlent immédiatement. Pour iii), on utilise le fait que

si |a| = M+1, o =d, si Iy| =1:
) % s s < (M+1) s ,
B<a B "IBl.8 laf-[8l+|vl.a_-B +v_ M+1,inf (q+1,M+1)
2¢|Blsm

. N . vV .
Ce lemme s'étend au cas ol w est a valeurs dans R et aux fonctions ¢(x,w),

[6)
en prenant |w|M = su sup 157w, || U .
'd aT=M J=1, .00V I mM (w)
Otn=q
LEMME 4.2
. d - < \)
Soit w = (w .,wv) une fonction C sur W a valeurs dans R .

17

Soit ¢(x,w) une fonction analytique au voisinage de W x w(a), il existe

*
€., Cet L > 0 tels que pour N, p > O et €

*
. <
1 <e, lacond1t10ne1[w]N SC

1

implique :
1 [eC,wln ]y < LO+wll)

i) o, w(.))] < n{|w| + S p(1+[w]N)}

N+1.P N+1,p N+1,

iii) pour Ial = N+1 , an =p, 3j=1,...,n , k=1,...,V

a a 2
8% @ xmd w-d0cwafa, wl| ¢ (v1)ris (] )

N+1,inf (p+1,N+1
J J

|wi )}

+ SUP(‘Wl N+1,sup(o,p-1)

N+1,inf(p+1,N+1)'lw|N+1,p'
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Donnons un dernier lemme qui nous permettra d'aboutir aux estima-

tions de g et h.

LEMME 4.3
Soient v et w € C (@) des fonctions réelles, ¢ une fonction analy-
tique au voisinage du compact v(w). Il existe C et L > O (ne dépendant que

>0, €. > 0 la condi-

de ¢ et de ||V||U+1) tels que pour M > 1, g > O, € 2

1

tion €1[V]M < C implique, pour |a! = M, an =q :

i) }|a“<¢(v)avawjlu K3 L([V]?IVWIM,q + [V]o[w]1lVVIM,q

+ E;M qu mlvly vl vl

. . o 2 '
ii) |19 (d)(v)avaw)Hu < L([v:|1|Vw|M,q + [V]O[VW]O|VVIM,q

1-M _-q
I vy ey mylvly JDvl IWl

Démontrons le i). On a :

3% (¢ (v)3vdw) = 6(v)3va%w + Bwp(v)3%v + dw] (1Yo (v)a% Yoy
o<yga Y

+ 1@ %maP ey Py

o<B<a ©  ogy<B

Le terme ¢(v)8v8a3w se majore par L[v]?le‘ compte tenu du

M,q

lemme 4.1.

Etudions le troisiéme terme et plus précisément z (a)3Y¢(v)3a—Y3v.
u o<yga Y

o
C ) v
P2 €L PO Ly ™ ey,

I1 se majore en norme H
o<ysa Y

c]

(a) Sl I
o<Y$0L Y Y ’Yn

soit par

[¢(V)]|a| Sup{Slal_ }[v]lal.

'S
Iyl+1,a -y "laf-lyl+1,a -y _+1

Les SM sont croissants en M et en g, et puisque
14
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a 1—la| _an . cq s
Leyealt” 51 Slal-lyleta e € ST & 7 mjg) v on obtient en ueiti-
~ -
le lemme 4.1 un majorant en L e:“'ai €2 n mlal [V]?a|-

Le dernier terme se majore par :

a B
§<B<a '8’ [g§y58 % SY[¢§V)]|B|S|B|-|YI+1,Bn—Yn+1[V]|8|+{]

% S [w]
|a|—|8|+1,an—8n+1 |a

-8
o B |8 . |
En utilisant ESYSB (Y) SY Slsi‘lYl+1an‘Y S, €, m'BI puis
-8 o
a, (8l n : -|al n .
§<8<a(8) €1 €2 mlsl S|d|-|8|+1,an—8n+1 < €1 52 m|a| , on trouve

-Q

L €;la| €2 n m|a| [v]fal [w]lal. Le ii) se démontre de la méme fagon, en

conservant la forme Vw.

Remarque

Le lemme 4.3 se généralise au cas des fonctions ¢(x,w) et au cas

< . V
ou w est a valeurs dans R .

Avant de démontrer le lemme 2.10, rappelons (3.1) que

du, du
Tk j 3P d0 . 30
= — - LA, —— = - fL o=
? p{g,k,r,larjagk ayr ayﬂ, %;,r,larjaga ayl ayr g,r 2 ] Byr
] a5
- a. . =—3
38 23 Byl
et h=-p %'k uj uy ¢jk - f.n

Nous pouvons donc nous ramener au cas ol g et h s'écrivent :

«Q
1]

¢,(U) U JU + ¢,(U) BU P + ¢, (U,£) U + ¢,(£)

=2
|

= ¢5(U) - f.n
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les fonctions ¢i étant analytiques de leurs arguments puisque

p(t,y) = po(t'¢o t(y)) (équation 1.1) est toujours strictement positive.
[

4.4 - DEMONSTRATION DU LEMME 2.10

*
D'aprés le lemme 3.3, il existe C, €., €

1 > O tels que pour M > 1

2

*
pour €, < 81 :

N \ “ \ \v 1-M
TM+1(VP) < c(sM(g) + (M+1) T, (h) + sup(TM(h),TM+1(h)) + €, mMTM(VP))

A,
Evaluons SM(g), grice au ii) du lemme 4.3 pour le terme ¢2(U)3U3P, et

aux lemmes 4.2 et 4.3 pour le reste.

De par l'analyticité de f, il existe € et K > O tels que

~(la|-1n,

n a
(4.5) vaewn ||37f]|| m(lul-1>+

R < Klede )

On en déduit, si €, <€et si €, vérifie les conditions imposées

par les lemmes 4.2 et 4.3, pour Ial =M et an = q

0% 11, g ctl®l, o+ 1%l s

-q

-M
+ (816) €,

m, F(TM(U),€1TM_1(VP)))

: ~ A -
ce qui donne : SM(g) < C(T (U) + € M my, F(TM(U),E

M+1 1 TM(VP))) avec une

1

nouvelle fonction polyndme F.

De la méme fagon, en utilisant l'analyticité de f et du bord de

2, on trouve que, pour €, assez petit :

1
—(M—T)+

T (h) < (T (u) +
m'h) & CIT(0) + e, Mu-1) J

(Ty_,(U)))

ol J est un polynome. Le lemme 2.10 s'en déduit immédiatement.
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4.6 — DEMONSTRATION DU LEMME 2.8

La fonction G du lemme 2.8 s'écrit, avec |al =M, an = q, et les

notations du paragraphe 2.4

a+B

3 _ z aa+8 U

(a., u. =)

(0F+0B.grad P) +z a
ik k3 3yk

j 3
Jk ] Yy i,k

Le commutateur est une somme de termes de la forme

(a.u dU) ~ au 9 3a+BU qu'on écrit

_ 3P

a0L+8

3%*B (au au) (au 3% 30) + 3P(au 3% 3U) - au 3**P au

. Ry . . +
La premiere différence, majorée en norme L2(wt 5) par
14
||3a(au 3u) - au 8% BUHu €6 s'étudie grice au lemme 4.2 et donne un majo-
14 14

rant de la forme :

c {M sup(|u| . |ul

M,inf{(g+1,M),t,0 M,q,t,8 ' lUIM,sup(o,q—l),t,G)

§ e AE)TM ma (14T, _,(0)) 23,

+ (g 2 M

La seconde se majore par C||aul] c'est-a-

s [13%ul|

p+1,t, 1-1‘1:t,5

dire un terme inférieur au précédent.

+ p . .
Le terme a“ B(0 B.grad P) s'étudie en utilisant le lemme 4.3 et

donne un majorant :

+ (816e_kt)1_M e 9m ,(0) T, L (VB))

+ IVPI 2 M

c(|ul

M,q,t,8 M,q,t,8

Enfin ||3a(G:F;||u + § Se majore grace a (4.5) et au lemme 4.3

lorsque €, < € par :

1

-At,1-M _-q

c(|ul + (e 8e ) T et my Ty (U))

M,q,t,$

On en déduit le lemme 2.8.
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o0
5 — ETUDE DE LA REGULARITE C

” 3 ’ o
Commengons par étudier le probléme de la régularité C globale,

on notera ||U||s = sup |lU(t)|| s et IIU(t)|l s = llU(t)||s.
t€lo,T] H (Q) H ()

PROPOSITION 5.1

o]
Si Uo est C jusqu'au bord sur £

Si f est dw([O,T] x §)

+
siuge Co([O,T] ’ (HHH(Q))n 1) est solution de (1.1) alors

vec(forT]x ).

Il est important de noter que le résultat est établi jusqu'au tempsT.
Ce résultat est mentionné dans J.E. Marsden [16] et probablement classique.
Pour la commodité du lecteur nous en donnons une preuve. La démonstration se

fait par récurrence sur l'ordre de régularité de U. Soit k un entier fixé et

H+k+1

+
supposons U € CO([O,T], (B (Q))n 1) nous avons alors le

LEMME 5.2

Il existe une constante C ne dépendant que de ‘|U||u+k+1 telle

+k+ +
que pour tout T' £ T, si U € Co([O,T'] . (Hg k 2(Q))n 1) alors

IIU(T')||u+k+2 < c<l|u<o)||u+k+2 + sup [ £¢s)]]

)
se[O,T'] u+k+2

Admettons-le provisoirement et démontrons la proposition 5.1. Le

Hu+k+2(m)n+1 H+k+2

fait que £ € c([o,T] , ( ) et U_ € (8

n+1
(§2)) assure, en
utilisant un théoréme d'existence et d'unicité [16], qu'il existe un temps

* *
maximal O < T &£ T pour lequel U € CO([O,T [, (HU+k+2(Q))n+1)-

D'apres le lemme 5.2, il existe C = C(IIU|Ip+k+1) telle que :

*
vtelorT[ llU(t)IIu+k+2 < C(|IU(0)||u+k+2+sup |1e(s)]]

s€fo,t

p+k+2)
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Il en résulte en utilisant U € Co([O,T] ’ (Hu+1(Q))n+1) que

H+k+2 n+1

* *
WT ) € (H (£2)) et vérifie cette inégalité. Si T < T, on applique

, . . S * +Kk+ +
le théoreme d'existence et d'unicité dans Co([T ,T] ,(HP k 2(Q))n 1). On a

n+1

HU+k+2(Q)) ). On en déduit

*
donc nécessairement T = T et U € Co([O,T] A
’ 0 -, o0 ’, . ”’, . o
la regularité C en x. La régularité en (t,x) s'obtient ensuite de fagon

classique en revenant a 1l'équation.

Remarque 5.3

On a aussi démontré le résultat suivant :
. w . —~
Si UO est C jusqu'au bord sur
® —
si £ € c®([o,T] , C ()
+1 + .
Si U € CQ([O,T] ,(Hu (Q))n 1) est solution de (1.1) alors

uec®lo,T], CE).

Il reste a établir le lemme 5.2. Il va résulter des assertions

suivantes :

LEMME 5.4
soient g, € c([o,1] , 2@)™) et v_e w2 ™. si

v e c([o,7] , (t2@)™") est solution de

%% + (u . VIV =g,
Vt=o = Yo
alors Vv t € [0,T]
[lv<t)||22 < 2|V |15, + }t g )|, as)
L) L o L7(R)
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t
Il suffit d'écrire vit,y) = v(o,d)o t(y)) + J g1(s,¢s,t(y))ds
I
A o

et de majorer llv(t)|| .
(@)

LEMME 5.5
11 existe une constante C ne dépendant que de ||U|Iu+k+1 telle
+k+2 +1 \
que pour tout T' £ T, si £, € c®([o,T'] (H" )" )) si
vec®lor], @™ 2@)™") est solution de
au _
5{ + (u . V)U = f1
U = U(o) alors
| t=0
otz )l'u+k+2 < C(HU(°)Hu+k+2 * }o 1k (s)||p+k+2 s)
En effet si o EINn avec Io&l = U+k+2 , on a
S %+ . M=%, . W 2% - 2% . W
et BaU| = BaU(o)
t=0
il suffit alors de montrer que, pour t € [o,T']
a a
[1tu . ma%ue) - 3%(u . V)U(t)HLZ(m < c||u|]u+k+1]|u(t)||11+k+2

d'utiliser le lemme 5.4 et de conclure par le lemme de Gronwall.

LEMME 5.6

Soient'e >0, mME€ER , m + €. Il existe C telle que, si u et

NS

v sont dans Hm(Q) alors

€

Haovlly < HHally, Holl, + vl Ilull%ﬂ:

uﬁp
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En appliquant ce lemme a % (grad P + £), on obtient le lemme 5.2.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 2.17.

5.7 - DEMONSTRATION DU LEMME 2.1

Rappelons son énoncé :
. w . . 1)
si Uo est C jusqu'au bord sur un voisinage de Xy
. o . . .
si £ est C jusgu'au bord sur un voisinage de YT(xo)

(o]
alors la solution U (vérifiant 1.2) est C jusqu'au bord sur un voisinage

de YT(xo).

Comme dans 2.a. on se place dans une carte locale (w1,8) et quitte
a découper YT(xo), on peut supposer qu'il existe un voisinage W de X tel

que ¥ t € [0,T] , ¢ (wn Q) cc w, . On peut donc prendre comme hypothéses

t,o

© — — © —_

€ C N € . 1l'ensemble wn ).
que U_ (wnNn ) et que £ € C (2?7w)) On notera w, ¢t,o( )
La démonstration se fait par régularisation. Pour tout W' CC W on construit

deux suites U
0,

r

et fE telles que :

ox + . .
(5.8) Uo e € Cw(Q) ’ Uo c converge vers Uo dans Hu 1(Q) et il existe

C>0 telleque : vE>0,VYVk 20

[lv sc|lull

o,elal+k+1 o Hp+k+1

(w'n Q) (w n Q)

™ = +
(5.9) fe € c ([o,T] x ), f€ converge vers f dans c®[o,T] , (u" 1(Q))n)
et il existe C>0t.q: ve>0,V¥vk>0,9vtc€/[or]

s ¢ |fee, 0]

(wé)

e el

+ +k+
Hu k+1 Hu k+1

(wt)

Considérons alors l'équation d'Euler associée i ces conditions
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*
D'aprés [16] et [13], il existe un temps T_ et une unique solu-

' * +1 +1
tion U_ € CO([O,TE[ ,E T han™h.
*
Le temps T_dépend uniquement d'un majorant de IIU |l et
€ 0/& T gH+T )
de sup ||f€(t)|| u+1 donc les solutions U existent sur un méme

telo, 1] 7Y ()

* [o ] R
intervalle [0,T [. D'autre part , Uo e et fe sont C donc d'apres la propo-
r

[} * —_
sition 5.1, les UE ec ([o,7 [ x ).

Nous pouvons alors utiliser les majorations démontrées dans le

lemme 2.11 et reprendre la méthode du paragraphe 2.g, ce gqui donne, pour

*
des semi-normes TN £t avec t < T : il existe un polyndme F tel que
’ 4
*
¥N21, PE<T

TN,t(UE) £ H et TN,t(VPe) < K
avec H = max(T,{U_) , 2 sup ||U || )
1" "¢ K30 0,€ Hu+k+1(w, n o
et K = max(T (VP ) , F(sup ||f (s)]| ))
! € k20 € HU+k+1(mé)
s€f{o,T]

Comme les normes ||U€(t)|| sont majorées indépendamment

+
| o)
de € sur [0,T], on a, en utilisant (5.8) et (5.9) : il existe H et K > 0O t.q
*
v > VN2>,V <7 £ m < . i
€ o, > 1,V t 'TN,t(Ue) H et N,t(vps) £ K. Maintenant la

x
condition 3¢ >0 , vt € [o,T [, ||u (o)} £ C implique, par le
€ Lo

n+1

‘. Voot a4 2 * H+1 *
théoréme d'unicité dans co([o,T [ , (4 (§2)) ) que ¥ £t < T , U€(t)

H+1

converge faiblement vers U(t) dans (H (Q))n+1. On en déduit que

*
VN1, VEt<T , T

U) < H <
N,t( ) € et TN,t(VP) < K
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* [
Ainsi Vt < T , U(t) €C (wé). Ceci étant vrai pour tout
w' CC w, les constantes H et K ne dépendant que de w (5.8 et 5.9) on en

. * )
i . < € > .
déduit : V t T , U(t) C (wt). et VN =1, TN,t,w(U) < H

*
Si l'on considére maintenant une suite t -+ T , la condition

U(t ) > U(T ) dans H" (Q) implique que U(t ,¢ ol > U(T*,¢T* o(-))
n ’

dans H" (wa) pour tout § < 6 . On déduit alors de la majoration T (U) £ H

N t
*
i 7 . U 7
la convergence faible de U(tn ¢tn’o( }) vers U(T ¢T*, (.)) dans HM (wG)

pour tout k et tout § , si bienque : ¥ N2 1 , T (U) € H et

N, T*
* -]
U(T ) € C (W, ).

*
Ensuite, comme dans la démonstration de 5.1, T =T et

v t € [0,T] , U(t) € cm(wt).

La régularité locale en toutes les variables, c'est a dire
o . . . ~
U €cC (Qf;(w)) s'obtient alors de fagon classigue. On raisonne de meme

pour la pression.

118



(1]

(2]

£3]

[4]

[SJ :

(6] :

(7] -

[8]

(9] :

[10}:

Iv - 30

REFERENCES

S. ALINHAC - G. METIVIER : "Propagation de l'analyticité des solutions
de systémes hyperboliques non linéaires". Invent. Math

75 (1984) 189-204

S. ALINHAC - G. METIVIER : "Propagation de l'analyticité locale pour

les solutions de 1l'équation d'Euler". Arch. for Rational
Mechanics and Analysis (& paraitre).

C. BARDOS : "Analyticité de la solution de l'égquation 4'Euler dans un
ouvert de R'™". C.R.A.S. Paris, t 283 (1976), 255-258

C. BARDOS - S. BENACHOUR - M. ZERNER : "Analyticité des solutions pé-
riodiques de l'équation d'Euler en dimension deux".

C.R.A.S. Paris, t 282 (1976), 995-998.

S. BENACHOUR : "Analyticité des solutions périodiques de 1l'égquation
d'Buler en dimension trois"”. C.R.A.S. Paris (1976),

t 283, 107-110

J.P. BOURGUIGNON - H. BREZIS : "Remarks on the Euler equation". J.
Functional Analysis, 15 (1974) 341-363.

D.G. EBIN - J. MARSDEN : "Groups of diffeomorphisms and the motion of
an incompressible fluid". Ann. of Math. 92 (1976) 102-163.

: A. FRIEDMAN : "On the regularity of the solutions of non linear elliptic

and parabolic systems of partial differential equations”.

J. Math. Mech. 7 (1958) 43-60.

L. HORMANDER : "Linear partial differential operators". Springer
Verlag (1969).

T. KATO : "Non stationnary flows of viscous and ideal fluids in R3".

J. Functional Analysis 9 (1972) 296-305.

119



w - 3

[11] : P.D. LAX : "Non linear hyperbolic equations". Comm. on Pure Appl.
Math. ; 6 (1953), 231-258.

[12] : C.B. MORREY - L. NIRENBERG : "On the analyticity of the solutions of
linear elliptic systems of P.D.E.". C.P.A.M., Vol X,
(1957), 271-290.

[(13] : R. TEMAM : "On the Euler equations of incompressible perfect fluids".
J. Functional Analysis 20 (1975), 32-43.

[14]

C. WAGSCHALL : "Le probléme de Goursat non linéaire". Séminaire

Goulaouic-Schwartz, 1978~79, Ecole Polytechnique.

[15} : A. VALLI - H.B. DAVEIGA : "On the motion of a non homogeneous ideal
incompressible fluid in an external force field".

Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, vol 59 (1978).

[16] : J.E. MARSDEN : "Well-Posedness of the equations of a non-homogeneous
perfect fluid". Comm. Part. Dif. equ. vol 1, (1976), 215-230.

o]
[17] : R. TEMAM : "Local existence of C solutions of the Euler equations

of incompressible perfect fluids". Lect. Notes in Math.,

vol 565, Springer Verlag, p. 184.

120



