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INEGALITES L2 ET REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS

INTRODUCTION

Le but de ce travail est d'étendre & certains opérateurs hypoel-
liptiques, (images par une représentation d'un groupe nilpotent G d'opé-
rateurs invariants a gauche) la méthode classigue de démonstration d'iné-

galités L par transformation de Fourier utilisde pour les opérateurs a

coefficients constants.

Si P(Dx) est un opérateur elliptigue, homogéne d'ordre m, & coef-

ficients constants, 1l'inégalité classigue :

|12 v £ & ¥R
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résulte de la suivante

(0.2) % %1% < ¢ |26y ]2 vEgegh
Qa

=m
qui provient elle-méme de la continuité des deux membres, du fait que celui

. A n-1
de droite est non nul, et de la compacite de S .

S1 maintenant l'opérateur étudié est 1'image d'un opérateur homo-
géne invariant & gauche P par une représentation m° d‘une forme décrite au
§-1, on a @éfini dans un livre [3] avec B. Helffer un ensemble [ de repré-
sentations irreductibles ae G, tel que l'injectivité de II(P) pour tout

I € T est nécessaire pour 1'inégalité analogue & (0.1) (voir Définition

Nous démontrons ici la réciprogue (Théoréme 1.6). L'étape la plus
difficile est celle de la continuité pour les inégalités analogues a (0.2).
L'espace topologique gqui remplace la sphére Sn_1 est le gquotient de 1l'en-
semble B\{0} ges représentations unitaires irréductibles non triviales de
G par l'action des dilatations, cet espace étant muni de la topologie quo-
tient. On utilise pour l'analogue de (0.2) une propriété voisine de la semi-
continuité, exprimée dans le théoréme 1.2, et gui avait été démontrée dans
un cas particulier dans [3] (chapitre VIII). Les arguments gul permettent
de déduire l'analogue de (0.1) de cette propriété sont les mémec gue dans
(3]. En particulier, on prouve une nouvelle fois la conjecture de

r -

L10}, par une méthode plus simple que dans |

(@}
o)
0]
9]
e
F—
[\
3
0,
(3]
.
D]
ct
~—
~1
—

-

On & montré dans [9] qu'une condition d'injectivité analogue a
celle du theoreme 1.6 est nécessaire pour des inédgalités analogues a (0.1)
pour des operateurs pseudo-différentiels plus généraux. Le théoréme 1.2

sera peut-étre une premiére étape vers la preuve de la réciprogue.
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Les difféomorphismes construits au §-5 sont inspirds de ceux

gu'emploie Y. Egorov dans [1] (voir aussi Hérmander [4]).

Je remercie Y. Guivarc'h et J. Camus de m'avoir suggéré ce pro-

bléme.

1 - ENONCE DU RESULTAT -

On considere une algébre de Lie nilpotente ? , admettant une dé-

composition en somme directe de scus-espace ?ﬁ {1 & 3 <€) tels gue
1.1 gﬂ g c ?. si j+k € r
(1.1) [ x o J+k itk <
=0 si J+k > r

On considéere une base (XI) de 3§, dont chacun des €léments est dans 1'un

des sous-espaces gj' l'indice j correspondant étant noté IIi.

On désigne par 2%((?) l'ensemble des expressions polynomiales
non commutatives, homogenes de degré k, par rapport aux XI' On notera (Ajk)

ont le poids III.

une base de Tik( g). Pour 1'homogénéité, les X;

Dans toute la suite, on considére un entier m » O, et on suppose-

ra toujours gue 1'une des deux hypotheéses suivantes est vérifiéde :

- ou bien g_ est "stratifiée", c'est a dire engendrée par le
) sous-espace .
(B ) T }1
L - ou bien m est un multiple commur. de 1,2,...,r.

On considere un €lément P de Zgnﬂg), fixé dans toute la suite,
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et les éléments Ajm homogénes de méme degré m seront notés simplement Aﬁ.

On notera Gt l'application linéaire de'? telle gue ét(XI) =

*
X (t >0, |1l € ), et par dt sa transposée.

*

A toute forme linéaire { E(g » On assocle classiguement une re-
présentation unitaire irréductible HQ du groupe G = exp g’, (voir Kirillov
. . . ) ‘ v J2 k(&) .
[6], ou bien [3]). La représentation Hi sera réalisée dans L (R }, ou

Iod

k() est un entier dépendant de £. On notera aussi 1. la représentation

g
correspondante de l'algebre @ . Pour toute représentation irréductible

N . L. * B - . . .
Il € G, l'ensemble des formes linéaires £ E‘? telles que Il soit éguivalen-
te a HQ est appele orbite de I et noté O(Il). s: % € O(II), on pose

5= 2R e 5"H = Y

La topologie de l'ensemble quotienz évogué dans 1'introduction
n'est pas séparée, ce gui nous améne & associer & toute suite (Hv) (V € N)

A .. . P .
dans G un ensemble llmlte;f, selon la définition suivante :

DEFINITION 1.1

. o A L ;
Si (Hv) (V € N) est une suite dans G, on notera Qg l'ensemble
s . ) * .
ées formes lineaires £ € @ telles qu'il exisze une suite &'entiers (nc),
v e
. . _+ . i
“entant vers 4+, une suite (t ; dans R, etr, pour tout g € K, urn é&idment
% dans Oi{h_ ), tels cue
g n
a
*
(1.2) £ = 1lin § £
T g
g G
Le résultat principal de ce travail est le suivant :
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IX - 5

THEOREME 1.2

Soit (Hv) (V € N) une suite de représentations unitaires irréduc-

tibles non triviales de G. On suppose qu'il existe Co > 0 tel gue l'on ait :
(1.3) U a0l |2 < c |ln, me]]?
: ; 9275 T Yo'ty

. k(L
pour tout £ dans 1l'ensemble ;f ci-dessus, et pour tout f dans j} = tf(R ( )).
L
Alors, pour tout € > O, il existe un entier N(€) tel qu'on ait, pour tous

w1

On désigne par Hg l'espace des fonctions f € HH telles que H(a)f
soit dans HH pour tout A € q%((g) (k & m), cet espace étant muni de sa
norme naturelle. On sait qu'il existe en entier m tel que l'injection de
HEO dans HH scit compacte, pour to'ut Il e 'é\{o}. Si g est engendrée par

le sous-espace 51, on a mo = 1. Avec les mémes arguments que dans [3], on

déduit du théoréme 1.2 la conséquence suivante :

THEOREME 1.3

*
On suppose que m > mo. Soit F un sous-ensemble fermé de é? , sta-

*
ble par les dilatations ét. On suppose gue F est une réunion d'orbites, et

. . . k(&)
que, pour tout £ € F\{o}, 1'opérateur HZ(P) est injectif dans F(R ( ).
Alors il existe CO > O tel que (1.3) soit vérifide pour tout £ € F et pour

{
tout f € "f(Rk'Q')).

. , iy o A '
Soit maintenant [I un élément fixé de G\{0O}. On note I'(Il) 1'ensem-
- . * 0 ]
ble des formes linéaires { € g! telles gu'il existe une suite (Qv) dans

: . +
l'orbite O(Il) et une suite (tv) dans R , tendant vers 0O, telles gue
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» (cOne asymptotique de l'orbite). On déduit aussi du théo-

reme 1.2, avec les mémes arcuments que dans [3], la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4
soit I € 6\{0}. on suppose m 2 m_. Les leux propriétés suivantes
sont éguivalentes :
e : m .. . .
1) L'operateur Il(P) = HTI - HF est d'image fermés, et son novau
- S
est de dimension finie.
.. - I T { 0 L o ™ o : - f
ii) Pour tout &L & T(IH\{o}, 1 operateur nﬁ(P) est injectif dans -
TR
Si ces conditions sont satisfaites, le ncyau de Ili(P) est contenu dans

n
. . o] . . . s
Soit maintenant II” une représentation de 3 dans I Rn; telle que,
g
pour tout X Eé?, l'opérateur I (X) soit de la forme suivante -
T"O Y \ 8 ( a H P
(1.5) i ()\/=A1(X;a_+A2(X1:X>a_—+"'+A(X el X ) °
X? X2 oo "“n-1 an

ot les Aﬁ(.,x) sont des polyndmes réels, ne dépendant g

Ue des variables in-

diguées. On fait 1'hyvpothése suivante :

. v
tel gue les formes linéairesg X+ 5

(%
o)

-

*
ineairement indépendantecs dans ? .

en tout point.

ielle de la représentation quasirédguliér

0

sous-groupe de G.
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X - 7

DEFINITION 1.5

n .. .
Pour tout Xo € R, on designe par FX 1'ensemble des formes li-
* - . . © 2n
néaires 2 GR? telles qu'il existe une suite (Xv,ﬁv) dans R, et une sui-

+
te (tv) dans R , telles que :

Xv - X ]gv[ > ® guand V * ®
{(1.6) I I
1 I|-0
R(x ) = lim 7 £/ 1'% )(x £ ) si 1]« r
I iV I VTV )

P o} .
Cn a désiagné par I (X}x,EY le synnsl

W

completr de l'ondratesur

différentiel HO(X). On déduira des théorémes 1.2 et 1.2 le suivant

THEOREME 1.6

n . L . .o
Pour tout X € R, les deux propriétés suivantes sont equivalen-

tes, s1m > mo

i) Il existe un voisinage V de X_ et une constante C 0 , tel

gu'on ait :

(1.7) ) IIHO(Aj)fI!2 sclli®mel?+ e vee c:(v)

J

ii) Pour tout % € Tx \{o}, 1l'opérateur HR(P) est injectif dans
)

L'implication i) = ii} est démontrée dans des situations plus
générales dans [9]. Rappelons que 1'inégalité (i.7) entraine 1'hypoellipti-
cité de 1l'opérateur m°(p). Lorsque R" est muni d'une famille de dilatations
telle que les opérateurs HO(XI) soient quasi-homogénes de degré 'Il, et

. . . o ‘
lorsque X, = O, l'ensemble Py coincide avec le spectre de ™ (voir [3],
q )
chapitre II). En particulier, si II” est lz représentation réguliére de G,

A . . . 5
le spectre est G tout entier, et l'on retrouve la conjecture de C. Rockland.
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IX - 8

2 - FORME EXPLICITE DU RESULTAT -

Nous allons énoncer un résultat plus général, dont se déduiront
les théoreémes 1.2 et 1.6. On désigne par E l'ensemble des représentations II
- ':f n . .
de ? dans J (R) telles que, pour tout X G;, 1'opérateur I(X) soit de la

forme suivante

3 3 3
1) Il = () —— + L — + ( . (X))
(2.1) (X) A1(h) 3% AZ(X1,X; 3X2 + ... An\x1, X _4 X) an

+ 1 B(x,X}

ol les Aﬁ(.,X) et B(.,X) sont des polyndmes réels, ne dépendant cue des va-

-

riables indiguées, e -eprasentatiorn lIT zesccice

ot
+
m
-
.
T
[
I()
f
b
9]
b

vérifie 1'hypothese (H1) du §-1. L'ensemble E coincide avec l'encemble des
representations induites & partir de sous-algébres de codimension n, (§-1.6

du chapitre II de [3]).

On considére maintenant une suite (HV) (v € N) dans E et une sui-
. . . n s ) . .
te (Kv) de fermés de R . Pour tout X Eéf, on note Hv(X) {x,£) le symbole

5

complet de 1'opérateur Hv(X). On fait 1'hypothése suivante :

(H,) % | |H\,(xl)(x,g)i #£ 0 vix,E) & P Y V€N
Iigr

TTWNTTTANY S
DETINITION 2.7

7
gu'il existe une suite (nc) ¢'entiers, tendant vers + «, &t, DOUr =out
€ N, un point (x Vo3 , L . { .
q ' p { q,gq, dans K x R’ et un réel t_ > 0 tels que
q .
N oy - NE l
(2.3) Q(XI/ = lim -+ t n o(x.) (x ,E si I <r
i g n I g g ~ ot
e aq o

269



THEOREME 2.2
Soient (HV) une suite de représentations dans E, vérifiant (H,),
(Kv) une suite de fermés, et &9 l'ensemble ci-dessus. On suppose gu'il exis-

te CO > 0 tel que (1.3) soit vérifide pour tous & € Qf et £ € f} . Alors,
2

pour tout € > 0, il existe N(E) > O tel gu'on ait (1.4) pour tous V 3> N(E)

oc
et £ € C (K ).
oV

Montrons maintenant comment les théoreémes 1.2 et 1.6 se déduisent

du théoreme 2.2.

PREUVE DU THEOREME 1.2

11 suffit de deémontrer ce théoréme lorsgue les représentations HV

. P 2,_n . . .
So1bt toutes realisees dans L (R ), puis de faire varier n. On sait ([3],

2,.n .. . ..
ans L (R}, alors la différentielle

o

N
~hapitre I1) que, si Il € G est réalisee
de II est dans E, et que son orbite O(Il) coincide avec 1'ensemble des formes

linéaires % suivantes :

(X;E)

1
= — { , [
(2.4) SL(X,E)(X) 1 mex) (x,8) ¥ X g

. 2n . . . R
(x,£) varie dans R~ . Par conséquent, si (Hv) est une suite de telles

[ g

Q0

- . Ly . s i s . n
representations, l'hypothese (H;) est verifiee, et si KV = R pour tout

v € N, ]'ensemble &f de laz définition 2.1 coincide avec reliu: de la défini-
tion 1.%1. Par conséguent le thécreme 1.2 se déduit du théoreme 2.2.
Le thécréme 1.3 et la proposition 1.4 se déduisent simultanément

du théoreme 1.2, par récurrence sur r, avec les mémes arguments gue dans

[ 3] (chapitre VIII, §-3 & 5).
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IX - 10

PREUVE DU THEOREME 1.6 (implication ii) => i)

On montre facilement (voir [3]) gue 1'ensemble T vérifie les
P
o
trois hypotheses du théoreme 1.3. Par conséguent, sous 1'hypothése ii), il

existe Co > O tel que (1.3) soit vérifiée pour tout £ € ' . On montre en-
X
o)

suite gqu'il existe un voisirage V de X tel gu'on ait :

, ~ T [ < | }2
(2.5) Tafll“ < 2 ¢ | pie!]

%}]2 j l ~ O’|Q/ [

J

¥
pour tout £ € FX, x € V, et pour tout £ € 5_ | Pour cela, on raisonne par
i, N
X .
l'absurde : s'il existait une suite (x ! tendant vers x , et, pour tout
\ o

v € N, un €lément £  de TY contredisant (2.3), on montre facilement gque

\V) S
U
\

l'ensemble :f associé a la suit

t

1]

serait contenu dans I' . Par consé-
X
v c
quant, le théoreme 1.2 serait en contradiction, pour V assez grand, avec

l'hypothése du raisonnement par 1'absurde.
Enfin, on démontre (1.7) avec les mémes arguments qui servaient
. . - o~
prouver la proposition 1.4 dans [3]. On considére l'algebre ;Z = ;Z X R,
f Al ) ! . ) . -~
telle gue @ % 10! soit isomorphe a g et gue X = (0,1) commute avec 3
/

7 c

g
On pose & _(X,y} = (GtX,ty) pour tout {X,v) €(?. On déduit une suite de re-

v

. . - ~ n,
preésentations Kv de ;Z dans J(R") en posant :

L X i . € é? x {0}

tes |
>
[}
=
O
>
wn
e

Lo
2NQ

Si ¥ est un compact de V, on veit facilement gue l'ensemble

K = K est tel gue la restriction { de

v
(3]
n
[0}
0O
']
v
'
I
[
o
[
ot
o
|
D
ot
m/

P
Rad
tout €lement L € Je & @ =st dans la réunior des [ (x € K). Le systeme des
T X *
v

L g

m-k N . . . .
X L. lot A est une base de U (g )) forme une base de U (g), gu'on
o] JK RS —~ K ¢ m

~ . . / ~ . 7
notera A.- Or voit gue si § Ecé , alores HE%XOJ est un scalaire, noté i A.

271



IX - 1

On sait que, sous 1'hypothése (Ho), pour tout € > 0O, il existe C(e) > O

tel que :
m-1
2{m-k) 2 2 2 2
(2.6) g § A g ea el < e § g ea, el + ccer A7 £

=0

*
pour tous £ € é? s A2 0et £ E‘jh . On déduit de (2.5) et (2.6) que l'on
2

a, avec un autre C(e) > 0

2 4 cley

g I f fll s tac_+e) [T«

pour tous { € if et £ € ‘fﬁ~. D'aprés le theéoréme 2.2 (ou, plus exactement,

d'aprés son extension aux systémes surdéterminés, gui se démontre de manie-

re identique), il existe N{(g) > O tel que

2m HZ

o 2 » 2
) ||HV(Aj)f|' s tec 2l [ el |2+ rete) i

|

[=o]
pour tous Vv » N(g) et f € CO(K). Cette inégalité entraine bien (1.7).

Le reste de ce travail est consacré a la preuve du théoreme 2.2,
qui sera démontr€ par récurrence sur l'entier n. Il est évident si n = O,
c'est & dire pour les suites de représentations scalaires. Nous suppose-
rons donc le théoréme démontré pour les suites Hv réalisées dans

Rk(k < n-1).

Conventions 4'écriture.

Dans toute la suite, si HA est une représentation dans E, dépen-
dant d'un paramétre quelconque )\, alors, pour tout X éEéZ, les coefficients

de I, (X) dans 1l'écriture analogue a (2.1) seront notés Aj(.,X,X) et

A

. . .. . o}
B{.,X,\), et la representation associée comme en (2.2) sera notée Hk'

On dira qu'une famille de polyndmes Pk' dépendant d'un parametre
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IX - 12

A, est bornée si le degré et les coefficients de P, sont bornés indépendam-

ment de A.

Nous allons maintenant rappeler deux propositions qui seront uti-

lisées plusieurs fois.

THEOREME 2.3

D < . 5 : N n
Soient [l une représentation dans E, xo un point de R et C > O.

Les deux propriétés suivantes sont égquivalentes

, &, o0,
1) On a, pour tout £ € (R}

) HTI(Aj)fllzs ¢ ezl |?

]
n , L. P
ii) Pour tout £ € R, si l(x £) est la forme lineaire definie
’

en (2.4), on a

I lim, (A.)fllzscllﬁl (py£] |2 veed
3 (x_/E) 3 (x_.E) 2

(xO,E)

Ce théoreme résulte des §-1.6 et 2.2 du chapitre II de [3]. si
la condition i) est vérifiée en un point X elle est vérifiée en tout

autre point Y, car on voit que toute forme E(Y n est dans 1'orbite d'une
ril
o]

forme i -., @race a 1l'hypothése (E.).
: yeo®

205! “F 1

Or. ccnsidére maintenant une faville e représentations Ly
R =)
dans E, qui dépend de A > C et d'un autre paramétre p qui décrit un ensem-

ble I. Soit K un compact de Rn, indépendant de X et p. On fait les hypo-

theses suivantes :
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IX -~ 13 . -

1) Pour tout X Eé?, les polyndmes Aj(.,X,X,p) et X_1B(.,X,X,p)

sont bornés indépendemment de A et p.

2) Il existe un voisinage K de K et une constante C > O tels que :

(2.7) i (X ) (x,8)| > 20]g]+n)
%I <r (A,p) "I

g
pour tous x € K, £ € R', A > O et p € I.

THEOREME 2.4

in
2
n
]
{D
n
¥
I,J
0
it
o2
(]
(U]
®
wn
(9]

i-dessus, il existe C > 0 e+ Aj > 0 tels que:

A=

m-k
2 2
(2.8) T YAt om (a, VE|[“ < c ] || (A, )f]]
K<m 3 {A,p) gk 3 (A.,0) 5m
si A3 A et f &CUK).
) o
DEMONSTRATION
1) Cas ou m est multiple commun & 1,2,...,r. On considére les
opérateurs suivants dans R: X R
) 1 3

? ID =
PI(x DX y) - 3y

.~

Aj(X,XI,X,O) 5;; + X B(X,XI,X:O) =

Les coefficients de ces champs de vecteurs sont bornés dans

® n+l L. . N
C (R } indépendemment de A et p. D'aprés (2.7) on a

% I (<.l > clgl+fnh
Ilsr

~ n+1
pour tous x € K, (£,n) € R »r A > 0O et p € I. Soit L le compact Kx b [-1,1]Y-

D'apres l'ellipticité du systéme, il existe C > O, indépendant

de A et ¢, tel que

d 2 2 p o
I[ 5‘5‘!' < C % HPI(Xerpr)gH + C Hgll v g e CO(L)

Ilér

274



IX - 14

[+<]
On en déduit que, pour tous N € R et f € CO(K), on a :

lInel1% < c % e .0 mel? + c [lgf]?
I|<r

En particulier, pour n = A.

2 2
o) B ENT + e el

Ii&r

(2.9) |Irg]|? < c% |1

L. m .
En réitérant fois, on obtient

E]

(2100 i P s e el ]f
%
(A,p)

D'apres (2.6), si k< m

m-k m

T 2 2 T
(2.11) |14 H(A’p)(Ajk)fll <c % H(X,D)(Ajm)f|| s c | |ATg!

Z

Toutes les constantes C sont indépendantes de £, A et p. L'inéga-

lité (2.8) se déduit de (2.10) et (2.11), si A est assez grand.

2) Cas ou g_ est stratifiée. On désigne par X1,...,Xp une base

du sous-espace ?ﬁ' On associe aux opérateurs Il

(X.) des champs de vec-
(A,p) 73
n+1 .. e ..
teurs Pj(x,Dx,DV) dans R comme ci-dessus. Ces champs verifient la concdi-
ticn d2s crochets de Hérmander dzns K x R. On leur apolicue 1'insgcaliszé des
Rotnscniid-Stein [ 11}, dont on Séduit la conséguence suivants
1
r

Cette inégalité peut aussi se déduire de (2.9) par le théoréme

d'interpolation de [8]. En réitérant, on obtient (2.8) pour tout entier m.
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IX - 15

3 - UN CAS PARTICULIER -

Le but de ce § est de démontrer une variante du théoréme 2.2 lors-

que les hypothéses suivantes sont aussi vérifiées :

(H3) Pour tout X € éz, les polyndmes Aj(.,X,v) et B(.,X,V) sont bornés
indépendemment de V.
(H4) Les fermés Kv sont contenus dans un compact fixe K, et il existe
A d
un voisinage K de K et une constante C > O tels gue :
(3.1 ¥ !Hz(xT)(x.E)! > ¢l veyeK vEer' wvyeux
t - . -
T1isr

Plus précisément nous allons démontrer la

PROPOSITION 3.1

Si les hypothéses du théoréme 2.2 et les hypothéses ci-dessus

sont vérifiées, alors, pour tout € > O, il existe N(g€) > O tel qu'on ait :

2 2 2
(3.2) ZHH\)(Aj)fH < (c o) |n el © + el lg]]

J

@x
si V 2 N(g) et £ € C (K }.
4 o Vv

Pour la deémonstration, on utilisera les notations suivantes. Pour

tout entier k & n, =t pour tout X € é?, on posera :

]
A {x,X,V) z—
j ax

k
Hv(X) = .
=1 J

U D R

L . n , , . 1O
Ainsi, l'opérateur HV(X) est celui qui est noté Hv(X) au §-2. On

pose aussi, pour tout Ek € R

H(\)’Ek)(X) = §=1 Aj(XrX;\)) g{; + i gk Ak(x")\’\))
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k
On notera Pk la projection de R" sur R

Pk(x1,...,xn) = (x1,...,xk)

L'hypothése H3 entraine que les symboles complets des opérateurs
HV(A.) sont des polynémes en {x,f) de degré NO, ou No est un entier indé-

pendant de V.

LEMME 3.2
Sous les hypotheses de la propositiorn 3.1, pour tout € > 0O, il

existe N](E) et R{€) > O tels gu'on ait

% 2
(3.3) ZHH(\M;) g |12 \<(C+EHH V) (P)a ||
. [==]
sivNe), || >Re), ¢ €c(p_ (K)) et k < n.
.DEMONSTRATION

On raisonne par l'absurde. On suppose qu'il existe € > 0, kK < n,
1]

une suite d'éntiers n_, tendant vers + ®, une suite Ek q dans R, tendant

’

@x<
vers + ®, et, pour tout g € N, une fonction fq € C , a support dans
o

-~ . ~ Ak
K = Pk-1(Kn ), telles qu'on ait, en posant I = H(n £ )
E q d a’'7k.q
\ 2 g 2
(3.4) 2 lr (Af 119> (c+e)| T _(pre ||
o c q q
Montrons que 1l'ensemble limite oL, associé aux cu:-tes bl ez X
e} c

soit ¢ € QQ. Il existe une sous-suite, gu'on notera encore n pour simpli-
g " T

. . ~ k-1 .
fier, des points xé € Kq et §' €R » et des réels tq > 0, tels que
(3.5) l(XI) = lim I tlI, I (XI)(x',E') ' 1] ¢ r.
q—)@ ' q q q
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i [y = '. - ¥ f ooy ’
Soit xq an tel que Pk—l(xq) xq Posons Eq <g1'q gk-l,q’
Ek’q.o,...,o). D'aprés (3.1), on a
(3.6) T ) txg £ | % M el 2 el ] e g, |
Ifsr Isr fg % ° q
Puisque ng | tend vers + , il résulte de (3.5) et (3.6) gue la suite
q

(tq) tend vers 0. Puisgue les points x, sont dans un compact fixe K, 1'hy-

pothése (HB) et 1'égalité (3.5) montrent que

L(X_) = lim l t:’Il
I i q

I (x))(x_,E)
n I q °q
q—)w q -

et la forme & est bien dans Q?. D'apres 1l'hypothése de récurrence, on peut

~
. .. . . P k-1
appligquer le théoreme 2.2 aux représentations Hq (realiseées dans R ) et
aux fermés Pk 1(Kn ). La conclusion de ce théoréeme est en contradiction

q
avec (3.4) si g est assez grand.

LEMME 3.3

Sous les hypotheses de la proposition 3.1,, pour tout & > O, il

existe N2(6) > 0 tel gu'on ait
2 2 2
(3.7) ! ||H\)(Aj)f|! s [m el + s }[ HanifH
3 a+BlN_

s1V 2N, (8) et £ € LY.
Sr————————————————————

DEMONSTRATION

I1 suffit de montrer gque toute sous-suite de la.suite (Hv) posse-
de cette propriété. Quitte & remplacer cette suite par une suite extraite,
Oon peut supposer gue, pour tout X e:éz, les polyndmes Ak(.,x,v) et
B(.,X,v) ont des limites A?(.,X) et B”(.,X) quand y + + w. Pour tout y e N,
soit x, an point de Kv. On peut aussi supposer que la suite X, tend vers un

point X de K. Posons, pour tout X €<? :
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= P . ®
A (x,X) 5— + 1 B {(x,X)
j dx.

n
I_(x) = Z
i=1 j

. o . . . .
Soit Hw(x) l'opérateur associé comme en (2.2). D'apres (H4), on a:

% Imox ) x.6)] 2 ¢ [g] v(x,5) € K x R"
Iigr

La représentation II_ est donc dans E car H, est vérifiée. Pour
n o e . .
tout £ € R, la forme linéaire 2(x £) deZinle comme en (2.4) est dans 1l'en-
’

semble Qf car on a

Sous 1'hypothese du théoréme 2.2, on a, d'aprés le théoréme 2.3

]2

2 c - n
(3.8) ) HH@(Aj)fH s c |l es v £ e §rY)

]

En choisissant une norme dans l'espace de dimensiorn finie ol se

trouvent les polyndmes Aj(.,X,v) et B(.,X,V), posons

\Y I I I

- © (=2}
€. =sup (|[B(.,x_,v) - B (.,x )| + sup lIA.(.,X V) - A.(..XI)ll
| 1]¢r i<n )

Il existe C > O, indépendant de v, tel que

Q Q 2 ~ ™
(3.9) i ae - Hm(Aj)fH $ Ce, | <ol v ¢ e P(rY)
] a+EigN
Puisgue Ev tend vers 0, l'inégzlicé {3.7) résuizs de (3.8 et

{3.9) si v est assez grand.

[+2]
On considere deux fonctions Y et ¥ dans C (R) telles que

X(&) = 1si |g] g1 ©oX(5) = ¢ si |E} > 2
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x(6)2 + )2 = 1 vEER
On pose
Y = T+r+ ...+ K r k= 1,...,n.

Soit W un parametre 2 1, que l'on choisira plus tard. On définit

des opérateurs pseudo-différentiels T, (u) de la maniére suivante :

k
_Y1 —Yn
To(u) = x(u Dx ) X(H Dx )
1 n
Y, -y =Y
Tk\p = Yy DX pox{d k+].)x ) pE K an ]
kK k+1 n
-Y
_ n
Tn(u) = Y(u Dxp)

On a, pour tous f € LrY) et B2

n
(3.100  |]g]]% =) [ITk(u)f||2.
k=a

Nous allons maintenant majorer les expressions suivantes :

o (£) = % [z o, Hv(Aj)]f|| (0 < k € n)
¥, (£) =v§ ||Tk(u)[ﬁv(Aj) - Ht(Aj)]f|| (1< k< n)
H(f) = % 1x%%r (el !
0+5’$NO X o
LEMMZ 3.4

Il existe C > O et uo > 1 tels que

(3.11) ¢ () g C el . (0 < k £ n)
H
II
v
A
(3.12) 2) Y5 scup el - (1< % € n)
H
1
v
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(3.13) 3 HE) < c M |]g]] avec M =n_y,

@
pour tous £ € CO(K). u > M, etV € N.

DEMONSTRATION
Pour tout p € R, on désignera par Si l'ensemble des fonctions
oo n-k+1 . N
au(Ek,-.-,En), C sur R » dependant du paramétre u » 1, telles que, pour

n ., . L .
tout @ € N, il existe Ca > 0, independant de U, tel que

ey

Nkl e
1]

Y
\

(]

.
o]
o}
<
~
M

1

¥

PREUVE DU POINT 1

On voit que l'on peut écrire

)
V

[z (), I (a,)] = ﬁ- J ot
r \) j e

)
k o % H

(DXJPQ(X)Hv(AqR

ou la somme porte sur un nombre fini d'indices £, ou les P () sont des po-

- P L -1
lyncmes bornés indépendemment de U et V, et les a; ) sont dans Sk . Cette
remarque se vérifie facilement par récurrence. Comme les fonctions PQ(X)
sont bornés sur K, il existe C > 0, indépendant de U et Vv, tel gue (3.11)

soit vérifié.

PREUVE DU POINT 2

On vérifie facilemsnt, par recurrencs, qu

‘ -
] X .. a ok
(3.14) [Hv(Aj) Hv(Aj)]; ) Pp(x)0 [T (a

g=o £ %a|$m—q
ol on a posé x" = (xk+1,...,xn), et les PQ(X) sont d'autres polyndmes bornés
indépendemment de i et V. On peut aussi écrire, avec d'autres pclyndmes bor-

nés indépendemment de U et V.
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m-1
Kk _ a
(3.1 [0y - Toaple = ) D, [P (x)T (Ay )£]

g=o 2 galsm-q q

. ® n . N .
Soit ¢ une fonction dans Co(R )}, égale a 1 sur une voisinage de

K, indépendante de U et V. On peut écrire :

¥ E) < Z (B, + Ej + E)

3 3
avec
E, = H oo [z, w0, Hv(Aj)]‘f [
E! = || I (a) - T5a)] £ ||
y= e [T (A, MESNENT
o= | (- T [(a) - T (a)] e |
3 k v v
D'apres le point 1, on a :
-1 .
(3.16) Ej<C o (f) s Cu Hell o
il

v

Pour majorer Eé , on utilise (3.14)

m-1

Erg) ) Il ¢ p, (x)0%, (A, )T, ()] ]
J g=o 9 %aiém_q L X"V Q,q k

On remargue que les fonctions @PQ sont bornées, et que les opé-

a -k
rateurs Dx,,H\)(A2 ) et Tk(u) commutent. On vecit aussi gu'il existe Ca >0
q
tel gque

Yo, 1ol
- 54 k+1
(3.17) HDX..Tkw)gll < c v HTk(u)gH (0

In
=
N
2

n e
pour tous g € P(®") et u> 1. on en déduit que :

Yk+](m-q) X

. E' ¢ C
(3.18) N ) u ]inv<AQq> T (W]
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(=}
pour tout f € CO(K). On applique le théoreme 2.4 & la famille de représen-
. e
tations H(v £y gui dépend des paramétres Ek et V (notés A et P dans le
14
k
théoreme 2.4). Il existe donc')\o > 0 tel que, si lgkl > Ao' on ait, pour

’ [+-]
toutvg € Co(Pk-1(K))

m 24,
)
q:

Dl 7 i ¢ o sl e e TR, o sl)?
- J

Vi€, ) g

QO

On appligue cette inégalité en prenant pour ¢ la transficrmée de
Fourier partielle de Tk(u)f par rapport a Xy rooenX On en déduit que, si

u 2 ko, on a :

T N K k
(3.19) g I u IS a, I el s c % [[HV(Aj)Tk(u)ff!

D'apres (3.18), (32.19) et laz définition de Y,r o8 a :

, T X
Bl S Cu 2 IIHV(Aj)Tk(u)f}!

3
(3.20) 1
, . r
<Cyu (Z I!Hv(Aj)f|f + ¥ (£)
]
Pour majorer Eg, on utilise (3.15)
B Q I}
(3.21) Er s ) Z % r If(l-@)Tk(u)Dx,PQ(x)Hv(Aq el
ag=c =z |0Er-g &
M. . .
Si a () est dans &, on veit gue, DPOUr touT &nTisr N, il exises
R X .

(==}
‘C.. > O tel gque, pour tout ¢ € CO(K) et pour tout v > 1, on axit -

1

(3.22) [ci-era 0 ) g [ < w e |

G
t < t N
En remplagant au(Dx) par Tk(u)Dx", g par PQ(X)Hv(AqQ)f, et N par

1, en utilisant le fait que PQ(X) est borné sur K, on majore l'expression

de (3.21)
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(3.23) E" < C U_1|lf|l Yu21 , vVVEN , VYV f € C:(K)
] g

I
v

Le point 2 se déduit de (3.16), (3.20) et (3.23), si W est assez

grand.

PREUVE DU POINT 3

On utilise la fonction ¢ ci-dessus

8 8 |
<%z el] < e foiz aogl] + []0-0)x%0%r_(ug]]

On majore le premier terme en utilisant (3.17). On réécrit le second terme
. a' . .

comme somme de termes tels que l,(?—w)au(Dx)x fl! ou le symbole de au(Dx)

est une dérivée de celui de DgTo(u). En utilisant (3.22), on majore le se-

cond terme par lefll. Le lemme 3.4 est donc démontré.

FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION 3.1

@
Soient f € CO(K) et € € ]0,1]. Pour tout k < n, on peut appliquer
le lemme 3.2 a la fonction

N

(x cesX _]) > Tk(u)f(xl'""Xk-1'€k""'€ ) = g

1 k

ou A désigne la transformée de Fourier par rapport a x e X - Si uy 2 R(e),

kl
l'inegaiité (3.3) est vraie pour tout € R, car si {£ | « R(gj, lzz deux
P K k

membres sont nuls. On en déduit gque, si Vv 2 N1(€) et u 2 R(g), on a

X 2 K 2
(3.24) % ||H\)(Aj)Tk(u)fH s (cqre) IS (el

~-2M
On applique le lemme 3.3 a la fonction To(u)f, avec & = g} '

(eu M) on a :

X
1l

N Yl' Siv 2 N2
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2 ‘ 2 -2M 2
(3.25) § HH\)(Aj)To(u)fll s c Higer ool + en Mace)
D'apres (3.10), (3.24) et (3.25), si v 3 N(g,u) = sup(N1(€),

Nz(eu—M)), et si 4 2 R(€), on a donc

TInanell? < o seriee)?| [T or£] |2 + 2 ep™2M(s) 2
5 i o v
C

2 ¢ 2
+ =
g [0 () +] ¥ E)7]
k=1
ou C > O est indépendant de U, v et € € ]0,1]. Si, de plus, ¥ > U , on en
o

Géduit, grice au lemme 3.4

12 2 2 2
Z ||n\)(Aj)L;| $ (C_te)(14€) ]IHv(P)fH +ce ||£]]
J 1
C T .12
+ou l|prm
T,
A\
On appligue (2.6) avec € remplacé par 1, X par 1, et Hl par Hv'

. 2r .
Si g 2 ¢ , on obtient : '

) |an (Aj)f|!2\< (co+e>(1+e>2llnv(p)fl|2 +ce |lg]]?

J
‘ - 2
+ce ) |ImaEl]”.
- vo3
J
. -2r . _ _
On cho.sit gcnc U = s_;’=(€),_c,€ Yo S0V 3 NYE,LT =T sl € =st
choisi assez petit, or en ééduit ziern (3.2).

4 - CAS GENERAL -

On considere une suite de représentations Hv dans E, vérifiant

1'hypothese H2 du §-2.
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Commengons par décrire le type de transformations que nous allons
leur faire subire. On notera H l'ensemble des difféomorphismes globaux 6
de Rn, de la forme suivante

y1 =a X + P

(4.1) x > 0(x) =y , avec

., = a, .+ P (R, X, L) (2€ 3 <)
75 5% i 3= SIS

ou les aj sont des reéels non nuls, et les P, sont des polyndmes ne dépendant
gue des variables indigudes, (P1 étant une constante). Les a. et Pj dépen-
J
dent de 8. On dira qu'une famille G(l) (i € I) dans H est bornée si les coef-
(i}

.. ) 5 A i P - <
ficients aj et les polynodmes P; ) sont bornes independemment de i € I. On

. n PN ..
note Te l'operateur dans 30(R ) associé a2 6 € H écrit en (4.1) par

_ -2, o=
{4.2) Tef(x) = (a]...an) £(6 (x))

. . n
Au §-5, nous allons construire, en tout point x € R, pour tout

A > 1 et pour tout Vv € N, un difféomorphisme e(x AV) € H tel gue
N 14 r

= t‘ ’ -" ’, Y

e(x,l,v)(O) X, et une fonction réelle Q(x,k,v) L'opérateur associé a
4. ’ . . - . ] s
e(x'x'v) par (4.2) sera noté T(x,k,v) On utilisera aussi l'operateur
U(x,k,v) defini par
id (y)
PRV

(4.3) v, fly) =e ANV T e

X,A,V)

Précisons maintenant les propriétés gue nous attendons de ces

et » Ce gul nous ameéne a introduire quelgues

opérateurs T

(x,xv) % Uik,

. n
notations. On pose, pour tous X € R, A 2 1 et VvV € N

1

ger” |1f<r

D'apres les hypothéses Hy, et H,, cette fonction est strictement

positive.
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Soit O la représentation de é? telle gu'on ait, pour tout

(x,A,V)
Qe’LLk(g) (k 3 0) :

“x -1 -
(Q) = M(x,A,v) XU ! T (Q) T

(4'5) 0( (xr)\l\)) T(x,)\,\)) \Y (XI>\I\)) U(XIAI\))

X,A,V)

Cette représentation est dans E. Pour tout X € éz , on ecrit

|o>

(4.6) g (X} = Aﬁ(y,X,x,}\;\))

+ 1 B(y,X,%X,A,V)
=] J '

v

. ~13

{x,A,V)

et on note @ A v)(X)(y,n) le symbole de cet opérateur. On voit qu'il existe

(x,
- . . . ~2n
cne applicaticon symplectigue ¥ ., dans ® telle gue :
(x,),v)
(4.7) o (X ){y,n) = M(x,A,\))—|I| I (x_) (x (y,m))
(XI)\I\)) I - Vv I (X;}\r\))

Enfin, on notera Viax v)(X) l'image de la boule de centre O et
’ 14
de rayon a par le difféomorphisme 6( A,v) i il s'agit donc d'un voisinage
%, A,V g G

de x.

PROPOSITION 4.1

e R", A . . .
Pour tous x ’ 2 1 etV EN, il existe un diffecmorphisme

8 dans H, tel que €

= + y S
{(x,%,V) (x,X,v) (o) X, et une fonction réelle
> ) 1! i . s s
y ¢(x,k,v)(y' tels gu'on ait, avec les notations ci-dessus :
@ Four RouT X S DL lss polyndmes £ (.,X,0,u0 es A EiL,x.b L
- 3
s¢cnt »ern2s inlezendsTmernt 3= X,3 a= .

b} Il existe a >

ait :
(4.8) % 19 ey B WM | 3 e fnl+r)
I|&r

n
pour tous x € Ry A > 1, VEN, ner”, et y € &%, avec |y| < 22.
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-1

c) Le difféomorphisme e(x'xlv) e(x,l,v)

et son inverse restent

bornés dans H lorsque (x,%,A,V) décrit 1'ensemble suivant :

(4.9) A={x, T2V e xrR® xR xn, Xev (x)}.
(a,A,Vv)

Cette proposition sera démontrée au §-5. Nous allons montrer main-
tenant comment le théoréme 2.2 s'en déduit. On démontre d'abord, & partir

des points a) et b) ci-dessus, le corollaire suivant

e~ N
CORCLLATRE 4.2

Il existe C > 1 tel que

~ 1T MK A,V)
. € 3 => = £ <

(4.10) X V(a’)\'\))(‘() C I M(X,)\,\)) £ C
DEMONSTRATION

D'aprés (4.8), on a, si |y| < a

1

1
cf g infn sup 3 0( A v)(XI)(y'n) ]/III
ner" | 1)<z Kols
< sup {—B(YIXIIX!AI\)) 1/111 < ct

ou C" est indépendant de (x,A,V). D'aprés la définition de M(x,\,Vv) et la
nature des opérateurs T et U , on en déduit bien (4.10).
- . (Xr}\l\)) (x,>\, )

On utilisera le théoreme suivant :

THEOREME 4.3

Pour tout x € R", soit B un difféomorphisme dans H, dépen-

(x,0)

dant d'un parametre ¢ dans un ensemble I. On suppose que 9( ) = x et

x,o)(o
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. - -1 )
qu'il existe a > O tel que § ) et son inverse restent bornés dans
(x,0) (x,0)

H lorsque (x,X,p) parcourt l'analogue de l'ensemble (4.9). Alors, pour tout

¢ € I, il existe une suite (XU) (4 € N) dans R” et une suite (@u) de fonc-
(=}

tions réelles dans Co(Rn), dépendant de P, telles gue :

. n P .
1} Les voisinages V a (x ) recouvrent R (en réduisant a éven-
(E;Q)

tuellement). De plus, il existe un entier N > 0, indépendant de p, tel que

—

(4.11) vxER,F{pLEN, x€V (x )} < N

(a,p)

¢ est inclus dunz V X .
us “ (2,0) %y

a
r t
[t
{
¢

"3
)
G
t-e
ot
(u
£l

€

(4.12) Zcpu(x) =1

C . n . . C s -
4) Pour tout multi-indice o € N, il existe C& > 0, independant

de i et p, tel gue

a . !
(4.13) lay(@u o G(Xu,p))(y)f < ¢, =i lyl<a ,p€1 , pen

La démonstration est trés proche de celle de la proposition 2.5

de HSrmander [S], et nous ne la dézaillerons pas. Nous appliquons ce thec-

reme zvecr le garameIrs J = ia,. € T v 3.
Ragoslions gue I estT Lz Isllesentat o defirie ~porme - (Z2.2)
CoO24i20E Cue i S- 48 LTHlE3E8NTaTiCn Ccelinle Comme en [ Z.Z0).

On deésignera par K la boule de centre 0O et de rayor a.

COROLLAIRE 4.4

Pour tous P € @%(3’) et s 2 0, il existe C > 0, indépendant de A

et v, tel que l'on ait, pour tous x, A et Vv
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(4.14) ) M(x A3 e (0]% < ¢ ] Mix A 20 g (42,
u vy u J
u u
DEMONSTRATION
Q

Pour tout X Ec? , soit O (X) l'opérateur obtenu en suppri-

(x,A,V)

mant le terme B(y,X,x,A,V) dans (4.6). On a, d'aprés (4.5) et (4.3)

o -m _-1 o
9(x ,K,v)(P) B M(Xu'x’\)) Tix JALV) H\)(P) Tix SALV)
u u H
- N~ - - = _1
On en déduit, en posant 9, =9, 0© e(xr,k,v) ety = e(xurkrv)(X)
4.15 m° = AT ] e® Y
( ) | (P ¢u<x)| Mlx A,V) I(c(x ,A,v)(P)¢u)(Yu)!

Soit F(x) le membre de gauche de (4.14), gue l'on peut réécrire,

d'apreés {4.12)

(4.16) F(x) =)  Mix ,A,v>2sln°(p)m (x)]%0 ,(x)2
' H Vv M "u
b, u
D'aprés (4.10), on a
2
4.17 ’ ' => 1Ay < WAy
( ) QU(X)’# 0] mu (x) # 0 M(xu A, V) € C M(XU' V)

Soit E(x) l'ensemble des indices U tels que @u(x) # O. D'apres

(4.15), (4.16) et (4.17), on a

2 2(m+s) 2 o
(4.18) F(x) € ¢° ) MOx oA V) 9, (%) ) sup[c(x Av) L

1’ HEE(x) Y€K u

D'aprés le point a) de la proposition 4.1, et d'apres (4.11) et

(4.13)
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(4.19) Z sup |G?X X v)(P)ﬁ'(y)lz < N C sup |yaDB$'(y)lz g C
HEE(x) yeK T H - yex y'H
EN
|a+BIsNO

ou C, No et C' sont indépendants de x, A et V. Le corollaire est démontré

d'apres (4.18) et (4.19).

LEMME 4.5
Il existe Ac >0 et C> 0 tels qu'en ait, si gg& m
m-7

2{7=2;

(4.20) DR M(xu,)\,\))z‘,m_q)Hcp i (A.c)flizé c Z Hn\)(Ajmm!
: j

'2
y HVvo]

. o o
pour tous A 2 ko' VENet: fE€E CO(R ).

DEMONSTRATION

D'apres les points a) et b) de la proposition 4.1, et d'apres

le théoréme 2.4, il existe C > 0 et A1 > 0 tels que :

(4.21)

.t
>
H
Q

’

2 2
) e Pig) gll < ¢ X Ild(x'x'\))(Ajm) all
gsm J

n o ® _n
pour tous x € R, A 2 X,, VENet g € CO(K). Pour tous f € CC(R ) et

1

tn

U € N, on peut appliguer (4.21) au pcint x = x et a la fonction :

2
N

On voit qu'on peut écrire

V 1
< T
< c% HJ.V(A. )(cpuf)H
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, I (a, - y
(4.24) [ iq) 0] ) E Con T Ay qog 10 T (g

q'<q k,4

ou les C o sont des constantes indépendantes de U et V. On le vérifie faci-

lement par récurrence, comme dans [2]. On déduit de (4.23) et (4.24) gue :

2(B9)
2(m-q) 2 2
(4.25) X Mix ,ALV) m(a )E||“¢cC I (A, )f
oL y JER SESREIERED W NEWRHY
: ) j
3
2(m-rg—c)
+ ] Yo T M(x‘,A,v)Z(m—p-q)iI(H:(Ajp)Qu)(nv(Akc)f)l|2
pragm 3,k 2 :
p21
Ajoutons toutes les inédgalités (4.25) en tenant compte de (4.12)
et (4.14), (oU m est remplacé par p et s par m-p-qg). On obtient, en dési-
2 .
gnant par N(f)" le membre de gauche de (4.20)
M) s ey [T (a fl]?+c AT
e Vo Jm
J
Si A est assez grand, l'inégalité (4.20) est bien démontrée.
LEMME 4.6
Pour tous € € ]0,1] et A 2 1, il existe N(£,A) > O tel gue :
2 2 2
. <
(4.26) g llc(x,k,v)(Aj)g € < (Co+€)lic(x,k,v)(P)g (1€ + ellg |
~ -1
pour tous V 2 N(g,A), x € R et g & Cm(H &6 (K )).
o X Vv
DEMONSTRATION
Raiscnnons par l'absurde. Supposcons gu'il existe € > 0, A 2 1,
une suite d'entiers (nc) tendant vers + ®, et, pour tout g € N, un point
v o -1
x_ € R' et une fonction g_e€ Cm(K'), avec K' = K n B (K )}, contredisant
g q o g a X n

) 9 4g

(4.26). La suite de représentations Hé =g ) et la suite de compacts

(x_,A,n
g q
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Ké vérifient les hypothéses (H3) et (H4) de la proposition 3.1, d'aprés les
points a) et b) de la proposition 4.1. L'ensemble limite 2?1 associé aux
suites II' et Ké est contenu dans l'ensemble 4? associé a Hv et Kv' On le

voit en utilisant (4.7). La proposition 3.1 est donc en contradiction, si

q est assez grand, avec l'hypothése du raisonnement par 1'absurde.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEQREME 2.2

(o]
Soit € € ]O,1]. Pour tous A » i, V 3 N(g,\), f € C(K,) ez k &N,

on peut appliquer 1'inégalité (4.26) au point x = XH et & la fonecticn ¢

définie en (4.22). On en déduit, en utilisant (4.5)

2 c 2 Zm,
g lle(Aj>(¢uf)ll < (Co+€’||nv(P’(¢u‘)ll e Ml A T

et, par conséguent :

2 -2 2
Z ||@HHV(Aj)ff! < (C_+e)(1+e) l[@uﬂv(P)fII

J

2m 2 C 112
+ 2 € Mlx ,A,V £ + = GLIE (ALY e UE
| w2 Mgl 12 E T 1 ) ,0,3¢]
J
On utilise (4.24), avec q remplacé par m, pour majorer le dernier
terme. On ajoute toutes les inégalitéds obtenues, en tenant compte de

(4.12) et {(4.14), oG s = 0. Onobtient :

(29
N

HE Rzl g ey (1ees

iz

TURYEHIS .« Cle. ErE
o' .

)

o= Cle) dépené de € mais non de A et V et

Bf) =] ) M(xu,x,v)Z(m'q’ll¢qu<A. el

q§m u 19
J

D'apres le lemme 4.5, il existe XO(E), indépendant de Vv, tel que

si A =X (g),
o
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cte) B6) g € ) Ile(Aj)fllz
3

o o]
. e .
Si vz N(E,AO(E)) et f Co(Kv)' on a bien

2 (co+s)(1+e)2 2
7 IIHV(Aj)f|] < — ]IHv(P)f||

3

S - LES TRANSFORMATIONS D'EGORQV -

Le but de ce § est de démontrer la proposition 4.1.

On désignera par Eo l'ensemble des représentations Il analogues a

(1.5) et vérifiant 1'hypothese H,. On posera, pour tout X € g_

Ix) =

(WH o]

A (x,X, D 5%—

De méme, pour tous Il € E_ et ¥ € H, on pose

n '
-1 _ _9_
(5.1) Ty MX)Ty, = §=1 Aj(y,x,H,W) Ty

3

On pose aussi

n
(5.2) I = {y € r", Y, = -.. =

PROPOSITION 5.1

Pour toute représentation Il € EC et pour tout x € Rn, il existe

un difféomorphisme 6 € H tel = i &4
phisme (x,T) tel que e(x,H)(O) X, et qui possede les

propriétés suivantes

1) Pour tout X E(? + les polynfmes Aj(.,x,H,e(X'H)) sont bornés

indépendemment de x et II.
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n , . .o
2) Pour tous x € R et I € Eo, il existe des éléments X1....,X1

de la sphére unité S de g + tels qu'on ait, siy € }:j

1 si =3
(5.3) Az(y,xj,H,e(x'H))
0 sif>j

lere Etape
n . . o
Pour tous x € R et [ € Eo, pour tout k & n, il existe un difféo-

morphisme 8? € H tel que GTX H)(o) = X et tel que

x,11)

Ak) Pour tout X € ? , les A_.(o,X,H,G‘(\ =,) sont bornés indépen-
3

X, 1)

demment de x et [, si j < k.

Bk) Il existe des éléments X1""’Xk de S tels que (5.3) soit

vérifié si j € k.

On démontre cette premiére étape par récurrence. Pour k = O, on

o . e . k-1 N
pose € (y) = x+y. Supposons construit le difféombrphisme 6 posse-
(x,1D) : (x,ID

dant les propriétés A _, et B _,- Posons :
(5.4) a, (x,II) = sup |Ak(O,X,H,9T-]H))|
* Xes *e
Cette guantité est siriciement positive d'aprds l'hiocrtriss 2.
Szzizt X il'un des €lémsnts de S ol le suz est atteint Sams (3.4 . Ssi- v ole
. . . n-k=i
charp de vecteurs suivant dans R
n
k-1 g
Y = B A0, a0,y 1enery I,8 ) =—
%_k 3 ’ 14 kal ")nIX.KI ’ (X,H) }j

Il existe un difféomorphisme ¢ € H n'agissant que sur les varia-
=1 o . .
bles yk,...,y tel gue le champ de vecteur T Y T soit egal a —Q— et tel
n P 4 3y,
que @(o) = 0.
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-

k k-1 ey
= . t B sont
on pose alors e(x,H) e(x,H) o @. Les proprietes Ak e " n

faciles a verifier.

2eme Etape

n R
=8 . Il nous reste a démo le point 1 de
On pose e(x,H) (x, 1) émontrer poin
la proposition. Désignons par M l'ensemble des multi-indices a € N tels
que aj = 0 pour tout j > k. Nous écrirons Aj(.,X,H,x) pour Aj(.,X,H,S(X H))'

Nous allons démontrer par récurrence sur k la propriété suivante

- Ck) Pour tout ¢ € M? et pour tort 1 > k. il eriste des constantes
CIJ' dépendant de j,k,x et I, mais bornées, telles qu'on ait, si y € Zk
a
5.5 o Ay X_ 0T, = C Ay,
( ) % Aj\y, I I,x) 13 Aj(y XJ,H,X)
Il+lels]alsr

La propriété C1 résulte de (5.3), avec j = 1. Supposons Ck_1_dé—

montrée. D'apres (5.3), on a, pour tout y € Ek

"
]

(5.6) By, Aj(.,XI,H,x) = Aj(y,[xk,xI],H,x) +
. 5 3
+ %<k[Aj(O,XI,H,x) v, A (v, X/ Ix) = AL (0%, Tx) By, Ay X M0

En utilisant le point A et 1'hypothése de récurrence Ck-1’ on

" . . T
S1 maintenént ¢ € M.

.. : . . a
voit gue (5.5) est démontré lorsgue 9 = 3 . ,» On
y oy K+
~ k
. . Q ~Q < e . L.

peut écrire o = 3 P , OU 0 €M - On peut deriver 1l'egalité (5.5) par
y Y ¥y k-1

rapport a Yy puisgu'elle est vérifide dans Zk. On en déduit l'égalité

~

a . A . .
analogue pour av par recurrence sur p, en utilisant a chague etape (5.6).

Le point Cn est donc démontré, et le point 1 de la proposition

résulte de A et C
n n
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PROPOSITION 5.2

Soit B un sous-ensemble de EO x Eo. On fait les hypothéses sui-

vantes
~

1} Pour tout X Eg , les polyndmes Aj(.,X,H) et Aj(.,X,H) sont

A
bornés indépendemment de (II,II) € B.

Cacd
2) Pour tout (II,II}) € B, il existe des €léments X1,...,Xr et

-~ ~ )

X1""'Xn dans un compac:t fixe de ? tels gue, sur Zj' les polyndmes
~ -4 I I Id .

AQ(.,Xj,H) et Al<.,xi,n) vérifient les égalités analogues a (5.3).

A

3) Pour tout (I[,II) € B, il existe ¥ € H tel que

¥ vxeg

4) Y(o) est borné indépendemmen:t de (II,II) & B.

-1 . . . s . . g
Alors ¥ et ¥ sont bornés dans E indépendemment de (II,II) € B.

DEMONSTRATION '

Si Y vérifie (5.7), posons z(y) = ¥(y) et y(z) =¥ (z). Puisque

Y est dans H, on peut écrire

—~

. ) o= o)y, + o aee e Y.

(5.8) Zk()) ak(nn ]k Pk(}.': }K-1)
oL 7 est un pclyndme résl. Ui pose zussi

(5.9) n.(z,0) = a (5,07, + ) == (yviziig, .
. 4 J 3 k>] C_-’. K

Pour tout k £ n, on pose

T ={zer®, 2z = ' T = R"
K {z zj zj(o) v j < k} , 21 R
Ainsi, on a y € Zk si et seulement si z(y) € E;.
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On remplace l'hypothése 4 par la suivante : les coordonnées zj(o)

Lt
(1< j & k-1) sont bornées indépendemment de (II,II) € B. Alors la fonction

Land

(z,5) + nk(z,;), restreinte a Zk x R, est un polyndme borné indépendemment

de (H,ﬁ)-

PREUVE DU LEMME

‘On le démontre par récurrence sur k. Supposons l'affirmation dé-

montrée pour nT(z,C),...,nk_](z,C). On a

~ (o]
Aj(z,Xk,H)cj = A.(y(z),Xk,H)ﬂj(z,C)

=1 ]

[ g te ]
i 1

=1

D'apres les égalités analogues & (5.3), on en déduit que, si

2 € E;, on a
n —~ ~ A
(5.10) n (z,z) = a.(z,x Iz, - CAL(0,%X ,in.(2,0)
o §=1 3T §<k 30 % 3'%F

L'affirmation du lemme se déduit de (5.10), de 1'hypothése de

récurrence et de 1'hypothése 1.

Montrons maintenant que, sous les hypotheses 1 a 4, le difféo-

morphisme ¥, c'est a dire les polyndmes zk(y), restent bornes. Supposons

ltaffirmation vraie pou-: 21(v},...,2k_1(y). Le lemme, et les égalités (5.9)
L ]
montrent que les réels a (II,ll) restent bornés, ainsi que les polyndmes
P <
z >» z—{ylz)), restreints a Z.. D'aprés l'hypothése de récurrence, les po-
3 ap ) ~

lyndmes 5;—(j < k), restreints a Zj' sont bornés indépendemment de (II,II).

- Puisque |Pk(o)[ < |¥(o)| est aussi borné, P (y) est un polyndme borné in-

k
-
dépendemment de (II,[I). D'aprés (5.8), il en est de méme de zk(y).
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Montrons maintenant que les polyndmes yk(z) restent bornés. Sup-

posons cela vrai pour y1(z),...,yk_1(z). On peut appliguer le lemme en per-
“~

mutant les rdles de Il et Il. Une écriture analogue & (5.9) montre que
1

ak(H,H)- est borné. L'égalité (5.8), le fait que le polyndéme P

est borné
k
et 1l'hypothese de récurrence montrent gque yk(z) est bien un polyndéme borné
~
indépendemment de (II,I[) € B. La prcposition est démontrée.

Soit maintenant I

une représentation dans E, qui dépend du pa-
. e N .. A ) o] .
rametre v € N et qui vérifie 1l'hypothése H, du §-2. Soient Hv la represen-

X A V)

~

tation definie comme en (2.2) et M(xX,A,V) la fonction définie en (4.4).
~o

Soit H(

)

la représentation définie par

Ty o) %) = M(x,k,\))’llI Hg(x1> 1] < ¢

Pour tous X erR', A3 1etve N, le difféomorphisme 6 € 4§ as-
~,
socié, selon la proposition 5.1, a la représentation H( \ .y T au point
o' VI
X sera noté §
o (x

(x,A,V)

-~

X
Ay SF l'opérateur gui lui est agsocié par (4.2) sera
Ol 1
noté T Soit ©
o .
(x,A,V)

G(x,k,v)(xl) =

la représentation telle gque, si III £r

-zt -1
Mix,A,V) T(x,k,v) Hv(XI) T(x,k,v)
et gue l'on peut écrire sous la forme suivante

o
.

¢ Iu)
tn?

. o
On note toujours g

(x,Arv)
dernier terme dans

(5.11).

{X) l'operateur cbtenu en stppriman
(S5.11).

1z le
Résumons les propriétés des coefficiente dans
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PROPOSITION 5.3

i) Pour tout X Eé?, les polynémes Aj(.,X,x,X,v) sont bornés in-

dépendemment de (x,A,V).

ii) Pour tout (x,A,v) il existe des éléments X],...,X de S tels
n

que les égalités analogues a (5.3) soient vérifiée. '

iii) Il existe C > O tel que

o)
(5.12) % Io(x’x,v)(xluo,n)! > c|n|
Ilgr

pour tcus =z £ 2,00 > 1, vENetn €r”

iv) Cn a :

. 1 1/]1]
(5.13) inf_ sup l— o} (X )(O,n)‘ = 1

ﬂan iIl< A%, A,V 0T

v) Pour tout C > 0, le difféomorphisme 6‘1 g ~ et son

5 (x,A,V) (X,A,V)

inverse restent bornés dans H lorsque (x,X,A,V) décrit 1'ensemble
]

1 MIX,A,V)
il < C}.
) 2 € v }

(5.14) A" = {(x,¥,\,v), X € V(l,x,v)

DEMONSTRATION

Les points i) et ii) résultent de la proposition 5.1. Le point

iii) se déduit facilement de i::. I~ noint iv) provient de l'invariance de

la fonction M par difféomorohisme. Pour le peint v), on appligue la propo

sition 5.2 en prenant pour 5 l'ensemble des couples (Ii,lI) définis de la
maniére suivante :
A
x~ A,V)
I =0° M(x) = g° x) , ¢ = M(XAV)
(x,X,v) O(;,k,v)(ét b M(x,A,V)
(3.7) est

. . ~ . . . s -
associés aux (x,Xx,A,V) € A'. Le difféomorphisme ¥ vérifiant

-1

% v G
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Choix de la phase ¢(x,k,v)'

D'aprés iii), l'inf dans (5.13) est atteint en un point Ny gul
dépend de x,A,V. D'aprés le point ii), on peut trouver une fonction réelle

w(x,k,v)(y) telle que, pour tout k < n, on ait, si y € Zk

: 3

-~ P
v = \ - ’ 12 ’
(5.15) c(x,x,v)(Xk’(y'a})'(x,x,v)(y) g(o,xk,x,>,v) B(y,Xk X A,V)
11 an al o 4 - e 1 " -
ce gul entralne d '(x,k,v)(O) 0. On pose maintenant
RO L SN TN 4
. , v $2ini en 3 . _
Soient D(x,k,v) l'copérateur défini en (4.3) et O(X,X,v) la re

présentation définie en (4.5), que l'on peut écrire sous la forme (4.6) ou

les coefficients Aj(.,X,x,A,v) sont les mémes gue dans (5.11). Apres conju-

gaison par U(x Ay les termes d'ordre C, notds B(.,¥,x,i,V)., vérifient :
P

vi) B(y,Xk,x,X,v) = B(o,xk,x,x,v) si  y € Zk , kK < n.
oy 1 /)14
vii) inf sup |— c (x_}(o,n) /l 1 =
noy.i AT (x,A,v) T
nerR | I|sr
1 /)1l
= 8up IX B(OIXIIXI)\IV)I /t ] 1
l1]<r
Le point vij resulte de (5.13) et vii! vien:t Ge (3.13; ez de la
r2wire cz Ll'appliczticrn sivmolectigrzs asgssocide 2 U .
- - X, A,
FXZUVE DC POINT a) DE LA PROPOSITION 4.1
On note toujours Mk l'ensemble des multi-indices g tels gue
a. = O pour tout j > k. On démontre, par reécurrence sur k, la propriété sui-
3
vance :
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Ci) Pour tout & € Mk’ il existe des constantes CIJ bernees indé-

pendemment de (x,A,V), telles qu'on ait, si y € Zk :

o : .
3 B(y,X_,%x,A,V) = C__ B
y oo }fI|+|al\<|J|6r S

La propriété Ci se déduit de i), ii) et vi) exactement comme Ck
_y P . .. - -1
a ete deduit de (5.3) et Ak' D'apres Cg et vii), les polyndémes A B{.,X,x,A,V)

sont bornés indépendemment de (x,A,V).

Point b).

D'apres les points iii) et vii), il existe C > O tel que

Z | 19 5oy X m ] > ctdnf+n)
|I$r N\

n . . n < . . )

pour tous x € R, A > 1, VE N et N € R . D'aprés le pcint a), il existe
b - . s e s . n n

a € ]Jo,1] tel que (4.8) soit vérifide si |yl < 2a, n€ R, xe€Rr, A 31

et Vv € N.

Point c).
On peut maintenant invoguer le corollaire 4.2, puisqu'il résulte
seulement des points a) et b). Le point c¢) se déduit de ce corollaire et

du point v).
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