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I X - 1 

I N E G A L I T E S L 2 ET REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS 

INTRODUCTIO» 

Le b u t de ce t r a v a i l e s t d'étendre à c e r t a i n s opérateurs h y p o e l -

l i p t i q u e s , (images p a r une représentation d'un groupe n i l p o t e n t G d'opé­

r a t e u r s i n v a r i a n t s à gauche) l a méthode c l a s s i q u e de démonstration d'iné-

g a l i t e s L p ar t r a n s f o r m a t i o n de F o u r i e r utilisée pour l e s opérateurs a 

c o e f f i c i e n t s c o n s t a n t s . 

S i Ρ ( β
χ ) e s t un opérateur e l l i p t i q u e , homogène d ' o r d r e m, à c o e f ­

f i c i e n t s c o n s t a n t s , l'inégalité c l a s s i q u e : 

( 0 . 1 ) y | | D a f | | 2 4 C ||P(D ) f | | 2 V f e t f ( R n ) 
ïa|=m x -x 
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I X - 2 

résulte de l a s u i v a n t e 

( 0 . 2 ) ί | ξ α | 2 « C | P ( E ) | 2 V ζ e s" 1" 1 

|a| =m 

q u i p r o v i e n t elle-même de l a continuité des deux membres, du f a i t que c e l u i 

de d r o i t e e s t non n u l , e t de l a compacité de S n 1. 

Si m a i n t e n a n t l'opérateur étudié e s t l'image d'un opérateur homo­

gène i n v a r i a n t à gauche Ρ par une représentation Π° d'une forme décrite au 

§-1, on a défini dans un l i v r e [ 3 ] avec B. H e i f f e r un ensemble Γ de repré­

s e n t a t i o n s irréductibles ae G, u e i que 1'injecLivité de I I(P) pour t o u t 

Π ^ Γ e s i nécessaire pour l'inégalité analogue a (0.1) ( v o i r Définition 

1 . 5 ) . 

Nous démontrons i c i l a réciproque (Théorème 1.6). L'étape l a p l u s 

d i f f i c i l e e s t c e l l e de l a continuité pour l e s inégalités analogues à ( 0 . 2 ) . 

L'espace t o p o l o g i q u e q u i remplace l a sphère S R 1 e s t l e q u o t i e n t de l ' e n ­

semble fè\{o} des représentations u n i t a i r e s irréductibles non t r i v i a l e s de 

G par l ' a c t i o n des d i l a t a t i o n s , c e t espace étant muni de l a t o p o l o g i e quo­

t i e n t . On u t i l i s e pour l ' a n a l o g u e de ( 0 . 2 ) une propriété v o i s i n e de l a semi-

continuité, exprimée dans l e théorème 1.2, e t q u i a v a i t été démontrée dans 

un cas p a r t i c u l i e r dans [ 3 ] ( c h a p i t r e V I I I ) . Les arguments q u i p e r m e t t e n t 

de déduire l ' a n a l o g u e de (0.1) de c e t t e propriété s o n t l e s mêmes que dans 

[ 3 j . En p a r t i c u l i e r , on prouve une n o u v e l l e f o i s l a c o n j e c t u r e de 

C. Rockland, L 1 0 j , par une méthode p l u s s i m p l e que dans [ 2 j e t [ 7 ] . 

On a montré dans [ 9 ] qu'une c o n d i t i o n d'injectivité analogue à 

c e l l e du théorème 1.6 e s t nécessaire pour des inégalités analogues à (0.1) 

pour des opérateurs pseudo-différentiels p l u s généraux. Le théorème 1.2 

sera peut-être une première étape v e r s l a preuve de l a réciproque. 
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IX - 3 

Les difféomorphismes c o n s t r u i t s au §-5 s o n t inspirés de ceux 

qu'emploie Y. Egorov dans [ l ] ( v o i r a u s s i Hôrmander [ 4 ] ) . 

Je r e m e r c i e Y. G u i v a r c ' h e t J. Camus de m 1 a v o i r suggéré ce p r o ­

blème. 

1 - ENONCE DO RESULTAT -

On considère une algèbre de L i e n i l p o t e n t e CJ, , a d m e t t a n t une dé­

c o m p o s i t i o n en somme d i r e c t e de sous-espace ^ ί ; ̂' 3 £ r j t e l s que : 

= 0 s i j + k > r 

On considère une base (X^) de C£ , d o n t chacun des éléments e s t dans l ' u n 

des sous-espaces ψ 9 l ' i n d i c e j c o r r e s p o n d a n t étant noté 

On désigne par 1L^( ^ ) l'ensemble des e x p r e s s i o n s p o l y n o m i a l e s 

non commutatives, homogènes de degré k, par r a p p o r t aux X̂ .. On n o t e r a ( A j ^ ) 

une base de ZL^( ^ ) . Pour l'homogénéité, l e s X^ o n t l e p o i d s 

Dans t o u t e l a s u i t e , on considère un e n t i e r m ^ 0, e t on suppose­

r a t o u j o u r s que 1'une des deux hypothèses s u i v a n t e s e s t vérifiée : 

r - ou b i e n e s t "stratifiée", c ' e s t à d i r e engendrée par l e 

(H ) < sous-espace ^ . 

1 - ou b i e n m e s t un m u l t i p l e commun de 1,2,...,r. 

On considère un élément Ρ de il { Cf ) , fixé dans t o u t e l a s u i t e , 
m ^ 
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I X - 4 

e t l e s éléments A. homogènes de même dearé m s e r o n t notés simplement Α.. 
3 m " 3 

On n o t e r a δ 1 1 a o o l i c a t i o n linéaire de Q t e l l e que δ ( X T ) = t f ^ ζ I 
t I I I ! * 

t 1 'X, ( t > 0, | l | r ) , e t p a r 6^ sa transposée. 

A t o u t e forme linéaire £ Ξ g. , on a s s o c i e c l a s s i q u e m e n t une r e ­

présentation u n i t a i r e irréductible îî̂  du groupe G = exp ^ , ( v o i r K i r i l l o v 

[ 6 ] , ou b i e n [ 3 ] ) . La représentation Î I^ sera réalisée dans L ^ ( R ^ ^ ) , où 

k(£) e s t un e n t i e r dépendant de £. On n o t e r a a u s s i I L l a représentation 

c o r r e s p o n d a n t e de l'algèbre Q . Pour t o u t e reorésentation irréductible 

U 
A * 

Π e G, l'ensemble des formes linéaires i l g t e l l e s que Κ s o i t équivalen­

t e à 11^ e s t appelé o r b i t e de I I e t noté 0 ( 1 0 . S i £ € 0 ( 1 0 , on pose 

H n - L 2 ( R k ( £ ) ) e t i f n = * ( R k ( £ ) ) . 

La t o p o l o g i e de l'ensemble q u o t i e n t évoqué dans l ' i n t r o d u c t i o n 

n ' e s t pas séparée, ce q u i nous amène à a s s o c i e r à t o u t e s u i t e ( Π ^ ) (V e Ν) 

dans G un ensemble l i m i t e ^ , s e l o n l a définition s u i v a n t e : 

DEFINITION 1.1 

S i (Π ) (V ^ Ν) e s t une s u i t e dans G, on n o t e r a ^ l'ensemble 
* 

des formes linéaires £ Ξ Q t e l l e s q u ' i l e x i s t e une s u i t e d ' e n t i e r s (η ) , 
υ c 

r e n d a n t v e r s une s u i t e ( t ) dans R^, e i , pour t o u t q € Ν; , un élément 

ί dans 0(11 ) , t e l s eue 

(1.2) £ = l i m δ* £ t σ q^°° α 

Le résultat p r i n c i p a l de ce t r a v a i l e s t l e s u i v a n t : : 
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I X - 5 

THEOREME 1.2 

S o i t ( Π ) (V ̂  Ν ) une s u i t e de représentations u n i t a i r e s irréduc­

t i b l e s non t r i v i a l e s de G. On suppose q u ' i l e x i s t e > 0 t e l que l ' o n a i t : 

( i . 3 ) l | | n p ( A ) f | | 2 ^ c j l i y p ï f l l 2 

j 

p our t o u t i l dans l'ensemble £ c i - d e s s u s , e t pour t o u t f dans = ^ ( R ^ ^ ' ) . 

A l o r s , pour t o u t ε > 0, i l e x i s t e un e n t i e r Ν(ε) t e l qu'on a i t , pour t o u s 

ν > Ν(ε) e t f ε ^ 
ν 

j Π - 4 ) £ j j ϊί . ( Λ. ï f ! ! ̂  * < c - e ) | j I Ï ( F ; r î : 2 

ι ' 

On désigne par H™ l'espace des f o n c t i o n s f € KJJ t e l l e s que ïï(A)f 

s o i t dans pour t o u t A € ) ( k i m), c e t espace étant muni de sa 

norme n a t u r e l l e . On s a i t q u ' i l e x i s t e en e n t i e r m t e l que l ' i n j e c t i o n de 

m Q ° 

HJJ dans s o i t compacte, pour t o u t Π € G \ { O } . S i <̂  e s t engendrée par 

l e sous-espace ^ ^, on a m^ = 1. Avec l e s mêmes arguments que dans [ 3 ] , on 

déduit du théorème 1.2 l a conséquence s u i v a n t e : 

THEOREME 1.3 

On suppose que m > m^. S o i t F un sous-ensemble fermé de , s t a -

• 

b l e p a r l e s d i l a t a t i o n s 6^. On suppose que F e s t une réunion d ' o r b i t e s , e t 

que, pour t o u t £ e F \ { o } , l'opérateur Π^(Ρ) e s t i n j e c t i f dans T ( R ; ) . 

A l o r s i l e x i s t e C Q > 0 t e l que ( 1 . 3 ) s o i t vérifiée pour t o u t l e F e t pour 

t o u t f € ^ ( R k i a ) ) . 

S o i t m a i n t e n a n t Π un élément fixé de G \ { O } . On n o t e Γ ( Π ) l'ensem-

b l e des formes linéaires l e g t e l l e s q u ' i l e x i s t e une s u i t e {l ) dans 

l ' o r b i t e 0 ( Î I ) e t une s u i t e ( t ) dans R +, t e n d a n t v e r s 0 , t e l l e s que 
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I X - 6 

i l = l i m δ l , (cône a s y m p t o t i q u e de l ' o r b i t e ) . On déduit a u s s i au t h e o -

rème 1.2, avec l e s mêmes arguments que dans [ 3 ] , l a p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

PROPOSITION 1.4 

S o i t Π 6 G \ { O } . On suppose m ^ ID^. Les deux propriétés s u i v a n t e s 

s e n t équivalentes : 

i ) L'opérateur ÏÏ(P) = e s t d'image fermée, e t son noyau 

e s t de d i m e n s i o n f i n i e . 

i i ) Pour t o u t i & Γ(Π)\{θ}, l'opérateur Π^(Ρ) e s t i n j e c t i f dans . 

S i ces c o n d i t i o n s sont: s a t i s f a i t e s , l e noyau de I î(p) e s t co n t e n u dans 

S o i t m a i n t e n a n t ÎI une représentation de Ο dans j ( R ) t e l l e eue, 
Q 

pour t o u t X € gt l'opérateur ÏT(X) s o i t de l a forme s u i v a n t e : 

·~> Λ 

(1.5) îi (X) = Α,ίΧ) τ 5"" + À J X w X ) τ — + ... + A (χ _ x s JL 
1 Sx 2 1 Sx η Sx 

η 

où l e s A_.(.,X) s o n t des polynômes réels, ne dépendant que des v a r i a b l e s i n ­

diquées. On f a i t l'hypothèse s u i v a n t e : 

Ι I I e x i s t e χ ^ R n t e l eue l e s formes linéaires ν ^ > / \ 
/ T t , J ο - x + A.(x ,λ) s o n t 

|̂  linéairement indépendantes dans ^ . 

C e t t e c o n d i t i o n , o u i e s t éauivalente à l a cond-- · 
• ^ l o n ces c r o c h e t s 

de Kormander, e s t a l o r s vérifiée en t o u t p o i n t . On o e u t s - wc . 
^ " - Q e n t i f i e r ΙΓ a l a 

différentielle de l a représentation quasiréaulière de G ^ 2 ν 
a ^ n s L (H\G), où H 

e s t un sous-groupe de G. 
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I X - 7 

DEFINITION 1,5 

Pour t o u t χ € R n, on désigne par Γ l'ensemble des formes l i -o χ 
° 2n 

néaires & t e l l e s q u ' i l e x i s t e une s u i t e (χ^,ζ^) dans R , e t une s u i ­

t e ( t ) dans R +, t e l l e s que : 

χ χ |ζ I + 0 0 quand V + » V ο V1 

( 1 . 6 ) 

£(X ) = l i m j t ^ J ' n ° ( X ) (χ ,ξ ) s i |l| r 
V-KX> 

Or. a désigne Dar ïï (Χ)ίχ,ξ) l e symbole complet de 1'opérateur 

différentiel ÎT°(X). On déduira des théorèmes 1.2 e t 1.3 l e s u i v a n t : 

THEOREME 1.6 

η , , 
Pour t o u t x^ « R , l e s deux propriétés s u i v a n t e s s o n t équivalen­

t e s , s i m ^ m : 
ο 

i ) I l e x i s t e un v o i s i n a a e V de χ e t une c o n s t a n t e C 0 , t e l 
ο 

qu'on a i t : 

( 1 . 7 ) l | | Π ° ( A J ) f | ! 2 ^ C [ | î Π ° ( P ) f | j 2 + | | f i | 2 ] ν f e c " ( V ) 

i i ) Pour t o u t l € Γ \ { θ } # l'opérateur Π 0(Ρ) e s t i n j e c t i f dans 
X 36 

L ' i m p l i c a t i o n i ) i i ) e s t démontrée dans des s i t u a t i o n s p l u s 

générales dans [ 9 ] . Rappelons que l'inégalité ( 1 . 7 ) entraîne 1 ' h y p o e l l i p t i -

cité de l'opérateur ÏÏ°(P). Lorsque R N e s t muni d'une f a m i l l e de d i l a t a t i o n s 

t e l l e que l e s opérateurs ïï^X^} s o i e n t quasi-homogènes de degré | l | , e t 

l o r s q u e χ = 0 , l'ensemble Γ coïncide avec l e s p e c t r e de Π° ( v o i r [ 3 ] , 

c h a p i t r e I I ) . ' En p a r t i c u l i e r , s i Π° e s t l a représentation régulière de G, 

l e s p e c t r e e s t G t o u t e n t i e r , e t l ' o n r e t r o u v e l a c o n j e c t u r e de C. Rockland. 
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I X - 8 

2 - FORME EXPLICITE DU RESULTAT -

Nous a l l o n s énoncer un résultat p l u s général, d o n t se déduiront 

l e s théorèmes 1.2 e t 1.6. On désigne par Ε l'ensemble des représentations Π 

de dans ! l f ( R n ) t e l l e s que, pour t o u t X e ^ , l'opérateur Î I(X) s o i t de l a 

forme s u i v a n t e : 

(2.1) Π(Χ) = kAX) ~ + A j x 1 # X ) + ... + A (χ.,.-.,Χ w X ) ~ — •1 ax, ζ 1 3χ Λ η 1 η-ι dx 1 ζ η 

+ i Β(χ,Χ) 

où l e s A_.(.,X) e t B(.,X) s o n t des polynômes réels, ne dépendant que des va­

r i a b l e s indiquées, e t t s l i c - s que l a représentation 1Γ associée 

η ^ 
(2.2) Π°(Χ) = J A.(x,X) 

. . 1 dx . 3=1 - 3 

vérifie l'hypothèse (H^) du §-1. L'ensemble Ε coïncide avec l'ensemble des 

représentations i n d u i t e s k p a r t i r de sous-aigèbres de c o d i m e n s i o n η, (§-1-6 

du c h a p i t r e I I de [ 3 ] ) . 

On considère m a i n t e n a n t une s u i t e (Π ) (ν ̂  N) dans Ε e t une s u i -
V 

t e (K^) de fermés de R n. Pour t o u t X on n o t e Π^(Χ) (χ, ξ) l e symbole 

c o m p l e t de l'opérateur Π ( X ) . On f a i t l'hypothèse s u i v a n t e : 

( H J [ |Π (Χ τ)(χ,ξ)| f 0 ν(χ,ξ) ̂  R 2 n Y V € Ν 
1 | l k r V 1 

DEFINITION 2. 1 

On désigne par £ l'ensemble des formes linéaires Ç ec? t e l l e s 

q u ' i l e x i s t e une s u i t e (n ) d ' e n t i e r s , t e n d a n t v e r s + ce, e t , oour t o u r 
q 

q € N, un p o i n t (χ^,ξ ) dans Κ χ R n e t un réel t > c t e l s eue · 
q 

< 2· 3> ^(X ) = l i m - t ' 1 ' Π ( Χ ) (χ ,ί , s i l l l 4 r . 
1 q-oo 1 <3 n g I q -q 
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I X - 9 

THEOREME 2.2 

S o i e n t (Π ) une s u i t e de représentations dans E, vérifiant ( H 2 ) / 

(K ) une s u i t e de fermés, e t i£ l'ensemble c i - d e s s u s . On suppose q u ' i l e x i s ­

t e C > 0 t e l que (1.3) s o i t vérifiée pour t o u s £ € «<f e t f € . A l o r s , 

h 
pour t o u t ε > 0, i l e x i s t e Ν > 0 t e l qu'on a i t (1.4) pour t o u s V ^ Ν 

ν £ / ( ε ) 
e t f € c œ ( K ) . 

O V 

Montrons m a i n t e n a n t comment l e s théorèmes 1.2 e t 1.6 se déduisent 

du théorème 2.2. 

PREUVE DU THEOREME 1.2 

I l s u f f i t de démontrer ce théorème l o r s q u e l e s représentations ÏÏ^ 

2 η r η 

s o i b t t o u t e s réalisées dans L (R ) , p u i s de f a i r e v a r i e r n. On s a i t ( [ 3 J , 

c h a p i t r e I I ) que, s i Π ^ G e s t réalisée dans L ( R * ) , a l o r s l a différentielle 

de Π e s t dans E, e t que son o r b i t e 0(ïï) coïncide avec l'ensemble des formes 
linéaires l, K, s u i v a n t e s : (χ,ξ) 

(2.4) l. R X ( X ) = - Π(Χ) (χ,ξ) V Χ € q 

(χ,ξ) ι cr 

2n 

où (χ,ξ) v a r i e dans R . Par conséquent, s i (Π ) e s t une s u i t e de t e l l e s 

représentations, l'hypothèse (H2) e s t vérifiée, e t s i = R n pour t o u t 

'ύ ̂  Ν, l'ensemble σβ de l a définition 2.1 coïncide avec r e l u i de l a défini­

t i o n 1.1. Par conséquent l e théorème 1.2 se déduit du théorème 2.2. 

Le théorème 1.3 e t l a p r o p o s i t i o n 1.4 se déduisent simultanément 

du théorème 1.2, par récurrence sur r , avec l e s mêmes arguments que dans 

[ 3 ] ( c h a p i t r e V I I I , §-3 à 5 ) . 
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I X - 10 

PREUVE DU THEOREME 1.6 ( i m p l i c a t i o n i i ) => i ) 

On montre f a c i l e m e n t ( v o i r [ 3 ] ) que l'ensemble Γ vérifie l e s 
x 
ο 

t r o i s hypothèses du théorème 1.3. Par conséquent, sous l'hypothèse i i ) , i l 

e x i s t e C > 0 t e l Que (1.3) s o i t vérifiée pour t o u t l e Γ .On montre en-o x 
ο 

s u i t e q u ' i l e x i s t e un v o i s i n a g e V de x^ t e l qu'on a i t : 

(2.5) J | |lï0(A.)f | |
Z «S 2 C I | H c ( P ) f ι ! Z 

J 

pour t o u t S, e Γ , x € v , e t Dour t o u t f e . Peur c e l a , on r a i s o n n e par x i u 
l ' a b s u r d e : s ' i l e x i s t a i t une s u i t e (x ) t e n d a n t v e r s χ , e t , pour t o u t 

ο 
V e N, un élément Ζ de Γ c o n t r e d i s a n t ( 2 . 5 ) , on montre f a c i l e m e n t aue 

ν x 
l'ensemble £ associé à l a s u i t e î î r s e r a i t contenu dans Γ . Par conse­

i l x ν c 

q u a n t , l e théorème 1.2 s e r a i t en c o n t r a d i c t i o n , pour V assez g r a n d , avec 

l'hypothèse du raisonnement par l ' a b s u r d e . 

E n f i n , on démontre (1.7) avec l e s mêmes arguments q u i s e r v a i e n t 

p r o u v e r l a p r o p o s i t i o n 1.4 dans [ 3 ] . On considère l'algèbre Q = ^ x R, 

t e l l e que Q χ {θ} s o i t isomorphe à ^ e t que = (0,1) commute avec β. 

On Dose δ (X,y) = (δ X , t y ) pour t o u t (X,v) Ξ Q . On déduit une s u i t e de r e -t t 1 r <f 

présentations lî̂  de ^ dans Îf(Rn; en posant : 

I M X ) = ÎI°(x) s i x € Q χ {ο} χ ψ 

S i Κ e s t ur. compact de V, on v o i t f a c i l e m e n t que l'ensemble 

o6 c Q associé à l a s u i t e Π e t à Κ = Κ e s t t e l eue l a r e s t r i c t i o n Ζ de 

t o u t élément l & £ a Q e s t dans l a réunion des Γ (χ € κ ) . Le système des 
rr x 

X m K A , où Α.. e s t une base de U-, ( <? ) ) forme une base de IL {Q), qu'on 
c jK ]Κ ^ κ (f m ca­

n o t e r a Α.- On v o i t aue s i Ζ ^ ϊ£, a l o r s IîH X ) e s t un s c a l a i r e , noté' i λ. 
ι ~ l e 
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On s a i t que, sous l'hypothèse ( H q ) , pour tout ε > 0, i l e x i s t e C(e) > 0 

t e l que : 

(2.6) Γ l X 2 ( m - k ) | | n £ ( A ) f | | 2 . < ε l ||n (A ) f | | 2
 + c t e ) X 2 m | | f | | 2 

k=o j j 

pour tous l e ai * , X > ο e t f « ̂ n . On déduit de (2.5) e t (2.6) que l'on 
σ \ 

a, avec un au t r e C(e) > 0 

[ I | % ( A J f M 2 « ( 2 c o + e ) | | n J l ( p ) f | | 2 + C U Î | | n - ( x o ) 2 m f | i 2 

pour tous £ s £ e t f e D'après l e théorème 2.2 (ou, p l u s exactement, 

d'après son e x t e n s i o n aux systèmes surdéterminés, qui se démontre de maniè­

r e i d e n t i q u e ) , i l e x i s t e Ν(ε) > 0 t e l que 

l | | n v ( A . ) f | | 2 ̂  (20 ο+2ε)| | i y p ) f | | 2 + ( C ( e ) + e ) | |ïï v(x o)
2 mf | | 2 

co 
pour tous ν ^ Ν ( ε ) e t f e C (Κ). Cette inégalité entraîne b i e n ( 1 . 7 ) . 

ο 

Le r e s t e de ce t r a v a i l e s t consacré à l a çreuve du théorème 2.2, 

qui s e r a démontré par récurrence sur l ' e n t i e r n. I l e s t évident s i η = 0, 

c ' e s t à d i r e pour l e s s u i t e s de représentations s c a l a i r e s . Nous suppose­

rons donc l e théorème démontré pour l e s s u i t e s réalisées dans 

R k ( k £ n - 1 ) . 

Conventions d'écriture. 

Dans toute l a s u i t e , s i e s t une représentation dans E, dépen­

dant d'un paramètre quelconque \, a l o r s , pour tout X e ^ , l e s c o e f f i c i e n t s 

de Π, (X) dans l'écriture analogue à (2.1) seront notés Α.(.,Χ,λ) e t A 3 

Β(.,Χ,λ), e t l a représentation associée comme en (2.2) s e r a notée Π?· 

Λ 

On d i r a qu'une f a m i l l e de polynômes , dépendant d'un paramètre 
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λ, e s t bornée s i l e degré e t l e s c o e f f i c i e n t s de sont bornés indépendam­

ment de λ. 

Nous a l l o n s maintenant r a p p e l e r deux p r o p o s i t i o n s qui s e r o n t u t i ­

lisées p l u s i e u r s f o i s . 

THEOREME 2.3 

S o i e n t Π une représentation dans Ε, χ un poin t de R 4 e t C > 0. 
ο 

Les deux propriétés s u i v a n t e s sont équivalentes : 

i ) On a, pour tout f £^(R"*) 

l | |Π(Α ) f | | 2 . < c | | n < P ) f | | 2 

j 

i i ) Pour t o u t ζ ε R n, s i l _ e s t l a forme linéaire définie 
l x o , t j 

en ( 2 . 4 ) , on a 

l ||Π Α (A ) f | | 2 . < C ||Π £ ( P ) f | | 2 V f e f n 

j (Χο'ξ) { χ ο ' ξ ) l U ,ξ) 1 , ο 

Ce théorème résulte des §-1.6 e t 2.2 du c h a p i t r e I I de [ 3 J . S i 

l a c o n d i t i o n i ) e s t vérifiée en un p o i n t x^, e l l e e s t vérifiée en t o u t 

a u t r e p o i n t y c a r on v o i t que toute forme £, v e s t dans l ' o r b i t e d'une ο ^ (y ,η) 
ο 

forme i , crâce a l'hypothèse ( K . K 
· ν ς · ' " 1 

On considère maintenant une f a x i l l e ce représentations Π., 

dans E, qui dépend de λ > 0 e t d'un a u t r e paramètre ρ qui décrit un ensem­

b l e I . S o i t Κ un compact de R n, indépendant de λ e t p. On f a i t l e s hypo­

thèses s u i v a n t e s : 
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1) Pour tout X l e s polynômes Α^(.,Χ,λ,ρ) e t λ ΊΒ(.,Χ,λ,ρ) 

sont bornés indépendemment de λ e t ρ. 

2) I l e x i s t e un v o i s i n a g e Κ de Κ e t une constante C > 0 t e l s que : 

(2.7) | ^ Ι Π ( λ , Ρ ) ( Χ ι ) ( χ ' ζ ) Ι * -<Ιζ|+λ) 

pour tous χ € κ, ξ € |Rn, λ > ο e t ρ € i . 

THEOREME 2.4 

Sous l e s hvrothèses c i - d e s s u s , i l e x i s t e C > 0 e t λ > 0 t e l s aue: 
ο 

m-k 

Jĉ rn j U ' P ) ] k j ( λ ' ρ ) 3m 

s i λ ^ λ e t f e Π Κ ) . ο ο 

DEMONSTRATION 

1) Cas où m e s t m u l t i p l e commun à 1,2,...,r. On considère l e s 

η 1 

ODérateurs s u i v a n t s dans R χ R 
χ y 

p i ( x ' D x ' V = \ = ]
 A j , x ' x i ' x ' p ) ïk + Χ B ( x ' V x ' p ) h 

Les c o e f f i c i e n t s de ces champs de ve c t e u r s sont bornés dans 

C (R ) indépendemment de λ e t p. D'après (2.7) on a : 

I |P (χ,ξ,Π)I > Ci |ξ|+|η|) 
T l k r 

pour tous χ € κ", (ζ,η) € R n + 1 , λ > 0 e t ρ e ι. s o i t L l e compact Κ χ χ · 

D'après 1'ellipticité du système, i l e x i s t e C > 0, indépendant 

de λ e t ρ, t e l que : 

II f f l l 2 ^ c j l | P I ( x , D x f D y ) g | | 2 + C | | g | | 2 € c * ( L ) 
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00 
On en déduit que, pour tous η € R e t f € ^ ( K ) , on a : 

M n f l l 2 ^ c J ||ρ_(χ,ο χ,η)£|| 2
 + c | | f | | 2 

T l k r 

En p a r t i c u l i e r , pour η = λ. 

(2.9) \\λΐ\\2 4 C | H n ( X , p ) ( X i ) f l | 2 + C H f i | 2 

_ ,. , m _ . , En réitérant - f o i s , on obtient: : 
r 

m 

(2.10) i t x r f i i 2 4 c j i f i | 2

m 

h ( X , p ) 

D'après ( 2 . 6 ) , s i k ̂  m 

m-k m 

( 2 · 1 1 ) ϋ λ r V P J ' V * 1 ' 2 * C l n a , P ) ( V F | 1 2 + C I | X R F I | 2 

Toutes l e s constantes C sont indépendantes de f , λ e t ρ. L'inéga­

lité (2.8) se déduit de (2.10) e t ( 2 . 1 1 ) , s i λ e s t a s s e z grand. 

2) Cas où Ο e s t stratifiée. On désigne par X ,...,X une base 
0 • ' Ρ 

du sous-espace On a s s o c i e aux opérateurs p ) ^ X j ^ ^ e s c ^ L a i T l ? s ^ e v e c ~ " 

t e u r s P.(x,D ,D ) dans R n + 1 comme c i - d e s s u s . Ces chamDS vérifient l a c o n c i -] χ y 

nier, des c r o c h e t s ce Hcrr^ar.der dar.s Y. χ R. Or. l e u r applique 1 ?inéçali.é ce 

R ο * r. s c h i 1 à - S - e i r. [ 1 l j , dcr.t or. déduit l a conséquence suivar.ie : 
2 

| | x r f | U< c J | | n a ^ p ) ( x . ) f | i + | |f 11 ν f β ζ ι κ ι 
J 

Cette inégalité peut a u s s i se déduire de (2.9) par l e théorème 

d ' i n t e r p o l a t i o n de [ 8 ] . En réitérant, on o b t i e n t (2.8) pour t o u t e n t i e r m. 
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3 - UN CAS PARTICULIER -

Le but de ce § e s t de démontrer une v a r i a n t e du théorème 2.2 l o r s ­

que l e s hypothèses s u i v a n t e s sont a u s s i vérifiées : 

(H^) Pour t o u t Χ β , l e s polynômes A_.(.,X,V) e t B(.,X,V) sont bornés 

indépendemment de V. 

(H^) Les fermés sont contenus dans un compact f i x e Kf et i l e x i s t e 

un v o i s i n a g e Κ de Κ e t une constante C > 0 t e l s que : 

(3.1) Τ lïï°(X ) (χ.ξ) ! C ! E ! ν Χ e κ ν ζ e ρ n ν ν e M 
T l k r ' ° 1 

Plus précisément nous a l l o n s démontrer l a 

PROPOSITION 3.1 

S i l e s hypothèses du théorème 2.2 e t l e s hypothèses c i - d e s s u s 

sont vérifiées, a l o r s , pour tout ε > 0, i l e x i s t e Ν(ε) > 0 t e l qu'on a i t : 
I 

(3.2) l | | Π (A ) f | | 2 ^ ( θ ο + ε ) | | Π ν ( Ρ ) ί | ) 2
 + e | | f | | 2 

s i ν Ν(ε) e t f « C°°(K ) . 
ο V 

Pour l a démonstration, on u t i l i s e r a l e s n o t a t i o n s s u i v a n t e s . Pour 

tout e n t i e r k .4 r.. -=t pour tout X € g 9 on posera : 

k ν S 
Π ν ( χ ) = l A (χ ,χ,ν) - 3 — 

j=1 J j 

A i n s i , l'opérateur Π^{Χ) e s t c e l u i q u i e s t noté Π°(Χ) au §-2. On 

pose a u s s i , pour t o u t ξ e R 
K 

Π,,, r »(X) = L A. (χ,χ,ν) τ^- + i ζ, A. (χ,Χ,ν) 
( v ' £ k > j = 1 3 * κ 
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η k 
On notera l a p r o j e c t i o n de R sur R 

P. ( X . ; . . . >X ) ( Χ . ί · ' · I X, ) 
κ ι η ι κ 

L'hypothèse H^ entraîne que l e s symboles complets des opérateurs 

I I ^ ( A J sont des polynômes en (χ,ξ) de degré ^ N Q , OÙ N q e s t un e n t i e r indé­

pendant de V. 

LEMME 3.2 

Sous l e s hypothèses de l a p r o p o s i t i o n 3.1, pour tou t ε > 0, i l 

e x i s t e Ν^(ε) e t Rie) > 0 t e l s qu'on a i t : 

(3.3) l | | Π ^ ξ ) ( Α . ) 9 | | 2 . < ( C o + £ ) | | ^ v , c j i P I S Î l 2 

j k k 

s i ν Η ΐ ε ) , |ξ | R ( e ) , g e c°°(P (K )) e t k s< n. 
ri Ο iC — ' ν 

DEMONSTRATION 

On r a i s o n n e par l'absurde. On suppose q u ' i l e x i s t e £ > 0, k < n, 
I 

une s u i t e d ' e n t i e r s η , tendant v e r s + 0 0, une s u i t e ξ, dans R, tendant 
q ^k,q 

v e r s + 0 0, e t , pour t o u t q ^ N, une f o n c t i o n f € c , à support dans 
q ο 

K = P. ,(K ) , t e l l e s qu'on a i t , en posant Π = Π, r q k-1 η ^ q (η ,ξ, q q k,q 

(3.4) Y jjïï ( A . ) f | | 2 > (C +ε) | |ίΓ ( P ) f π 2 

q j q c q q 

Montrons eue l'ensemble l i m i t e °o a s s o c i e aux s u i t e s Γ e t K 
t c e 

e s t contenu dans l'ensemble l i m i t e £> associé aux s u i t e s Π e t K . En e f f e t , 
ν ν 

s o i t £ € i l e x i s t e une s o u s - s u i t e , au 1on notera encore η oour s i m o l i -1 - q * 
k-1 

f i e r , des p o i n t s χ' € κ e t ξ 1 € R , e t des réels t > 0, t e l s que : 
q q q q 

(3.5) Kx ) = l i m - t ' 1 ' ? (Χ τ)(χ»,ξ') , | l | «; r . 
1 q ^ c o 1 ^ q l q ^ q 1 1 ^ 
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S o i t χ c κ t e l que Ρ (χ ) = χ'. Posons ξ = (ξ; # q η κ-1 q q q l,q K - l , q 
ζ , 0 , . . . r 0 ) . D'après ( 3 . 1 ) , on a : κ, q 

0.6) y in (χ^ίχ-,ξ·)! = y iiç (χ ,ς )i > c |ς ι i . c i c k ι 

|lk<r ^ ^ | I | ^ r q M M ^ q 

Puisque |ξ | tend v e r s + », i l résulte de (3.5) e t (3.6) que l a s u i t e 

q 

( t ) tend v e r s 0. Puisque l e s po i n t s x^ sont dans un compact f i x e K, l ' h y ­

pothèse (H^) e t l'égalité (3.5) montrent que : 
£(X T) = l i m -r t ' ( X T ) (x ,E ) 

I ι q η I σ 'σ 

et l a forme il e s t bi e n dans -<f . D'après l'hypothèse de récurrence, on peut 

^ k-1 
ap p l i q u e r l e théorème 2.2 aux représentations H (réalisées dans R ) e t 

q 

aux fermés P. ,(K ) . La c o n c l u s i o n de ce théorème e s t en c o n t r a d i c t i o n 
k-1 η 

q 

avec (3.4) s i q e s t as s e z grand. 

LEMME 3.3 

Sous l e s hypothèses de l a p r o p o s i t i o n 3.1,. pour tout δ > 0*, i l 

e x i s t e Ν^(δ) > Ο t e l qu'on a i t : 
(3.7) l ||n <A.>f|| 2« c o | | n v ( P ) f | | 2

 + δ >' ' Ι | χ α ο ^ | | 2 

j J T a + e k N o 

s i ν ^ Ν (δ) e t f € i f ( R n ) . 

DEMONSTRATION 
I l s u f f i t de montrer que toute s o u s - s u i t e de l a . s u i t e ( J[ ) possè-

V 

de c e t t e propriété. Q u i t t e à remplacer c e t t e s u i t e par une s u i t e e x t r a i t e , 

on peur supposer que, pour tout X e ο , l e s polynômes A. (.,X, V) e t 

B(.,X,v) ont des l i m i t e s A°{ . ,X) e t Β°°(.,Χ) quand ν + + «· Pour tout ν e N, 

s o i t x^ un p o i n t de K^. On peut a u s s i supposer que l a s u i t e x^ tend vers un 

po i n t X q de K. Posons, pour tout X € CJ : 
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η œ ~ œ 

Π ( Χ ) = Τ Α Τ ( Χ , Χ ) ~ — + i Β°°(χ,Χ) 

S o i t ΙΙ°(Χ) l'opérateur associé comme en ( 2 . 2 ) . D'après ( H . ) , on a: 
4 

y |π°(χ Μχ,ζ) I ^ c | ς | ν(χ,ζ) e κ χ R n 

La représentation Π ο ο e s t donc dans Ε c a r e s t vérifiée. Pour 

t o u t ξ € R n, l a forme linéaire JL - définie comme en (2.4) est: dans l ' e n -

semble *S c a r on a : 

(χ ,ξ,) I x w w r i ι ν ι ν ' 

Sous l'hypothèse du théorème 2.2, on a, d'après l e théorème 2.3 

(3.8) y | | l I ( A . ) f | | 2 v< C | | l I ( P ) f | | 2 V f e f ( R n ) 

j 

En c h o i s i s s a n t une norme dans l'espace de dimension f i n i e où se 

tr o u v e n t l e s polynômes A _ . ( . , X , V ) e t B ( . , X , V ) , posons : 

I 

ε = SUD ( | | B ( - , X T , V ) - B°°(.,X T ) | | + SUD 11 A . ( . , X , V ) - A ° ° ( . F X T ) | | 
\ l \ 4 r 3^n 

I l e x i s t e C > 0, indépendant de X), t e l que : 

(3.9) | | n < A . ) f - I I < A . ) f | i « C € [ | ! x Q D S f ! ! 2 V f e îP(R n) 
x ο 

Puisque tend vers 0, l'inégalité (3.7) résulte ce · 2.5· e t 

(3.9) s i ν e s t assez grand. 

oo 

On considère deux f o n c t i o n s Ψ e t χ dans C (R) t e l l e s que : 

χ(ξ) = 1 s i |ξ| « 1 · χ(ξ) = C s i |ζ I ^ 2 
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Χ ( ξ ) 2 + Ψ ( ζ ) 2 = 1 V ξ € R 

On pose 

n-k 
γ ^ = 1 + r + — + r , k = 1 , — , η. 

S o i t μ un paramètre 1, que l'on c h o i s i r a p l u s t a r d . On définit 

des opérateurs pseudo-différentiels τ^ίν) ^ e ^ a manière s u i v a n t e : 

-γ -γ 
Τ (μ) = χ(μ Ίϋ ) ... χ(μ nD ) ο χ, Α χ 1 η 

~~̂ k+1 
Τ. (μ) = Ψ(μ "υ ; χ(μ D ) ... χι·.· "D ) 

k k+1 η 
-Ύ η Τ (μ) = Ψ(μ D ) η χ 

η 

On a, pour tous f € i f ( R n ) e t μ ^ 1 

( 3 . i o ) | | f | | 2 = [ l l y U ) f | | 2 . 
k=o 

I 

Nous a l l o n s maintenant majorer l e s e x p r e s s i o n s s u i v a n t e s : 

Φ ( f ) = l ||[τ (μ), Π ( A . ) ] f | | (0 < k 4 n) 

Ψ, ( f ) = l | |T (μ)[Π (A.) - I l J ( A . ) 3 f | | ( 1 * k « n ) 

: 
H ( f ) = Τ ||x aD ST ( u ) f i r 

f a + B k N o 

LEMME 3.4 

I l e x i s t e C > 0 e t μ > 1 t e l s aue : 
ο 

(3. Π ) 1) Φ, ( f ) ̂  C μ" 1 | |f | | (0 4 k ^ n) k m 
H n 

(3.12) 2) Ψ, (f ) ̂  C u ^ I t ̂  M ( 1 * k ^ n) κ m 

X 
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(3.13) 3) H(f ) C μ Μ I |f I I avec M = N q γ 

00 
pour tous f ^ C (Κ) , μ > μ e t v ^ N . ο ο 

DEMONSTRATION 

Pour t o u t ρ € R, on désignera par S? l'ensemble des f o n c t i o n s 
k 

oo n—k*i* 1 

au'^k'"* *'^n'' C S U r R ' ' dépendant d u paramètre μ ^ 1, t e l l e s que, pour 

tour α € Ν Π, i l e x i s t e C > 0, indépendant de.μ, t e l que 
: ? α . · ρ ! , r , , Ρ " Ύ Λ Ύ η α η -r β ^n-k+1 w , Λ 

PREUVE DU POINT 1 

On v o i t que l'on peut écrire : 

[Τ.(μϊ, Π ( A . ) ] = Τ [ a„ (D ) P« ( χ ) Π ( A 0 ) k V 3 L £ μ χ £ ν q i q=o l 

où l a somme porte s ur un nombre f i n i d ' i n d i c e s ί, où l e s ̂ ( x ) sont des po-

( & ) -1 

lynômes bornés indépendemment de μ e t V, e t l e s a 1 sont dans S, . Cett e 
μ k 

remarque se vérifie f a c i l e m e n t par récurrence. Comme l e s f o n c t i o n s Ρ^( χ) 

sont bornés s u r K, i l e x i s t e C > 0, indépendant de μ e t v, t e l que ( 3 . 1 1 ) 

s o i t vérifié. 

PREUVE DU PC Ils Τ 2 

On vérifie f a c i l e m e n t , par récurrence, qu'on p e j t écrire : 

, m-1 
(3.14) [Πν(Α.) - Π ν(Α )]£ - J J Σ P £ ( x ) D x » t n v ( A c £ , f ] 

J q=o x, j α |̂ m-q 

où on a posé x" = ^ xk+1'* * " ' Χ η ' ' e t l e S ? ΐ / Χ ' s o n t d'autres polynômes bornés 

indépendemment de μ e t V. On peut a u s s i écrire, avec d'autres polynômes bor­

nés indépendemment de μ e t V. 
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m-1 
( 3 . 1 5 ) [Π ( A ) - ΙΓ(Α ) ] £ = 1 Σ J D [ρ£(χ)Π ( Α £ ) f ] 

J J q=o l fa|^m-q q 

S o i t φ une f o n c t i o n dans C Q ( R )# égale a 1 sur une v o i s i n a g e de 

K, indépendante de y e t V. On peut écrire : 

Ψ, ( f ) « 7 (Ε. + E ! + E T ) 
k j D 3 D 

* avec 

Ε = | I φ [ T k ( y ) , Π Ν ( Α . ) ] " f | | 

EÏ = ιi φ [ y A . ) - n J ( A . ) ] f n 

E'! = || ( 1-φ) Τ, (y) [ n K ( A . ) - Π ( A . ) ] f | j . 

D'après l e p o i n t 1, on a : 

(3.16) Ε . ^ Ο Φ . ( f ) ^ C u " " 1 | | f ! i 
H n 

v 

Pour majorer E_! , on u t i l i s e (3.14) 

m-1 

E : . < I Σ Σ II Φ ^ ι ^ ί Λ ΐ * 4 > y ^ M 
J q=o χ, |a|4m-q q 

On remarque que l e s f o n c t i o n s φΡ^ sont bornées, e t que l e s opé-
QL k 

r a t e u r s D ,,Π ( A 0 ) e t Τ (y) commutent. On v o i t a u s s i q u ' i l e x i s t e C > 0 χ ν χ» κ " a q 
t e l que 

Ύ I Ot I 

pour tous ^ e ^ f ( R n ) e t u > i . On en déduit que : 

( 3 . 1 8 ) E : ,< c 1 y | | ι ζ ( Α £ ) τ ( y ) f | | 

q^m-1 q 
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00 

pour tout f € C ( K ) . On applique l e théorème 2.4 à l a f a m i l l e de représen-

t a t i o n s Π r , q u i dépend des paramètres ξ e t V (notés λ e t ρ dans l e 

théorème 2 . 4 ) . I l e x i s t e donc λ > 0 t e l que, s i |ξ, Ι ^ λ , on a i t , pour 
ο 1 k 1 ο 

t o u t ë e C * ( P k _ l ( K ) ) 

Σ I l c k l r Μ Π ( ν ζ , ( A A ) g | | 2 « c l ||n* ( A ) g | | 2 

q=o il K ( V ' V q j ( V ' V 3 

On applique c e t t e inégalité en prenant pour g l a transformée de 

F o u r i e r p a r t i e l l e de T ^ ( y ) f par rapport à x^,...,x · On en déduit que, s i 

y ^ λ , on a : ο 

(3.19) l l u * r MirJiA^ ) T k ( y ) f | U < C Σ ΝΐζίΑ , ) T k ( y ) f | ! 
q=o £ q j 

D'après ( 3 . 1 8 ) , (3.19) e t l a définition de γ , on a : 

C y r l i ! n ^ ( A . ) T k ( y ) f ! | 

(3.20) 
1 

<̂ c μ r (Σ 11 n v(A )f 11 + y f n 
j 

Pour majorer E\', on u t i l i s e (3.15) : 

(3.2D E " s < ! I l j | ( i - c p ) T k ( y ) D x B p j , ( x ) n v ( A c ) f } | 

q=o £ J α L^m-q "£ 

M 
S i a (ξ) e s t dans S." , on v o i r que, pour tout e n t i e r Ν, i l e x i s t e 

V << 
œ 

C > 0 t e l eue, pour t o u t c e c (K) e t pour t o u t y > 1, on a i t : 
Ν " " ο 

(3.22) I I ( i-<p)a (ϋ χ) g | | 4 C N y ~ N | | g | | 

Ct En remplaçant a (D ) par T (y)D „, g par Ρ.(χ)Π ( A Q ) f , e t Ν par y χ κ χ χ* ν qx, 

1, en u t i l i s a n t l e f a i t que P ^ i * ) e s t borné sur K, on majore l ' e x p r e s s i o n 

de (3.21) : 
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(3.23) Ε" ̂  C μ" Ί| |f I I ν μ ^ 1 , v v e N , V f e C J K ) 
Ί m ο 

χ 
Le p o i n t 2 se déduit de (3 . 1 6 ) , (3.20) e t (3. 2 3 ) , s i μ e s t a s s e z 

grand. 

PREUVE DU POINT 3 

On u t i l i s e l a fo n c t i o n φ c i - d e s s u s : 

||x aD ST (\x)f\ \ 4 c H A ( u ) f | | + ||n-cp)x aD eT ( y ) f | | 
i i χ ο Χ Ο 1 1 1 1 τ Χ Ο 

On majore l e premier terme en u t i l i s a n t ( 3 . 1 7 ) . On réécrit l e second terme 

comme somme de termes t e l s eue ||(1-cp)a (D )χ α f i l où l e symbole de a (D ) 
μ χ 1 1 1 μ x 

et e s t une dérivée de c e l u i de D Τ (μ). En u t i l i s a n t ( 3 . 2 2 ) , on majore l e s e -x ο 

cond terme par c | | f | | . Le lemme 3.4 e s t donc démontré. 

FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION 3.1 
00 

S o i e n t f e C (K) e t ε β ]θ,ΐ]. Pour tout k ̂  n, on peut a p p l i q u e r 

l e lemme 3.2 à l a f o n c t i o n 

( x 1 , . . . , x k ^ 1 ) + T k ( y ) f ( x 1 # . . . , x k e l , Ç k , . . . ^ n ) = g 

où Λ désigne l a transformée de F o u r i e r par rapport à χ , ,x . S i μ ^ R ( e ) , 
κ η 

l'inégalité (3.3) e s t v r a i e pour tout ζ ^ R, car s i |ξ | < R ( e ) , l e s deux 

membres sont n u l s . On en déduit que, s i ν ^ Ν (e) e t y ^ R ( e ) , on a 

( 3 . 2 4 ) l | I Ï Ï N A ) T , ( y ) f | | 2 <ç ( c +e) | | n k ( P ) T . ( y ) f | | 2 

j V j Λ. ο V K 

-2M 
On applique l e lemme 3.3 à l a f o n c t i o n Τ ( u ) f , avec 6 = εμ , 

-M 
M = Ν S i V >y Ν 2(εμ ) on a : 
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(3.25) I ||Π ( A . ) T o ( y ) f | | 2 < C q ||Π ν(Ρ)Τ ο(μ)£|| 2 + e y ~ 2 M H ( f ) 2 

j 

D'après (3 . 1 0 ) , (3.24) e t ( 3 . 2 5 ) , s i ν ^ Ν(ε,μ) = sup(N (ε), 
-M 

Ν^(εμ ) ) , e t s i μ ^ R ( € ) , on a donc 

l ||Πν(Α ) f | | 2 ^ (θ ο +ε)(ΐ+ε) 2| | n v ( 0 ) f | | 2 + 2 C y ~ 2 M H ( f ) 2 

j 

+ Έ [ Φ 0 ( ί ) 2
 + Σ Ψ ( f ) . 2 ] 

k=1 

où C > 0 e s t indépendant de μ, ν e t ε 6 ]θ,ΐ]. S i , de p l u s , μ i μ , on en 
ο 

déduit, grâce au lemme 3.4 

l | | n v ( A j ) f i | 2 i ( c o + s ) ( i + £ )
2 | | n v ( P ) f | | 2 + c ε | | f | | 2 

• | Μ ^ Ι Ι « Ι | ' 

K n 
V 

On applique (2.6) avec ε remplacé par 1, λ par 1, e t par Π . 
-2r , 

S i \l ε , on o b t i e n t : 1 

l ||Πν (A ) f | ! 2 . < (θ ο +ε)(ΐ +ε) 2||Π ν(Ρ)£|| 2 + c ε | | f | | 2 

j 

+ c ε >' | | î î ( A . ) f I | 2 . 
3 

On c h o i s i t ccnc u = sut ( Rte) , u ,ε Z~ ? . S i ν > N''£,L; e t s i ε e s : 
c 

c h o i s i a s s e z p e t i t , on er. déduit bien ( 3 . 2 ) . 

4 - CAS GENERAL -

On considère une s u i t e de représentations dans E, vérifiant 

l'hypothèse du §-2. 
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Commençons par décrire l e type de t r a n s f o r m a t i o n s que nous a l l o n s 

l e u r f a i r e s u b i r e . On notera H l'ensemble des difféomorphismes globaux θ 

de R n, de l a forme s u i v a n t e 

f y i = a i X 1 + p i 
(4.1) χ θ ( χ ) = y , avec < 

^ y = a χ + Ρ.Ιχ,,.-,χ..,) ( 2 < j < η) 

où l e s a. sont des réels non n u l s , e t l e s Ρ. sont des polvnômes ne déoendant 
: : . 

que des v a r i a b l e s indiauées, (P, étant une c o n s t a n t e ) . Les a. e t P. dépen-

dent de Θ. On d i r a qu'une f a m i l l e θ ( i e i ) dans H e s t bornée s i l e s co e f -
( i x < ( i ) f i c i e n t s a. ' e t l e s polynômes P. sont bornés indéDendemment de i ^ I . On 
3 3 

note TQ l'opérateur dans ( R N ) associé à 6 e K écrit en ( 4 . 1 ) par : 

( 4 . 2 ) T f t f ( x ) = ( a , . . . a ) " V 2f(θ" 1(χ)) 
Ό 1 η 

Au §-5, nous a l l o n s c o n s t r u i r e , en tour p o i n t χ € R N , pour tout 

λ ^ 1 e t pour t o u t V € N, un difféomorphisme θ λ
 € H t e l que 

( Χ , Λ , V ) 
Θ, > .(o) = x, e t une f o n c t i o n réelle Φ, , .. L'opérateur associé à (χ,λ,ν) (χ,λ,ν) ^ 

θ. , . par ( 4 . 2 ) s e r a noté T. Λ ..On u t i l i s e r a a u s s i l'opérateur (χ,λ,ν) (χ,Λ,ν) 

U ( X , X , V ) d é f i n l Ρ " = 

1 Φ ( χ λ v ) ( y ) 

Précisons maintenant l e s propriétés que nous attendons de ces 

opérateurs Τ, > v e t ϋ, Λ ,, ce qui nous amène à i n t r o d u i r e oueloues 
^ (χ,λ,ν) (χ,λ,ν) ^ 

n o t a t i o n s . On pose, pour tous χ s R n, 1 ^ 1 e t V e Ν : 

( 4 . 4 ) Μ(χ,λ,ν) = i n f sup 1 Π (Χ )(χ,ζ) 
ξ€Η η | i | 4 r λ V 1 

D'après l e s hypothèses H-j e t H 2, c e t t e f o n c t i o n e s t s t r i c t e m e n t 

p o s i t i v e . 
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S o i t σ Λ l a représentation de q t e l l e qu'on a i t , pour t o u t (χ,λ,ν) 
q e J ) (k > 0 ) : 

( 4 · 5 ) σ(χ,λ,ν) ( 0 ) = Μ ( * ' λ ' ν Γ * U U X V ) TU,X,v> Π ν ( 0 ) Τ(χλν) ϋ(χ,λ,ν) 

Cette représentation e s t dans E. Pour t o u t X € , on écrit 

η 
(4.6) σ, Λ .(Χ) = Τ A. (y,Χ,χ,λ, V ) ~ + i Β(ν,Χ,χ,λ,ν) (χ,λ,ν) 3 dy 

e t on note σ, ·» N ( X ) ( y , n ) l e svmbole de c e t opérateur. On v o i t e u ' i l e x i s t e (χ,λ,ν) 

une s o D l i c a t i r n symplecticue χ Λ dans t e l l e crue : 

( 4 · 7 ) σ ( χ , λ , ν ) ( χ ι ) ( γ ' η ) • Μ ( ΐ ί ' λ ' ν ) _ ΐ 1 1 W (Χ (χ,λ,ν) ( γ' η ) ) 

E n f i n , on notera ^ V ) ( x ) l'image de l a boule de c e n t r e 0 e t 
de rayon a par l e difféomorphisme 6, Λ % : i l s ' a o i t donc d'un v o i s i n a a e 

(χ,λ,ν) 
de χ. 

1 

PROPOSITION 4.1 

Pour tous χ e R n, λ > ι e t V e N, i l e x i s t e un difféomorphisme 

θ(χ,λ,ν) d a n s H r t e l q u e 6 ( x , X r v ) i o ) = x ' e t u n e f o n c t i o n réelle 

y * ( x , X , V ) ( y ) t e l S q U , ° R a i t ' a v e c l e s n o t a t i o n s c i - d e s s u s : 

a': Pour tour X € a , 1 δ . p c : y - 5 - ^ . 5 A ; ( . r X ^ . , v : ez \~'ΤΞ : . , X, ' ,v 1 

scr.t bernés indép-=nce—rer.t d e χ , ί e t 

b ' H e x i s t e a > 0 e : c > o, indépendants de (χ,λ,ν) t e l s qu'on 

a i t : 

(4-8) Τ Ι σ

( χ , λ , ν ) ( χ ι ) ( ^ ) | > c i | n | + \ ) 

pour tous x. e R n, λ > 1, ν e N ( η e R n ^ e t y 6 R n ^ a v e c ^ ^ 2 a_ 
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c) Le difféomorphisme Q,1* . . θ, Λ ν e t son i n v e r s e r e s t e n t 
( χ,λ , ν ) ( χ,λ , ν ) 

bornés dans H l o r s q u e ( χ , χ , λ , ν ) décrit l'ensemble s u i v a n t : 

(4.9) A = {(χ,χ,λ,ν) € R n χ R n χ R + xlN , χ 6 V. . Ax)} . 
( a, Λ , ν ) 

C e t t e p r o p o s i t i o n s e r a démontrée au §-5. Nous a l l o n s montrer main­

tenant comment l e théorème 2.2 s'en déduit. On démontre d'abord, à p a r t i r 

des p o i n t s a) e t b) c i - d e s s u s , l e c o r o l l a i r e s u i v a n t 

COROLLAIRE J_ 2 

I l e x i s t e C > 1 t e l que 

(4.10) ? S V, . Ax) => U î f ' l ' l l 4 C 

(a,A,V) C Μ(χ,λ,ν) 

DEMONSTRATION 

D'après ( 4. 8) , on a, s i |y| ̂  a 

2 

CT 4 i n f sup γ σ λ Π(Χ.)( Υ,η) V ' 1 ' 

sup γ Β(γ,Χ τ,χ,λ,ν) 1 / ' Ι ' ^ C" 
l l k r λ 1 

où C M e s t indépendant de ( χ,λ,ν). D'après l a définition de Μ(χ,λ,ν) et l a 

nature des opérateurs Τ, Λ . e t U, > ., on en déduit bie n ( 4 . 1 0 ) . 
(χ,λ,ν) (χ,λ,ν) 

On u t i l i s e r a l e théorème s u i v a n t : 

THEOREME 4.3 

Pour tout χ Ξ R n, s o i t θ, v un difféomorphisme dans H, dépen-
(χ,ρ) 

dant d'un paramètre ρ dans un ensemble I . On suppose que θ ( χ ^ ρ ) ( ο ' = x e t 
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q u ' i l e x i s t e a > 0 t e l que % Θ, . e t son i n v e r s e r e s t e n t bornés dans 
(x,p) (x,p) 

H l o r s q u e (χ,χ,ρ) parco u r t l'analogue de l'ensemble ( 4 . 9 ) . A l o r s , pour t o u t 

p € i , i l e x i s t e une s u i t e (x^) (μ 6 N) dans R n e t une s u i t e (φ^) de fonc-

t i o n s réelles dans CMR ) , dépendant de p, t e l l e s que : 

1) Les v o i s i n a g e s V (x ) recouvrent R R (en réduisant a éven-
(§,P) u 

t u e l l e m e n t ) . De p l u s , i l e x i s t e un e n t i e r Ν > 0, indépendant de p, t e l que : 

( 4 . 1 1 ) V x e R
n , ^ { y e N , x € v . . ( x ) } ̂  Ν 

i a, ρ ; μ 

2) L-r s j c p o i t ce φ e s t i n c l u s dans V, Λ,(χ ) . 
U (a,p) μ 

η 
3) On a, pour tous χ ^ R e t μ S I 

( 4 . 1 2 ) l φ ( x ) 2 = 1 
μ 

4) Pour t o u t m u l t i - i n d i c e α € Ν Π , i l e x i s t e C > 0, indépendant 
α 

de μ e t p, t e l que : 

I 

( 4 . 1 3 ) | 3 ^ ( φ μ ο θ ( χ f P ) ) ( y ) | 4 C a s i j y j ^ a , ρ € ι , μ e Ν 

La démonstration e s t très proche de c e l l e de l a p r o p o s i t i o n 2.5 

de Hôrmander [ 5 J , e t nous ne l a détaillerons pas. Nous appliquons ce théo­

rème avec l e paramètre Ζ - ιλ,'. • ̂  R r. y;. 

Racoeicr.s que υ" - e s t l a retrésentaticn définie comme en ( 2 . 2 ) . 

On désignera par K l a boule de c e n t r e 0 e t de rayon a. 

COROLLAIRE 4.4 

Pour tous P e ) e t s £ 0, i l e x i s t e C > 0, indépendant de λ 

e t V, t e l que l'on a i t , pour tous χ, λ e t V : 
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(4.14) I Μ(χ ,λ,ν) 2 5|Π°(Ρ)φ ( χ ) | 2 £ c l Μ(χ , λ , ν ) 2 ( Π Ι + 5 ) φ ( χ ) 2 , 
μ μ 

DEMONSTRATION 

Pour t o u t Χ Ξ J? , s o i t σ° , ΑΧ) l'opérateur obtenu en s u p p r i -y \ X , λ , V ) 
mant l e terme B(y,X,χ,λ,ν) dans ( 4 . 6 ) . On a, d'après (4.5) e t (4.3) 

σ° Λ ,(p) = M(x ,λ,ν)" 1 1 1 τ~ 1
 λ % 1 X il°(p) τ. λ (χ ,λ,ν) μ (χ ,λ,ν) ν (χ^.,λ,ν) 

On en déduit, en posant φ = co ο θ. , . e t y = θ, . . ( χ ) : ^ γ μ 'u (χ ,λ,ν) J u (χ ,λ,ν) 
V' μ 

(4.15) |ΐζ(Ρ> φ μ ( χ ) | - M ( x p , À , v ) m |(α° f χ # ν ) ( Ρ ) ? μ ) ( Y y ) | 

S o i t F ( x ) l e membre de gauche de (4.1 4 ) , que l'on peut réécrire, 

d'après (4.12) 

(4.16) F ( x ) =1 M(x ,λ,ν) 2 5|Π°(Ρ)φ (χ)| 2φ ( x ) 2 

μ,μ' μ Ρ 

ι 

D'après ( 4 . 1 0 ) , on a 

(4.17) φ (χ) f Ο , φ ,(x) ̂  Ο => Μ(χ ,λ,ν) < C 2 Μ(χ^,,λ,ν) 

S o i t Ε(χ) l'ensemble des i n d i c e s u t e l s que φ (χ) / Ο . D'après 
μ 

(4 . 1 5 ) , (4.16) e t ( 4 . 1 7 ) , on a 

(4.18) F ( x ) <c c 2 l M(x , λ , ν ) 2 ( ΐ Π + 5 ) φ ( x ) 2 [ sup | C ° χ ( Ρ )φ ( y ) | 2 

μ' U U μ^Ε(χ) y e K
 ( χ μ ' λ ' ν ) μ 

D'après l e po i n t a) de l a p r o p o s i t i o n 4.1, e t d'après (4.11) e t 

(4.13) 
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(4.19) l sup \ο° , (Ρ)φ ( y ) | 2 ̂  Ν C sup l y ^ œ i y ) | 2 < C 

y e E ( x ) y € K < χ
μ ' > M y e K

 y μ 

où C, Ν e t C sont indépendants de x, À e t V. Le c o r o l l a i r e e s t démontré 

d'après (4.18) e t ( 4 . 1 9 ) . 

LEMME 4.5 

I l e x i s t e λ > 0 e t C > 0 t e l s qu'on a i t , s i q ̂  m c 

2 ·' m " ° J ' 
(4.20) J λ ^ Γ ' M(x X,V) 2 Î i r'- q iN<p Π (A )f|Î 2

 v< C £ ||Π ν(Α ) f | | 2 

V 3 

00 p 
pour tous X ^ X , v e N e t f < = c ( R * ) . 

c ο 

DEMONSTRATION 

D'après l e s p o i n t s a) e t b) de l a p r o p o s i t i o n 4.1, e t d'après 

l e théorème 2.4, i l e x i s t e C > 0 e t λ > 0 t e l s que : 

(4.2D y y χ r ι ΐ σ , , ,. (A. ) g | ι 2ν< c y ι | σ< . ,,(A. > Σ 11 2 

L_ h 1 1 ( χ , λ , ν ) ησ h χ , λ , ν ) -jm -

η °° °° η pour tous x e R , X ^ X . v ^ N e t σ <= C ( K ) . Pour tous f ^ C (R ) e t 1 " ο c 
μ € N, on peut a p p l i q u e r < 4 . 2 1 } au po i n t χ = χ e t à l a f o n c t i o n : 

μ 

'4.:: c = M χ / ^ v " J ~ ?y ; ^ f ) 

On en déduit, en u t i l i s a n t (4.5) : 

2( — ) 
(4.23) l λ Γ MU , X , v ) 2 ( m " q ) | |Π (Α. )(φ f ) | | 2

N < C J | |n (A. )(CC f ) | | 2 

y 1 1 ν ]σ τ μ 1 1 v 1 · v im ·μ ' q <m ] J 

j 

On v o i t qu'on peut écrire : 
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( 4 . 2 4 ) [ ν ν , φ μ ] - l I ^ ( ΐ ζ ΐ ^ ^ , Ι φ ^ ΐ Α ^ , Ι 
q q Κ , Λ 

où l e s sont des constantes indépendantes de μ e t V. On l e vérifie f a c i ­

lement par récurrence, comme dans [ 2 ] . On déduit de (4.23) e t (4.24) que : 

2 ( 2 1 2 ) 
(4.25) I λ r

 M ( x X , v ) 2 ( m - q ) | | c p u I I (A . ) f M 2 . < C l Μ φ Π (A ) f | | 2 

q < m μ μ . J 4 j μ J 

j 
2(S I £ Z2LL 

+ I ï λ Γ Μ,χ λ , ν ) 2 ( ^ ' ί | ( Π ° ( Α )φ , ( Π ν ( Α . κ σ , £ ) | | 2 

P+q*m j,k 
p*1 

Ajoutons toutes l e s inégalités (4.25) en tenant compte de (4.12) 

e t ( 4 . 1 4 ) , (où m e s t remplacé par p e t s par m-p-q). On o b t i e n t , en dési-

2 
gnant par N(f) l e membre de gauche de (4.20) : 

N ( f ) 2 4 C y ||ÏÏ (A. ) f | | 2 + C λ ~ 2 / Γ N ( f ) 2 

r V im 
D 

S i λ e s t assez grand, l'inégalité (4.20) e s t bien démontrée. 

I 

LEMME 4.6 

Pour tous ε € ]o,1] e t λ i 1, i l e x i s t e Ν(ε,λ) > 0 t e l que : 

( 4 . 2 6 ) l \\o(XiXiV)iA.)<3 l l \ < ( c o + € ) | | o ( x A ( V ) ( P ) g M 2

 + ε | | 9 I I 2 

oour tous ν ^ Ν(ε,λ) , x € R n e t g e C M K r. 6~ 1(K )) . 
ο x v 

DEMONSTRATION 

Raisonnons par l'absurde. Supposons q u ' i l e x i s t e ε > 0, λ ^ 1, 

une s u i t e d ' e n t i e r s (n ) tendant v e r s + co, e t , pour tout q € N, un point 

η 0 0 -1 x € R e t une f o n c t i o n g e c (Κ'), avec Κ' = Κ π θ (Κ ) , c o n t r e d i s a n t q q ο q α χ n 
q q 

( 4 . 2 6 ) . La s u i t e de représentations Π' = ο. Λ > e t l a s u i t e de comoacts q (χ ,λ,η ) q q 
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Κ 1 vérifient l e s hypothèses (H ) e t (H ) de l a p r o p o s i t i o n 3.1, d'après l e s 
q 3 4 

p o i n t s a) e t b) de l a p r o p o s i t i o n 4.1. L'ensemble l i m i t e ^ associé aux 

s u i t e s Π' e t K' e s t contenu dans l'ensemble associé à I I e t K . On l e 
q q V V 

v o i t en u t i l i s a n t ( 4 . 7 ) . La p r o p o s i t i o n 3.1 e s t donc en c o n t r a d i c t i o n , s i 

q e s t assez grand, avec l'hypothèse du raisonnement par l'absurde. 

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2 

S o i t ε e ] o , l ] . Pour tous λ ι, ν Ν(ε,λ), f e CM K ) e t U e Ν, 
ο V 

on peut appliquer l'inégalité (4.26) au point χ = x^ e t à l a f o n c t i o n g 

définie en ( 4 . 2 2 ) . On en déduit, en u t i l i s a n t (4.5) 

l | |IÏ (AJ(cp f ) | | 2 ί ( c +ε) | | Π ( Ρ ) (φ f ) | | 2 + ε M(X ,X,v) 2 mj|φ f ] | 2 

j V j y ο ν y y y 

e t , par conséquent : 

T | |φ Π ,(A.)f | I 2 ^ ( C +ε ) ( 1 +ε ) 21 | Φ Π ( ρ ) f | | 2 

^ y ν 2 ο 1 1 ' y ν 1 1 

+ 2 ε Μ(χ μ,λ,ν) 2 ΐ Π||φ μί|| 2
 + § I |'|[Π ν(Α.),φ μ]£|| 2 

On u t i l i s e ( 4 . 2 4 ) , avec q remplacé par m, pour majorer l e d e r n i e r 

terme. On a j o u t e t o u t e s l e s inégalités obtenues, en tenant compte de 

(4.12) e t ( 4 . 1 4 ) , où s = 0. Onobtient : 

Τ Ι|Π (A ) f ! | ~ 4 ( c +ε ) ( ί+ε î " i j Ζ ( F ) f j ί * * dz- E : f ) z 

où 0{ε) dépend de ε mais non de λ e t ν e t 

E ( f ) = l J M I X , λ , ν ΐ ^ ^ ' ΐ ΐ φ Π (A. ) f | | 2 

L L y 1 T y V ία M 

q<m u 
j 

D'après l e lemme 4.5, i l e x i s t e λ ( e.) , indépendant de v, t e l que 

s i λ = λ (ε), ο 
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c i e ) E ( f ) 2 4 e l ||Π ν(Α ) f | | 2 

j 

S i V > Ν(ε,λ (ε)) e t f e C J K ) r on a bien 
Ο Ο V 

( c +ε ) ( 1 +ε ) 2 

l l l n v ( A j f i i 2 ^ - ^ l l y p ) f | | 2 

j 

5 ~ LES TRANSFORMATIONS D ' BGOROV -

Le but de ce § e s t de démontrer l a p r o p o s i t i o n 4.1. 

On désicnera par Ε l'ensemble des reorésentations Π analogues à ο 
(1.5) e t vérifiant l'hypothèse H^. On posera, pour to u t X e 

η g 
Π(Χ) = 7 Α.(χ,Χ,Π) * — 

• ι D 3 x -

De même, pour tous Π ^ e t Ψ s H, on pose 

- η » 
(5.1) T~ Π(Χ)Τ ψ = l Α.(γ,Χ,Π,Ψ) y-

j=1 3 Y j 

On pose a u s s i 

(5.2) Z k = {y € R
n , Y i = ... = y ^ = o} e t Σ 1 = R* 

PROPOSITION 5.1 

Pour toute représentation II e E q e t pour to u t χ e R n, i l e x i s t e 

un difféomorphisme ^ { X f j [ )
 e H t e l que θ ( χ Π ) < ° ) = Xr e t qui possède l e s 

propriétés s u i v a n t e s : 

1) Pour tout X € a , i e s polynômes Α.ί.,Χ,Π,θ - ) sont bornés 
3 1 X , 11 ) 

indépendemment de χ e t Π. 
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2) Pour tous χ e R n e t Π e Ε , i l e x i s t e des éléments Χ,,.,.,Χ, 

de l a sphère unité S de ^ , t e l s qu'on a i t , s i y ^ Σ, 

Γι s i £ = j 

(5.3) ν ^ ν ^ ί χ , Π ) 5 = j 

[θ s i £ > j 

1ère Etape 

Pour tous χ € R ' e t H s Ε , pour tout k ̂  n, i l e x i s t e un difféo-
k k 

morphisme ^ ^ H t e l que Π)'°* = X e r t e i q U e 

\ ) Pour t o u t Χ Ξ Q , l e s Α.ίο,Χ,Π,θ^ π. ) sont bornés indéuen-
Q J ( Χ,Π) 

demment de x e t Π, s i j ̂  k. 

B, ) I l e x i s t e des éléments X X . de S t e l s que (5.3) s o i t κ 1 κ 
vérifié s i j 4 k. 

On démontre c e t t e première étape par récurrence. Pour k = 0, on 

ο . k-1 pose θ m ( y ) = x + y - Supposons c o n s t r u i t l e difféombrphisme θ' π . possè-
( Χ , 11 ; · ( X , i l ) 

dant l e s propriétés A , e t Β. „. Posons : ^ r K-1 K-1 

(5.4) a, (χ,Π) = sup U (Ο,Χ,Π,Θ*" 1^)| 

Cette quantité e s t s t r s i r e n i p o s i t i v e d'après 1 'hvDctr.èse H -

S c i t X. l'un des éléments de S où l e sut e s t a t t e i n t dans ; 5 - 4 . S c i t V 1<Ξ 

n-k^î 
cnamp. ae v e c t e u r s s u i v a n t dans R 

Y * î A j { 0 ° ' > k - ν η ' Χ κ ' Π ' θ ( χ ! π )

) 3 7 : 3=k - ] 

I l e x i s t e un difféomorphisme φ β H n ' a g i s s a n t que s u r l e s v a r i a -

' ~ 1 3 b l e s y ,...,y t e l eue l e champ de v e c t e u r Τ Y T s o i t éaal à - — e t t e l k 2n * φ φ - 3y f c 

que φ(ο) = 0. 
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k k-1 

on pose a l o r s θ ( χ jjj = ® ( x Π ) O C P * L E S Ρ Γ Ο Ρ Γ 1 ^ ^ 5 \ E T \ S O N T 

f a c i l e s à vérifier. 

2ème Etape 

On pose θ - = θ^1 - . I l nous r e s t e à démontrer l e po i n t 1 de 
l X , 11J l X , 11J 

l a p r o p o s i t i o n . Désignons par l'ensemble des m u l t i - i n d i c e s α ^ N D t e l s 

que α. = 0 pour t o u t j > k . Nous écrirons Α.(.,Χ ,Π,χ) pour Α . ί . , Χ , Π , θ . rr , ) . 
] 3 3 (χ ,Π) 

Nous a l l o n s démontrer par récurrence sur k l a propriété s u i v a n t e : 

C ) Pour t o u t α ^ M, e- oour tout i > k. i l e x i s t e des constantes k κ 

C , dépendant de j , k , x e t Π, mais bornées, t e l l e s qu'on a i t , s i y <= Γ lu * k 

(5.5) 3°J A.(y,X_,II,x) = [ C T T Α.(γ,Χ τ,Π,χ) 
y 3 1 T i l + l a k l J k r I J 3 J 

La propriété résulte de ( 5 . 3 ) , avec 1 = 1. Su:3Dosons C , dé-
1 - * k - 1 · 

montrée. D'après ( 5 . 3 ) , on a, pour t o u t y € Σ 

(5.6) τ—— A.(.,Χ ,Π,χ) = A.(y,[x, ,XT],ÏI,x) + 
3 y k 3 I ] k I 

+ 7 [Α. (0,Χ τ ,Π,χ) A 0 (y,X, ,Π,χ) - Α. (Ο,Χ, ,Π,χ) z — A.(y,X T , Π,χ)] 

En u t i l i s a n t l e p o i n t A^ e t l'hypothèse de récurrence c

k - 1 '
 o n 

v o i t que (5.5) e s t démontré l o r s c u e 3 = 3 - S i maintenant α Ξ M . on _ y y k *k+l 
Ĉt Λ Cl ρ x . peut écrire d = σ d , ou α € M. ..On peut dériver l ' e o a l i t e (5.5) par y ν y, κ-1 * c 

rapport à y , p u i s q u ' e l l e e s t vérifiée dans Σ . On en déduit l'égalité 

analogue pour 3^ par récurrence sur p, en u t i l i s a n t à chaque étape ( 5 . 6 ) . 

Le p o i n t e s t donc démontré, et l e point 1 de l a p r o p o s i t i o n 

résulte de A e t C . 
η η 
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PROPOSITION 5.2 

S o i t Β un sous-ensemble de Ε χ E . On f a i t l e s hypothèses s u i -
o ο 

vantes : 

1) Pour t o u t X € , l e s polynômes Α_.(.,Χ,Π) e t Α^(.,Χ ,Π) sont 

bornés indépendemment de (ΙΙ ,Π) ^ B. 

2) Pour tout (ΙΙ,ΙΙ) e B, i l e x i s t e des éléments X_,...,X e t 
ι η 

Χ^,.,.,Χ^ dans un compact f i x e de ^ t e l s que, sur Σ y l e s polynômes 

Αρ(.,Χ^,Π) e t A^(.,X_.,I1) vérifient l e s égalités analogues à ( 5 . 3 ) . 

3) Pour tout (Π ,Π) e B, i l e x i s t e Ψ e H t e l que : 

(5.7) Π(Χ) = T~ 1 Π(Χ) Τ ψ V X 

4) Ψ(ο) e s t borné indépendemment de (Π ,Π) e s . 

A l o r s Ψ e t Ψ sont bornés dans H indépendemment de (11,11) ^ B. 

DEMONSTRATION 

S i Ψ vérifie ( 5 . 7 ) , posons ζ(y) = Ψ(γ) e t y ( z ) = Ψ 1 (ζ ) . Puisque 

Ψ e s t dans H, on peut écrire : 

(5.8) z k ( y ) = ak(IÏ,ïï) y k + P ^ y , y ^ ) 

où ?. est. ur, ocivnôrne réel. C;: vose a u s s i : κ 

(5.9) η . ( ζ , ζ ) = a. ( Π , Π } ζ . + V ~ ( ν ! τ ί ) ζ . . 

Pour t o u t k ̂  n, on pose 

Σ = {z e R n , z. = z.(ο) V j < k} , F = R n 

κ 3 ] ι 

A i n s i , on a y € Σ s i e t seulement s i z ( y ) e £ κ κ 
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LEMME 

On remplace l'hypothèse 4 par l a su i v a n t e : l e s coordonnées z_.(o) 

(1 ^ j ̂  k-1) sont bornées indépendemment de (Π,Π) € Β . Alors l a f o n c t i o n 
*~ η ~ 

(ζ,ζ) -+ ΐ\,(ζ,ζ), r e s t r e i n t e à Σ χ R , e s t un polynôme borné indépendemment 

de (Π,Π). 

PREUVE DU LEMME 

On l e démontre par récurrence sur k. Supposons l ' a f f i r m a t i o n dé­

montrée pour τΐ̂  ( ζ,ζ ) ,. . . ,η ( ζ,ζ) . On a 

n ^ n ^ 

l A (ζΛ,Π)ζ = l A ( y ( z ) ,Χ,,Π)η(ζ,ζ) 
D=l 3 ^ 3 j = 1 3 * 3 
D'après l e s égalités analogues à ( 5 . 3 ) , on en déduit que, s i 

z € J on a : 
k 

n rs* ~~ 

(5.10) Π^ζ,ζ) = J Α.(ζ,Χ^,Π)ζ. - l . Α.(0,Χ^,Π)η.(ζ,ζ) 
j=1 ^ ^ j<k -1 ^ 

L ' a f f i r m a t i o n du lemme se déduit de (5,104, de l'hypothèse de 

récurrence e t de l'hypothèse 1. 

Montrons maintenant que, sous l e s hypothèses 1 à 4, l e difféo-

morphisme Ψ, c ' e s t à d i r e l e s polynômes z ( y ) , r e s t e n t bornés. Supposons 

l ' a f f i r m a t i o n v r a i e pouν z „ ( ν ; , . . . ,z, , ( y ) . Le lemme, e t l e s écalirés (5.9) 
1 K-1 

montrent aue l e s réels a. (Π,Π) r e s t e n t bornés, a i n s i que l e s polynômes 
3 P K K -

z - — ( y ( z ) ) , r e s t r e i n t s à Σ.. D'acres l'hypothèse de récurrence, l e s po-

lynômes g^T"'3 < ^ ) , r e s t r e i n t s à Σ_., sont bornés indépendemment de (Π,Π). 

-Puisque | p ^ ( o ) | 4: |ψ(ο)| e s t a u s s i borné, ?^{y) e s t un polynôme borné i n -

dépendemment de (Π,Π). D'après ( 5 . 8 ) , i l en e s t de même de z ^ ( y ) . 

298 



IX - 38 

Montrons maintenant que l e s polynômes y ( z ) r e s t e n t bornés. Sup-

posons c e l a v r a i pour y^(ζ),...,y^_^(ζ ) . On peut appliquer l e lemme en p e r -

mutant l e s rôles de Π e t Π. Une écriture analogue à (5.9) montre que 
-1 

a, (ΙΙ,Π) e s t borné. L'égalité ( 5 . 8 ) , l e f a i t que l e polynôme Ρ e s t borné 

e t l'hypothèse de récurrence montrent que Υ^(ζ) e s t bJ.en un polynôme borné 

indépendemment de (Π,Π) € Β. La p r o p o s i t i o n e s t démontrée. 

S o i t maintenant Π une représentation dans E, qui dépend du pa­

ramètre ν ^ Ν e t qui vérifie l'hypothèse H9 du §-2. Soient Π° l a représen­

t a t i o n définie comme en ( 2 . 2 ) e t Μ(χ,λ,ν) l a f o n c t i o n définie en ( 4 . 4 ) . 

"**o 
S o i t Π, , . l a représentation définie par : (χ,λ,ν) 

5 u , X , v > ( V = « ( ^ ^ v ) - ' 1 ! i f f X J | I | 4 r 

Pour tous χ ^ R , À ^ 1 e t ν e N, l e difféomorphisme 6 β H a s -ο 

socié, s e l o n l a p r o p o s i t i o n 5.1, à l a représentation Π . . e t au p o i n t 
V Χ , Λ , V j 

Ο 

x s e r a noté θ . e t l'opérateur q u i l u i e s t associé par ( 4 . 2 ) s e r a 
Ο ^ Χ , A , V ) 

Ο 

noté T. λ S o i t σ . l a représentation t e l l e que, s i | l l ̂  r : 

cT, ^ > N ( X T ) = Μ(χ,λ,ν)~'Χ· τ"1
 Λ ^ Π Τ , Λ (χ,λ,ν) I ( Χ , λ , V ) V I (χ ,λ,ν) 

e t que l'on peut écrire sous l a forme s u i v a n t e : 

' • Γ , ^N:Xl. = l Α,(ν,Χ , Χ.λ,ν; ^ - - i ? . y , X , X , > , v . 

On note t o u j o u r s n° > ,(X) l'opérateur obtenu en suoor^ma^t l e 

d e r n i e r terme dans ( 5 . 1 1 ) . Résumons l e s propriétés des c o e f f i c i e n t s dans 

( 5 . 1 1 ) . 
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PROPOSITION 5.3 

i ) Pour t o u t X € ^ ' ^ e s polynômes Α..(.,Χ,χ,λ,v) sont bornés i n ­

dépendemment de (χ,λ,ν). 

i i ) Pour to u t (χ,λ,ν) i l e x i s t e des éléments X ,...,X de S t e l s 
1 η 

que l e s égalités analogues à (5.3) s o i e n t vérifiée. 

i i i ) I l e x i s t e C > 0 t e l que : 

( 5 ' 1 2 > }l\4z | σ < * . λ Λ > ) ( Χ Ι , ( 0 ' τ υ · > C | n | 

pour tous χ ^ :-/*, χ .> 1, v e Ν e r r. e 

i v ) On a : 

(5.13) i n f sup \τ 0 (X ) ( Ο , η ) | V ' J l = 1 
n e p n j l U r λ ( x ' X ' V ; 1 

ν) Pour tout C > 0, l e difféomorohisme Λ λ 6,^ Λ χ e t son 
(χ,λ,ν) (χ,λ,ν) 

i n v e r s e r e s t e n t bornés dans H lor s q u e (χ,χ,λ,ν) décrit l'ensemble 
I 

( 5 · Ί 4 ) Α· -{(χ,χΛ.ν), χ β ν ( 1 ^ ν ) ( χ ) , l , | i f ^ i . < c } . 

DEMONSTRATION 

Les p o i n t s i ) e t i i ) résultent de l a p r o p o s i t i o n 5.1. Le p o i n t 

i i i ) se déduit f a c i l e m e n t de i : } . L~ poin t i v ) p r o v i e n t de l ' i n v a r i a n c e de 

l a f o n c t i o n M par difféomorphisme. Pour l e p o i n t ν ) , on applique l a propo-
**** 

s i t i o n 5.2 en prenant pour 5 l'ensemble des couples (Π,Π) définis de l a 

manière s u i v a n t e : 

Π = σ° , Π(Χ) « g ° y (δ Χ) , t = 

(Χ,λ,ν) (χ,λ,ν) t Μ ( Χ,λ,ν) 

associés aux (χ,χ\λ,ν) e Α ' . Le difféomorphisme Ψ vérifiant (5.7) e s t 
θ , > \ θ , *v >» v · 
(χ,λ,ν) (χ,λ,ν) 300 
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Choix de l a phase Φ ( χ > λ § ν ) -

D'après i i i ) , l ' i n f dans (5.13) e s t a t t e i n t en un po i n t η , q u i 

dépend de χ,λ,ν. D'après l e p o i n t i i ) , on peut t r o u v e r une f o n c t i o n réelle 

\ M \ ' y ) t e l l e que, pour tout k ̂  n r on a i t , s i y β Σ, 

( 5 · 1 5 ) σ?χ.λ,ν) (ν ^ Ί 7 ) Ϋ(χ.λ,ν) (^ = B(0,X k,x , X,V) - Β-(γ,Χ. κ,Χ,λ,ν) 

ce qui e n t r a i n e d Ψ , χ 1 λ(ο) = 0. On oose maintenant : 

Φ ( χ , λ , ν ) ( ^ = Υ ' η ο + Ψ ( χ , λ , ν ) ( ^ 

S o i e n t U, , . 1'ooérateur défini en (4.3) e t σ, Λ Λ l a r e -(χ,λ,ν) - (χ,λ,ν) 

présentation définie en ( 4 . 5 ) , que l'on peut écrire sous l a forme ( 4 . 6 ) où 

l e s c o e f f i c i e n t s A (.,Χ,χ,λ,v) sont l e s mêmes que dans ( 5 . 1 1 ) . Après c o n j u ­

gaison par U Λ , l e s termes d'ordre C, notés B(.,Χ,χ,λ,v), vérifient : 
{ Χ , A .. V ) 

v i ) B(y,X ,χ,λ,ν) = Β(0,Χ ,χ,λ,ν) s i y s Σ, , k>< n. 

v i i ) inf- sup (Χ )(0,η) = 

= sup |γ· Β ( 0 , Χ τ , χ , λ , ν ) I V ' 1 ' = 1 
l l k r λ 1 

Le p o i n t v i ) résulte de (5.15) e t v i i } v i e n t de (5.13; e t de l a 

r.at-re ce L * a o o l i c a t i c r . s v m t l e c t i c u e associée à "J 

?REL~VE DU POINT a) DE LA PROPOSITION 4.1 

On note t o u j o u r s l'ensemble des m u l t i - i n d i c e s α t e l s que 

Ct_̂  = 0 pour tout j > k. On démontre, par récurrence sur k, l a propriété s u i ­

vante : 
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C£) Pour t o u t α e ^ , i l e x i s t e des constantes bornées indé­

pendemment de (χ,λ,ν), t e l l e s qu'on a i t , s i y <= £^ : 

3 aB(y,X T,x,X,v) = V C T T Β ν ν \ υΐ 

La propriété C' se déduit de i ) , i i ) e t v i ) exactement comme C κ κ 

a été déduit de (5.3) e t A^. D'après e t v i i ) , l e s polynômes λ ΊΒ(.,Χ,χ,λ,ν) 

sont bornés indépendemment de (χ,λ,ν). 

Point b ) . 

D'après l e s points i i i ) e t v i i ) , i l e x i s t e C > 0 t e l que : 

| l k r ( χ ' λ ' ν ) 1 

pour tous χ e R N , λ 1, ν € Ν e t η e R N . D'après l e point a ) , i l e x i s t e 

a 6 ] 0 , 1 ] t e l que (4.8) s o i t vérifiée s i | y f ^ 2a, η 6 R n, χ e R n, λ ^ 1 

e t V ^ N. 
I 

P o i n t c) . 

On peut maintenant invoquer l e c o r o l l a i r e 4.2, p u i s q u ' i l résulte 

seulement des p o i n t s a) e t b ) . Le p o i n t c ) se déduit de ce c o r o l l a i r e e t 

du p o i n t v ) . 
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