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1 - INTRODUCTION

Il est bien connu qu'il existe une équivalence physique entre la
représentation de Schrddinger et la représentation de Heisenberg. Soient
H un hamiltonien quantique et.u(t) la fonction d'onde représentant 1'état
d'une particule a l'instant t. Dans le modéle de Schrddinger, u(t) vérifie

1'équation de mouvement :

(1.1) ih S ue) =H 9L , o) =y

dt [>)

tandis que dans la représentation de Heisenberg, 1'évolution quantique G(t)

d'un observable guantique Go doit satisfaire

. d Ty _
(1.2) ih 2= G(t) = [G(t),H] , G(o) = G

Si l'on note pour L un opérateur dans L2(Rn), <L>¢ = <p,Lgp>, ou @ € Lz(Rn)
et (.,.) est le produit scalaire, on a alors au moins formellement :

<G(t)> = <G
u
O

>
o u{t)

Cela montre qu'ii Yy a une équivalence entre (1.1) et (1.2). Mais il ne s'a-
git pas d'une équivalence mathématique. En fait la solution fondamentale

de (1.1) peut étre approchée par des opérateurs.intégraux de Fourier sous
certaines conditions de régularité (voir [1], [2] et [11]). Dans cet arti-
cle on va montrer qﬁe la solution de (1.2) peut étre approchée par des opé-
rateurs pseudo-différentiels. Donc au niveau d'approximation semi-classi-

que, (1.2) est plus facilement a étudier.

Supposons que a(t), t € ]-T,T[, soit une famille de symboles sur

2n

R®", qui vérifie les estimations

(2-|a|-|8])
(1.3) |a§ ag a(x,E,t)] < ca8(1+{x|+lgl) T, tel-nal
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VIII - 2

1l 1
B

2
et ag Bg a(x,E,t) est continue en t € ]-T,T[. On note par a’(h x,th,t) l'o-
pérateur pseudo-différentiel associé par le formalisme de Weyl :

LA 1 1

(1.4) (aw(hzx,th,t)f)(x) = JJ 2nexp(i(x-y).E)a(hz(x+y)/2,h2£t)f(y)dy.dz ’
R
£ € ¥R")
ou A = (2I) "df et h > O est un petit paramétre. On notera aussi par Op;b

l'opérateur associé au symbole b par le formalisme (1.4). On va considérer

l'approximation semi-classique de 1l'équation de Heisenberg :

L

.. OF _-t, .
(1.5) ih SE 075 < [r (9, A (0], F(s,5) = M(n%x,nD)
11
ou l'on a noté Ah(t) = aw(hzx,th,t). Dans le cas ou C est un symbole de

poids borné, ce probléme a été considéré dans [12]. Pour C non borné, le pro-
bléme de domaine se pose. Notre étude de (1.5) est basée sur la régularité
de la solution de 1l'équaiton de Schrddinger (voir Wang [19])

. dult,s) _ _ n
(1.6) ih =5 = A (t) ult,s) u(s,s) = ¢ € ¥m)

On montre que la solution de {1.5) admet un développement semi-
classique en termes d'opérateurs h-pseudo-différentiels dont le premier ter-
me est un opérateur de symbole C o ¢§ ou ¢: = (x(t,s),p(t,s)) est la solu-

tion du systéme hamiltonien :

3x(‘acés). =3, alx(t,s),plt,s),t) x(s,s) =y
{(1.7)
dp(t,
_p—(azﬂ = _aX a(X(t,S)rP(t,S)pt) p(S’S) =g ! (y'q) € len

Ce résultat peut étre considéré comme une version semi-classique du théoré-
me d'Egorov ([3]). Il décrit la liaison étroite entre évolution guantique

et trajectoire classique et posséde des applications intéressantes (voir
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par exemple [12], [13] et [20]). En particulier, on va appliquer ce résultat
a 1'étude de la limite classique de fonctions de corrélations quantiques et
a retrouver les résultats de [19] obtenus par d'autres méthodes. Remarquons
que depuis le travail élégant de Hepp (71, i1 y @ de nombreux articles sur
ce sujet (voir par exemple.[S}, [8}; [14], [15] et [16]). Mais les auteurs

cités ci-dessus ont généralement considéré les opérateurs de type
1

’ 2 \
. Wh(xo,po) Uh(t)exp(—lh (Y'X+S'Dx))?h(t)wh(xo’po)’ ou Wh(xo,po) est 1l'opéra
L2 :
teur de Weyl : wh(xo,po) = exp(ih (po.x xo.Dx)). Dans notre cas, on consi

%* *
dere les opérateurs de type Wh(xo,po) Uh(t) B(h)Uh(t)wh(xo,po), ou B(h) est
. g . . . . 2
un opérateur Pseudo-différentiel, generalement non borne dans L (Rn). Donc
il s'applique au théoréme d'Ehrenfert et permet d'obtenir une correspondance
remarquable entre mécanique guantique et mécanique classique. Pour d'autres

aspects concernant ce sujet, on renvoie a [19].

2 - EXISTENCE DE LA SOLUTION DE L'FQUATION DE HEISENBERG

Soit a(.,.,t) une famille de symboles réels, t € ]-T,T[. Supposons

que pour tous a,B,ang(x,p,t) soit continue en t € ]-7,7[, (x,p) € R2n et

que
(2.1) Iaaasa(xpt)]<c t € J-r,7( '(xp)ERzn
- e p e aB ’ ’ ’
11
pour |a|+!8| > 2. Posons Ah(t) = aw(hzx,th,t). Considérons 1'équation de
Heisenberg :
11
(2.2)  ih - F (t,8) = [F_(t,5),A (t)] P (s,5) = b"(n%,n2D)
) at h ! h 'S ,A.h ! h ’ ’ ’

dans c‘e( 3O(fRn) , PR™)), ot b est un symbole de poids tempéré. Rappelons le

résultat suivant concernant la régularité de la solution de 1'équation de

Schrédinger :

244



VIII - 4

Buh(t,s)

. _ _ n
(2.3) ih = = A (£) U (t,s) , U (s,s) =u_ e &™)

THEOREME 2.1

Sous les conditions ci-déssus, la solution du probleme
(2.3) existe pour t,s € ]J-T,T[ avec |t-s| assez petit. Si l’'on
note par uh(t,s) l'application u, * uh(t,s), uh(t,s) se prolon-
ge en un propagateur unitaire dans L2(an). Si l'on note par

B"(h) l'espace de Besov d'ordre m :

1 1
B = {f « LY@®") ; (n%0)%n®p)fr e L?, |al+|8|
muni de la norme naturelle notée [|.|| ,, u,(t,s) est unifor-
mément continu de B (h) dans B™(h)
HupCtos)f s Gl y 0 f e B

En particiilier LLh(t‘,s) est un isomorphisme topologique de ?(Rn)

n
sur bo(R ).

Pour la démonstration du théoréme 2.1, on renvoie a [19] (voir
aussi Fujiwara [4] et Kitada-Kumano-go [10]).
X ]
D'apres le théoreme 2.1, Fh(t,s) = uh(s,t)bw(hzx,thth(t,s) est
une application continue de EF dans ¥ et vérifie 1'équation de Heisenberg

(2.2).

PROPOSITION 2.2

Soit a(.,.,t) une famille de symboles vérifiant (2.1). Alors il
existe T, >0 tel que pour t,s € ]-T,T[, It—s| < T le probleme (2.2) ad-

met une solution unique Fh(t,s) € g( T(Rn); T(Rn)). De plus pour @ ELf(Rn),
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1 2 .
(t,s) » Fh(t,s)¢ est de classe C dans L°(R") par rapport a (t,s) €

J-t, [ X 1-T,70, |t-s| < T,

PREUVE

On a déja démontré l'existence de la solution. L'unicité de la so-
lution pour (2.2) vient de la surjectivité de Uh(t,s) comme opérateur de

P®") dans FP®"). c.0.F.D.

Dans la suite on va donner un développement semi-classique de 1'o-
pérateur du type uh(s,t)Buh(t,s), qdi représente la solution de 1'équation

de Heisenberg.

3 - UN THEOREME DU TYPE EGOROV

On commence par établir certaines estimations sur le flot hamil-

tonien classique.

DEFINITION 3.1

On désigne par s™(h) 1a classe des symboles admissibles b(h) vé-

rifiant que pour tous q,B, il existe une constante CaB telle que

a -le|=1B
(3.1) laxagb(x,p,h)l < Ca8(1+lxl+|p|)m |a|-{8] , VY heloil

On désigne par ST(h) la classe des symboles b(h) vérifiant l'esti-

mation

(3.2 [%Pa0,p,m ] < ¢ o (1+]x|+|p)) mlod 18D, vheloi]

B
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Soit a(.,.,t), t & J-7, [, une famille de symboles réels vérifiant

( Pour tout Tyr» O < T < T, pour tous @ et B, il existe une constan-
(3.3) { te C telle que
a.B -la]-
[axapa<x,p,t)[ < cO+|x|+|p))? la]-18] oot s T o &’
\
Alors on sait que la solution du systéme hamiltonien associé a
a(t)
)
5-‘é(t,s) = aq aly-t,s),q(t,s),t)
(3.4)
g
ﬁ(t’S) = - By aly(t,s),qlt,s),t)

avec données initiales

(3.5) y(s,s}) =x , a(s,s) = P

existe pour Itl, |sl & T1- De plus, si on note par ¢: le flot hamiltonien
défini par (3.4) et (3.5) : ¢§ = (y(t,s), q(t,s)), il existe 8(T,) > O tel

que pour [t-s| < 5(T1), on a :
t
(3.6) 1+|¢S(x,p)l > ¢ O+]x|+p]|)
avec Co > O indépendant de (x,p) et de t,s tels que lt—s] £ 5(T1)-
LEMME 3.1
Sous les conditions précédentes, soient (y(t,s), qlt,s)) répon-

dant au probleme (3.4) et (3.5). Alors y(t,s) et gq(t,s) sont Co° par rapport

N 1 N
a (x,p) et C par rapport a t,s. De plus, on a :
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o 1- -
(3.7) |3xagy(t,s)! < Ca8(1+|x|+lp|) |al |8]

o 1-lal -
(3.8) IBXBEQ(t,s)I S Ca8(1+|xl+lpl) laf-[8]

pour tous o,B et pour tous t,s, |t-s| < 6(T1).
La démonstration de ce lemme est élémentaire. On 1'omet.

LEMME 3.2

Soient t,s, lt-sl < 8(T,). Alors pour tout b(h) € s™(n)

1

m-|a|-|8]

a t
(3.9) Bxagb(¢s,h) €S (h) pour tous a,B

De méme, pour tout b(h) € sT(h), on a :

a.B .t (m-la]-|B])4
(3.10) Bxapb(¢s,h) €s, {h) pour tous «,fB
PREUVE
Utilisant les notations du lemme 3.1, notant u = (x,p), on peut
ecrire :
8] . r r.
1
(3.1 82 betn = % ) c 39y (¢5,ma ' oF...8 T ¢t
u s - Y. ..r. u s u s u s
F1 r1+."+rj=9 1 3
rkemzn\{o}

Donc si b(h) € Sm(h), on a :

(e ]

) (1+|¢>15:|)“"j<1+|u|)j‘Iel
L ;

1

9 t % '
lau b<¢s,h)i < cC L

+...4r.=0
(3.12) 5

< C'(1+Iul)m_|e‘ si |t-s] g §(T,)

De méme, pour b(h) € Sf(h), on a :
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-

0 {m-3) .
[9%p(o2, ) | %% SUEMP * (refu]y 3710l
EREN J1E b=
N <m-|ef>+
& G (1+|u) si |t-s] < §(r,)
\.
(3.9 et (3.10) découlent de (3.12) et (3.13). C.Q.F.D.

Considérons maintenant 1'approximation semi-classique de la solu-

tion du probléme de Cauchy pourl'équation de Heisenberg (2.2). On va donner
1 1

un développement semi-classique pour Fh(t,s) = Uh(s,t)bw(hzx,th,h)Uh(t,s)

ol b(h) € s™(h), ainsi obtenir un théoréme du type Egorov (voir [3]).

THEOREME 3.3

Sous les conditions ci-dessus, il existe G(Tl) > 0O tel
que pour tout b(h) € Sm(h), Fh(t,s) admet un développement au

sens suivant : pour tout entier N » O, on peut écrire

N+1

h’ B;(t,s;h) + h (t,s;h)

N
(3.14)  Fu(t,s) =Z]_ Rnyg

=0

pour [t-s| < §(T;)

ou Bj(t,s;h) est un opérateur pseudo-différentiel de symbole

bpl¢.,.,t,s;h) e S I(n), j = 0,1,...,N, R s;h) applique

N+1(t’
continument de (R") dans P(R") et pour tout entier k » O, il

k+N-m(h)

se prolonge en un opérateur continu de Bk(h) dans B
uniformeément par rapport a h € ]0,1], |t-s| < §(T;). En parti-

culier, b®%(t,s;h) est donné par

REMARQUE
On verra dans la démonstration du théoréme que Bj(t,s;h) =0

lorsque j est impaire.
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(@]
(3-15) B GuPitisih) = b(§:(x,p),h)

0{1 ¢t est 1e flot associé é l' : : ~ N .
s Hamiltonien a(x,p,t) c'est A dire la solution

du probleme :

3t Y{t,s) = 9q aly(tisiqlt,s),0) y(s,s) = x
(3.16)

3

3r dlt.s) = - 3, a,(y(tis), (t,5),¢t) als,s) = p
REMARQUE

Dans le cas ol a(t) est indjépendant de t, soit ¢§ résolvant le

probléme (3.16) avec S = O. Alors le théoreme 3.3 donne

11

U, (t) b (hZx,h2 2
h (h™x,h D,h)U, (t) = B (t,h) + hB (t,h) + h B,(t,h) + .

LA

ou Uh(t) est le groupe unitaire associé a A = aw(hzx,th) et Bo(t,h) est
un opérateur pseudo-différentiel de symbole b(¢2,h). Voir Robert [12] pour

le cas ol b(h) est de classe s°(h).

Avant d'aborder la démonstration du théoréme 3.3, on prépare des

lemmes. Soit 6(T1) donné dans le lemme 3.2, |t-s| < 6(T1). On définit 1'o-

pérateur Bh(r) par :

. t n
(3.17)  B_(x)¢ = U, (s,r)opy b(OS,h) U, (r,5)¢ 9 € AR

LEMME 3.4

Pour tout ¢ € fr"), Bh(r)@ est continlment différentiable dans

L2(R"). Et on a :

d i w t w t
(3.18) a5 B, (X)e = U (s,7) {=[A, (x),op b(¢ ,h)] <opp{a(r),b(¢r,h>}>}uh<r,s)w
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PREUVE
D'aprés le théoréme 2.1, B, (r)g est évidemment différentiable dans

L2(1Rn). Comme :
.3 U (t,8)9 = - ih"' A (£)U,_(t,s) & U (t,s)e = in”! U (t,s) (s)o
at h r (p Al’] h ’ (pl as h 14 cp h 14 Ah ‘

on obtient facilement :

d - i w t d W t
(3.19) 3 By(Tle = Uh(s,r){-HfAh(r),(oph b(¢r,h)]+ar(oph b(¢r,h))}Uh(r,s)¢
¢Z étant la solution du probléme (3.16), on a évidemment :

% bs%,n) = ~{atr),biot,m}

ar r' atri, r'

ou {7,.} est le crochet de Poisson. On peut vérifier :

3 W t _ wd t
zz(op, b(¢_ ,h)e = (op, 3= b(¢_h))e
(3.20) ’
n
= - (op; {a(r),b(¢:,h)})cp ¢ € L™
(3.18) vient de (3.19) et (3.20). C.Q.F.D.
LEMME 3.5

Posons :

-1 W o t \ t
= - cr ey Ib 'h *
h R (h,r,t) = h [Ah(r),(oph b(¢r,h))] oph{a( r),bl¢_ )}
Alors R1(h,r,t) admet comme symbole b1(r,t;h) € Sm—1(h)-

PREUVE
m t m ' N
Comme b(h) € S (h), b(¢r,h) € S (h) par le lemme 3.2. D'apres la
. i w t w t
formule de composition, le symbole de H[Ah(r)'(oPp b(¢r,h))]-oph{a(r),b(¢ ,h'}

s'écrit sous la forme :
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, .
h % " n’ BzDBa(r)asDab(¢:,h)
323 Ja|+|B8|=3 P P

. -2
D'apres le lemme 3.2, chague terme est dans la classe Sm (h). En sommant

asymptotiquement ce développement, on prouve que R](h,r,t) admet comme sym-

bole b, (r,t;h) € ™2 (h). C.Q.F.D.

Maintenant, nous somme en mesure de démontrer le théoréme 3.3.

PREUVE DU THEOREME 3.3

D'apres le lemme, on a pour ¢ € Pr")
L
w,, 2 2 t
U, (s,t).b"(h"x,h"D,h) U_(t,5)¢ - (op: b(¢_,h))g

t .
1 t t
(3.21) J vy (s.x) {ElA (), 0p] b(¢r,h)]-<op;{a(....r),b(¢r.h)})}uh(r,s)¢dr

S

c .
2 \%
h Js Uh(s,r)oph b1(r,t;h) Uh(r,s)@dr

m

Par le lemme 3.5, b1(r,t;h) €8s _2(h), donc 1l'opérateur

. ) +m-1
Uh(s,r) op: bl(r,t;h) Uh(r,s) est uniformément continu de Bk ™ 'h) dans

Bk(h) pour tout entier k.

Appliguant (3.21) successivement N fois, on obtient :
11
u, (s, )" (h%x,h%D,h) U, (£,5)9

1 t 2 t w t
= opp b(¢s,h)¢ + h J (op b1(r1,t;h) o] ¢S)¢ dr1 oL+
s
t (r r r
2N 1 N-1 w o N
{3.22) + h J J e } (oph bN(t,r1,r2,...,rN,h) o ¢s X0 dr1...drN
s ’s s
t (R r
2N+2 1 N w
J J . J Uh(s,rN+1)(Oph bN+1(tlr1lr2I"'er+‘|'h))
S S S
Uh(rN+1,s)w dr1dr2...drN+1
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D'ou, il suffit de prendre :

v°(.,.,t,s:h)

1]

b(6s,h)

t r1 rj_1 rj
Js Js ---Js bj(t,r1:r2,---,rj_1;h)0¢s dr1dr2...drj

b2 (.,.,t,s;h)
< . . s 3 m-2j
Par une recurrence, il est facile a montrer b-(.,.,t,s;h) € 8§ (h). Et
pour ¢ € R, lt-s| < 6(T1), on a :

(3.23) IIRN+1(t,s;h)¢||k+N_m'h L C |I¢||k'h pour h € ]o,1], k entier.

Donc RN+1(t,s;h) se prolonge en une famille d'opérateurs uniformément conti-

+2N- . . .
nus de Bk(h) dans Bk 2N m(h). Cela finit les demomstration du theoreme 3.3.

C.Q.F.D.

On a un résultat analogue pour b(h) € ST(h).

THEOREME 3.6

Sous les conditions du théoréme 3.3 pour a(t), il exis-
te § > O tel que pour tout b(h) € ST(h) et pour tout entier

N > O, on a :

N+1

thj(t,s;h) + h (t,ssh) , |t-s| < &

N
(3.24) Fp(t,s) = §= Ry,

0

(m-j)

ou Bj(t,s;h) admet comme symbole bl (t,s;h) € S, (h) et

R (t,s;h) se prolonge en une famille d'opérateurs continus
N+l k- (m-N)
de Bk(h) dans B *(h) pour tout entier k. En particulier,

b°(t,s5h) b(d.,h).

On omet la preuve du théoreme 3.6 qui suit la méme ligne que celle
du théoréme 3.3. Une conséquence du théoréme 3.6 est le résultat suivant qui
est une version semi-classique du théoréme d'Egorov ([3]).
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THEOREME 3.7

Sous les conditions du théoreme 3.3 pour a(t), posons

b~
et

Fp(t,s) = Uh(s,t)bw(hzx,th)Uh(t,s)

ou b satisfait aux estimations :

(m-]a|-|8|)+

Iai‘aSb(x,p)l < Ca8(1+lx|+|p|) , a,B € N".

Alors il existe § > O tel que l'on a

(29

1
j 2 .2
Rl bY(h%x,n®pst,s) + AN Ry, (2, 55n)

’

N
(3.25) Fp(t,s) =]
j=o

|t~s| < 6
ou bj(t,s) est un symbole vérifiant

(m-j-lal-]8])
(03850 (x,p5t,5) | < Cpp(1vlz|+p]) Y t-s|s6

pour j = 0O,1,2,... et pour N > O assez grand RN+1(t,s;h) se
prolonge en un opérateur uniformément borné dans LZ(Rn). En

particulier, on a

(3.26) b (t,s) =b o ¢;

REMARQUE
Dans le cas ou m = O, on peut obtenir (3.25) en remplagant (3.3)
par :
(3.2 8%Patx,p.0)] < c lal+]8] > 2
X p aB

voir Robert [12].
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4 - LIMITE CLASSIQUE DE FONCTIONS DE CORRELATION QUANTIQUE

On montre dans cette section que les résultats obtenus dans [19]
se déduisent facilement du théoréme du type Egorov établi dans la section 3.
On se borne ici au cas ou a(t) est indépendant de t. Pour hamiltoniens
dépendant de t, on a aussi les résultats analogues a ceux de [19].

1/2

. 2n A
& = -
Soit (xo,po) R~ . Posons Wh(xo,po) exp(ih (x.po xo.D)).
RAlors d'aprés Hormander [9], Wh(xorpo) est un opérateur pseudodifférentiel

et on a :
101 1 1
* w2 2 w,, 2 2 n
= + €
(4.1) W (x_,p ) b (h%,h“DIW (x_,p )E = b (h'x+x_,hD+p )E , £ R

ol b est un symbole de poids tempéré quelcongue.

LEMME 4.1
Pour tout symbole de poids tempére b, on a

1 1 1
* w 2 2 2 n
(4.2) H(wh(xo,po) b"(h“x,h“DIW, (x_,p ) - b(x_,p )E|| € c(E)n® , £ eF&"

ol C(f) est une constante dépendant de f.

PREUVE

I1 suffit d'utiliser (4.1) et de développer le symbole de
1 1

w, 2 2
b  (h x+xo,h D+po) autour de (xo,po). C.Q.F.D.

THEOREME 4.2

Supposons que le symbole b vérifie qu'il existe un en-

tier N tel que
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N n
Iagagb(x,p)l < Ca8(1+|x|+lpi) pour tous o,B € N

Alors pour tout f € BN l'espace de Berov d'ordre N, on a

1 1

) * *w, 2 2 o
(4.3) Lim W, (x_,p ) Uy (t) b"(h"x,h D)Uh(t)w%(xo,po)f =
h+o+
b(x(t),p(t))f

dans Lz(Rn), ou (x(t),p(t)) est la trajectoire classique pour

l'hamiltonien a, avec données initiales (xo,p )

0
dx(t) _ | -
T - %)a(x(t),p(t)) x(o) = x,
(4.4)
dp(t) __
o) -3 a(x(t),p(t)) p(o) = p,
En particulier si b est un symbole borné, on a
4 i 1
(4.5) S - 1im W (x_,p ) U (t) b¥(h%x,n?D)U. (t)W, (x ,p.) =
y h'To?Po’ “n ’ h h'*o’Fo

h+o+ »
b(x(t),p(t))
dans LZ(Rn). La limite dans (4.3) et (4.5) est uniforme en t

pour t dans tout compact de R".

PREUVE
On note par ¢t la solution de (4.3) avec données initiales (x,p).
Alors la démonstration du théoréme 3.3 donne

1 1

1

4 . 1 1

(4.6) |Ju, (£) " (h2%x,h%D)u (£)f ~ (b o 65)%(n
h h

:
s, n’myf]f <

o f e FR")

D'aprés le lemme 4.1, on a
1
* t.w, 2 2 t
[ - ’ \< h
(4.7) ||Wh(xo,po) (b o $7)"(h"%,h" D)W, (x_,p )E-b o ¢ (x_ p)Ell < ¢,

N —
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ou C, et C, sont indépendants de f et de t dans un compact fixé de R. De

(4.6) et (4.7), il vient
1
1w (x_,p )70 (£) "B (%, 0%D)U_(£)W_(x_,p )E - b(x(t),p(t))£]]
h'*o'Po’ “n X h h'%o'Po 'P
1
2 n
Ch , £ e fR)

In

Par un argument de densité, on obtient (4.3). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.3

1

r

Sous les conditions du théoréme 4.2, on a pour tout f € B

1

. * *x 2
Lim Wy (x,p o) Uy (8) 00 (0)W (x ,p )€ = X (0)f
h+o+
1
lim W, ( )" *n2p ¢ )W, ( '
im W (x_.p_ Uh(t) h DjUh( h xo,po)f = pj(t)f 3= 1,2,...,n
h-»o
+
2, . n . ) . i
dans L°(R"), od x(£) = (x,(£),...,x_(£)} p(t) = (py(t),...,p_(t)) est la so-

lution de (4.4). Appliquant le théoréme d'Ehrenfest, on obtient

COROLLAIRE 4.4

1 2
Supposons que a = 5 ]p]- + V(x) avec V satisfaisant
IB:V<x)| s c, . pour |a| » 2.

Si 1l'on note pour un opérateur autoadjoint L : <> = ;
9, (t) = (Tn(BI¥W, (xrp )0,

LUh(t)Wh(Xo,po)w), on a alors pour tout @ € B’ que

1

. d 2 2
lim — (<h"x .> ) = p.(t)
o, o, (6)) = P el
1
. d 2 Vix(t))
lim —=— (<h"D.> ) = - 3_______ 2
ho, dt I ey (o) 3Xj ol
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La limite étant localement uniforme en t € R.

Notons que si l'on s'intéresse seulement a établir (4.5), on peut

lacher le contrdle sur la croissance du symbole a (voir [19] et aussi [7],

(151, [16]).
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