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CHAPITRE I
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Le but de cet exposé est de montrer que la méthode de
Mosér ([8]) pour prouver la régularité holdérienne des solutions faibles
des équations elliptiques du deuxiéme ordre sous forme de divergence a
coefficients mesurables peut étre utilisde aussi pour le cas elliptique
dégénéré si 1l'on peut substituer les boules de la ﬁétrique euclidienne

par les boules d'une métrique de type homogéne qui est "naturellement”

associée a l'opérateur.

On va préciser tout d'abord le significat du mot "naturelle-
ment" ; bien que une part des considérations suivantes puisse étre développée
dans des situations beaucoup plus générales (voir (3], [ 5], [ 6]), on va
se borner dés maintenant a la situation ol l'on a obtenu les résultats

les plus complets.

n
Dans la suite, L désignera 1l'opérateur différentiel z
i,3=1
d.(a,, 9.), o a,. =a,, s d i 3 5
i'%35 9577 i 5i ont des fonctions r?elles bornees et mesurables.
Nous supposerons aussi qu'il existe m € R+ tel que
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fonctions réelles non négatives de classe C hors de l'origine telles que :

v(x,E) € R, on A0 = A

i) x;J%st lipschitzienne ;

ii) 0 g t(l;k))/(t) £ pj X l;k)(t) Vvt # O et pour des constantes convenables
r

pj,k 2 0, jrk =1,...,n, jJ #k ;

iii) A;k)(t) = x;t)(ltl) vVt €R, j,k = 1,...,n, j # k.

Soit maintenant Q un ouvert de R ; si, pour tout couple de
points x,y € ), il est possible de Jjoindre x et y par une courbe continue qui
est par morceaux une courbe intégrale des champs de vecteurs X181,...,Xn8n
(on dira alors que § est (X131,...,Kn3n)—éonnexe), nous appellerons distance
dtx,y) des points x et y le plus petit temps qui est nécessaire pour aller de
x a4 y le long de courbes de ce type. Il est alors facile de prouver que, quit-

te a renuméroter les variables on peut toujours supposer localement X;J)



(j+1 . R .
ij i) = ... = k;n) =1, j=1,...,n. Dans ce cas, on connait treés bien ([3])

la métrique d et la structure des boules Bd de cette métrique. En particulier,

si U est la mesure de Lebesgue, on a 1'inégalité de duplication suivante

u(Bd(E,zr) < Au(Bd(;,r))

¥x € Q,¥r > 0, ce qui implique que (f,d) est un espace de type homogéne au sens
de [2].

Pour prouver la régularité hdldérienne des solutions faibles
de Lu = O et 1'inégalité de Harnack, suivant la méthode de De Giorgi-Moser

(voir [7], section 8,9) il suffit de prouver que :

loc

Siu € Y (), u > 0, Lu = 0, alors il existe Cyr M'p, M“p
€R,, 0> 1 tels que, VX € , VR > O tel que Bd(i,C1R) Cf, on a
(1.a) ¥p > 1 sup u <M (u(Bdm,R)))"lp.lIu;Lp(Bd&,'R))II;
B_(%,Rr|2)
d
(1.b) vp € [1,0[ '
inf u > M"p(u(Bd('i,R)))—1|p|Iu;Lp(Bd(;(,R))lI.
B.(X,R|2)
d o
Ici A = (X1,...,Xn) et WX(Q)(WX(Q)) est la fermeture de dm(Q)

(d:(ﬂ)) relativement & la norme
n
sz ]2 + ) ||xla.u;L2(mII2)V2 ;
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WXOC(Q) a le significat usuel. Dans la suite on écrivera qu pour le vecteur

(A.3.u,...,A 3 u).
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Pour prouver (1.a) et (1.b), on prouve un couple d'inégalités
analogues pour des boules de rayon fixé R = 1 et on utilise une famille con-
venable {Ta' 0 < a} de transformations homothétiques qui sont, pour le cas dé-
généré, analogues aux transformations x + ax du cas elliptique. Nous remarquons
que Ta transforme 1'opérateur L dans un nouveau opérateur L(a) qui définit

(o)

donc une nouvelle métrique d ; 11 faut alors estimer trés soigneusement les

constantes de nos inégalités et vérifier qu'elles ne dépendent pas de O mais
de nos hypothéses qui - comme on peut le

k

’
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verifier - ne changent pas quand on passe de L a L( ). Nous remarguons aussi

seulement des constantes m et pj

que le choix de T, est 1ié a la connaissance treés précise de la géométrie des



boules Bd(a) et donc ne peut étre adapté tout simplement a des situations plus

générales.

Le premier point pour prouver (1.a) et ((1.b) est prouver que
les solutions faibles sont localement bornées ; en effet, on prouve le résul-

tat suivant.

Théoreéme 1:
Soit u € Wloc(Q) telle que Lu » 0. Alors, ¥Vx € § 3 R_ tel que,
A z o
¥R & R 3 Cr > 0 (indépendant de u) telle que :
+
ot LPx e )

-

|x-| < 2rh{],

ol u = max {O,u}.

Pour prouver ce résultat, il est nécessaire d'utiliser un théo-
‘réme de plongement pour les espaces ak(ﬂ) qui a été prouvé en [5] (voir aussi
[3], [4] et [6]) : & savoir le fait que %X(Q) est plongé continuement dans
Lq(ﬂ), pour un q convenable, g > 2. On peut alors procéder de la fagon suivan-
te : supposons d'bord u > O. Soit:g(u,v) est la forme bilinéaire associéde a L,
et soient B > 1, N > O ; nous posons H(t) = tB pour t € [O,N] et H(t) = N8 +
(t-N) B NB_1 pour t 2> N et, finalement, G(t) = fz lH'(s)lzds. Si ‘
Y e C:({x;|x~§| < R}) et si nous posons v = Y G(u), on a v € %X(Q) et donc

ich,v) < 0. De la
2 , 2 2
Jo 1V (¥ BEuN | * ax < c, Jo 1B (Wul 7|V, ¥]° ax ,
ol c, est indépendant de u,B,N. Alors

(f _l¥Eca) 9ax) /9 g c, (v 5 2@ 1% +
R

+

HH'(u)ulVA‘H ;L2@m | 1H 2

Si on choisit maintenant ¥ = 1 sur une boule (euclidienne) de rayon r < R et

-1
telle que IVA‘PI < 2(R-r) ', pour N * 4+® on a
B - 1 -
o ; L U {x; [x-7] < rh || < (C3 B/(R-r)) /Bllu ; LZB({X;Ix—x| <R,
ou ¢, ne dépend ni de u ni de B. On peut maintenant itérer cette inégalité

et obtenir d'obrd que u € n Lp({x ; [x—il < R}) et, sucessivement l'esti-
1€p<+oo



mation de 1'énoncé. Nous remarquons que, quitte a subsituer le gradient eucli-
dien par le "gradient dégénéré" Vl et le théoréme de plongement classique de
Sobolev par notre théoréme de plongement, la méthode suivie est identique a
celle de Moser [8] (voir aussi [7], section 8,5). Toujours comme en [ 8], on

peut successivement éliminer 1'hypothése u 2. O.

. 1 p P
Soit donc u € WXOC(Q) telle que Lu = O ; le resultat du theo-

reme 1 nous assure que (si on suppose, comme on peut le faire toujours, que
u>x>k >0)n uB appartient a %X(Q) ¥yne CZ(Q), et donc (u,v) = 0. Par des
considérations analogues a celles de la démonstration du théoréme 1, on a
alors (B # 0)
2 2 2 .
c (B+N/BS [Vn][“wiax si B # -1

yd 3

(1.c) s lnvxwlzdxs
&°
C1f n‘Vxnlzdx, si B =-1,
R
ou /;//u(8+])/2 . siB £ - 1
w = . v
\\\ log u ;, si B =-1.

(o]
Si 0< r, < f2, on peut choisir maintenant n € Co(Bd(i,rz))

telle que n = 1 dans Bd(i,r1) et telle que |anl < 2(r2—r1)—1. Pour B > O on
peut alors répéter la méthode de la démonstration du théoréme 1 et obtenir
(1.a) (avec R = 1), tandis que la méme technique pour B € ]-1,0[ et B € ]-o,~1[

nous donne que Vp,po, o< P, <p<g

P 1/p
P p . o o
(Jq x, 1 ax) s c (g (g,c)% 9 et
d d 3
P -1/p

inf u > C4(fB (g,c)Y © ax) ° .,

Bd(§,1/2) a"’'"3
ou Cyr Cyr Cy dépendent seulement de p, p_ et de certaines quantités qui sont
invariantes quand on passe de L a L(a). Pour achever la démonstration de (1.b)

il suffira alors de prouver qu'il existe p0 € ]0,1[ tel que

Py Py
u dx) £ CS'



D'autre part :

400
exp(polw-wC l)dx = pofo v(s)exp(pos)ds+u(Bd(x,C )

B_.(X,C.) 3

a"""3 3
ol w_, est la valeur moyenne de w en B_(%,C.) et V(s) = u({x€B_(X,C.) ;
C3 d 3 d 3
|w(x) T Ve | > s}). Pour prouver que I £ C
3
dégénéré, de prouver gue V(s) £ C

57 il suffit, comme dans le cas non

eXp(—C7s) u(Bd(x,C })) pour des constantes

6 3
C, et C_ convenables. Dans le cas non dégénéré on obtient cette estimation du

tgéorém: de John-Niremberg qui est balable aussi dans un espace de type homo-
géne.([2] p- 594 ; voir aussi [1]). Pour appliquer ce théoreme, il suffit de
prouver que la fonction log u est a oscillation moyenne bornée relativement
aux boules By i cela est une conséquence de 1'inégalité de Poincaré suivante
S |1og u - (log u) |dx)2 .

/) r

Bd(i

2 - 2
< ¢ xr” u(B (R,r)) de(}?,Cr)IV)\(log u) | “ ax

et de (1.c) avec B = - 1.

L'inégalité de Poincaré, d'autre part, peut étre prouvée par

une méthode analogue & celle de la démonstration du théoréme de plongement.
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