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LES VARIETES FILTREES 

Une NRF-variété est un couple (M,F) où M est une variété C°° et F une 

—k — k+1 — 1 

suite décroissante : T M = F D F D ... D F D 0 de sous fibres vecto­

riels F 1 de l'espace tangent T M, astreints à vérifier des conditions sup­

plémentaires de compatibilité vis à vis du crochet des champs de vecteurs. 

Les variétés ordinaires sont des NRF-variétés, les variétés feuilletées le 

sont aussi, de même les variétés de contact et, plus généralement, certains 

systèmes de Pfaff et leurs systèmes dérivés. En fait, bon nombre de struc­

tures procédant, et de la géométrie partielle (le long d'un champ d'éléments 

de contact), et de la géométrie transverse, ont pour cadre naturel les 

NRF-variétés. Celles ci constituent ainsi une catégorie suffisamment vaste 

pour prendre en compte la plupart des objets actuellement étudiés en géomé­

trie différentielle. 

L'un des buts de ce travail est l'élaboration, pour les NRF-

variétés, d'une "théorie des jets", qui coïncide avec celle de C. Ehresmann 

dans le cas ordinaire, et qui en ait les principales fonctions. Ceci est 

réalisé par la construction des espaces de repères des NRF-variétés. L'au­

tre but poursuivi est la définition et l'étude des G-structures de tous 

ordres sur les NRF-variétés. En particulier, le processus de prolongement 

des G-structures de Singer-Sternberg [l0 ] est étendu aux NRF-variétés, ce 

qui prolonge, par des méthodes différentes, les travaux de N. Tanaka [12]. 
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Voici brièvement, la description des différentes parties : 

Le chapitre I fournit, avec les définitions des N F et N R F-varié-

tés, un certain nombre d'exemples. Alors que les variétés usuelles sont, en 

quelque sorte, modelées sur des algebres de Lie abéliennes, les N R F-va-

riétés sont modelées sur des algebres de Lie graduées quelconques 

g = e © ... © e .Le cas où g est engendré par e a été étudié par 

N. Tanaka [ 1 2 ] . 

C'est au chapitre II qu'avec les diagrammes (non holonomes, semi-

holonomes, holonomes) apparaît l'une des originalités de notre étude. Un tel 

diagramme, de type (n,n) contient, en quelque sorte, toute l'information 

utile des n+2 premiers espaces gradués associés à un espace vectoriel fil­

tré (muni, éventuellement, d'une structure d'algèbre de Lie). Les groupes 

d'automorphismes de ces diagrammes sont les groupes de jets (généralisés). 

Signalons l'introduction des espaces semi-holonomes et holonomes et notons 

que, dans le cas ordinaire, c'est la prise en compte, ou non, de la struc­

ture d'algèbre de Lie abélienne de R n qui fait la différence entre l'holo-

nomie et la semi-holonomie. Un certain nombre d'autres notions (élément de 

connexion, cohomologie de Spencer graduée etc..) sont aussi introduites, 

pour utilisation ultérieure. 

Le chapitre III est entièrement consacré à la construction des es­

paces de repères, semi-holonomes et holonomes, des N R F-variétés. Les 

principaux ingrédients y sont : des espaces fibres dont les fibres types 

sont des diagrammes, des formes fondamentales (qui ne sont pas des formes 

au sens usuel car elles sont la juxtaposition d'un certain nombre de formes 
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définies sur des sous fibres vectoriels d'un espace tangent convenable), une 

notion de pseudo-crochet (qui fournit le point de vue dual des formules de 

Maurer-Cartan pour les formes fondamentales), une notion de courbure (qui 

généralise le tenseur de Ehresmann-Chern-Bernard) etc 

La définition précise des N R F-G-structures est donnée au §-1 du 

chapitre IV. Les prolongements de ces G-structures sont construits et leurs 

propriétés établies. Le §-2 est consacré aux structures de type fini. On y 

montre que, comme dans le cas habituel, leur étude se ramène à l'étude de 

variétés parallèlisées qui leur sont canoniquement associées. 

Pour conclure, on remarquera que certaines G-structures usuelles 

peuvent, en fait, être considérées comme des N R F-G-structures, sur des 

N R F-variétés qui ne sont plus des variétés usuelles. L'application, à 

ces G-structures, des techniques précédentes, fournit des invariants plus 

fins que ceux utilisés habituellement. 

oo 

CONVENTIONS : - Toutes les données sont C . 

- Les termes usuels "jets", "connexion", "forme fondamentale", 

etc..., suivis parfois de "généralisés" sont utilisés pour 

désigner leurs correspondants dans notre théorie. 
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CHAPITRE I : DEFINITIONS - EXEMPLES 

§-1 : LES VARIETES FILTREES 

DEFINITION 1 

Une variété filtrée est un couple (M,F) où M est une variété C et F 

une famille (F^) de sous-fibrés vectoriels de lfespace tangent T M véri-

fiant les conditions suivantes : 

1) (décroissance) quel que soit i : F"*" F l + 1. 

k a 
2) (exhaustivité) il existe k et il tels que : F = T M et F = 0 . 

3) (homogénéité) quels que soient x,y € M il existe un difféomor-

phisme local cp de M tel que cp(x) = y et, pour tout j, cp̂ îF-'/Dom cp) <= F"5 (où 

F^/Dom cp est la restriction de F̂  à la source de cp et cp̂  le prolongement de 

cp aux vecteurs ) . 

REMARQUE 2 

On pourrait, dans la suite, se passer de la troisième des conditions 

précédentes. Ceci nous conduirait à imposer des conditions supplémentaires 

de régularité mais les constructions, et résultats, seraient, essentielle­

ment, du même type. 
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DEFINITION 3 

Etant données deux variétés filtrées (M,F) et (M',F1), un morphisme 

f : (M,F) + (M1,F1) est une application différentiable f : M + M' telle que, 

pour tout j : f^F"1) c F1"3. 

Le type d'une variété filtrée (M,F) (ou de la filtration F = (F"3) ) 

est, par définition la classe d'isomorphisme des espaces vectoriels gradués 

©(P1/_i+T) ,x s M. Cette classe sera représentée par l'un de ses éléments 
i^B . x 

e = © e 1. 
i^C 

Parmi les variétés filtrées, celles qu'on étudie vérifient, en outre, 

la condition : F° = 0. On dit de telles variétés qu'elles sont négativement 

filtrées, ou que ce sont des NF-variétés. 

EXEMPLES DE NF-VARIETES 

1) Toute variété M peut être considérée comme variété négativement 

filtrée en posant : F 1 = T M, F° = { o } . Remarquer, dans ce cas que le fibre 

des repères H(M) admet la filtration : F'""1 = T H(M), F'° = V H(M) (fibre 

vertical), F'1 = { o } , qui n'est plus négative. 

-2 

2) Une variété feuilletée est négativement filtrée, avec F = T M, 

F 1 = espace tangent aux feuilles, F° = { o } . 
_k -k+1 -1 

3) Soit G un groupe Lie et soit g = g 3 g D g une fil­

tration de l'algèbre de Lie g de G par des sous-espaces vectoriels. Par 

translation à gauche des g 1, on obtient des sous-fibrés vectoriels F 1 de 
—k — 1 o T G et une filtration négative : T G = F ^ ... D F ^ F = { o } . 

4) Soit p = {p ,...,p } une suite finie d'entiers avec : 

0 < p^ < ... < p^ = n. La variété Gp(M) ^ e s p-drapeaux de M est négativement 
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filtrée avec : 

F"1 = {X e T G (M) /ïï- (X) e X 1 } 

A p * 
1 2 k 

(X e Gp(M) est un p-drapeau : X <= X c — c X = TMVI. ïï est la projection 

G (M) + M). 
P 

Cas particulier : les grassmanniennes 

Les notions suivantes sont des extensions immédiates de notions 

usuelles : 

L'espace tangent T(M,F) d'une N F-variété (M,F) est le fibre vecto­

riel gradué : 

T(M,F) = Q F 1/ i+1 

-k 
Si F = T M, on a donc : 

T(M,F) = F~k/ _ k + 1 © ... S Y"2/ © F~1 . 
F F 

Le fibre des repères H(M,F) est le fibre principal associé à T(M,F). 

Une G-structure sur (M,F) est un sous-fibré principal de H(M,F). 

Voici une extension moins immédiate : convenons d'abord, étant don­

née une surmersion ïï : M' -* M de dire qu'une filtration F' de M' est le re­

lèvement, par ÏÏ, de la filtration F de M si : 

F'j = ïï~1(Fj) lorsque F j" 1 ï 0 

F'3 = 0 lorsque F D~ 1 = 0 

—k — k+1 — 1 
Ceci étant, soit T M = F => F => . . . D F une filtration négative de M 

et soit ïï la projection de l'espace H(M,F) des repères de (M,F) (défini ci-

dessus) sur M. Soit enfin F k = T H(M,F) => F ~ K + 1 3 ... D F ~ 1 D F ° 3 F 1 = 0 
o o o o o 

le relèvement de la filtration F par ïï. La projection ïï induit, pour tout j, 
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pj pj F3
+1 

une projection de o /pj + 2 sur /p^4"1 ' ̂ o n t n o Y a u e s t ° /p3 + 2 • 
o o 

Une connexion (filtrée) est définie par la donnée, pour tout j, d'un supplé-

i F j + 1 F j 

mentaire C de o /„j+2 dans o /_j+2 , avec les conditions habituelles 
F F 
o o _ 

d'invariance par les translations à droite de H(M,F)-

Entre autres problèmes dont l'intérêt est évident (compte tenu des 

techniques utilisées dans le cadre des variétés usuelles) se posent celui de 

la construction de l'espace des repères d'ordre r d'une N R F-variété, celui 

de la construction des prolongements d'une G-structure (filtrée), celui de 

la signification des connexions filtrées, l'extension de ces dernières aux 

ordres supérieurs etc.. 

§-2 : LES VARIETES NEGATIVEMENT ET REGULIEREMENT FILTREES 

DEFINITION 1 

Une variété négativement et régulièrement filtrée (plus brièvement: 

N R F-variété) est une variété négativement filtrée (M,F) dont la filtration 

F = (FD) vérif ie la condition suivante : quels que soient les champs de 

vecteurs locaux X 1, à valeurs dans F 1, (i 6 ï ) , et à valeurs dans F̂  

(j ̂ E ) , le crochet [x1,Y-J] est à valeurs dans F 1 +^. 

EXEMPLES DE N R F-VARIETES 

1) Une variété M, avec la filtration F 1 = T M, F° = { o } . 
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2 ) Une variété feuilletée. Même filtration que celle du § - 1 . 

-1 

3 ) Disons que F , sous-fibré de T M, est homogène s'il existe, pour 

tout (x,y) € M x M un difféomorphisme local cp de M tel que : cp(x) = y et 

cp^(F~ 1) c F " 1 . Posons F 2 = T M et F ° = {o}. La filtration F ainsi définie 

est régulière. Cas jDartiçuliers : structures de contact, structures feuille­

tées . 

4 ) Modèles plats pour les N R F-variétés. Soit g une algèbre de Lie 
-1 - 2 -k 

et soit g c g c . . . c g = g une filtration de g par des sous-espaces 

vectoriels g 1 tels que, Vi et j, [g 1,g ^] c g 1 ^ (avec la convention 

g~k t = g pour t > 0). Soit G un groupe de Lie dont l'algèbre de Lie est g. 

La filtration négative obtenue sur G par translation à gauche des espaces 

g"1 est régulière. Ças_garticu^ier : 9 algèbre de Lie graduée. 

5 ) (Systèmes dérivés). Soient A et B deux sous-fibrés vectoriels dif-

férentiables de T M, avec A c B . Pour tout x s M soit V ^ le sous-espace 

vectoriel de l'espace tangent T̂ M engendré par B ^ et les vecteurs [X,Y] x où 

X (resp. Y ) est un champ de vecteurs défini au voisinage de x et à valeurs 

dans A (resp. B ) . Si V = u V est un sous-fibré différentiable de T M on dit 
X X 

que le couple (A,B) est dérivable et on pose : V = (A,B)'. 

Ceci étant, soit r une suite d'entiers positifs telle que : 

1 ^ r 2 ^ r^ ̂  ... et, pour tout i : r i < i. Un sous fibre F
 1 de T M est 

- 2 - 3 

dit r-dérivable si l'on peut successivement définir F , F sous-
—r . —r. 

fibres de T M, par : F ~ 2 = ( F ~ 1 , F ~ 1 ) ' j F ~ 3 = ( F 2 , F ~ * 2 ) ' ; F _ L ~ 1 = ( F 1 , F " 1 ) ' 

Dans ce cas, on associe ainsi à F 1 une variété N R F , (M,F), sous réserve 

de l'homogénéité de F 1. CasJ^articuliers • ~ systèmes dérivables au sens 

de E. Cartan : c'est le cas où r. = i, Vi , -systèmes dérivables au sens 

de N. Tanaka : c'est le cas où r. = 1, Vi. 
i 

1 5 3 
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6) Soit G la grassmannienne des n plans d'une variété M de dimen-n,m 
-1 -2 

sion m+n. Soit TT la projection G •> M. Soit F = Ker ïï / F le sous-f ibré 
n,m * 

de T G dont la fibre en X e G est l'ensemble des vecteurs X tels que n,m n,m ^ 
— 3 " " 3 — 2 — 1 ïï. (X) e X. Soit enfin F = T G .La filtration F D F D F munit 

n,m 
G d'une structure de N R F-variété. n,m 

THEOREME 2 

Soit (M,F) une N R F-variété. Le fibre T(M,F) = Ô + 1 

est, canoniquement, un fibre en algèbres de Lie graduées. 

La démonstration de ce résultat par N. Tanaka pour certains systèmes 

dérivables s'étend sans difficulté : convenons, pour X e (F1) de noter 
X X 

x"1 la classe de X dans (Fl/Tni+1 ) . Soit u e (F
1/ i+1) (resp v e (F3/ j+1) ) 

x x F x F x F x 

et soit U(resp V) un champ de vecteurs, défini au voisinage de x, à valeurs 

dans F 1 (resp F"1) tel que U 1 = u(resp V-1 = v) . On pose : [u,v] = [u,v] 1 + : 3. 
X X X 

Il s'agit de montrer que [u,v] est bien défini, ce qui résulte des deux lem-

mes suivants : 

LEMME 1 

Si = 0 alors [U' V^ X

 e Fx +" , + 1" E n e f f e t ' a u voisinage de x, 

Fi+ 1 est obtenu par l'annulation d'un certain nombre de formes différentiel­

les 0>1,...,U)k. De F 1 c F 1 4 0"*" 1 et F3 c F

l + : i + 1 on déduit : (jor(U) = 0)r(V) = 0. 

De d U)r(U ,V ) = 0 et de : d (/(U ,V ) = U 0)r(V) - V U)r(U) - 0)r([u,v] ) 
X X X X X x x 

on déduit alors : 0)r([u,v]x) = 0 d'où le résultat. 

LEMME 2 

Si U e F 1 + 1 alors [u,v] e F 1 + 3 + 1 . En effet le lemme précédent per-
X X x X 

met de remplacer U par un champ de vecteurs U', à valeurs dans F 1 + et tel 
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que : IT = U . La régularité de F donne [u',v] e F 1 + : I + 1 , d'où le résultat. 

Le type d'une N R F-variété (M,F) est la classe d'isomorphisme des 

algebres de Lie graduées © (F1/ i+1) (x e M ) . 
i € z 

Compte tenu des notions introduites pour les N F-variétés, il semble 

naturel, pour les N R F-variétés, de poser : 

- L'espace tangent d'une N R F-variété, (M,F), est le fibre en alge­

bres de Lie graduées : 

T(M,F) = © F 1/ i+1 
F 

i es Z 

- L'espace H(M,F) des repères de (M,F) est le fibre principal asso­

cié à T(M,F) (dont le groupe est le groupe des automorphismes de l'algèbre 

de Lie graduée type). 

Une G-structure est définie, sur une N R F-variété (M,F), par la don­

née d'un G-sous-espace fibre principal de l'espace des repères H(M,F). Une 

telle G-structure est définie par la donnée, dans l'algèbre de Lie graduée 

type de (M,F), d'une structure algébrique S compatible (c'est à dire telle 

que tout automorphisme de S soit un automorphisme de l'algèbre de Lie gra­

duée), puis la donnée, pour tout x € M , d'une structure algébrique dans 

TMM,F), isomorphe à S, et variant différentiablement avec le point x. 

EXEMPLES 

1) Sur une variété M, considérée comme N R F-variété (M,F) (i.e : 

F 1 = T M), les G-structures, au sens N R F, sont les G-structures usuelles. 

2) Soit (M,F) une variété feuilletée dont le feuilletage est de di-
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mension p. Si M est de dimension m, l'algèbre de Lie type de (M,F) est l'al­

gèbre de Lie abélienne graduée CRm P © (RP. Le groupe G doit donc être un sous-

groupe de Lie de G L(m-p,lR) x G L(p,DR) . Les G^-structures transverses au 

feuilletage, au sens usuel [ 9 ] peuvent être considérées comme des G-struc­

tures sur (M,F) , où G = G 1 x G L(m-p,IR), qui, en outre sont "compatibles 

avec l'holonomie du feuilletage". 

3) Soit N une variété de dimension n et soit M = T N son espace tan­

gent. La projection ïï : T N -* N définit un feuilletage de M, qui devient 

ainsi une N R F-variété (M,F), où F 1 est l'espace tangent aux fibres de ÏÏ 

et F = T M. En tout point x ^ M, l'espace tangent T (M,F) = (F / -1L & 
x F ^ 

(F 1) s'identifie canoniquement à T , x N © T , XN. Toute G-structure homo-x ^ TT(x) ïï(x) 

gène (usuelle) sur N définit ainsi sur M une G-structure, où G est le grou­

pe (isomorphe à G), constitué les matrices [ À °], avec A ^ G. 
0 A 

4) Soit M une variété et F 1 un sous-fibre homogène de T M. Une 

-1 % % 
G-structure suivant F , au sens usuel, est une G-structure (pour G-conve-

nable) au sens N R F. 

3 

5) (cas particulier du précédent). Identifions CR à l'espace des 

jets J1(IR,CR), muni des coordonnées (x,y,p) . La structure de contact définie 

sur j\lR,lR) par la forme a = dy - p dx définit sur ÏR̂  une N R F-structure 
-1 -2 3 

F, avec F = Ker a et F = T IR . La géométrie des équations différentiel-
d̂ y dy 

les du second ordre : — ^ = f(x,y,~) est celle des couples de champs de 
-1 d x 3 

directions dans F [2] c'est à dire celle des G-structures de (R ,F) où 
'X 0 0 T 

G est le groupe des matrices 0 y 0 avec X et y ^ IR . 
0 0 ÀyJ 

La notion de connexion se définit comme dans le cas N F, etc.. 

156 



VI - 12 

On peut pour les N R F-variétés se poser les mêmes problèmes que pour 

les N F-variétés. La suite de ce travail permet d'apporter un certain nombre 

de réponses aux problèmes précédents par application de techniques générales. 

On retrouve bien évidemment, pour les variétés usuelles, les notions connues: 

les repères N F (resp N R F) d'une variété usuelle sont les repères semi-

holonomes (resp holonomes) de C. Ehresmann (la différence entre ces deux 

types de repères provient de la prise en compte ou non de la structure d'al­

gèbre de Lie abélienne de DRn) . Dans les autres cas, on obtient des outils 

beaucoup plus fins que ceux fournis classiquement. 
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CHAPITRE II 

DIAGRAMMES NON HOLONOMES, SEMI-HOLÛNOMES, HOLONOMES 

LES GROUPES DE JETS GENERALISES 

§-1 : NON-HOLONOMIE 

DEFINITION 1 

Un diagramme non-holonome de type (n,&,k) (où n, l et k sont des en­

tiers vérifiant : n > - 1 , & ^ n , k ^ 1 ) est défini par les données suivantes: 

1) Une famille e?, i i ̂  n, d'espaces vectoriels de di­

mension finie. 

2) Une famille ïï? d'applications linéaires e? e? „ ( j ̂  £, i n) . 
i i i-1 

3) Une famille cp? d'applications linéaires e^ , j e z, i ̂  n-1 

avec les conditions : 

1) e| = O si i+j < -k-1, ou i < -1, ou i+j > £-1. 

2) ïï? est surjective. 
i 

3) cp? est injective. 

4) Im cp? = Ker(ïï? 1 o ... o ) . 
Ti o 1+1 
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5) ïï-?7l O CD"? = CD"? „ O ïï"? . 
1+1 r l Yl-1 1 

Dans la suite, l'entier k est fixé. Au lieu de diagramme de type 

(n,A,k) on dira donc diagramme de type (n,il). Un tel diagramme, défini par 

i i i a les données (e., cp. , 7T.) sera noté E . 
i Ti i n 

Si l'on convient de n'indiquer que les termes non nuls, un diagramme 

a 

E^ peut être représenté par le "parallélogramme" (cf. feuille 11 bis jointe). 

EXEMPLE 2 

Soit E un espace vectoriel et ( E 3 ) une filtration décroissante de 
i -k j 

E par des sous-espaces vectoriels E J tels que E = E et dim E J / E J + 1 <
 0 0 (Vj). 

il 

Pour tout n > -1 et J, ̂  n on obtient un diagramme non holonome E^ de type 

(n,il,k) en posant : 
e1. = E 3/ j+i+2 
i E 

TT"? = projection canonique E 3/ j+i+2 E 3/ j+i+1 
1 E E 

cp3 = injection canonique E3/_j+i+1 E 3 V „ j+i+2 1 E E 

il 

Ce diagramme E^ est, par définition, le diagramme non holonome de 

type (n,il) déduit de E. 

DEFINITION 3 

il il ' 

Etant donnés deux diagrammes E^ et F^ , un morphisme u de degré s 

il il ' 
(s e z) de E dans F est défini par la donnée d'une famille d'applica-n n 

tions linéaires u 3 : e? •> f? + S r compatibles avec les flèches cp et ïï : 

u^ r> J - j + s J j J+ 1 j+1+s j+1 
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-k-n-1 -k-n -1 o Jl-n-1 
e e e e e 

n n n n 

-k-n -1 o il-n 
e . e „ e , e 
n-1 n-1 n-1 n-1 

\ l ' A I N 

\ \ i M 
N -k-i-1 V f - 1 v o 
e e. e. e. 

e" k- 1 e~ k e"1 e° .> e%~2 e*"1 

o O o o o o 

\ -k -k+1 -1 o 1-2 i-i a 
e-i e-i e-i e-i e-i e-1 e-! 

flèches verticales : TT 

flèches obliques : cp 
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On s'intéresse plus particulièrement, dans ce qui suit, aux diagram­

mes de type (n,n). 

Soit donc un tel diagramme. On note G n le groupe des automorphis-

mes (nécessairement de degré 0) de E^. Soit E^ j le diagramme de type 

n ième \ • (n-1,n-1) déduit de E^ (par suppression de la n ligne et "mise à zéro" 

de la diagonale définie par : i+j = n-1). On a une projection canonique de 

G n sur le groupe G*1 1 des automorphismes de E^_j obtenue par restriction à 

E n ] des éléments de G n. 
n-1 

Un élément u du noyau N n de cette projection G*1 ~> G n ^ est déterminé 

par la donnée : 

- pour i+j = n-1 et j > -1 d'une famille d1automorphismes u? de e;? 

vérifiant : 

1 ) cp"? ou*? = U"? . ] O CD? Yi î i+1 Ti 

2) ïï*?' o u-? = ïï? 
1 1 1 

- et pour j < -1 d'une famille d'automorphismes u^ de e^ vérifiant: 

1) la restriction de n3 à Im cp^+J est l'identité 
n Tn-1 

2) l\3 o u D = ïïD . 
n n n 

On vérifie aisément que, pour j < -1, u^ est défini par la donnée 

d'une application linéaire de dans Ker ïï^ (et réciproquement) et que, 

une fois u11^ connu, u?, pour i+j = n-1 et j > -1, est défini par la donnée 

d'une application linéaire de e ^ dans Ker ïï^ (et réciproquement). 

EXEMPLE 4 

Soit E = II e 1 un espace vectoriel tel que e 1 = 0 pour i < -k et 
i e z 
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dim e < « , Vi. Soit E = {o} x II e . La famille (E ) . est une filtra-
1 * 3 

tion décroissante de E. Comme dans l'exemple 2 précédent on en déduit, pour 

tout n ) -1 un diagramme non holonome E^. Dans le cas présent : 
e j = E j/ j+i+2 = e j © e j + 1 © ... ô e j + i + 1 

1 E 

j j+i+1 
Ker TH = e J 

i 

Le noyau N s'identifie alors G L( e_ ̂  ) x II 4f(e j,e n) x 4f(e j,e j + n + 1) 
-1«j«n-1 j<-1 

On notera, pour utilisation ultérieure, que les applications 

e^ e- I + n + 1 (j ̂  "1) définissent un morphisme de degré n+1 de e k © ... © e 1 

dans E. 

Soit, comme précédemment, ( E ^ ) u n e filtration décroissante d'un 
je* 

k i 
espace vectoriel E telle que : E = E et dim E J/ j + 1 < 0 0 , Vj. Supposons en 

E 
outre que : 

1 ) O E3 = 0 

2) E est complet pour la topologie uniforme obtenue en prenant les 

E'' comme base de voisinage de 0. 

On a alors le théorème d'approximation suivant : 

THEOREME 5 

Le groupe G des automorphismes de l'espace vectoriel fil-

tré (E^(ES).^) est isomorphe à la limite projective l im G où, 

pour tout n > - 1 , G est le groupe des automorphi smes du dia-

grarnne E1^ de type (n,n) déduit de E (conme dans l'exemple 1). 

PREUVE 

Les hypothèses impliquent en effet que, pour tout j, E 3 = lim E 3 / j+r. 
E 

r 
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En outre l'injection E 3 E 3 \ notée ф, est la limite projective des 

ф | : E"Vgj+i+2 E"3 V E J + i + 2 . Il en résulte que le groupe G des automorphis-

mes de (E,(E3) . ) s'identifie au groupe G' des automorphismes du diagramme 
0 0 , 'Von E^ déduit de E et il est clair que ce dernier groupe est isomorphe à 1jm G . 

§-2 : SEMI-HOLONOMIE 

Les espaces vectoriels filtrés (E,(E**). ), munis éventuellement de 

structures additionnelles, vérifient désormais les conditions suivantes : 

- La filtration E^ est décroissante 

- dim E D/ j+1 < 0 0 , Vj 
E 

- Ils sont séparés complets (pour la topologie usuelle). 

DEFINITION 1 
Un espace semi-holonome est défini par les données suivantes : 
- Un espace vectoriel filtré ( E, (E*1 ) j^) 

о 
- Une structure d'algèbre de Lie sur E 

- Une représentation p de E° dans E avec les conditions : 

- V i ̂  0 et j > 0 : [ E ^ , E ^ ] C E1+"' (i*e : E° est une algèbre de 

Lie filtrée). 

- V i ̂  О, V j : p(E1)(E-)) с E1"1""1 (i-e : P est compatible avec les 

filtrations). 

163 



VI - 19 

- En restriction à E°, p est la représentation adjointe. 

- Notons x S la classe de x S e E S dans E S/ s+i+2. Tout élément 
1 E 

x? € E-Vgi+J**"2 , (i ̂  -1, j ̂  0), définit une application de degré i, notée 

P(x3.), de © E r/ r+i+2 dans © E r/ r+i+2 p a r : 
1 r<-1 E r<j-1 E 

p(xj)(x*) = p(xj)(xr) 

(où 0(x3)(xr) est la classe de p(xD)(xr) e E D + r dans E D + r / j+r+i+2). La con-
E 

dition suivante est vérifiée. L'application x^ •> p(x^) est injective, 

Vi -1 et Vj > 0. 

Comme exemple d'un tel espace on peut prendre l'espace 

E = II V ® ( ® V ), où V est un espace vectoriel de dimension finie. Dans 
r > - i 

ce cas : k = -1. Plus généralement, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 2 

_]ç -k-1 

A tout espace vectoriel gradué de dimension finie V = e S e 

© ... © e ^ est canoniquement associé un espace semi-holonome. 
PREUVE 

Par récurrence, on définit e 1, pour i > 0, comme l'espace vectoriel 

-k -1 -k-i des applications linéaires de degré i d e V = e © . . . © e dans e 

® ... Q e" 1 + l. On pose : E = II e 1 ; E 3 = E si j < -k ; E ] = {o} x I e 1 

si j ̂  -k. Pour définir la structure d'algèbre de Lie de E il suffit de 

définir le crochet [x P,y q] pour x P € e

P et y q e e q (p >/ 0 et q ̂  0) . 

On procède comme suit : 

- Le crochet [x°,y°] de deux éléments de e° est défini par 

r o O-i o o o o 
[x ,y J = x o y - y o x 
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Tout élément x° e e° qui, à priori est un endomorphisme de degré 0 de V de­

vient ainsi, si l'on convient de poser : x°(y°) = [x°,y°], un endomorphisme 

de degré 0 de V° = e" k © . . . © e~1 © e°. 

- Le crochet [x\y°] de x 1 € e 1 et y° e e° est défini par : 

r 1 O-i 1 o o 1 
L x , y J = x o y -y o x 

où le terme y° o x 1 est défini en utilisant le prolongement à V° de l'action 

de y° sur V. On convient encore de poser : x1(y°) = - y°(x1) = [x\y°]. 

On prolonge ainsi : - d'une part l'action de y° sur V° en une action 

sur V 1 = V° Q e 1 , - d'autre part l'action de x 1 sur V en une action sur V°, 

à valeurs dans V^. 

Par récurrence, on définit [xP,y°], pour x P e e

P et y° e e ° par : 

r p o-, p o o p 
|_x ,y J = x o y - y o x 

. o. qx def r q o n ^ . , 
(remarquer que y (x ) = - |_x ,y J pour q < p-1, ce qui donne un sens a 

y o x*) . 

On définit de même [x P,y 1] pour x^ e et y 1 e e

1 par récurrence : 

r o 1-, r 1 O-i 
Lx ,y J = - Ly ,x J 

r 1 1 n 1 1 1 1 
L x , y J = x o y - y o x 

(On utilise ici le prolongement à V° de l'action de tout élément de e 1 sur 

V) : 

r p 1q p 1 1 p Lx ,y J = x j r o y - y o x^ 

(L'action de x P sur V a été prolongée en une action sur V°, par : 

xP(y°) = [xP,y°] , ce qui donne un sens à x P o y 1. D'autre part, [y^x^l est 

défini pour q< p-1 : [y\x q] = -(xq,y1) = y 1(x q). Ceci donne un sens à 

y o x") . 
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La méthode est maintenant claire. On définit ainsi [x P,y q] pour p ^ 0 

et q > 0. On vérifie aisément que E°, avec ce crochet, est une algèbre de Lie 

filtrée. La représentation p de E° dans E est définie comme suit : soit 

x P e e

P , (p ̂ 0 ) . Si x r e e

r , r < 0, p(x
P)(xr) = x P(x r). Si x r e e*, r > 0, 

[x P,x r] = p(x P)(x r). 

Soit (Ef CE?) . ) un espace semi-holonome et soit E^ = (e-? ,ïï-? ,cp"? ) le 
D6* n i i Ti 

diagramme non holonome de type (n,A) déduit de E (cf. exemple 2, §-1) avec, 

rappelons le : e? = E^/^i+j+2. 

Par définition même, tout x? & e?, j ̂  0 définit une application 

"i r r "1 N 

p(x.), de degré j, de © e. dans © e.. Cette application p(x.) possède 

les propriétés suivantes : 

p(x?) (E r + 1/ i+r+2) c E

r + j + 1/ c,i+r+j + 2 

et donc : 

p(x?) (Im cp r + J) c im(cpr+^ + 1) 

ce qui permet de définir une application de degré j de e^_] dans 1 / à 

, r+j+1,-1 , j x r+1 
savoir : ((p. . ) o p(x.) o cp. „. On a de même : 

p(x?) (E r + 2/ i+r+2) c E r + j + 2 / i+r+j+2 
1 E E 

donc : 

i r+1 r+9 r+i+1 r+j + 2 
p(xp (Im cp*_J o cp^) c im cp±^ o <p±J2 

r+2 r+j+2 , ̂  . . 
d'où une application de degré j de e. 0 dans e._9 définie par : 

i —2 1"*^ 

, r+j+1 r+j + 2 -1 , j. ..r+1 r+2N 

((pi-1 ° * i - 2 ) ° P ( x i ' ° (CPi-l ° CPi-2)* 

De proche en proche, p(x^) définit ainsi pour r+s ̂  i-1 une appli­

cation de degré j de e r dans er+^. 
s s 

Il est en fait clair que p(x|) définit ainsi un morphisme de degré 
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j de dans E^*"1 que, pour simplifier, nous noterons x^. Les propriétés sui­

vantes sont en outre vérifiées : 

- Le morphisme ïï"?(x"?) est la restriction de x-? à E 1 ] 
1 1 1 1 - 1 

- <p?(x?) (x"S) = cp"stj o x? o iT S(x~ S). 
T I î r Yr-1 î r r 

On est ainsi conduit à la notion de diagramme semi-holonome. Plus précisé­

ment : 

DEFINITION 3 

Un diagramme semi-holonome de type (n,il) est une diagramme non holo-

nome (e? ,ïï̂ ,cp̂ ) possédant les propriétés suivantes : 

1) V i ̂  -1 , V j ̂  0, e? est un sous-espace vectoriel de l'espace 

des morphismes de degré j de E^ dans E~[ + 1-

2 ) V i ^ - 1 ,Vj^0,TT-?(x"?) est la restriction de x"? à E ! \. 
J î î î i-1 

3) Vi,-1 i ̂  n-1 , V j ̂  0, cp̂  : e^ -> e^~| est défini par : 

cp̂ (x̂ ) (x"S) = cp~StJ o x j o 7f S(x~ S) (1) Ti 1 r Yr-1 1 r r 

(x? e e? , x"
S e e "

S , -s ̂  -1 , r ̂  i) 
1 1 r r 

(On en déduit que (1) est vrai si -s+r ̂  i-1). 

Un morphisme, de degré j, d'un diagramme semi-holonome dans un au­

tre est un morphisme u, de degré j,des diagrammes non-holonomes sous-jacents 

i —s "1 —s qui est compatible avec les actions : u(x.(x )) = u(x.) u(x ). 
1 r 1 r 

On a, comme dans le cas non-holonome le théorème d'approximation 

suivant : 
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THEOREME 4 

Soit (E,(E]). F ) un espace semi -holonome et soit G son 

groupe d f automorphi smes (si u e G , u|E° est donc an automor­

phisme d'algèbre de Lie filtrée et u est compatible avec la re­

présentation p). Le groupe G est la limite projective l yn G n 

où G n est, pour tout n > -J, le groupe des automorphi smes du 

diagrarrme semi -holonome E1^ déduit de E. 

GROUPES DES JETS SEMI-HOLONOMES INVERSIBLES GENERALISES 

Les groupes considérés ci-dessous sont les analogues des groupes de 

jets semi-holonomes inversibles de tous ordres de C. Ehresmann [4 ]. Les 

groupes de C. Ehresmann correspondent au plus simple des cas que nous envi­

sageons . 

—k —k+1 —1 

Dans ce qui suit, V = e © e © . . . © e est un espace vecto­

riel gradué fixé (de dimension finie), E = II e 1 est l'espace semi-holo-
i>-k 

nome associé à V (cf. Proposition 2). 

DEFINITION 5 

Le groupe des jets semi-holonomes inversibles généralisés dfordre 

*—n+1 

n+1, noté L , est le groupe des automorphismes du diagramme semi-holono-

n 
m e n' d e ( n' n)' ̂ duit de E. 

(En toute rigueur, il faudrait noter L n + 1(V), et non L n + 1 ) . 
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Voici, à titre d'exemple, comment se présente le diagramme (les 

flèches sont les injections et projections naturelles). 

-k -k^ -k+1 -k- -k+1- -k+1 - 2 ^ -1 o - 1 A 1 
e e ©e e ©e ©e e ©e ©e e ©e ©e 

\ î l \ î l \ \ î l X ï | \ 
-k* \ Hc -k+1 \ -2' -1 -1 ̂  o o m 1 
e «r

 x e Q e e ©e e 0 e e ©e 

e ; e e e e 

On notera que, dans le cas présent, aux flèches ïï? et cp;? il convient 

d'ajouter pour tout (i,j) (i < n-1) une section de à. savoir, l'in­

jection canonique de e| = © .. . ® e ^
+ i + 1 dans = © e

i +"^ + 2 (ces 

flèches sont en pointillé dans le diagramme ci-dessus). On a en outre : 

e"? „ = ( Im T"? o T"? „ o ... o x^) © (Im cp"?+^ o cp"?+^ o ... o cp"? + i +"^ + 1 ) . i+1 î i-1 r Yi-1 Yi-2 Yi-r-1 

PROPOSITION 6 

-n+1 . . . -n+1 -n 
Le noyau N de la projection canonique de L sur L est, pour 

n+1 
n ^ O, un groupe abélien canoniquement isomorphe au groupe additif e des 

-k -1 
applications linéaires de degré n+1 de V = e © ... © e dans 
-k+n+1 ^ ^ n 
e & . . . & e . 

PREUVE 

Dans le cas semi-holonome en effet, si la restriction à E n ] d'un 
n-1 

automorphisme u de E n est l'identité alors, la restriction de u à E n „ est 
n n-1 

—~n+1 
aussi l'identité. Tout u e n est donc entièrement déterminé par ses res-
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trictions u|e^ avec j ̂  -1 (i.e. la restriction de u à la ligne sommet du 

diagramme). Or, e*3 = e3 & e"3*1 © ... Q e^
+n+]

 e t uie^ doit vérifier : 1) 
n n 

U 0 C Pn-1 = ^n-l 0 U = 'n-l ° 11 ' ( c , e s t à d i r e : u I e J + 1 © ® e j + n + 1 = 11 ) 

et 2) u o Tl] = l 3 o u = Tl] o 11 donc, pour X3 e e D, on doit avoir 11 n n 

u(Xj) = X j + Y j + n + 1 , avec Y j + n + 1 e e *
+ n + 1 . On note Y j + n + 1 = u.(X j). On véri-

3 

fie que l'application qui, à u € N n + 1 associe © u. € e n + 1 fournit l'iso-

morphisme annoncé. 

PROPOSITION 7 

Il existe une section canonique L n L n +^ de la projection 

L n + 1 •> L n (tous morphismes de groupes évidemment). 

PREUVE 

Soit en effet u e L n un automorphisme de E ^ _ ] - L a semi-holonomie du 

diagramme E^ permet de prolonger u à de la manière suivante : 

u(x.) = u o x. o u 
i i 

pour X? e e;? , avec i+j = n-1 et n-1. Ceci étant, pour j < -1, on défi­

nit un automorphisme de e^ = e3 © e © ... © e3+n+^ , noté u^, comme suit : 

1) Si x 3 € e

3 : 

u J ( x J } = TJ Q UJ Q ( TD )"1 ( xD) 
n n-1 n-1 n-1 

(Plus brièvement : u3{x3) = u3 „(x3)). 
n n-1 

2) Si x e e j + 1 © ... © e j + n + 1 = Un 

u j ( x ) = 9 j + ] o u j + ; o (q> j + l ) " 1 (x ) 
n Tn-1 n-1 Tn-1 

(Plus brièvement : u^(x) = u^ + 1(x)). 
n n-1 

On vérifie aisément que l'automorphisme u, déjà défini sur et 
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les automorphismes u^ précédents définissent un automorphisme de (dont la 

projection dans L n est évidemment u), d'où le résultat. 

On convient, dans la suite, d'identifier L n et son image dans L n + 1 . 

On a le 

THEOREME 8 

1) Le groupe L est produit semi-direct (interne) de 

L et N 

2) L'algèbre de Lie Tn+1 de L n + 1 s'identifie canonique-

ment à e° © e1 Q . . . © e n + 1 (corrme espace vectoriel ). 

PREUVE 

Le 1) résulte immédiatement des propositions 6 et 7 précédentes. 

Quant au 2), il suffit de remarquer que e° est l'algèbre de Lie de L°, donc 

L^ produit semi-direct de L° et N 1 ^ e 1 a pour algèbre de Lie e° © e\ De 

*—2 —* 1 —"2 o 1 2 
même L = L . N a pour algèbre de Lie e © e © e etc. . . 

REMARQUE 9 

Le cas usuel, considéré par C. Ehresmann, correspond au cas où l'es­

pace vectoriel gradué initial V est "trivialement gradué" : V = e .̂ Voici 

dans ce cas les représentations matricielles corrrespondant aux construc­

tions précédentes : 

- Le groupe L° est le groupe linéaire G L(e 1 ) . 

- Le diagramme E° a la forme suivante : 

e"1

 e -
1 © e ° 
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avec e = e ® (e ) . 

1 — 1 — 1 o 
Les éléments de L sont les automorphismes de e © (e © e ) dont 

la matrice est du type suivant : 

r e° A ® T A " 1 B 0 
e © e _1 -

e 0 A 0 avec A e G L(e ) 
-1 

e 0 0 A 

L est identifié aux matrices A (g) A 0 

A 

0 A 

est identifié aux matrices 1l B 0 

(B est une application e 1 e° 0 11 0 

c'est à dire un élément de e^). 0 0 1f 

1 

- Le diagramme a la forme suivante : 

e"1 e " 1 © e ° e~ 1©e°(î>e 1 

N i N l \ 
e e (±) e e (±)e 

^ ^ ^ ^ V ^ ^ N . V ^ ^ N 
-1 ^ O 1 
e e e 

1 -1 2 _i * avec e' = e
 1 ® ( ® (e ) ) 
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Un élément de est un automorphisme de e ^ © (e ^ © e°) © 

(e ^ © e° © e^) (ligne du sommet) dont la présentation matricielle est : 

I— 2 ~ ï 

* r e 1 A ® ( A"1) ! E J" D « 

e"1 © e°© e 1 { e° 0 ' A ® 1 A~1 » B | Q 

-1 1 1 

e 0 » 0 « A 1 

^ ! 1 1 

r o i ^vt - i 1 « 
e 1 A (g) A » B » 0 

e " 1 © e ° 1 

e 1 Q t 0 l A J 0 

-1 ! ! ! e i 0 1 O j A 

2 
où la matrice A ® ( ® t A 1 ) E 

0 A ® 1 A"1 

t — 1 

est 1 1 image de A <§} A B O 

0 A 0 

0 0 A 

par la représentation adjointe de L 1 (dont l'algèbre de Lie est e° © e 1 ) . La 

matrice E n'est donc pas quelconque, elle dépend de A et B. 
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-1 H 2t -1 
L s'identifie aux matrices A Ç§ ( A ) E O 1 

A ® 1 A"1 B | O 

O O A j 

! A ® 1 A"1 B o 

Q I O A O 

1 O O A 

N 2 s'identifie aux matrices 11 O D f 

En particulier D : E 1 -> e 1 11 O [ O 

—2 2 1 
On retrouve que N ^ e O 11 » 

etc.... | 1| 

O ! 

ISOMORPHISMES ET ELEMENTS DE CONNEXION (GENERALISEE) 

Comme dans le sous-paragraphe précédent, on suppose donné un espace 

vectoriel gradué V = e k @ e k + 1 © . . . © e 1 . Le diagramme semi-holonome de 

type (n,n) déduit de l'espace semi-holonome E canoniquement associé à V est 

toujours noté E n. On a donc E n = ( e"? ,ïï? ,cp-? ) avec e? = (p e^ + 1 Q ... (9e^ + l + 1. 
n n 1 1

 Tl 1 
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Soit E^ n = (e^ ,ïï^ ,cp'? ) un diagramme semi-holonome (quelconque) de 

même dimension que E n (i.e : V i,j dim e? = dim e'^) 
^ n i i 

DEFINITION 11 

-Un élément de connexion (généralisée) d'ordre n+1 est défini, dans 

E ^ 1 , par la donnée, pour tout j 4 -1 d'un supplémentaire de Im cp dans 

e'-3 (ou <=> une section de TT̂  O ÏÏ? O . . . o l\3 ) . 
n o 1 n 

-Un élément de connexion (généralisée) d'ordre n+1 est compatible avec 

un isomorphisme u : E R ] + E n ] si pour j 4- -1, la projection de cet élément 
n-1 n-l 

par ïï ̂  coïncide avec l'image par u de e3 <= e^ © e"J + 1 Ô . . . © e3*n = en-i -

PROPOSITION 12 

n ' n 
La donnée d'un isomorphisme de E^ sur E ̂  équivaut à la donnée d'un 

isomorphisme u de E n ] sur E n ] et d'un élément de connexion d'ordre n+1 
^ n-1 n-1 

compatible avec u. 

PREUVE 

Si v : E n •> E n est un isomorphisme, sa restriction u à E n ] est un 
n n v ' n_<| 

isomorphisme de E^_| sur E et, pour j -1, les images v^(e^) de e3

 e^ 

définissent un élément de connexion. 
Inversement, soit u : E n ] •> E n ] un isomorphisme. La semi-holono-

n-1 n-1 
n ' n 

mie des diagrammes E^ et E permet de prolonger u, d'une part en un isomor­

phisme de E^ sur E n et d'autre part en un isomorphisme de Im 03+] sur 

n-i n-1 Tn-1 
' j+1 i 

I m V n_-j <P°ur j ̂  - D . Si ( s
J ) ^ ^ 1 est l'élément de connexion, compatible 

avec u, donné, on complète 11isomorphisme précédent en un isomorphisme u^ 
de e3 = e3 Q Im Cp^+] sur e 3 = s*̂  © Im cp 3+] en définissant la restriction 

n Tn-1 n T n-1 
v?\e3 de u3 à e3 par : 
ni n * 
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u j|e j = (7T , j I s V 1 o u j

 A o (7T
j I e j) 

n» n l n-1 n I 

(ïï-* le-* (resp ïï 3 \ s3) est la restriction de i\3 (resp ïï 3 ) à e3 (resp s-*)), n i n » n n 

NOTATION 

L isomorphisme de E sur E défini par u : E „ <—> E „ et 
n n n-1 n-1 

s = (s3) . ̂  „ est noté u . 
3^-1 s 

COMPLETION D'UN DIAGRAMME SEMI-HOLONOME 

Soit E ^ = (e^ïï^cp^) un diagramme semi-holonome de type (n -1 ,A) . 

Supposons donnée, à l'ordre n, une famille (en'ïï

n'^n-i^ ' ̂  ̂  ~ 1' t e l l e c 3 u e 

le diagramme E^ = (e? ,ïï? ,cp? ) obtenu par adjonction de cette famille à E^_^ 

l 
(c E^^^) soit un diagramme semi-holonome. Il est possible de compléter ce 

n £ 
diagramme E^ en un diagramme semi-holonome E^, de type (n,&) en définissant 

e^, pour 0 ^ j 4 il-1, comme l'espace des morphismes de degré j de E^ dans 

E n +^, les flèches ÏÏ"* et cp"*+l étant définies de la manière habituelle. Le 
n n Tn -1 

5, il j j j+1 diagramme E ainsi obtenu est le complété de E . (par (e ,ïï ,cp )). 
n ^ n-1 n n Tn-1 

oo 

En particulier, si % = <», le diagramme E^^^, et la famille 
"1 "i "1 *4* 1 o° 

* en' n'^n-1 ̂  ' ° n t p o u r c o mplèté un diagramme E ^ , de type (n,°°). 
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§-3 : HOLONOMIE 

DEFINITION 1 

Un espace holonome est une algèbre de Lie filtrée (E,(Ê ) ) possè-
j e t 

dant les propriétés suivantes : 

a) La filtration (E"1). m est décroissante 

b) 3 к ^ 1 tel que E~ k = E 

c) V j dim E3/_j+1 < » 
E 

d) E est séparé complet (en particulier Ci E 3 = 0) 

e) Pour tout j ̂  0 et tout x e Е^ХЕ- 3* 1 il existe -s < 0 et y~S e E " S 

tel que Lx,y J £ E J 

REMARQUES 2 

ième • • Ч "Î 
a) Le n gradué associé à E, c'est à dire E = . © E J/ j+n , est 

n j € <2 E 

naturellement muni d'une structure d'algèbre de Lie graduée. La condition 

e) ci-dessus implique que, pour j ̂  0 et x ^ E?/„j+n , la restriction de 
E 

ad x à E = ,® л E^/j+n est nulle si et seulement si x = 0. (C'est donc une n ĵ -i E 
condition qui assure la fidélité de la restriction à E^ de la représentation 

adjointe par les éléments de E +) 
n " 

b) Il est clair que la projection ïï^ : E^ •> E ^ est un morphisme 
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(de degré 0) d'algèbres de Lie graduées. En outre l'injection canonique 

cp : E . E , qui est de degré -1 vérifie : cp „[x,7T y] = [cp „x,y] (on Tn n-1 n * > Tn-1 n̂  rn-1 1 

retrouvera ces conditions sur les diagrammes). 

L'algèbre de Lie E = 1̂  V (g) ( 0 V ) des champs de vecteurs for­

mels sur V, (espace vectoriel de dimension n), est un espace holonome (pour 

i r +1 * 
la filtration usuelle E J = ïï. V ® ( 0 V ) ) . Il correspond au plus simple 

des cas considérés dans la proposition suivante (celui où la donnée initiale 

est une algèbre de Lie abélienne V = e 1 ) . 

PROPOSITION 3 (N. Tanaka) 

—k —k—1 —1 A tout algèbre de Lie graduée négativement g = e © e © © e 

est canoniquement associé un espace holonome. 

PREUVE 

Soit en effet e° l'espace des dérivations (de degré 0) de g et, par 

récurrence, soit e l'ensemble des applications linéaires u, de degré il, de 

—k —1 — k—H — 1+Jl 
e © ... © e dans e © ... © e vérifiant, quels que soient x ^ g 

et y € g : 

u([x,y]) = [u(x),y] + [x,u(y)] 

(avec la convention que le crochet de v e (j > 0) et x e g est défini 

par : [v,x] = v(x)). 

Ceci étant, on définit, pour x 1 e e 1 (i ̂  0) et y"1 e e ] (j > 0) le 

crochet [x1,y"'] en procédant comme pour le cas semi-holonome, par récurrence. 

On définit [x1,y*3] pour x 1 e e 1 (i ̂  0) et y"1 e e

] (j < 0) par : 

[ x \ y j ] = x i ( y j ) 
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Enfin, pour x 1 ^ e 1 (i < 0) et y3 & e3 (j < 0) le crochet [x\y^] 

est le crochet dans g. 

On vérifie qu'avec ce crochet, E = . N E " ' (avec la convention e"' = O 

pour j < -k) , muni de la filtration naturelle, est un espace holonome. 

DEFINITION 4 

Un diagramme holonome de type (n,il) est un diagramme semi-holonome 

(e*? ,ïï"? ,cp-? ) , de même type, vérifiant en outre : 
i i Ti 

1) V i -1 i < n , © e"? est une algèbre de Lie graduée. 

2) V - r < 0 et -s < 0 : 

a) ïï~r~^[x~r,x~S]) = [ïï~r(x~r),ïï~^x~S)] (1) 

^ C ? { ^ > \ { \ ) ] ) « [c P:! 1(x- l),xT
s] ( 2 ) 

3) Vi > -1 , V j ̂  0 , e? est un sous-espace de l'espace des "déri­

vations de degré j" de .J©. e? dans . © A e"?. En d'autres termes : 

xj([xTr,xTS]) = [xj(x~^ ),xTS] + [xT r,xJ(xT s)] 

t —r t —r 
(avec la convention : [x_.,x. ] = x^( x£ ) pour 0 4 t 4 

REMARQUE 5 

Les conditions (1) et (2) s'étendent aux cas positifs. 

EXEMPLE 6 

Le diagramme E^ de type (n,£) déduit d'un espace holonome 

(E,(E^) . ) est holonome. 
3 e* 
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Un morphisme de diagrammes holonomes est un morphisme pour les dia­

grammes semi-holonomes sous-jacents qui, de plus, est un morphisme pour les 

structures d'algèbres de Lie graduées négativement e? contenues dans le 

diagramme. 

On démontre le : 

THEOREME 7 

Le groupe G des automorphismes d'un espace holonome 

(E,(E^).„) est isomorphe à la limite projective lim Gn où Gn 

est pour n £ -I le groupe des automorphi smes du diagrarrme E*^ 

déduit de E. 

GROUPES DES JETS HOLONOMES INVERSIBLES GENERALISES 

Soit g = e Q e © . . . © e une algèbre de Lie graduée négati­

vement et soit E = . 2 e 1 l'espace holonome canoniquement associé à g 

(cf. Proposition 3). 

DEFINITION 8 

Le groupe L n + 1 des jets holonomes inversibles généralisés d'ordre 

n+1 est le groupe des automorphismes du diagramme holonome E^, de type (n,n), 

déduit de E. 
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En procédant comme pour le cas semi-holonome on obtient les résul­

tats suivants. 

PROPOSITION 9 

1) Le noyau N n + 1 de la projection L n + 1 -> L n est, pour n > 0 un groupe 

n+1 

abélien canoniquement isomorphe au groupe e des dérivations de degré n+1 

deg = e k ® . . . ® e 1 dans e k + n + 1 @ ... © e11. 

2) Le groupe L n s'identifie canoniquement à un sous-groupe de L n +^. 

Plus précisément, la projection L n + 1 •> L n admet une section canonique. 

COROLLAIRE 10 

- L n + 1 est produit semi-direct (interne) de N n + 1 et L n. 

- L'algèbre de Lie £ n +^ de L n +^ s'identifie canoniquement, comme 

o 1 n 
espace vectoriel, à e © e © .. . ® e . 

REMARQUE 11 

Les groupes de jets (holonomes) inversibles d'ordre n+1 usuels sont 

obtenus en partant de g = e 1 , algèbre de Lie abélienne. 

COMPLEXE (de Spencer) D'UNE ALGEBRE DE LIE GRADOEE 

Soit g = g~k Q ... Q g"1 © g° © ... © çf © ... une algèbre de Lie 

graduée. Soit g = g k © ... © g 1 , c'est une sous-algèbre de Lie de g. 
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La représentation adjointe de g dans g fournit des groupes de cohomologie 

H1(g ,g). La graduation de g permet de graduer les groupes H1(g ,g) et d'ob­

tenir ainsi des groupes H1'^ qui sont les groupes de cohomologie (de Spencer) 

-1 
de g. Le cas habituel correspond à g = g , algèbre de Lie abélienne. 

Plus précisément, la graduation de g permet, pour tout q, de gra-
q _ 

duer A g : 

Q - A, Q 

A g = A g 
^ r̂ -q r 

q "i. -i 
avec A g = . ® . g A . . . A g q 

r * i„ + ...+1 =-r 
1 q 

On définit CP'q(g ,g) comme l'espace des applications linéaires de degré 
q 

p+q-1 de A g dans g. 

On définit 3 : C P' q - c P ' 1 ' q + 1 par : 

W(x.,...,x = y ( - D l + 1 [X.,Y(X ,...,x.,...,x )] 

1 q+1 v î l i q-r i 
+ J (-D 1 + j ^([x i,x j] /x l,...,x i,...,x j,...x q + 1). 

Soit le diagramme holonome de type (n,n) déduit de l'espace holo-

i x —k — 1 
nome E = . 2 e canoniquement associé à l'algèbre de Lie e © — © e 

1 

(cf. Proposition 3). 

Soit N n +^ (resp N n +^) le groupe des automorphismes semi-holonomes 

(resp holonomes) de E n dont la restriction à E n ] est l'identité (donc 
n n-1 

N n + 1 = K e r û n + 1 - L n) et N n + 1 = Ker(L n + 1 - L

n ) ) . On sait que N n + 1 est ca-

noniquement isomorphe au groupe des applications linéaires de degré n+1 

de e " k 0 . . . ® e"1 dans e ~
k + n + 1 0 ... 0 e n. 
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LEMME 12 

Le groupe N n + 1 c N n + 1 est caractérisé par la condition : 3^ = 0. 

PREUVE 

Ceci est trivial. On sait en effet que Y définit un élément de N n + 1 

si et seulement si ¥ est une dérivation, c'est à dire : V-p, V-q, VX ^, VY ^ 

^([x" P,Y" q]) = [y(X _ P),Y~ q] + [x~ P,y(Y~ q)] 

ce qui s'écrit encore : 

3^(x" P,Y" q) = 0. 

PRESQUE HOLONOMIE 

-k -1 

Comme précédemment, g = e © ... @ e est une algèbre de Lie gra­

duée, E = . 2 e 1 est l'espace holonome associé à g et E P le diagramme de 
1 ^ Oi n 

type (n,p) déduit de E. 

DEFINITION 13 

Un diagramme semi-holonome E'^ = (e';?,ïï'?,cp'?) est dit presque-
holonome si le diagramme E' n _ déduit de E' n est holonome. 

n-1 n 

La notion d'isomorphisme de diagrammes presque-holonomes est claire : 

c'est un isomorphisme de diagrammes semi-holonomes qui est, en restriction 

à l'ordre n-1, un isomorphisme de diagrammes holonomes. 
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En particulier, le diagramme E^ peut être considéré comme diagramme 

presque holonome (ceci revient à "oublier le crochet" à l'ordre n). On note 

L n + 1 le groupe des automorphismes presque-holonomes de E^. On a, évidemment : 

L n + 1 c L n + \ On a de même (par restriction à l'ordre n-1) une projection 

Vn+1 n v n+i 
L L , dont le noyau N est canoniquement isomorphe au groupe des ap-

—k -1 

plications linéaires de degré n+1 de g = e © ... © e dans 

e k + n +^ q ... © e11. De plus identifiant i/1 à son image par la composée 

L + L -> L , o n a : L = L . N (produit semi direct) . 

Tout ce qui a été dit des éléments de connexion, dans le cas semi-

holonome s'applique évidemment au cas presque-holonome. 

vn+1 n,2 
ACTION DE L DANS L'ESPACE DES COCHAINES C 

On dispose, pour tout p,q, d'une action du groupe L° dans C P' q, dé­

finie par : 

(u y)(Xl,...,x ) = u (y(u-
1(Xl),...,u"

1(x ))) 
o 1 q o o 1 o q 

v Vn+1 n v n+i Ceci étant, soit u , „ = u . a , „ ̂  L = L • N . Comme 

n+1 n n+1 

N n + 1 % C n + 1 / 1 , on peut, pour tout a n + 1 e N
n + 1 , définir 3 a n + 1 e c n ' 2 . On dé-

n 2 
finit alors, pour Y e c ' : 

u 4 1 Y = u (¥ - 3a x 1 ) n+1 o n+1 
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(où u est la projection de u e L n dans L°). Ceci fournit l'action de L n + 1 

o n 
n, 2 

dans C 

COMPLETICI D'UN DIAGRAMME HOLONOME 

Se reporter au cas semi-holonome, et remplacer "semi-holonome" par 

"holonome". 
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CHAPITRE III 

REPERAGES DE TOUS ORDRES DES N F ET N R F-VARIETES 

§-1 : ESPACES DE REPERES D'UNE N F-VARIETE 

L'espace vectoriel gradué e = e k © ... Q e 1 est fixé. E = . n 
î e £ 

est l'espace semi-holonome associé à e (cf. II, § - 2 ) , E^ est le diagramme 

de type (n,n) déduit de E (n ̂  -1), L n + 1 est le groupe des jets semi-holo-

nomes inversibles d'ordre n+1. C'est le groupe des automorphismes de E^. On 

rappelle la décomposition L = N . L . 

THEOREME 1 

A toute variété négativement filtrée (M,F), de type e 

est canoniquement associée une suite (Hn(M,F), à(Hn)), n >, -J, 

où : 

1) Hn(M,F), noté plus brièvement H n , est un espace fibre 

principal différentiable de base M, de groupe structural Ln. 

2) à(Hn) est un fibre différentiable de base H n , de fi­

bre type E1^, de groupe structural N n + 1 de sorte que : 
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a) Pour la restriction j à N , de l'action à droite 

de L n + 1 dans H n + J , l'espace Hn+^ est le fibre principal, (de 

base Hn et de groupe N*1*1) associé à k(Hn) • 

b) L'action de L n + 1 sur H n + 1 se déduit de celle de Ln 

sur Hn par la relation suivante, où ^ n + 1

 e H n + 1 , u n + J e L n + 1 et 

xn (resp u^) est la projection de *n+i (resp u

n + ^ dans 

Hn (resp Ln) : 

xn+l * U n + I = A x 0 X n + I 0 u n + i 
n 

u 
(à R est l 1 isomorphisme de A (H ), fibre de A(H 1 en x sur 

xn xn 
A (Hn), fibre de AfH71) en x .un, induit par la translation 

x n ' u n _ n 

à droite R , par u , dans H ). 
n 

PREUVE 

La démonstration de ce résultat s'effectue par récurrence. Il s'agit 

donc de mettre en évidence le passage d'un terme au suivant. Il suffit pour 

cela de définir avec précision les premiers termes de chacune des deux sui­

tes H n et A(H n), ce que nous faisons ci-dessous. 

On pose : H"1(M,F) = M 

Pour x C H ~ 1 , A (H"" 1) est le diagramme de type (-1,-1) suivant : 
1 X - 1 

(F~k/ -k+1) (F~2/ -1 ) (F~1) 
F x F x_-| x_i 

Il est clair que A(H~T) U A (H"1) est un fibre différen-
x ^ - 1 X ~ 1 

tiable de base M, de fibre type E_^ et de groupe structural L°. L'espace 

H°(M,F) est le fibre principal associé à A(H~ 1). 
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En x e M , A (H~1) est un diagramme semi-holonome de type (-1,-1). 
-1

 x-1 
oo — 1 

On note A (H""') le diagramme semi-holonome de type (-1,°°) obtenu par com-
x-1 

plétion de A (H"~1) (cf. II, §-2). Les termes d'indices positifs de 
x-1 

A (H"1) seront notés f ,f ,...,f (donc f est l'espace 
X_-j X_-| X_<| X-1 x-1 

-k -1 
des applications linéaires de degré r de (F / -k+1) © © F dans 

F x-1 x-1 
(F~k/-k+1) © . . . © F " 1 © f ° © . . . © f r - 1 ) . Tout x e H°, d'origine F x_i x_i x_i X-1 o ^ 

x_1 s M, qui par définition est un isomorphisme de E_j sur A^ (H" 1), se 

prolonge canoniquement en un isomorphisme, encore note x q , de E__̂  sur 

A 0 0 (H"1) . Ceci étant : 
X-1 

CONSTRUCTION DE A(H°) 

Soit ïï la projection de H° sur M et soit F° le relèvement de la fil­

tration F par ïï. On a donc : F 1 = ïïT^F1) pour i 4: - 1 , F° = V H° = fibre 
o * o 

vectical pour ïï, F^ = { o } . 

Etant donné x q e H°, d'origine x = ^ ( x q ) , par définition, A (H°) 
o 

est le diagramme semi-holonome suivant : 

( ? ë k " V * + 1 > x

 ( ^ ô k / F ~ k + 2 ) x ( ^ 2 / P ° } x ( F ^ 1 ) x o 0 0 0 0 o 

(F V -k+D (F 2/ -1) F 1 f° 
F x_1 F x_1 x_1 x_1 

où : 

- Les flèches vecticales sont déduites de ïï 

- La flèche oblique (F^/jr-i+i^ + ( F V f e s t la compo-
~ 1 o o 

sée de 1 1 isomorphisme (^"V^i+i > x ^ tF"i/^_i+1 ) x et de l'injection 
-1 0 0 
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o o o o 

V Q 
- La flèche f^ (F~^x e s t composée des trois applications sui-

-1 o 
vantes : 

* L'isomorphisme (x ) 1 de f° sur e° (algèbre de Lie de L°) 

O """"O 
* L1isomorphisme de e sur (F ) (espace vertical en x ) 

o x o 
o 

* L'injection de (F°) dans (F - 1) 
o x o x 

o o 

On pose : A(H°) = u A (H°) . On note Jj. la projection A(H°) H°. 
X €H O 

o 

Pour définir la structure fibrée de A(H°) on doit introduire la notion de 

connexion généralisée. 

DEFINITION 2 

Une connexion (généralisée) est définie dans un ouvert U° = ïï 1(U) 

de H°, (U ouvert de M), par la donnée, pour tout X q € u° d'un élément de 

connexion (généralisé) C° (cf II, §-2) dans A (H°) de sorte que : 
o o 

1) L'élément de connexion C° dépende différentiablement de x 
x o o 

X O Q 
2) (Invariance à droite). Quels que soient x e H et U e L : 

o o 

C° = (R U°), (C° ) 
X .U * X 
O O o 

u u 
(R : translation à droite par U q dans H , (R )^ : son prolongement à 

(F"k"Vzr-ic+i) © ... © F~ 1). 
Q P I Q 

O 

Il est clair qu'il existe des connexions dans U° lorsque U est suf­

fisamment petit. Ainsi, si U est source d'une section différentiable O de 

189 



VI - 45 

ïï : H° M, on construit aisément la connexion "au-dessus de a", puis on 

translate. 

On notera (cf Proposition 12, II, §-2) que la donnée de C° définit 

%o o -o ° un isomorphisme, qu'on notera C , de E sur A (H ). (Cet isomorphisme 
o o 

coïncide avec x au niveau -1). 
o 

Nous pouvons maintenant définir les cartes de A(H°) : ce sont les 

applications 0 : U° x E ° +JJL 1(U°) <= A(H°) définies par : 
C° ° 

* r r "» O ^O O 
$ {x } x E = C V x e u 
_P O O X o 

C 1 o 

(où C° est une connexion définie sur U° = ïï 1(U)). On vérifie aisément que 

ces applications $ définissent sur A(H°) une structure fibrée de base H°, 
o C ° -1 

de fibre type E q , de groupe structural N . 

u 
—"O x o L'automorphisme de A(H ) induit par la translation à droite R par 
u —o —O x A o u € l dans H , est note A -R o 

CONSTRUCTION D E H1(M,F) 

—1 „ —o 
Par définition, H (M,F) est le fibre principal (de base H et de 

—1 " , —o —1 —o 
groupe N ) associé à A(H ). Un élément x^ H , d'origine x q ^ H , est donc 

un isomorphisme de E ° sur A (H°) dont la restriction à E ] est x (et ré-
0 x -1 o 

o 
ciproquement) . 

On définit une action à droite de l ? = N 1 . L ° dans H 1 par : 

u 
A o 

x„ . u,, = A R o x„ o u„ 
1 1 x 1 1 

o 

( x

1

 e H 1, U j ̂  Z\ xQ(resp U q) projection de x^resp u ^ dans H° (resp L ° ) ) . 

-1 -1 
Ceci munit H d'une structure de fibre principal de base M et de groupe L , 
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la projection H 1 M étant la composée H 1 H° M. 

oo —o 
Soit A (H ) le diagramme semi-holonome de type (O,00) obtenu par 

o 
• —o 

complétion de A (H ). C'est donc le diagramme suivant : 
o 

( F ~ k ~ V ~ -k+1) ( F " k/~ -k+2) (F ~ 1) (f°) (F1 ) o F x o F x o x o x o x o o o . o o o o 

X _v \ - 1 o -1 • 
(F % - k + 1 ) x ( P \ fx fx 

x-1 x-1 -1 -1 

où : - La ligne inférieure est le diagramme A (H ) déjà défini. 
X-1 

—r A 

- (f ) est, pour r > 0, l'espace des morphismes de degré r du dia-
o 

—o r— 1 —o 
gramme A (H ) dans le diagramme A (H ), diagramme de type (o,r-1) extrait 

o o 
oo — o 

de A (H ) . 
x 
o 

—1 —o 
On remarquera que tout x^ ^ H , d'origine X q

 e H , étant, par défi-

o —o „ 
nition, un isomorphisme de E sur A (H ), il définit un isomorphisme de 

oo oo — ° 
E sur A (H ), encore noté x . En particulier, (f ) e s t isomorphe, par 

° -1 °o -1 ° 
(x^) à e Q , algèbre de Lie de L . 

CONSTRUCTION DE A(H1) 

Soit ïï' (resp ÏÏ") la projection de sur H° (resp H 1 = M). 

Soit F„ le relèvement de la filtration F par ïï'. 
1 o v 

On a donc : F * = (ÏÏ;)~ 1 (F*) = (ïï£)~̂  (F1) pour i ̂  -1 

F ° = (ÏÏ;)" 1 (F£) = (ïï^)"1 (0) = fibre vectical pour ïï" 

F̂  = fibre vectical pour ïï' 

F] = {0}. 
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Etant donné x„ (avec x = ïï'txJ et x - = TT" (x, ) ), on définit 
1 o i ™ • i 

A ( H S comme étant le diagramme suivant : 
X 1 

(F ; k~ 2/- -k+D (? : k " V p -k+2> ( F ; 1 ) 
1 1 1 1 , 1 

x l x 1 ^ 
(F k V - -k+1) (F ^ ) (f°) 

o F x o x o x 
o o o , o 

^ (F V-k+1) ...(F 1) f° f 1 

x - i x - i x - i x - i 

ou : 

- Le diagramme de type (0,0) extrait du précédent (i.e les deux li­

gnes inférieures) est le diagramme de type (0,0) extrait de A°° (H°), déjà 
o 

défini. 

- Les flèches vecticales (F*/—i+3) (F1/—i+2) sont déduites de 
1 F. x., o F x 

1 1 o o 

ïï' . 
- Les flèches obliques (F1/—i+2) ( F ^ ^A-i+2) sont composées 

o F x 1 F. x. 
o o 1 1 

de 1'isomorphsime (FV-i+2) % tF^/-i+2) (déduit de ïï') et de lfinjection 
O X "— I X M 

o o 1 1 

( F t / ? f 2 )

X l * ( ? l " 1 / ^ + 2 ) x l • 

- Enfin, la flèche (f°) (F „1) est obtenue en composant les 
1 x i 

trois applications : 

1 -j 
* L1isomorphisme (x„) de (f ) sur e (algèbre de Lie de L ) 

1 o x o 
o 

* L 1 isomorphsime de e° sur (F?) (cf : H 1 est un L1-fibre prin-
o 1 

cipal) . 

* L'injection (F?) •> ( F ~ 1 ) 
1 X1 1 x<| 

On pose : A(H1 ) = U A* (H 1). On note Jl la projection A(H1) + H 1. 
X ^ H 1 1 
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DEFINITION 3 

Soit U un ouvert de M, U° = TT~"1(U), U 1 = (TT')~1(U°) = (7T" ) ~ 1 (U) ) . 

1 1 
Une connexion (généralisée), C , est définie dans U par la donnée, pour 

tout x € u \ d'un élément de connexion (généralisée) C 1 dans A (H 1), com-

O — o 

patible avec x^ : E q A (H ) (cf II, § - 2 ) et vérifiant les conditions sui-
o 

vantes : 

1) dépend différentiablement de x 
X 1 1 

1 V — 2 

2 ) C est invariante à droite par L , c'est à dire : 

C = (R ) (C ) x. e h' , u e L x<j.u1 1 

U 1 U 1 
(où (R )^ est le prolongement de la translation à droite R à 

F 7 k ~ 2 / - -k+1 © ... 0 F T 1 ) . 
1 F ^ 1 

Il est clair que de telles connexions existent si U est suffisamment 

petit (i.e est source d'une section différentiable de ïï"). 

On notera C 1'isomorphisme de E sur A (H ) défini par la donnée 

1
 X l o - o X l 

de C x et de x^ (isomorphisme E q A^ (H )) (cf Proposition 1 2 , II, § - 2 ) . 
X 1 o 

— 1 

Ceci étant, les cartes de A(H ) sont les applications 
1 1 -1 1 

$ : U x E + J L (U) définies par : 
C 

$ I {x } x E] = c] V x e u 1 

C « ' 1 

1 1 
(où C est une connexion sur U ). 

— 1 

On vérifie que ces applications $ définissent sur A(H ) une struc-
C 

' 1 1 9 
ture fibree de base H / de fibre type E , de groupe structural N . 
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- 1 U 1 . 1 L'automorphisme de À(H ) induit par R , translation à droite par u 
- 1 . U 1 dans H , est noté A R 

—2 
CONSTRUCTION DE H (M,F) 

Par définition, H (M,F) est le fibre principal (de base H et de 
—2 —-j 1 — 1 groupe N ) associé à A(H ). Un isomorphisme E A (H ) appartient donc à 

- 2 o -o X l 

H si et seulement si 1 1 isomorphisme E A (H ) qu'on en déduit est l'iso-
o 

morphisme défini par x^-

—2 —2 —1 —2 On définit une action à droite de L = N .L sur H par : 

x . u = A R o x o u_ 2 2 x̂  2 2 

—2 —2 —1 —1 (x2 e H , € L , x^ (resp u^) projection de (resp u 2) dans H (resp L ). 

—2 

Ceci munit H d'une structure de fibre principal de base M et de 
T 2 

groupe L . 
—2 N —3 

La méthode est désormais claire : le passage de H à H s'effectue 

comme suit : 
— 1 0 0 —1 - De A (H ) on passe au diagramme semi-holonome A (H ) suivant : 

x 1 X 1 

1 1 i 1 x i : x - i x - i 

° ̂ ° I \ I \ J \ i \ 
-k — 1 —o — 1 (F k/ F-k +1) ..-(F ) f° f^. 
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- On définit ensuite A (H ), à partir du précédent. On obtient : 
X 2 

,F rs <F;\ 

-k-1 , (F 1) (f°) (f1) (F A- -k+1) o x o x o x o F x o o o 

(où F 2 est la filtration de H
2 obtenue par relèvement de la filtration F̂  

—2 —1 
par la projection H H ) . 

2 

- Les connexions semi-holonomes (généralisées) C sur les ouverts 

—2 2 —2 
L -saturés U de H permettent, par l'intermédiaire des applications 

2 2 —2 • » —2 
$ _ : U x A (H ) de définir la structure fibrée de A(H ), et, par-
C 2 2 X 2 _ 3 

tant , le fibre principal associé H . On définit ensuite l'action à droite 
u 

—3 —3 2 N —3 
de L dans H par : x_.un = A R ox.ou^d'où sur H une structure fi-

^ 3 3 x 3 3 
* -3 

brée principale de base M et de groupe L . etc.... 

DEFINITION 4 

L'espace Hn(M,F) est le fibre des repères d'ordre n+1 de la variété 

négativement filtrée (M,F). 

Les constructions précédentes sont évidemment fonctorielles : si 

(M,F) et (M',F') sont deux N F-variétés de même type, tout isomorphisme (local) 

f : (M,F) (M',F') définit, pour tout n, un isomorphisme, noté H n(f), de 

Hn(M,F) sur Hn(M',F'). Cet isomorphisme Hn(f) est défini comme suit : f 
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étant compatible avec les filtrations, le prolongement f̂  de f aux vecteurs tan-

-1 ~ -1 

gents induit, par passage aux quotients, un isomorphisme A (f) de A(H (M,F)) 

sur A(H 1(M',F')), et donc aussi un isomorphsime, noté H°(f) de H°(M,F) 
sur H°(M',F'). La compatibilité de H°(f) avec les filtrations F et F 1 d'une 

o o 
Q Q 

part, avec les structures fibrées principales de H (M,F) et H (M',F') d'autre 

part, permet de prolonger H°(f) en un isomorphisme, noté A°(f), de 

A(H°(M,F)) sur A(H°(M',F')). L'isomorphisme H1(f) de H1(M,F) sur H1(M',F') 

qu'on en déduit, qui n'est, à priori compatible qu'avec les N -structures 

fibrées principales de H1(M,F) et H1(M',F') est, en fait compatible avec les 

—1 » —1 —1 

L structures fibrées principales de H (M,F) et H (M',F'). Ceci, et la com-

patibilité de H (f) avec les filtrations F ̂  et F̂  permet de définir A (f) : 

A(H1(M,F)) + A(H1(M',F')) etc.. 

Pour utilisation ultérieure, on pose : 

^ = projection canonique H H 

T 1 H n = (F ~ k ~ n ~ V - r -k+1) © (F " k~ n/- -k-2) © ... © (F ~2/~n) © F ~ 1 

n F n F n F n 
n n n 

T 1 TTn „ = projection T 1 H n •> T 1 H n 1 induite par ïïn „. 
n-1 v n-1 

LA FORME FONDAMENTALE 

i —k — 1 
L'espace semi-holonome E = ¿ 2 ^ e associé à e = e Q ... Q e 

est muni de sa filtration usuelle (E1) . (où E 1 = II. e3). On convient, 
1 S u J-̂ J-

pour tout r et tout n, de poser : 
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T E = .© E 1/ i+n+2 
n i<:r E 

i i ̂  ^ i+n ̂  i+n+1 
Comme E /Ei+n+2 = e © ... © e © e 

, Î rr\ /rs i+nN ^ i+n+1 
= (e © ... © e ) © e 

= E 1/ i+(n-1)+2 Q E l + n + 1 / i+n+2 
E E 

On a une décomposition : 

r r r+n+1 
T E = T E 1 ® T E , 

n n-1 -1 

en particulier : 

-1 -1 ^ n 
T E = T E © T E . 

n n-1 -1 

et : 

T E = e"" k 0 . . . © e1. 

Soit alors H n + 1(M,F) lfespace des repères d'ordre n+2 de la N F-va-

"—n+1 
riété (M,F) et soit x „ e H (M,F) . Par définition, x « induit un isomor-

n+1 n+1 

phisme de T̂  E sur 
n 

T 1 H n = (F 7 k " n " " V ~ © ... © (F " P/- -p+n+2) @ ... © (F ~ 1) x 1 F x n F ^ x n x 
n n n n n n 

/ ^+1, XN 
(avec x = ïï (x ^,)). 

n n n+1 

DEFINITION 5 

La forme fondamentale dans H n + 1(M,F) est l'application ®n+i ^
e 

T 1 H n + 1 sur T 1 E dont la restriction à T 1 H n + 1 est, pour x „ ̂  H n + 1 

n x L 1 ' * n+1 
n+1 

définie par : 

a -1 -n+1 . -1 -1 n+1 
9 T H (xn o T ïï" 1 

n + 1 Xn+1 n + 1 x

n+1
 n 
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La forme 6 ,„ est donc une somme directe : n+1 

-k-n-1 -P -1 

n+1 n-1 n+1 n+1 

-p 
où 0 , restriction de 9 , „ à F \J p+n+3 est à valeurs dans 

n+1 n+1 n+1 F * 
E" P/ "P+n+2 = e" P @ ... 0 e ~ P + n + 1 . 

A la décomposition T 1 = T 1 E © T E correspond la décomposi­

tion : 9 ̂  = 9' . + 6" , où 6' (resp 0" ) est à valeurs dans T 1 E „ 

n+1 n+1 n+1 n+1 ^ n+1 n-1 
n 

( resp T. E_ ̂  i. 

LEMME 6 

La forme fondamentale 6 , „ est entièrement déterminée par 0" 
n+1 * n+1 

PREUVE 
-p. . v -p -j ieme 

Soit 9n+-| I
e J composante de 8 n +-| ' ̂ e sorte que : 

= 0 *\ + ... + 0 J

L + ... + 0 P , , on vérifie que : n+1 n+1 n+1 n+1 M 

-p+1 . -p. 
6 55 G"* F /=r -p+n+4 n+1 n+1 n+1 F ,, n+1 

(Il est clair que F n+*V— -p+n+4 F n

P<j/p -p+n+3 ce qui donne un sens au 
n n+1 n n+1 

second membre de cette égalité). Donc, une fois connu, pour tout p, 
-p -p 
0 P* n + 1 la forme 0 , „ est connue, d'où le résultat car 81' = © . 0 P î n + 1 • 
n+1 n+1 n+1 -p^-1 n+1 

NOTATION 7 

On pose, désormais : 0" - = $ .-
n+1 n+1 

Le résultat suivant prolonge un résultat bien connu. 
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PROPOSITION 8 

1 1 2 2 
Soient (M ,F ) et (M ,F ) deux N F-variétés de même type. Une C N S 

pour qu'un difféomorphisme Hf : H n + 1(M 1,F 1) H n + 1(M 2,F 2) soit, localement, 

1 1 2 2 

le relèvement aux repères d'ordre n+1 d'un isomorphisme f: (M ,F ) (M ,F ) 

(de N F-variétés) est que : 
1 2 n i 1 1 1 

1) ¥ soit compatible avec les filtrations F 4 et F „ de H (M ,F ) 
^ n+1 n+1 

et H n + 1(M 2,F 2) respectivement 

2 ) ( ï 1 *>* - e^ + 1 

où 9 1

1 4 (resp 0 2 „ ) est la forme fondamentale de H n + 1(M 1,F 1) (resp H n + 1(M 2,F 2)) n+1 n+1 * ' 

et T 1 ¥ l'application de T 1 H ^ t M ^ F 1 ) dans T 1 H n + 1(M 2,F 2) déduite de Hf. 

PREUVE 

* La nécessité des conditions est évidente. 

* Pour démontrer la suffisance, on procède par récurrence : 

- Si n+1 = 0, la condition 1) implique que, localement, ¥ transforme 

les fibres de H°(M1,F1) sur les fibres de H°(M2,F2) (car Hf préserve les es-
1 1 2 2 

paces verticaux). Il existe donc un difféomorphisme f : (M ,F ) (M ,F ) 

compatible avec les filtrations, tel que ïï°1 o ï = f o TÎ^. La condition 2) 

entraîne que : ¥ = H°(f). 
- Si n+1 quelconque, toujours par 1) il existe f : H n(M\F^ ) H n(M 2,F 2) 

compatible avec les filtrations F 1 et F 2, telle que : *n n + 1 o ï = f o ïïn+1 

n n n n 

la condition 2) et les liens évidents entre forme fondamentale dans H n + 1 et 

—n - 1 ^ * 2 1 

H , impliquent que : (T f) (0 ) = 8 . Il existe donc f : (M,F) + ( M ' ,F ' ) 

^ —n 
telle que : f = H (f). La condition 2) a nouveau donne alors : 

Y = H(f ) = H n + 1(f). 
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§-2 : ESPACES DE REPERES D'UNE N R F-VARIETE 

-k -1 

- L'algèbre de Lie graduée e = e © ... © e - est fixée. 

- E = . S- est l'espace holonome associé à e (cf. II, §-3). 

- E^ est le diagramme de type (n,p) déduit de E. 

- L n + 1 est le groupe des jets holonomes inversibles d'ordre n+1, 

c'est à dire le groupe des automorphismes de e\ 
- On rappelle la décomposition L n +^ = N n + ^ . L n. Soit g = .® _ e 1 , 

1 € Sx 
g = e = e k © ... © e 1. On rappelle (cf II, §-3) que C P' g est l'espace des 

q 
applications de degré p+q-1 de A g dans g et que l'on dispose d'un bord : 

On note e 1'espace vectoriel gradué sous-jacent à e et l'on convient 

pour i < -1 de poser : e 1 = e 1. L'espace semi-holonome associé à e est noté 

E, et le diagramme de type (n,p) déduit de E, F . Enfin L est le groupe 

des jets semi-holonomes inversibles d'ordre n+1 (i.e le groupe des automor-

, . _ —n. , . . n+1 —n+1 —n —n+1 
phismes de E ). On a, évidemment : L c l = L . N 

N 

VN+1 

A noter enfin que le groupe L est le groupe des jets presque 

holonomes inversibles d'ordre n+1 (cf II, §-3) et que : L n + 1 = L n . N n + 1 . 
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Toute N R F-variété étant une N F-variété, les espaces de repères 

semi-holonomes Hn(M,F) de (M,F) sont bien définis (cf §-1). 

THEOREME 1 

Avec les notations précédentes, le choix, pour tout p> o, 

d'un supplémentaire S p de l'image Im 3 de 3 dans cP92, permet 

d'associer à toute N R F-variété (M,F) une suite (Hn(M,F),9 ) ^ -
n n^-I 

possédant les propr iétés suivantes : 

1) Hn(M,F) est un Ln-fibré principal différentiable qui 

s'identifie canoniquement à un Ln-sous-espace fibré principal 

de l'espace Hn(M,F) des repères semi-holonomes de (M,F). 

2) L'espace Hn(M,F) se projette canoniquement sur Hn ^(M,F) 

et cette projection est compatible avec la projection de Hn(M,F) 

sur Hn~1(M,F). On note F r la filtration T Hn = F~ F C => ... => F ~ J 3 

... D f|J de Hn(M,F) obtenue par relèvements successifs de la 

f i Itration F de (M,F) aux repères HP(M,F) (p < n). Cette filtra­

tion est donc une sous-f i Itration de la f i Itration obtenue par res­

triction à Hn(M,F) de la filtration Fn de Hn(M,F) (définie au §-1). 

3) 0 est la restriction à f1 H = F ~k~n~1/T? ® ... 
n n n F 

... Q F~ /-n 9 F de la forme fondamentale de Hn(M,F). Cette 
n r n 

forme Q est à valeurs dans T E c T E . FZIe a, pour les es-
' n n n ' ^ 

j paces holonomes les mêmes propr iétés que son extens ion pour les 

espaces semi-holonomes (cf §-1). 

4) Les constructions précédentes sont fonctorielles. 

PREUVE 

Comme pour le cas semi-holonome, c'est la construction précise des 
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premiers termes de la suite que nous effectuons. La construction des termes 

suivants est analogue. Noter cependant que ce n'est qu'après l'ordre 1 

qu'apparaît l'un des aspects essentiels de la construction : la projection 

fondamentale. 

On pose : (MfF) = M , et 9_1 = 0. 

Etant donné x e M , on note A (H ) le diagramme holonome suivant : 
X-1 

(F~k/ -k+1) ... (F~2/ -1) (F~1) 
F x_^ F x 

Il est clair que A(H~1) = U A (H~1) est un fibre différentia-
x_ e M x 

— 1 o — 1 — 1 ble de base M, de fibre type E et de groupe L . On définit T (H ) par : 
X-1 

(H"1) = ( F~
k/ F-k+1) x e ... © ( F " 2 / F "

1 ) x © ( F " 1 ) x 

Le crochet dans T 1 (H 1) (cf I, §-2) est noté [[ , ]]. 
X-1 

Par définition, l'espace H°(M,F) est le fibre principal associé à 

A(H~V 

REMARQUE 2 

Déjà à l'ordre 0 f contrairement à ce qui se passe dans le cas ordi­

naire, l'espace H°(M,F) ne coïncide pas avec l'espace H°(M,F) des repères 

semi-holonomes de (M,F). 

On complète le diagramme A (H 1) pour obtenir le diagramme holo-

GO - 1 
nome A (H ) , de type (-1,°°). Les termes d'indices positifs de ce dernier 

o 1 , r 
diagramme sont notés f , f , etc... Un élément u de f est donc une 

X-1 _ x-1 _ x-1 
application de degré r de T 1 (H 1) dans T 1 (H~1) © f° O ... © fr"~1 

x_1 x_1 x_1 x-1 
vérifiant : u[[x"P,Y"q]] = [[u(X_P),y"q]] + [[x~P,u(Y~q)]]. 
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Tout x e H°(M,F), d'origine x, e M , étant un isomorphisme d'algèbres 
o 1 

de Lie graduées de e sur T 1 (H V il induit un isomorphisme, qu'on note 
X - 1 

oo oo -1 
encore x , du diagramme E „ (déduit de E) sur A (H ). 

o -1 x_^ 

CONSTRUCTION DE A(H°), PROPRIETES 

o 
Soit ïï la projection H •> M 

Soit F le relèvement de la filtration F par ïï. On a donc : 
o 

F 1 = {o} -f F° = V H° fibre des vecteurs verticaux j F"** = (ïï ) ^ ( F
1 ) pour 

o o o * 

i - 1 . Comme pour les N F-variétés, étant donné X q

 e H°, d'origine x_^ e M, 

A (H°) est le diagramme suivant : 
o 

( C " V k + i ) x ( C v k + 2 ) x ( F ; 2 / F O ) X < P ; \ 

o o o o o o o 

\ J \ l \ l \ 
où les flèches sont construites comme dans le cas semi-holonome (cf § - 1 ) . 

On a le résultat suivant : 

LEMME 3 

Pour tout x e H°(M,F), il existe, dans T 1 (H°) = (F~k~~1/ -k+1) © 
o x o F x . 

- 2 - 1 o o -1 
... © (F /p°) x ® ^

F

0 ' U n P s e u d o ~ c r o c h e t t c'est à dire une 
o o o 

application bilinéaire alternée possédant les propriétés suivantes : 

1) Si A~ P e (F~P/ -p+2) et B~ q e (F"q/ -q+2) , alors 
o F ^ x o F x 

o o o o 

[ [ A " P , B _ Q ] ] H ( F _ P ~ Q / -p-q+2) 
o F x 

o o 

et : 

Tr;P_q([[A-p,B-q]]) = [[7r;P(A~P), TTq(B~q)]] 

2 0 3 



VI - 59 

(avec ïï : (F /„1+2) (F /„i+1) ). 
o o F x F x „ 

o o -1 

2) Si a"P e (F~P/ -p+1) et B~ q e (F"
q/ -q+2) : 

F ^ x o 'F M x 
-1 o o 

cpXq([[a""P,ïï;q(B"q)]]) = [[cp:P(a"p)fB-
q]] 

(avec <p~* : (F1/ i+1) + (F 1" 1/ i+D ). 
-1 F x „ o F x 

-1 o o 

3) Le pseudo-crochet est invariant par les translations à droite de 

H°. 

PREUVE 

L'espace H°(M,F) étant un sous-fibré principal de H°(M,F), la forme 

fondamentale 0 q dans H°(M,F) induit, dans H°(M,F), une forme, encore notée 

0 .. Cette forme 6 est donc définie dans T 1 H° = F~k~"1/ -k+1 Q . .. @ F~1 

o o o F o 
-k -1 ° 

et prend ses valeurs dans e = e © ... Q e , et elle est de degré 0 

(rappelons que e k 1 = 0) . On note 0 P la restriction de 0 à F P/„"-p+2 , 
^ o o o F 

o 
ainsi que sa composée avec la projection F P + F Q

P/ F-p+2. Ceci étant, pour 
_o 

définir [CA"P,B~q]], avec A P e (F P / -p+2) et B q € (F q / -q+2) , on 
o F x o F x 

o o o o 
procède comme suit : 

- On choisit dans (F P ) un représentant X P de A P et dans 
o x x 

o o 
(F q ) un représentant Y q de B q. 
o x x 

o o 

- On prolonge X P et Y q en des champs de vecteurs X P et Y q , à 
_ o o t e 

valeurs dans F P et F q respectivement et tels que : 0 P(X P ) = C e , 
o o o 

e" q(Y _ q) = c t e . 
O 

On vérifie alors que la classe [X P,Y q ] x de [X~P,Y~q] dans 
o Xo 

(F~ p~ q/ -p-q+2) ne dépend que de A~P et B~ q. On pose : [[A P,B q]] = 
° o Xo 
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[x P,Y g ] . On définit ainsi le pseudo-crochet ayant les propriétés annon-
o 

cées. 

REMARQUE 4 

Le diagramme A (H°) n'est pas holonome, car le pseudo-crochet précé-
o 

dent n'est pas un crochet de Lie. 

On pose : A(H°) = U Q A (H°) et on note ii la projection A(H°) H°. 
x QeH

 x

0 

Comme dans le cas semi-holonome (cf §-1), on définit la notion de 

connexion (généralisée) dans un ouvert U° = ÏÏ ̂ (U) de H°, U ouvert de M, 

N S S * O « O O 

puis on associe, a toute connexion généralisée C , une carte $ : U x E 
-1 o o C°o 

-> IL (U ) . On munit ainsi A H d'une structure fibrée de base H , de fibre 
o v1 

type E q / de groupe structural N . 

CONSTRUCTION DE H (M,F) 

V1 , o 
L'espace H (M,F) est le fibre principal (de base H et de groupe 

V} . , A X A / „ 0 v 

N ) associe a A(H ). 

Un élément x^ ^ H (M,F ) , d'origine X q e H est donc un isomorphisme 

de E° sur A (H°) dont la restriction à E ] est x . Noter qu'on n'impose o x -1 o ^ o 

pas de compatibilité avec le pseudo-crochet (tout simplement parce que ce 

n'est pas possible!). 

On munit H (M,F) d'une structure fibree principale de base M et de 

groupe L en définissant l'action de L = N . L dans H (M,F) par : 

u 
X1 • U1 = Ax R ° ° X1 ° U1 

o 

V1 V 1 
(x. € H , M e L , u = n. . X ). 
1 I I 1 o 
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DEFINITION DE A°° (H°) , POUR x, e H 1 (M,F) 
^ 1 

—oo —oo O O 

Soit E (resp A (H )) le prolongement semi-holonome de E q (resp 
v 1 ° o 

A ( H ° ) ) . Tout x e H (M,F) , d'origine x <=H (M,F) , se prolonge canonique-
x 1 o 

—oo —oo O , 00 Q 
ment en un isomorphisme de E sur A (H ). Par définition, A (H ) est l'ima-

o x x. 
o 1 

00 OO QQ Q 
ge de E dans A (H ) par cet isomorphisme. Le diagramme A (H ) est donc le 
* o x ^ x. 

o 1 
suivant : 

(F~ k~V -k+1) (F"1) (f°) (f1) .... 
o 7 F x, o x o x o x, o 1 o 1 1 

V A | A l * ' Y \ . 
(F V (F 1) f° f 1 

X-1 X-1 X-1 X-1 

où (f1) est l'image par x. du terme d'indice (i,o) dans E ° . o x^ ^ 1 oo 

CCXJRBURE 

*1 o 
Soit x^ e H (M,F), d'origine X q e H (M,F). Il correspond a x^ un 

élément de connexion (généralisée) dans A (H°) (et réciproquement), c'est à 

o _-| 0 -k-1 
dire une section de la projection canonique de T H = (F ^F'^^x ® 

-1 -1 1 -k X ° -1 ° ° X ° 
... © (F ) sur T H = (F / -k+1) © ... © (F ) , (x 1 = origine o x x „ F x , x , -1 

o rt -1 -1 -1 
X

Q ) • On notera x^ la section ainsi associée à x^. 

2 0 6 
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DEFINITION 5 

La courbure de x„ est la 2-cochaine SI e c°' 2 définie par : 
1 

Q x (a-p,b~q) = (x o)"
1o( 9:^

q +S-\[[x 1x o(a"
P) fx 1x o(b-

q)]]-x 

(avec -p ̂  -1 , -q <: -1 , a~P e e ~
P , b~ q e e"

q) . 

Remarquer que : [[x„x (a~~P),x\x (b q)]] - x,([[x (a P ) ,x (b q)]]) appar-
I O I O I o o 

tient au noyau de la projection : (F P q / ~p-q+2) (F P V -p-q+D 
O F X F X A 

+ 1 O O -1 
c'est à dire à Im cp_P q , ce qui justifie la définition. 

On démontre aisément le résultat suivant : 

LEMME 6 

vi 

La courbure SI est une application dif f erentiable de H ( M,F ) dans 
o, 2 , . _ . 
C vérifiant : 

1) SI = (uj*"1 (SI ) pour € L 1 , x. S H 1 ( M # F ) 

x 1-u 1 1 x 1 1 1 

2) Pour tout automorphisme f de (M,F) : 

SI = SI V x € H 1 

%\f)(x})
 X1 

(H1(f) = relèvement de f à H1(M,F)). 

Le pseudogroupe des automorphismes d'une N R F-variété étant tran-

v 

sitif, par définition, la fonction SI est à valeurs dans une orbite de L̂  

o, 2 ~ 
dans C , et SI est de rang constant. 

Par définition même de l'action de L̂  dans C°' 2, (cf II, §-3), on 

déduit du lemme précédent que, si u^ ^ N^ et x^ ^ ̂  : 
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n = si + a u, 

x r u 1 1 

(où 3 u € C°' 2 est défini par : 

3 u1<a~
P,b'q) = u ^ t a ' P ^ ] ) - [Ul(a"

P),b-q] - [a'P,^ (b~q) ] ) 

Donc, le supplémentaire S° de Im 9 dans C°' 2 étant donné, le sous-

-1 o V1 1 ^ 1 
espace Q (S ) de H (M,F) est stable par l'action du sous-groupe L de L 

(caractérisé par 8 = 0). 

Par définition : H1(M,F) = ft~1(S°) 

1 1 
Il est clair que H (M,F) est un L sous-espace fibre principal de 

^ 1 . —1 

H (M,F). En outre, ce dernier espace est canoniquement plongé dans H (M,F). 

On a donc, entre les différents espaces les relations suivantes où les flè­

ches horizontales sont des injections et les autres flèches des projections. 
1 V1 -1 

H > H > H 

X \ l 

* H° > ïï° 

\ i 
M 

REMARQUE 7 

Si l'on n'impose pas, pour les N R F-variétés, la transitivité du 

pseudogroupe des automorphismes (cf I, §-1, Rem. 2) on est ici conduit à 

l'introduction d'hypohtèses telles que Í2 1(S°) soit une sous-variété de 

H1(M,F). L'étude des orbites de L 1 dans C°' 2 devient alors très utile [il]. 
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CONSTRUCTION DE A H \ PROPRIETES 

Soit ïï1 (resp ïï" ) la projection H 1 H° (resp H 1 -+ M) et soit F le 

2 1 
relèvement, par ïï1, de la filtration F . (Donc : F ̂  = 0, F est l'espace 

tangent vertical pour ïï1, F° l'espace tangent vertical pour ïï" et F^ = 

(ïï!)"1 (F1) , pour is< -1) . x o 

1 1 
Etant donné x„ e H , avec x = ïï1(x„) et x „ = ïï"(x„), A ( H ) est, 

1 o 1 -i i x^ 

par définition, le diagramme suivant : 

1 1 x1 x1 

\

-k-1 \ o 

cp \ cp 
Yo \ ° 

(F" k" 1/ -k+1) (F~1) (f°) 
o F x o x o x„ 

o o o 1 

\ -k \ o \ J 

\ | \ 
(F~k/ -k+1) (F"1) f° f 1 

X-1 X-1 X-1 X-1 

où les deux lignes inférieures sont déduites du diagramme A (H°), défini 
x1 

précédemment- Les flèches dont la source (ou le but) est la ligne supérieure 

sont déduites de la projection ïï' (comme dans le cas semi-holonome), hormis 

la flèche (f°) •+ (F 1) qui, elle, est définie par la structure de L^-
o x 1 1 x ^ ^ 

fibre principal de H1(M,F). Cette flèche identifie en effet (f°) , isomor-

1 ° X l 

phe par x à l'algèbre de Lie de L , à l'espace vertical (F°) c (F ) 
1 X1 1 X1 

On a le résultat suivant, pour tout x^ e H1(M,F) : 
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LEMME 8 

Il existe dans T 1 H 1 = (F~K~2/_-k+1) © ... © (F~2/ 1) © (F~1) 
X1 1 1 F1 x1 1 x1 

un pseudo-crochet [[ , ]] (application bilinéaire alternée), possédant les 

propriétés : 

1) Si A~ P e (F"
P/p-p+3) et B~ q e (F~q/ -q+3) , alors 

1 1 x1 *i X1 

C[A_P,B-q]] e (F;P_q/F-p-q+3) et 
1 X1 

ir;p-q([[A'p,B'q]]) = [[7r;p(A-p)f1r;
q(B-q)]] 

(avec TT* : (F^/pi+3) -» F^/pi+2) 
1 o 

2) Si a"P e (F^P/p-p+2) et B~ q e (F~
q/ -q+3) : 

o o 1 x1 

cp;P_q([[a"P,Tr;q(B-q)]]) = CCcp;P(a-p),B-q]] 

(avec cp̂  : <F*/pi+2> - <*î""Vp±+2> 

O O 1 1 

3) Le pseudo-crochet est invariant par les translations à droite de 

H 1. 

PREUVE 

Soit 8 1 la restriction à H
1(M,F) de la forme fondamentale de H1(M,F). 

Cette forme 9^ définie dans T 1 H 1 = (F~ k~V -k+1) Q ... © F ~ \ prend ses 
1 

valeurs dans (e~ k~ 2 Q e~k~1) © (e"3""1 Q e~
k) Q ... Q (e~

2 © e"1) © (e"1 Q e°) 

(noter que e"1*""1 = 0 et donc : e" k" 2 e""k~] = 0 , e k 1 © e

k = e k ).De 

plus, 9 1 est de degré O (en convenant que (e"
1 Q e "

i + 1 ) est de degré -i) . 

On note 9~ P la restriction de Q à F~P/ -p+3 et, plus généralement, la com-
1 

posée de la projection F~p + F ^ - p + 3 et de 9~P. Ceci étant, pour définir 

[[A"P,B"q]], avec A~ P € (F~ P/ p-p+3) x et <s (F~ q/ F~q+3) x , on procède 

comme suit : 
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- On choisit dans (F P ) , (resp ( F ^ ) ) un représentant X P 

1 1 1 x̂  x^ 
(resp Y _ Q ) de A"" P (resp B ~ Q ) . 

X1 

- On prolonge ces vecteurs X ̂  et Y ̂  en des champs différentiables 

X P et Y q , à valeurs dans et F ^ Q respectivement et tels que Q^(X P ) = C 6 

0 ~ Q ( Y " Q ) = C t e. On vérifie alors que la classe [x~ P,Y~ Q] de [x~~ P,Y~ Q] 
1 X1 X1 

dans (F P q/„"P"-q+3) ne dépend que de A P et B q. En posant : 
] 1 11 

[ [ A P , B q ] ] = [x P , Y q ] . On définit le pseudo-crochet annoncé, et ce pseudo-
o 

crochet vérifie les conditions 1), 2) et 3). 

On pose A(H 1) = U A H 1 , et on note IL la projection A ( H 1 ) + H 1 . 
x W X1 

Un élément de connexion en x^ e H \ M , F ) est défini par la donnée 

-1 1 -1 -1 
d'une section C de la projection T H T H , vérifiant la condition 

1 1 1 — 1 1 — 1 O 
suivante : la composée de C et de la projection T H -** T H (qui est 

x1 X1 Xo 
un élément de connexion en x e H ) est l'élément de connexion défini par 

o 
x, (x et x , sont évidemment les projections de x.). 1 o -1 1 

On définit, comme dans le cas semi-holonome, la notion de connexion 

1 - 1 1 
(généralisée) dans un ouvert U = (ïï") (U) de H (U ouvert de M) et à toute 

connexion généralisée on associe une carte $ ̂  : x E | IL \\J^ ) . Ceci 

munit A H d'une structure fibrée de base H , de fibre type E^ et de groupe 

V 2 

structural N . 

v 2 
CONSTRUCTION DE H (M,F) 

y 2 1 
Par définition, H (M,F) est le fibre principal associé à A H , 

1 , V2 
il admet donc H pour base et N comme groupe structural. 

On définit une action de L dans H (M,F) par : 
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X 2 * U 2 = \ R ° X 2 ° U 2 

V 2 V 2 1 ^2 1 
où : e H (M,F) , 6 L = L . N , est la projection de dans L , 

U 1 1 . U 1 
A. R est l'application induite dans A H par la translation à droite R 

dans H . 

On définit ainsi H (M,F) comme fibre principal de base M et de 

groupe structural L ( 1 1 action précédente de N étant obtenue par restriction). 

oo -j V 2 
Comme pour l'ordre 1 ; on définit A H , pour x ^ H (M,F), comme 

X 2 2 

00 —oo 

l'image de (c par 1'isomorphisme (de diagrammes semi-holonomes) 
—oo —oo 1 

E 1 * Ax ( H ) d é d u i t d e X 2 ' 

PROJECTION FONDAMENTALE - COURBURE 

La projection fondamentale II est la projection de ker(T H -** T H ) 

sur ker(T1 H 1 T 1 H°) ainsi définie : 

1 — 1 1 — 1 — 1 Etant donné x e H , ker(T H •> T H ) est canoniquement iso-
X 1 X 1 

morphe, par les flèches obliques cp du diagramme A H (cf page 60 ) à 
o ^1 

ï 1 H ° © ( f ° ) . 
° x 1 

Par définition même, x^ définit un élément de connexion x̂  en X Q . 

On a donc une décomposition canonique : 

T^ H° © (f°) = (Im q> ) Q (Im x 1 ) 
o 1 

(Remarque : à priori, x\ est définie dans T 1 H 1, mais elle se prolonge 
X - 1 

en une section de f dans (f ) ). On a donc : 
X - 1 ° X 1 

Ker(T^ H 1 + T 1 H~1) = (Imcp o cp ) © CpQ( Im x ) 

= Ker(T1 H 1 -> T 1 H°) © cp (Im x' ) 
x, x o 1 
1 o 
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La projection II est la projection sur le premier facteur pour cette décompo­

sition. 

V2 
Ceci étant, soit € H (M,F), x^, X q et x_^ ses projections dans 

H 1, H°, H 1 respectivement. Soit xf la section de T 1 H 1 T 1 H associée 
x 1 X - 1 

à x^ (x2 est donc l'élément de connexion défini par x 2 ) . 

DEFINITION 9 

La courbure de x € H (M,F) est la 2-cochaine 0, e C f définie 
x ̂  

par : 
fi (a"P,b-q) = (x )-1o(cp"P~q+2)"1on([[x v (a"P),x> (b"q) ]]-x,([[x (a"P) ,x (b"q)]]) ) 
x^ o • 2 o l o z o u 

-p -p 

où II est la projection fondamentale, -p - 1 , -q - 1 , a e e , 

b' q e e _ q . 

Pour justifier cette définition, on doit vérifier que : 

[[x.x (a_P),x_x (b _ q]] - x ([[x (a~P),x (b"q)IP 
2 o 2 o 2 u o o 

— 1 1 — 1 — 1 
appartient à Ker(T H -> T H ), ce qui est évident car le pseudo-crochet 

X 1 X - 1 
est compatible avec les projections. 

Comme à l'ordre 1 , on démontre le résultat suivant : 

LEMME 10 

La pseudo-courbure Çl est une application dif f érentiable de 

V2 1 2 , 
H (M,F) dans C ' vérifiant : 

1) fl = u~1(fl ) 
x 2.u 2 2 x 2 

2) Pour tout automorphisme f de (M,F) : 

Qv2 = fix 
HZ(f)(x2) 2 
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I V2 V 2 

(H (f) = relèvement de f à H (M,F)). 

*2 
On en déduit donc (comme à lfordre 1) que, si 6 N : 

Q, = + 3u n x 2.u 2 x 2 2 

- 1 1 , 1 
et donc que l'image réciproque Q, (S ) du supplémentaire S de Im 8 dans 

1,2 2 v 2 
C est stable par lfaction du sous-groupe L de L (caractérisé par : 

3 u 2 = 0). 

PAR DEFINITION : H2(M,F) = î T 1 ( s V 

Entre les espaces déjà définis, on a donc les relations suivantes : 

2 v ? — 2 

IT * iT > *r 

1 vi -1 
H > H > H 

\
jr V 

o —o 
H > H 

M 

Le processus de construction des espaces Hn(M,F) est, nous l'espérons, dé-

2 N 3 

sormais clair. Ainsi, pour passer de H (M,F) à H (M,F), on procède comme 

suit : 

2 2 2 
1) On construit le fibre A H , de base H , de fibre type E 2 et de 

*3 
groupe structural N . 

2 v3 
2) Le fibre principal associé à A H est noté H (M,F). Ce fibre, 
2 V3 

de base H et de groupe structural N , est ensuite muni d'une structure fi-
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v 3 
bree principale de base M et de groupe structural L par : 

. u^ = A R o x^ o u^ 
3 3 x 2 3 3 

v3 

Cette structure prolonge la structure précédente (au sens ou l'action de N 

dans H (M,F) est la même dans les deux cas). 
-1 2 -k-3 

3) On définit le pseudo-crochet dans T H = (F / -k+1) © ... 
X2 Z F 2 X2 

@ (F ) comme dans les cas précédents, à l'aide de la restriction à 
-2 

T H de la forme fondamentale 8^ de H . Plus précisément :[[A P,B q]] = 

[x~P,Y~q3 où X P et Y~ q sont des champs de vecteurs dans F P et F 9

q res-
x 2 _ _ _ 

pectivement, tels que : Q^iX P ) = C t e , 0 q(Y q ) = C t e et A P = X P , 
¿ 2 X 2 

-q — q 
B ^ = Y . Ce pseudo-crochet est compatible avec les projections 7T et les 

X 2 
injections 9. 

4) La projection fondamentale II est définie de la manière suivante, 

par la suite d'égalités : 

Ker(T1 H 2 + T 1 H*"1) = cpjT1 H 1 © (f?) 3 
x 2 X - 1

 y1 X l 1 x 2 

= 9jKer(T 1 H 1 + T 1 tT^Qcpff 1) ) ® Im x J 
1 x^ x_ To o x^ 2 

= 9. [(Im cp ocp 1)©cp(Imx 1)©cp((f) ) ô Im x J T1 To T-1 To 1 To o x^ 2 

= (Im cp, o cp o cp J © cp. cp (Im x. © (f ) ) ©cp.(Im x n ) . T1 To T-1 T1 To 1 0 x1 

La projection sur le premier facteur fournit la projection fondamentale II. 

^ 3 
5) On définit la courbure d'un élément x^ e H (M,F) comme la 

2 2 
2-cochaine e c ' définie par : 

X3 

fi (a~ p,b" q) = (x T 1 o ( c p T q + 3 ) " 1 0 n([[x * (a~P),x * (b"q)]] x^ o T-1 3 o 3 o 

- x3([[xo(a"
P),xo(b'

q)]]) 
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(où x„ est la section de T H T H associée à x 0 ) . 3 x 2 x_, 3 

6) L1espace H3(M,F) est alors défini par : 

H3(M,F) = fi"1(S2) 

2 2 2 
où S est le supplémentaire de Im 3 dans C ' . La structure fibrée principale, 

3 x 3 x 3 
de base M et de groupe L , est définie sur H (M,F), par restriction à L de 

v 3 V3 
l'action du groupe L dans H (M,F). 

La vérification du caractère fonctoriel des constructions précé­

dentes est claire. On notera que la construction des pseudo-crochets est 

fonctorielle. 

La forme fondamentale 6^ sur Hn(M,F) peut être définie directement : 

pour tout x e Hn(M,F), en restriction à T 1 H n : 
n x 

n 

e |ï1

 H

n = (x T 1
 o ï 1 n n , 

n' x n x n-1 
n n 

Elle est donc, évidemment, à valeurs dans T 1 E , et c'est la restriction à 
n 

— 1 n — 1 

T H de la forme fondamentale de T H . Les deux propriétés essentielles 

de 6^ s'en déduisent, comme dans le cas semi-holonome (§-1, page 47) , à 

savoir : 

1) Si : f : (M,F) + (M',F') est un isomorphisme (local) de NRF-

variétés, alors : 
(T1 Hn(f))*(9') = 9 

n n 

où 9' est la forme fondamentale de Hn(M',F') et Hn(f) le relèvement de f à 
n 

Hn(M,F). 

2) Si cp : Hn(M,F) Hn(M',F') est un dif f éomorphisme compatible 

-1 * 

avec les filtrations et tel que (T <p) (0M = 9 n alors, localement, cp est 

le relèvement à Hn(M,F) d'un isomorphisme (local) f : (M,F) + (M',F1). 
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CHAPITRE IV 

PROLONGEMENT DES N RF-G-STRUCTURES 

STRUCTURES DE TYPE FINI 

§-1 : PROLONGEMENT DES NRF-G-STRUCTURES 

Nous montrons ci-dessous que la méthode de prolongement des NRF-

variétés décrite au chapitre précédent s'adapte au cas des NRF-G-structures 

de type régulier, de tous ordres. 

Soit e = e k © ... © e 1 une algèbre de Lie graduée, E = .^ e^ 

l'espace holonome associé et E^ = e le premier gradué correspondant 

(II, §-3). 

DEFINITION 1 

soit a = e° (J) £ 1 (B .. . Q e r un sous-espace vectoriel gradué de E^ , 

avec, pour tout i^ r, e 1 C e 1 . On dit que a est prolongeable s'il existe 

une sous-algèbre de Lie graduée B de telle que : B n e 1 = e 1 pour i ̂  -1 

et B n e 1 = e 1 pour 04 i ̂  r. 

Lorsque a est prolongeable il existe une plus grande sous-algèbre 
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de Lie graduée,CLr vérifiant les conditions de la définition. On la cons­

truit aisément, comme au (II, §-3, Prop. 3), en imposant à e 1, pour i > r, 

—k — 1 

d'être l'espace des "dérivations graduées" de degré i de e © . . . © e 

dans z © . .. © e Lorsque CL = ^ est de dimension finie on dit 

que Ct est de type fini. L'algèbre de Lie filtrée A = ̂  e 1 obtenu par 

complétion de CL est, par définition l'espace holonome associé àa . 

On note, comme précédemment, Ln(resp L n ) , les groupes de jets ho-

lonomes) associés à l'algèbre de Lie graduée e = e k © ... © e 1 (resp l'es­

pace vectoriel gradué sous-jacent). Une fois choisi, dans L°, un sous-

groupe de Lie K°, d'algèbre de Lie e°, on construit, à l'aide des diagrammes 

holonomes A^ définis par l'espace holonome A, comme au chapitre II, une suite 

( K n ) ^ Q de groupes possédant les propriétés suivantes : 

1) K n est un sous-groupe de Lie de L n. 

2) K n se projette sur K n \ le noyau de cette projection est un 

groupe abélien canoniquement isomorphe à e11. 

n n _ 1 

3) Il existe une section canonique de la projection K K 

(pour tout n, K n est donc produit semi-direct de K n ^ et en

? et l'algèbre 

de Lie de K n a pour espace vectoriel sous-jacent e° ® £ 1 Q ... © G11) . 

Ainsi, A° est le diagramme suivant : 

e " k

 £ - k © e - k + 1

 £ - 1 © e ° 

\ l î \ \ 1? \ 
e _ - - e e 

et est le groupe des automorphismes de A° dont la restriction à A_| est 
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un élément du groupe K° donné. Le diagramme A° est un sous-diagramme de E° 

(diagramme holonome de type (0,0) associé à l'espace holonome E). L'injec-

1 1 
tion de K dans L est obtenue comme suit : 

a) K° c L° par hypothèse 

b) La restriction à e 1 © £ 1 + 1 de l'action d'un élément u de 

Ker(K1 K°) est définie par la matrice : 

-i+1 r-:, — 
e -IL a . 

-1 

e _ i o IL 

où a_^ est la matrice d'une application de e ^ dans e 1 + 1 . La somme directe 

1 1 1 
a © ... © a définit un élément de e . Comme e c e , les mêmes matrices 

jc 1 

IL a_. _ i 

o ^ définissent aussi des automorphismes de e © e et donc un 

élément de N 1 = Ker(L1 •> L°) d'où l'injection de Ker(K1 + K°) dans 

Ker(L1 •> L°) (qui correspond à l'injection £ 1 c e 1 ) . 

2 

On définit de même K comme le groupe des automorphismes du dia­

gramme holonome A 1 dont la restriction à A° appartient à K 1 et ainsi de 

suite 

REMARQUE 2 

Le procédé de construction précédent fournit l'expression matri-

1 2 

cielle des groupes K , K ,... Cette expression est de même nature que celle 

1 2 
des groupes L , L explicités au paragraphe suivant. 
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DEFINITION 3 

Toute suite K°, k\... r K r de sous-groupes de L°, L1,...,Lr obtenue, 

comme ci-dessus, est dite adaptée à l'espace prolongeable a = £° © ... © e r. 

Les groupes K r + 1 , K r + 2,... etc sont, par définition, les prolongements de K r. 

r r 

Ce sont de tels sous-groupes K de L que nous considérons désor­

mais (en particulier, il leur correspond un espace holonome A). 

DEFINITION 4 

Soit (M,F) une NRF-variété de type e. Une G-structure d'ordre r 

est définie, sur (M,F), par la donnée d'un sous-espace fibre principal dif-

x r r 
férentiable P de l'espace H (M,F) des repères de (M,F). 

r r r 
Soit P un K -sous-espace fibre principal de H (M,F). Pour 

0 < s ̂  r, la projection P S de P r dans HS(M,F) est un KS-sous-espace fibre 

s 
principal de H (M,F). On pose, pour i s : 

$ X = ( T p s) n F 1 

s s 

(où T P S est l'espace tangent à P S et (F1) la filtration de HS(M,F) 
S 1^ s 

obtenue par relèvement de la filtration F). On a, pour s 4 r et j -1, une 

injection canonique de ^/^j+s+2 dans F^/pj+s+2 qui permet d'identifier 
S s S s 

j+s+2 à un sous-espace de F^/pj+s+2. 
S s s 

' DEFINITION 5 

On dit que p r est de type régulier si, pour tout x r e p r, quels 

que soient j <: 1 et s 4: r , x°(A3/ j+s+2) = ( $ + s + 2 ) s (° u ( A 1 > i 6 z est 
s x 

r s 

la filtration de l'espace holonome A associé à K et x est la projection 

de x r dans P S). 
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REMARQUE 6 : (Pour le cas usuel voir [ 1 ]). 

Une structure de type régulier P étant donnée, on associe, par 

N S 

des méthodes analogues à celles du ( I I I , §-2), à P , pour s ̂  r, un fibre 
S S S x 

A(P ) de base P , de fibre type A g (diagramme de type (s, s) déduit de A) tel 
s+1 • x s 

que, pour s ̂  r-1, P soit un sous fibre du fibre principal associé à A(P ). 

Voici, par exemple, comment construire la fibre de A(P°) en X q . C'est le 

diagramme suivant : 

( C ~ V k + 1 ) x ( C / $ o ) x ( < C > x 

o o o o o 

\ 1 \ l \ 
-1 -1 O 

--i -i 
ou : $ = F 

O O r^J 

(cp ) est l'image de e par X q (notation I I I , §-2) 
o 

La flèche (cp°) •> ($~1) est la composée (9°) 2l e ° 2l (*°) c 

T x o x ^ T x o x 
o o o o 

c ($~~1) , l'identification e° (*°) étant celle de l'algèbre de Lie e° o x o x ^ 
o o 

du groupe K avec l'espace tangent vertical ($ ) 
o 

D'un autre côté, le pseudo-crochet défini au ( I I I , §-2) dans 

- 1 s - 1 s 
T H (M,F) induit, pour s ̂: r, un pseudo-crochet dans T P , ceci du fait 

de la régularité. 

Ceci étant, comme au chapitre I I I , §-2, on démontre alors le ré­

sultat suivant. 

THEOREME 7 

Avec les données précédentes, le choix, pour tout il ^ r 
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% 2 r 
d'un supplémentaire de Im 3 dans C ' (A) permet d ' associer à P , 

de manière canonique une suite (Pn)„^„,1 de Kn-sous-fibrés prin-
n&r 1 1 

cipaux de Hn(M,F) vér if iant les conditions suivantes : 

— 1 n 

1) La restriction à f P de la forme fondamentale 9 

de Hn(M,F) est à valeurs dans f1 A n -

2) Les données (Pn,Q If1 Pn) sont fonctorielles. 

3) L'équivalence locale de deux Kr-structures Pr et Pf r 

— 1. n 

de type régulier équivaut à l'équivalence locale de (P n,0 |T" P ) 

et CP' n,6^1t J P'n) pour n > r. 

Voici, brièvement, comment construire P 

vr+1 r 

On construit d'abord P , de base P : cfest le fibre principal 

associé à A(P ). On définit ensuite la courbure fi d'un élément 
Vr+1 . X r + 1 . 

x^ + 1 s p de la même façon qu'au (III, §-2), elle est a valeurs dans 
r 2 • r+1 • — 1 r N r 
C (A)• On définit P comme l'image réciproque fi (S ), où S est le sup-

r 2 
plémentaire de Im 3 dans C ' (A), fixé. 

Un cas est particulièrement intéressant : celui où P r est de type 

fini (i.e. : A de dimension finie), c'est l'objet du paragraphe suivant. 

§-2 : NRF-VARIETES ET NRF-G-STRUCTURES DE TYPE FINI 

L'algèbre de Lie graduée suivante est bien connue [3 ], [12] : 

e = e " 3 © e " 2 © e " 1 
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-3 -2 -1 
avec : dim e = 2 (base : e^, e^) } dim e = 1 (base : e^) ; dim e = 2 

(base € y e 2 ) . Le crochet est défini par : [e^, = ; [e^, e^] = z^ ; 

^ C3' = G5 ' ̂ Gi' ̂ j ^ = ° s:*-non' o n v^rifie que l'espace holonome E asso­

cié à cette algèbre de Lie graduée (II, §-3) est de dimension finie. Plus 

précisément : 

E = e~ 3 © e"2 © e"1 © e° © e 1 © e 2 © e 3 

est l'algèbre simple à 14 paramètres. On a : dim e° = 4 et dim e 1 = dim e 1 

pour i ̂  1. (Pour d'autres exemples voir [ 133, [ 5 ] ) . 

Les groupes de jets holonomes inversibles correspondants, notés 

L n, (II, § - 3 ) , vérifient donc la condition suivante : pour n > 4, L n est 

isomorphe à L n 1. Voici, dans ce cas, quels sont les groupes L°, L 1, L 2 et 

3 

L obtenus par application de la méthode du chapitre II, § - 3 . 

L° est le groupe de matrices : 

f x z 

O 

y t 
e" 2 A 

A x A z 

e" 3 ^ 0 

A y A t 

où A = xt - yz ^ 0. 

Soit u = u 3 @ u 2 © u ^ u n élément de L° (avec u : e <—> e "S 
o o o o o 

et soit a un element de e (avec a : e e ) . 
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1 
Les éléments de L sont les matrices du type suivant : 

° I j o • e Ad u a , 
0 j 

e O u i 
o j 

-1 \ -1 ! 
e t u a 

o i 

e~ 2 ! • o u" 2 ! 
I O i 

-2 ! -2 -2 ! 
e u a 1 

• o « 

" 3 ! -3 ! e O u 1 

e-3 ! -3 
I u 

o 

2 
De même les éléments de L sont les matrices du type suivant : 

e 1 Ad | b 1 • 

0 j 

e u i 

o | 

«° ! •»j o , 0 ! e Ad u a b 1 

1 o » 

e 1 » 0 u""1 0 1 

' o i 

-2 ! -2! 
e i u . 

1 0 

e u a b 1 

; o 1 

-2 ! -2 ! 
e u 0 1 

1 0 1 

e- 3 : u- 3 i 
1 O I 

; 1

 n 

o" 2 -2 -2 *, e u a 
• o • 
1 1 

6 ' 0 u 0 . 224 
_ , 5----3-
e \ * Q 
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avec : u<| e L
1 (défini par U q e L° et a""

2 © a 1 Q a° e e

1 ) et b 1 © b° Q b 1 

e e 2 . 

Enfin le groupe L 3 est constitué des matrices 

2 I ! » 

1 1 ! 
e Ad u 2 i 0 , 

° i ^ 1 

e i O t 

-1 -1 ! 
e u , 

o ' 
— " — " ~~ ~ " J — — - — — — — — — - i 

: ; b i c i | 
j Ad u J j 

o i ! f 
e , ¡ 0 0 , 

-1 ! -1 ^ ! 
e u 0 « 

! o , 

-2 ! -2 ; 
e • u 

! ° ! 
- - » — — , 

° ' -, e Ad u a b c 1 

, o o o o « 
-1 ! -1 ! 

e i u o O , 
i o 

-2 î -2 ! e » u O 
» o ' 

: u - 3 i 

i O 1 

e _ 1 a'1 a"1 b" 1 | 
i o 

- 2 ! _ 2 i 
e , u 0 • 

i ° i 

e i u 
i ° 

e" 2 ' -2 "2 ! e >u a i 

i o i 

-3 ' -3 ! 

e ; O u Q , 2:5 

-3 r ' % " 
e I u 3 

; 1 O 
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avec u 2 e L 2 (défini par U q , a"
2 © a 1 © a° e e 1 et b 1 © b° © b 1 e e

2 ) et 

c 2 © c 1 © c ° € e

3 . 

DEFINITION 1 

—k /"\ *"1 

Une algèbre de Lie graduée e = e © ... © e est dite de type fi­

ni si l'espace holonome qui lui est associé est de dimension finie. 

Une NRF-variété est dite de type fini si son algèbre de Lie graduée 

type est de type fini. 

EXEMPLE 2 

Soit M une variété de dimension 5. Soit F 1 un champ d'éléments de 

contact homogène de dimension 2 sur M, dérivable (I, §-2) au sens suivant : 

-2 -1 -1 -3 -1 -2 
F = (F ,F )' est de dimension 3 et F = (F ,F )' = T M. On reconnaît 

les systèmes étudiés par E. Cartan en [ 3 ]. On pose F = ( F 1 ) * 1 
1——1, Z r J 

est clair que (M,F) est une NRF-variété, dont le type est l'algèbre 

— 3 — 2 — 1 
graduée e = e © e © e du début de ce paragraphe. 

Etudions, de manière détaillée, l'exemple précédent. Au-delà de 

l'ordre 3, les espaces de repères de cette NRF-variété sont tous isomorphes 

à H3(M,F). En particulier, la dimension de ces espaces est celle de 

— 3 — 2 2 3 
E = e © e © . . . e © e , c'est à dire 14. La forme fondamentale 0 n sur 

Hn(M,F) est, par définition, la somme directe de formes 0 1 , -i -1, dé-
n 

finies sur les fibres vectoriels F 1, à valeurs dans e 1 © ... © e n 1, 
n 

dont les restrictions aux fibres de F^1 sont, par construction même, sur-

jectives. Vues les hypothèses, n'est rien d'autre que l'espace tangent 

T H n, (usuel), de Hn(M,F). Pour n = 6, la composante 0~ 3 de la forme fon-
6 

damentale 0- sur H6(M,F) est définie sur T H 6 et à valeurs dans 6 
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— 3 3 — 3 6 
E = e @ ... @ e . Donc 6^ définit un parallélisme sur H . De plus, la for-

D 
me fondamentale 0 elle-même est entièrement définie par 9 3. Plus précisé-

D 6 
ment : 

- Pour -i < -3, 0 * : = F 3 •> e 3 Q .. . Q e 6 * est obtenue en 
6 6 o 

composant 9 3 et la projection de E = e 3 0 ... 0 sur e 3 © ... ô e ^ 1. 
6 

- Pour -i > -3, 9 * : F-"*" + e 1 Q . . . © e 6 est obtenue par res-
6 6 

triction de 9 3 à F 1 c F . 3 . 
D D D 

Comme, en outre, F 1 est, pour -i > -3 le noyau de la composée 
6 

de 9-3 avec la projection de E = e 3 Q — © e 3 sur e 3 Q ... Q e 1 1 un 
D 

6 * -3 -3 
difféomorphisme (local) f de H (M,F) vérifiant la condition : f (9 ) = 9 

b b 
est compatible avec la filtration de H (M,F) et, de plus, vérifie : 

(T1 f)* 9^ = 6,. En fait, les conditions : f*(9~3) = 9~3 et (T1 f )*8- = 9^ 
6 6 6 6 6 6 

sont équivalentes. Le résultat suivant s'en déduit : deux NRF-variétés 

— 3 — 2 — 1 
(M,F) et (M',F*) de type e (= e Qe © e ) sont localement équivalentes 

6 — 3 6 ' — 3 
si et seulement si les variétés parallèlisées (H (M,F),9/r ) et (H (M',F')9r ) 

b b 

qui leur correspondent le sont. 

Le résultat précédent n'est en rien spécifique à l'algèbre de Lie 

— 3 — 2 — 1 

est vrai pour toute algèbre de Lie de type fini. 

Plus généralement, le même raisonnement est applicable aux G-structures de 

type régulier, et de type fini, sur une NRF-variété (§-1). Nous pouvons 

donc énoncer le résultat suivant qui étend notablement le domaine d'appli­

cation d'un résultat de N. Tanaka [12], auquel est dû le principe de la dé­

monstration. 

THEOREME 3 

Soient P(M,F) et P'(M',F') deux NRF-G-structures régu-
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Hères de même type, fini, sur des NRF-variétés (M,F) et (M',F'). 

Pour n suffisamment grand, les prolongements pn(M,F) et p,n(Mf,F') 

de P(M,F) et P ' ( M ' , F ' ) respectivement, sont des variétés paral-

lèlisées. Une condition nécessaire et suffisante pour que P(M,F) 

et P R(M',F',) soient (localement) équivalentes est que les varié­

tés parallèlisées Pn(M,F) et P 'n(M' ,F ' ) le soient. 

Plus précisément, si les deux G-structures sont de type 

A = e k © ... © e 1 © e ° Q ... Q e r et si le prolongement holonome de A est 

e k © . . . © e r © . . . Q e \ alors : n = Jl+k. Le parallélisme sur P^k(M,F) 

est défini par la forme 0 , déduite de la forme fondamentale. 

Les corollaires du théorème précédent (structure de groupe de Lie, 

du groupe des automorphismes d'une G-structure de type fini, équivalence à 

certaines G-structures type etc...), sont les mêmes, et se démontrent de la 

même façon qu'en [11]. 
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