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Theeremes limite fonctionnels pour
les processus de vraisemblance
(cadre asymptoetiquement non gaussian)

Jean MEMIN

RESUME

Des résultats de convergence fonctionnelle d'une suite de lois de
semimartingales vers une loi de martingale a accroissements indépendants
sont utilisés pour montrer la convergenée en loi des processus de
vraisemblance associés, ces résultats sont illustrés par différents
exemples.

La situation traitée est différente du cadre classique ou la loi limite
est celle d'un processus gaussien continu.

Une condition de convergence des processus de Hellinger joue ici aussi

un role important.

mots clés : Processus de vraisemblance, théoreme limite fonctionnel,

processus de Hellinger, processus a accroissements indépendants.
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Théorémes limite fonctionnels pour
les processus de vraisemblance

(cadre asymptotiquement non gaussien)

Jean MEMIN

1. Introduction -

La situation étudiée est 1a suivante :

On considére pour chaque n € N un objet :

Q" " (F”)t, pN M
| n N n n n
ou (F )t est une filtration continue a droite de F ', avec Vt (F )t =F ;on

note Q" 1a probabilité Q"= PN+ PN /2 ; et on note zn, (resp : ™ le

processus densité de Radon-Nikodym de p" relativement a Q" (resp : de "

relativement a Qn) ; c'est-a-dire que pour tout T temps darrét

relativement a (Fn)t ona:
2’(T) (resp 'Z'(T) ) égal & (d PMp/(d QM (resp : (d Py /(dQ");

(Pn)T, (5n)T, (On)T étant les restrictions de Pn, 5”, Q" respectivement a
(Qn,( Fn)T). Le processus de vraisemblance de P" relativement & P” est le

n

processus ="/ ; 2 est défini sans ambiguité et a valeurs dans

[R+, en remarquant que 2T TN = 2 pour tout temps d'arrét T ; on
SuUppose aussi que pour tout n, (Pn)O = (T:”)O‘ I1 est facile de vérifier (voir

par exemple [4] chap. 7 pour toutes ces questions) que 7" est une P"_
surmartingale ; c'est une martingale lorsque PN est absolument continu par

rapport a p".
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On se propose de donner des conditions qui assurent la convergence
étroite des lois de Zn S0us Pn, (resp : sous "Isn) ce que l'on notera:
10i (2" P > (resp : 101 (2" B") =)

au sens de la convergence étroite des probabilités sur I'espace D [0 oo[([R)

3

de Skorokhod, muni de sa tribu F des boreliens.
Quel type de limite peut on obtenir ? La réponse est simple ; grace a
eme

une extension facile du 3 lemme de LE CAM (voir pour le résultat de

LE CAM par exemple [3], et pour V'extension [9] chap 10).

1.1. Proposition :

Soit F0 t 1a tribu sur D engendrée par les applications x — x(t) de

D dans R, et soit Ft =A_ . F Soit Z" le processus de vraisemblance

ENO  O,t+€
de pn relativement a Pn, on suppose qué Ioi(Zn Pn) converge vers y loi
sur (D,F) et que 10iZ"P™) converge vers U, alors p est une loi de

martingale sur (O, F, F,), positive et pour tout t €R™  Ep [x(1)] = 1.

Le «cas étudié le plus fréquent est celui ol la suite
loi{log 2" 1 ({z" > o} I PN), est asymptotiquement gaussienne, plus
précisement celui ou relativement & une loi P de processus gaussien

continu a accroissements indépendants, la loi de y est celle du processus

Z% ol 2%°(t) = exp(x(t) - 1/2 C(t)), C étant le processus des variances de

x. Ce cas fut initialement traité par L. LE CAM (voir par exemple [16] ), dans
un cadre non fonctionnel, puis par de nombreux statisticiens. Récemment
des résuitats fonctionnels ont été obtenus, utilisant des méthodes basées

sur la théorie générale des processus ; on peut citer les travaux de

GREENWOOD-SHIRYAYEV (1983) [2], les filtrations (Fn)t considérées sont
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alors discretes, ceux de KORDZAKHIA (1984) [19] et VOSTRIKOVA (1985)
[15], puis celui de JACOD-SHIRYAYEV [9] en 1986.

Lorsque l'on veut généraliser ces études on est conduit a considérer

un processus limite Z°° pouvant étre représenté sous la forme dune
exponentielle (de Doléans) de x, ou x est un processus a accroissements
indépendants (et pas nécessairement gaussien) c'est ce cas que nous allons
aborder. Ce cadre est aussi étudié dans [9] , & la fin du chapitre 10, les
résultats étant de méme nature.

Les techniques utilisées sont comme pour [2], [15], [19], [9] basées
sur des notions de théorie générale des processus que I'on peut trouver par
exemple dans [4] , et sur des résuitats de "statistique de processus”
figurant dans [2] , [S], [1], [8], [10], [13] et surtout dans le livre a

paraitre [9] En particulier le processus de Hellinger d'indice 1/2 associé

aux probapf1ités P et B" (exhibé et étudié notamment dans [S], [10], [13],
[17] joue un grand rble ; ce qui n'est pas surprenant étant donné la place
qu'il occupe déja pour les questions d'absolue continuite, contiguité, ou
distance en variation.

Les hypothéses et résultats essentiels sont donnés aux paragraphes 3
et 4 respectivement ; les démonstrations sont faites au cours des
paragraphes S, 6, 7 ; on donne notamment dans 6 une propriété de
continuité (pour 1a topologie de Skorokhod) de certaines exponentieiles de
Doléans ; ce résultat a un intérét en soi.

Dans le dernier paragraphe on considére divers exemples
correspondant a différents types de lois de Probabilité Pn(resp :TDn) : €as
de filtrations discrétes, lois dominées par des lois de processus a
accroissements indépendants, 1oi correspondant a des processus ponctuels

simples.
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2. Notatjons el rappels:

Soit (Q, F, Ft) une base stochastique et P, B des probabilités définies
sur (Q, F), Q une probabilité dominant P et P ; 0N suppose que chaque F,
contient les ensembles de Q-probabilité nulle de F, et que (Ft) est continue
a droite avec F = VtFt ; on va donner quelques propriétés reliant le

processus de vraisemblance Z de P relativement 3 P, au processus de
Hellinger d'indice 1/2 associé a P et P,
On note Rp, ﬁp, Tp les temps d'arréts :
Rp=inf{t:z(t)<1/p},Ro=inf(t:Z(t) < 1/p), Tp=inf(t:Z(t)< 1/p}
retl désignant les ensembles Up [0,Rp], et Up [O, Rp]

on sait que ( [4], chap 7):

M= (W) Z(t-XwW) > 0} = { (£,00) Z(t-)< oo )

T={(t,w): Zt-Xw) > 0] ={(t,w): Z(t-) > 0)
onnotera M= NT et M={(tw):0< Z(t-XW) < o0 ]

On note h le processus de Hellinger d'indice 1/2 (écrit h(1/2) ou
h(1/2, P, P) dans [5] , [10] , [13] ) ; h est V'unique (sur I & une
Q-indistinguabilité prés) processus croissant prévisibie tel que 1'on ait :

5\ 1/2 1/2

(1 (z2) 1+ (z2) h  est une Q-martingale uniformeément

intégrable ; (1a notation . désigne T'intégration stochastique) ; de plus h
admet une version qui posséde 1a propriété h = 1) . h ([5]) ; de ce qui
précéde on déduit que pour deux versions différentes h et h' du processus

de Hellinger ona:

AY,
th/\Q‘p = yRPARD 4 une Q-indistinguabilité prés.

Du fait que [(2)'/%aP = [(z5)'/%da et que si X est une P-martingale
uniformément intégrable Xz est une Q-martingale uniformément

intégrable, on peut obtenir (1) et T'existence de h par la caractérisation
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suivante : h est l'unique (sur I a une P-indistinguabilité prés) processus

croissant préevisible tel que 1'on ait :

(1 7'/% - R

1 +(Z) est une P-martingale uniformément

intégrable. La démonstration de I'existence de (1') se conduit exactement
de 1a méme facon que celle de (1) ; 1a seule remarque a faire est que 1'on
obtient ici la P-indistinguabilité sur r puisque P{z =0} =0 et lona

pour deux versions différentes h et h' 'égalité pour tout p, th = h'Tp

a
une P-indistinguabilité pres.

Notons Z° 1a partie P-martingale continue de Z, vz la troisiéeme

caractéristique locale de Z ; h admet SUFF la représentation :

1/2)2

@ h=1/801/79 . 125,25+ 1720 - +yz2)VH% v+ (1722)) . A

( [ZC, z° 1) désigne la variation quadratique de et I'intégration par

rapport a la mesure aléatoire vZ(dy, dt), A est le processus croissant

prévisible figurant dans la décomposition de Doob-Meyer de Z comme
P-surmartingale.)
Cette formule (2) figure dans le chapitre 3 de [9] lorsque Z est densité

de Radon-Nikodym (avec donc A = 0) ; utilisant la formule de Ito pour une

fonction de classe c2 coincidant aveCc X —» x}/"2

sur [1/p,p], onobtient
(2) sur [0, Tpl, donc par recollement sur F; voir 1a démonstration du

lemme suivant 2.1.

Le lemme 2.1 montre comment Z”2 peut s'exprimer comme

exponentielle de Doléans a 1'aide de h ; on notera dol(X) I'exponentielle de

Doléans de X pour X semi-martingale; dol(X) est la solution de I'équation

différentielle stochastique U=1+U_. X, Uo =1

dont 1'expression explicite est :

(3) W) = exp &X(0) - 172 X5, XU T, (1 + AX(S) expl-AX(s))
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AX(s) désignant le saut de X ens, AX(s) = X(s) - X(s-).

(3) a encore un sens si X n'est pas une semi-martingale, mais un

processus cadlag admettant une variation quadratique, [XC, XC] désignant

alors la partie continue de cette variation quadratique.

2.1 Lemme :

PourtoutpeMNona:

@ P2 2 4o - 1P = qo1xPy

ou XP est une semi-martingale localement de carré intégrable s'exprimant
par :

(5) P=(1/22). 7P~ (178 )% . (28, 1P w (1w w1 ) V2 1o y22 ) (™.

ND est une P-martingale locale localement de carré intégrable de

c,Tp

partie continue (1/2Z ) .Z , et d'amplitude de saut en un temps d'arrét

S donnée par :

(57 ANP(S) = A [((1+ ya(s-n'72

1) (g9 P IS - (AATP(S)/22(5-))
~11212(5)) (v P f5)
Y7 désignant 1a mesure des sauts de Z, f . W(t) désignant 1'intégrale

(FIOtD) . vetf, vz[s} le saut A(f vz(s)).

Notant <P , x> e processus croissant compensateur prévisible de
la variation quadratique [XD, Xp] dexPona:
(6) <Xp, XPs = NP NP . Z’S (Ath(S))2

P

6 <N, N> = 2n'P- T (an™en? - (1/2_) . ATP
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Démonstration :

Utilisant la représentation (ZTp)”2 =1+L-(Z )]/2 . Tp

h'" et

définissant NP par NP = ((I/ZTD)_)I/2 . L, onobtient:
@22, ((ZTp)_)”:2 (NP -n"™P) dot 1a formule (4)
. 1/72
Appliquant 1a formule de [to pour F(x) = x

@™V2 2 @™V 2P - asa™ ) V2P F, PP

on a alors :

+ 22PN 2 a2 P 2 - 1) - (1722720 a77P(9)]

=1+ (2P )2 ¥P d'ou la formule (S).

On montre que xP est localement de carré integrable, en calculant sa

vartation quadratique [XD, XD] et en montrant que celle ¢1 est localement
intégrable et admet donc un compensateur prévisible :
D'apreés (5) 11 est clair que :

0P, P) = (17422 ) (28, 2P (e yr @™ V2 1R L )'P

et (AXP(S))2 se comporte comme AZTp(s)/ZTp(s-) pour AxP(s) grand, or
AZTD(S)/ZTD(S-) est majoré par  pl AZTp(s)l et !AZTD(S)i est
majoré par p + lZTp(S)I qui est intégrable ; on a donc bien la locale
intégrabitité de [P, XP] d'ou I'existence de < XP, X7>.

Maintenant [P, XP] = (NP, NP - 2 INP, nTP1+ (0P hTP) comme [N, n'P)
est une P-martingale locale et que [th’ th] s'écrit Zs (Ath(s))2
(qui est localement intégrable) on a 1'égalité (6), et le caractére
localement de carré intégrable de NP, écrivant alors :

P P> = 174z ? P eyz )2 1R TP
onobtient <XP, P> =2hP_(1/2 ). ATP

Compte tenu de (6) on en deéduit (6').

85



2.2 Remarque :

Notons NP 1a P-martingale locale.

NP = (1722) . 29T sz v 1)V 2 - D)ty - v )P

lorsque ?3'« P, Z est une P-martingale locale et donc A=0 et

y/Z_ . vz(s] = 0, de sorte que N= N,

D'autre part lorsque Z est quasicontinue a gauche, t — A(t) est

continue, et \Jz{s} = 0 pour tout temps d'arrét S, on a encore NP = NP

puisque NP et NP ont 1a méme partie continue et les mémes sauts.

Il serait agréable de prolonger les formules (4), (S), (6) 2 I'ensemble
Tou a R* x Q tout entier ; malheureusement si le processus NP peut se

prolonger en un processus N sur [ et donc également sur R*x Q, ce
processus est a valeurs dans R (et non dans R) et n'a aucune raison d'étre
une P-martingale locale en général ; on verra par la suite comment on peut

en fait (avec les hypothéses faites) se contenter de 1'étude de Z et h sur les

intervalies [0, Tp]

On considere sur (D, F, (Ft)) une loi P de martingale M, processus a

accroissements indépendants (p. a. i) de caractéristiques (b,c,v) ; on
suppose que M est un p. a. i. sans discontinuités fixes, ce qui au niveau des

caractéristiques se traduit par le fait que t— b(t) est continu, et que pour

toutt € R, v ({t} xR - {0} = 0 ; onsuppose en outre que AM> -1 et

notant H le processus croissant défini par :

H(E = 1/8 (1) + 172 (y+ D2 - 12, w(b)

On SUppose que : H(co) < oo,

86



on note enfin : Z2°° = dol (M)

Avec ces données on a le résultat suivant :

J.1lemme :
7% (c0) définit une densité de probabilité ; 1a probabilité :

P =7%(c0) . P est équivalente 3 P.

Démonstration :

172

Ennotant N= 1/2M° + (y + DV/% - 1) o (yy - v) , Nséerit:

1/2

N=1/22_. 2%+ (y/2)' "% - 14 gy - v)

et Hy= 1/8(1/2% 2% 10+ 1720+ (e yrz )R Lot

00)1/2

on a d'aprés le lemme 2.1 (Z = dol(N) exp(-H) car t— H(t) est

continue ; comme < NN >(e0) = 2H(eo) , T'hypothése 2H(o0) < oo
implique {voir par exemple : lemme v-2 a) de [11]) que dol{N) est de

carré intégrable ; H étant croissant on a:

Ep [ sup, W] < E Sup, (dol(N)(t))2]

pl
2
< 4E[P [ (dO1NX(0))"] < o
(d'aprés 1'inégalité de Doob).

Z°%° est donc une martingaie locale positive de classe H‘, comme
20 =1 ona Ep | 7%(e0) ] = 1, d'oll 1a premiére assertion ; on montre
alors que Z°%(e0) > 0 P.p.s.: Hloo) < oo implique exp(-H(eo)) > 0,
et (N(1)) converge P.p. s.vers une v. a. N(eo) P.p.s. finie ; comme on en
déduit également que 28 (Log (1 + AN(S)) - AN(S)) > - o oOn a le
resultat désire, d'ou 1'équivalence de PetdeP.

Pour chague n on note K une version quelcongue du processus de
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Hellinger relatif & P" et P Tn désigne le temps d'arét inf [t () < 1/n )
et Sn=(Tn) A inf {t: A(1) > H(co) + 1 ).

On considére alors les hypothéses suivantes :

H: pourtoutt<oo At =P == H(D)

H2 : pour toutt < 0 toutg > O

lim_,_lim sup_ pn [((y/(Zn)_ D722 ([I (y/(Zn)_ D2 ) a})
e 0+ 1@ AW > ] =0
Hy: pour tout g:R - R’, bornée, continue, admettant une limite &

“1'infini, nulle dans un voisinage de O (on notera cet ensemble de fonctions

CO, pour tout t < oo:

gUy/(ZM_ )« 00 =-P"==> gly) 4 vy (D)

L E : des résultats -

4. 1 Théoréme :

Sous les hypotheses Hl’ H2, H3 la suite (10i(z"P™) ) converge vers

10i(Z°°| P).

4.2 Théoréme :

Sous 1es hypothéses H,, Ho, Hx 1a suite (101(Z"P™ ) converge vers

101(Z%°| P).
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4.3 Corollaire (Normalité asymptotique) :

On suppose que M admet (0,c,0) comme caractéristiques (c'est-a-dire

gue M est une martingale gaussienne continue de variance c) alors sous H]
et sous I'hypothése H‘2 suivante :

H'2 cpour tout t <oo, touta>0, tout >0
timsup P [ys@™_+ V2 12 lyr@a™_+ V21152
M > 7] =0

(1oi (Zn'Pn)) converge vers loi(Z!{P) ouZ =exp(M-1/2¢c);et Ioi(anPn)

converge vers loi(ZliP) avec Z = exp(M + 1/2 ©)).

4.4 Corollaire (caractére poissonnien asymptotique)
On suppose que M admet pour caractéristiques (0,0,v) o

v(ds,dy) = ds e](dy), alors sous H] et sous la condition H‘4 suivante;

on a les résultats de convergence des théoremes 4.1 et 42.

H4: pour tout € > O, tout 1> 0, tout t < o0
tim sup PTICW/(Z™_+ 112 1 CuAE™_+0 2 vl > €D« (0,070 > 1] = 0

et Jw @™ _+n Y2 nli| (@ _ a2 -y <e o (om0 P> (v2

- It

5D'l ! I ] Ir ! !- I !lv -~ 31

S.1 Lemme :

Sous les hypothéses Hl et H3 on a la relation de contiguité pour tout
t<oo: (CORIRR(COW

Pour montrer ce lemme, on utilise le résultat suivant de contiguité.
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9.2 Proposition :

Soit t < co , on alapropriété de contiguité  ((PM),) < ((B™),)

lorsque les conditions suivantes CT] et CT2 sont satisfaites:

n,Tn(

g . n a
(CT’). thfoohm supnP [h t)>N]=0

pour tout >0

(CT): limy, Nmsup PP LI+ y/@N_ < 1/N]) 2 (w00 > 7] =0

Démonstration de la proposition 5.2 :

Ce résultat est une variante des conditions suffisantes (et aussi
nécessaires) figurant dans [5] (théoréme S5.1) et dans [17] (théoréme 1).

Cependant comme 1a transcription de ces résultats en (CT‘) et (CT2) n'est

pas completement évidente, i1 est préférable d'esquisser une

démonstration directe.
En premier rappelons que 1a condition de contiguité ((Pn)t) = ((En)t)
est équivalente (voir par exemple [3]) a 1a condition de tension suivante :
, . . Ny N _
(CT): hmawhm mfn P[Z(t)gal=0
impliquée évidemment par :
. . N n _
hma\ohm mfn P [mfsst Z(s)ka]=0
et donc par:
. N Ny, n .nin _
hma\ohm inf, P [mfsst doN" -h" "Ns)ga]=0

Cette derniére condition est réalisée lorsque 1'on a la conjonction (a)
et (b) suivante:

n,Tn

. . . n n
(a) lim \Ohm mfnP [infsgtexp(N -h”" "Ns)gal=0

a

. o N n n
(b) hma*ohm mfn p [mfsstﬂuss(] + AX (u)exp(-AX (W) <a]=0
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Utilisant 1'inégalité de Lenglart [18], on obtient facilement (voir par

exemple les lemmes 2.5 et 2.6 de [14]).

o N, n .nIn _
Him_, o liminf P [mfsst (N"-h""")s) < loga] =

impliquée par :

e : n n,n nTn

th)‘oo lim sup,, P [« N N> (t)+ ()2N]=0
et donc, en utilisant 1'égalité (6"), par :

.y . n n ,In -

th,mhm supnP [h" (2N]1=0

ce qui est (CTI).
Pour obtenir (b), on remargue que (CT2) est équivalente (voir aussi

I'inégalité de Lenglart version Rebolledo [18]) a:

pour tout 9> 0

(€T :{ "timy, Timsup, PP [T 1¢(a %) 2 0 )

S<t
1((Z%s) 7 %) < im)n (s ) >0) > 7] =

Soit donc N fixé ; soit € > 0, il existe no tel que n > n_ implique

0

(") 12%s »'/?

sgt/\Tn > 1/N avec une probabilité supérieure a | - €.

Ce qui se traduit par:
n n,e

nfsst/\TnAX (s,w)z-1+1/N pour wWeQ
NE15 1 ¢ ;pour we™ i1existe k avec :

(ax(s)?)

avec Pn[o

n n
g (1+ A X)) exp(-AX(W) > exp(-k ng ¢

£
de sorte que sur Qn’ ona:

(1+AX™Nu)) exp(-A%X"W) < a] =

e . . Nr.
hma\o lim mfnP [inf

skt uss
est impliquée par :

"lim_, JVim sup Pk T ax"()? » -log a] =

axo s<t

encore impliquée par ([14] lemme 2.5)
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. . n n "
hma\o lim supnP [k <X, XN s () » -loga}l=0

et donc d'apres 1'égalité (6), par

lim supnPn[3k hn,Tn (t) 2 -logal = 0"

"lima\o

donc par (CT] ) ; ce qui termine la démonstration O.

Démonstration du lemme S.1 :

La condition (CT]) découle évidemment de la condition H]. Prenons

maintenant gN satisfaisant aux données de H3 et tel que
y(y) = H{ys -1+ 1/N]) pour y<-1+1/N oupour y>-1+2/N
on peut étant donné € > 0, trouver N tel que d'aprés H3 on ait pour tout

7>0
tim sup. PTH({1+(y/(ZM_) < 1/ND) o VM0 > 7]sE

d'ou le résultat O.

5.3 Remarque :

Ce resultat de contiguité montre que pour tout t <o on a

Pn[Tn < t] - 0 et que pour toute autre version h'n du processus de Hellinger

relatif aP" et P" on a 2 partir de H] la convergence : "pour tout t < oo,

ANty -—PP-=> H(t)".

En effet, utilisant la décomposition de Lebesgue de B par

rapport & P" et avec ZM(oo) on a:

PHTmst) N (ZNe0) < o0 1] = | 2(c0) d P"

((Tn)<t)

n n
< J[(Tn)st}z (TRYaP"' < 1/n
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de sorte que Pn {(Tn)<t] N { ZN(e0) < oo }l = 0 ; par contiguité on en
déduit que P" { Tngt) N ( Z(o0) < oo J] - 0, et comme P" [z(co) < o] =1

onadonc P" [(Tn)st] > O et donc aussi P" [h'n(t) = h(t) ]-0.

5.4 Proposition :

Soit sur (D, F, Ft’ P) lamartingale N définie par :

1/2

N=172M°+ (e 12 = 1) * (o - )

n n

et pour chague n on considére sur (Q', (F )., P) 1a semi martingale X"

t)
définie par :
"o n@™ )y L M - ™™ )2 L, M

n,Sn)-)l/2

0+ /2 1) = ™M) )

n,on

et notons N" - h' la décomposition de Xn.

Sous Hl’ H H3 on a les convergences :

2:
- loi (X" ] P™ S 10i (N - Hlnv)
©2):  loi (X" X", x”])] ™) 5 1oi ((N - H, [N-H, N - H] | P)
Démonstration :

Le premier point que l'on peut signaler est que compte tenu de la

remarque précédente 5.3, on a pour tout t < oo d'aprés H] non seulement

nSn

h(t) —-p__s H(t) mais aussi () --P"=—> H(t).
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On va alors appliquer un théoréme de convergence fonctionnel pour des
semimartingales, localement de carré intégrable, la loi limite étant celle
d'une semimartingale p.ai. sans discontinuité fixes ; la version qui
convient ici et qui est un corollaire des résultats de [8] figure dans Jacod

([6], chapitre 3, prop 2.15) ; La condition (i) de cette proposition est

impliquée par H2 ; H] et la convergence signalée hn’Tn(t) P H)

impliguent compte tenu de 1'égalité (6) du lemme 2.1 1a convergence :
pour tout t <oo, <N NT>(t) --PM--> < N, N »(t).
En effet, 12 croissance de h" (resp : H) en t, et 1a convergence pour

chaque t de hn(t) vers H(t) montre que 1'on a une convergence uniforme

(en t) en probabilité de h" vers H - (sup h(s) - H(s) --P"--> 0) ; Donc

skt

Zs<t (A hn(‘S))2 — O puisque t — H(t) est continue. Enfin H., implique en

2

particulier que l/(Zn)_ . An) --P"--> 0 ; dol cette convergence

< Nn, N 5(t) --PM--> < N , N >(t), ce qui donne la condition (j) de
I'énoncé de la proposition 2.15 de [6] ; La condition (sup B') de 2.15 de [6]
est avec Hl satisfaite car X" et N - H ont pour dérives les processus

S

croissants hn’ n et H ; enfin l1a condition (8) sur les sauts de )(n et de

N - H n'est pas autre chose que H3 ; Ceci nous donne donc le résultat (C 1)

de convergence annonce.

Venons-en a la derniére convergence (C 2) ; pour la montrer nous
allons encore utiliser le cours [6], plus précisément appliquer le théoréme

1.1 et 1aremarque 1.6 : 1) du chapitre 5 ; ce théoréme (et cette remarque)

donne des conditions qui assurent I'implication :
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(ot 6P > toi x|P) =

Got (<™, 0™ X" | P > 101 (%, 1X, XD | P))
lorsque X" et X sont des processus cadlag admettant une variation
quadratique [Xn, Xn], et X, X] respectivement.

Soit la fonction de troncation k, ot k(y) =y ([ Iyl < a }) & valeurs

dans R, ou a est choisi tel que a > 1.

Posons :

X2 - Zs A x”(sn({m xs) | > a 1) ; alors on peut écrire 1a

décomposition X0 - %2 2 1MoV ou L est une PP martingale locale et
V7 un processus a variation finie prévisible.

La condition donnée dans 1'énoncé du théoréme 1.1 du chapitre S de [6]

est la suivante :
: . n L. n B
pour tout t < oo, Hmb?‘oo sup,, P [variation(V ' Xt)>b]=0.
On va montrer que cette condition est satisfaite ; compte tenu du

lemme 2.1 le processus X" peut s'écrire : (en omettant Tn):

X" = 1M ). - eEm )% 1™

172 (4 2% 1 N N2 - 1)°
etdonc AX'=((1+ y/(Zn)_)]/2 - 1) bn;
on a alors:
XM = (1 ey @MV 2 - D0 @)V a )

1/2 1/2

et X=X N SR (e yr @S- DI+ /(-

-1l>a}*" (Uzn)

L'arrét en Sn montre que :

1/2

@ y@ Y22 i sy )2 s 2yt o
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est de carré intégrable car :

ELCC + 9@ 221 140 o @™ V2 21501 mPoo))?]
[+ y/@0Y2 12« wonsn (o] < 2 € 1"eo)]
£ 2H(co) + 2
dou:
Mo @02 ) ey @ Y e )

et 1a variation de ¥" notée Var ('sfn) est majorée par:

var (vM) < 3 ™S,

n'Tn(t) —P"_ % H{) implique évidemment que pour

n,Tn

La convergence h

tout t 1im

hico SUP, pl [h" () >b]= 0, onadonc la condition voulue,

et 1a convergence (C 2) découle de {C 1).

6. Continuité des exponentielles de Doleans et fin de la

démonstration du théoréme 4.1 :

Le résultat suivant de convergence des exponentielles de Doleans, qui
étend les resultats connus jusqu'a présent (voir [7]), nous permettra d'en

terminer avec la démonstration du théoréeme 4.1.

6.1 Proposition :

Soit (X") défini pour chaque n sur (Qn Fn Pn) £ sur (D, F, P) tels que
¥ et X soient respectivement des P" et P semimartingales a valeurs
réelles ; {ou plus généralemen.t des processus admettant Pn—p.s. et

[P-p.s une variation quadratique) ; on suppose que Pn—p.s A X" z-1let
AX>-1Pps.

96



19

Sous Ihypothése : Tof (", [ X", x| P  loi (X, [X, XD | P)

onala convergence .

7 1ot (", do1 ™, (X" ¥ | P™ o 1ot (X, dol (X), [X, X]) | P).

Démonstration :
On commence par choisire, O<e< 1 avec
PLIt, aX(1)=¢]=0;

onnote  XMEt) = x"t) - )3 Ax(s) 11 axs) 1> e ]

sgt

et on pose

Yt = XM - 172 KE KM E ) - T (ax™ ) - Tog (1 + & XMEs))

sgt

=172 8 8N - T (axs) - log (1 + AXs)

s«t

1 ax ) 1> e In{axs) s -1 ).

Avec le £ choisi, on peut remarquer (voir par exemple [6] chap. 1) que
les applications de D dans D suivantes sont P p.s. continues :

x - «® 00 oc*(t) = «(t) - Lo D) W({l dx(sY > e )

skt
o — ZS Ax(s) - Tog (1 + Ax(s)) 1({l Ax(s) [ > e} N{Ax(s) > -1])

%> 2. (Ax(sN? 1 ({(lao(s) > e D

c
posons 7NE YN e

2

ol W= g (AX"4s) - log (1 + & X)) - 172 (A XM B (s ;

d'aprés ce qui précéde, et en uttlisant I'hypothése de 1a proposition on a la
convergence :

8 Toi (X", 2™ X" x| P™ = t0i (%, 28 [X, XD | P )

ou on a posé Z€:Y+W8
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avec de méme WE = T (ax¥(s) - Tog (1+ 8 X¥(8) - 1/2(8 XE(s)2).

11 existe k > O tel que Ix - log (1 +x) - 1/2 x2| <k lxl3 silx] < €, de
sorte que:
PN IWME) 1> e ] <Pk T, X BN > Ve ]

2

<P Zgp BXEENT > V(KA e)]

<P KME XNEL ) > 12k R

Soit & > O, pour € assez petitona:

lim sup,_ PP ™E X8 (t) > 1/(kve)] <

car daprés la convergence en lof de xME, xM€) vers [x€, x¥] 1a suite

([Xn’s, Xn,e]) est tendue. On peut alors trouver une suite (e(p)), p € N,

décroissant vers 0, avec pour toutp e N PlIt;AXW)=¢ep)]=0;
pour chaque p 1ot (Zn,e(p)) Pn) - 10} (ZE(D) P) (quandn —»oo);
comme !Z’Z(p) -Ylg WS(D) et que wa(p) --P-->0 quand p —»co ON
a Ze(p) --P-->Y (quand pAco).

Soit t fixe ; d'aprés ce qui précéde, pour tout 3> 0,0ona:
"

(9) Hmp,.<>c> Hm SUP 4o >

utilisant le théoréme 4.2 p.25 de Billingsley [1] compte tenu de (8) et de
(9) on obtient la convergence :

SUD, lZn’S(D)(s) - Yn(s)l >71=0

(10) Toi (x™, ¥, [x", %™ l P™) > loi (X, Y, [X, X]) | P).
Enfin comme  Toi(T, AX(s) 1([AX(s)<-1) an) - 10i(0 | P)
on a (d'aprés les propriétés de continuité dans D et les hypothéses faites):
an 1ax’=-1p--pP"-—>o0.
De (10) et de (11) on dédult la convergence désirée (7) en notant que :
dol(x™ = exp (YY) 1((ax" = -1 ) .
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fin de 1a démonstration du théoréme 4.1 :

Utilisant les propositions 5.4 et 6.1 et le lemme 2.1, on obtient 1a
convergence :

10290 | P o> 101 (F2%° | B,

Pour tout £ < oo :

Hm sup, pn [sup lZn’Sn(s) - Zn(s)l > 7] < Hm sup,, pn [Shngt]=0

s<t

d'apres la remargue 5.3 on a aussi 1a convergence
ot (/2| PY - 101 (27| P)

et donc  10i (Zn' P~ 101 (2% ‘ P).

6.2 Remarque :

Utilisant 1a proposition 3.2 de [20], 7" étant une P” -surmartingale
positive on a I'implication :

10i 2" 1P™ = 101 2°° | )
- 1oi (2™, 12", 2" 1P™) = 101 (2%, [2%°, 2%°1) 1 B,
D'autre part, i1 est intéressant de poser le probléme d'une réciprogque

du théoréme 4.1. On a alors les résultats sulvants : sous les hypotheéses :
ot 2" 1P > 101 Z°° | P)
loi (2" P") - 10i 2% )
on a: contiguité mutuelle PN <= PN et les convergences :
101 21PN > 101 V2% | P)
101 (2", [¥Z27, Y21 1PN > 101 (2%, [ V2%, V27D | P)
ot (V2 SN (2", VP 18" o 101 (2%, [ V2, Y1) I P)
puis en utilisant le corollaire 4.4 de [20]

10i (X" X" XD 1P™ - 1oi (N - H, [NN]) I ).

99



22

Dans le cadre du corollaire 43, lorsque N est une martingale

gaussienne continue, on a [N, N} = < N, N > et on en déduit 1a convergence

) --PM--s  H) pour tout t < oo (voir {6] chap. 5), ce résuitat

réciproque est connu [2] et [15] Lorsque N est plus générale on ne peut

déduire de ce qui précéde la convergence de h" vers H.

1. Démonstration dy théoréme 4.2 ;
On suivra ici 1a méthode trés simple utilisée dans [2] pour le résultat
analogue (cas asymptotiquement Gaussien). |

7.1 Lemme :

Sous les hypothéses H, a H3, pour tout t < co les suites (Pn)t et

1

("b”)t sont mutuellement contigies.

Démonstration :

D'aprés le lemme 2.1 on a seulement a montrer la contiguité

My 4 @My Ep 12N = 1 implique Ep (1] = 1 pour tout
L < oo, e cOMMe on a 1a convergence ol (anpn)—ﬂot (Z°°l!P), on peut
trouver N>t tel que I'onait loi (Z" (N)IP”)—»loi (z*° (N)llP) . cette
convergence et 1'égalité E[P[Z°° (N)]=1 implique la contiguité

((3”)N) <3 ((Pn)N) (voir par ex. [2], [3] ou [12] pour ce résultat classique

sur la contiguité).
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1.2 Démonstration du théoréme 4.2 :
Du critére de tension dans D et de 1a contiguité pour tout t < oo de

((En)t) relativement a ((Pn)t), on déduit que (Z") étant tendue pour )

I'est aussi pour (NPn). Prenons donc une sous suite (n') de N telle que

loi (2" !’Bn ) converge et notons Q' 1a 1oi limite dans D.

On considére E un ensemble dense de R tel que T'on ait pour tout te€k:
tot " (1) P™) > 1ot @1 | P
toi 2" (63| B") = ot (x(t) | @)
x(t) étant 1a valeur en t de la trajectoire canonique x).

t

et Eétant aussitelque x — X soit continue P p.s. et Q' p.s.

Soit f continue bornée de D dans !R", on a {en s'inspirant de 1a méthode
de [2], pour 1a démonstration du théoréme 5).

fo fxh @0 = Tim o'y 125 B tdw)
= tim . f gy 125 270 ™), (dw)
1M @y n (@ = ooy 120 By
=limg [ 5 xt) M)t (@)

= fp 168 X®) Pty (o)

(Z

t

. n . . n,t
(ou [P(Zt), (P )(Zn ,t) sont les loisde Z- et de Z '’" dans D).

Ces égalités successives viennent du choix de t, et de la contiguité

((PMy) < (P™,) tmpligquant 'uniforme P Integrabitite de (2"°Y), et 1a

convergence vers 0 de " )t [( " )t = o0 |
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On a donc pour tout t et Q't = x(t) P(Zt)(dx) comme O‘t se

prolonge en Q' sur (D, E) et que x(1) P(Zt)(dx) se prolonge en x(oo) P(Z)(dx)
et cect de mantére unique, Q' est nécessairement  x(oo) P(Z)(dx)

c'est-a-dire 1ol (2% | P).

L'identification de Q" montre donc 1a convergence annoncée.

7.3 Remarque :

Rappelons que la loi P sur (D, F) est la loi du processus a
accroissements indépendants de caractéristiques (b, ¢, v), d'aprés le

théoréme de Girsanov (version [4] théoréme) 1a loi P est la loi de p.a.i. de

| caractéristiques (b, ¢, V) ol b=b+c+ y2 {1 ]*v) et

V= (1+y)*v, le théoréme 4.2 dit alors que 101 (2" |T3n) converge vers
101 (do1(x) | ).

1.4 Remarque :
Les corollaires 4.3 et 4.4 sont uniquement des versions de 4.1 et 4.2,
les hypothéses faltes assurent les convergences fonctionnelles

correspondantes des martingales N (Voir par exemple [6] et [9] pour ces

versions du théoréme central limite fonctionnel).

8. ression des hypothéses dans guelques cas particuliers :
8.1 Cas des filtrations discrétes : [2]

Pour chaque n, on considére une filtration discréte (Gn)k, keN de

Fon note 2'), Z"k)  les densités  (d(P™) (k) / (d@™) k),
W@®H/@™M) ou "=+ PM /72 ;o = GV 7 W) et
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onpose ok} = (k) AT Kk-1)) si tk-1)> 0
=0 st t™Mk-1)=0
= oo si {"(k-1) = oo

On posera alors  Z'(t) = n(l:O [

n
nt)) o (1) (avec donc pour k € N

2N = Nkn) et (F”)t =V ](e”)k, soit Tn=inf{t:2"(t) < 1/n)

k<ln,t
et Sn=Tn A inf {t: (L) » Hloo) + 1),

Avec les mémes données concernant le processus limite les

1 H2, H3 g'écrivent .

1 pour tout t < oo,

hypothéses H

H,

L o () 172) Epn 100 2102, | 140 12K)=00|(F™, _1--P"-> HCD) .

H2 : pour tout t < oo, pour tout 1> 0,

. n NNy n -
im 5w, Py g asm P12 K=00 [ DT> 0120 et

172 \2

n
Hm, ., (1m sup P [Z(kzo. (tJASR) Epn (CED) 1

/2

10 @2 -1 >ap | M, 1> 9D =0

H3 : pour tout t < oo, pour tout g € Co,
Z k=0, [n]) ELOC"ENTE- D] 1 P> g lixs D12 1) 7

{1 est en effet facile de montrer directement que i'ona:

W0 =172 Z 4o tatEpn (D2 DZ|EM, 1+ (270 = o0 | (F1), ;]

le processus 1/2(Zn)_ A" étant alors ZB” [2"(K) = oo l (Fn)k_]]
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8.2 Cas de lois dominées par une loi de processus a

accroissements indépendants :

On suppose que pour chaque n, Pn,'ﬁn sont des lois sur (D, F, (F)t) de

semi martingale de caractéristiques locales respectives (Bn, Cn, v et
B",c", 5" ; on suppose qu'il existe Q" probabilité dominant P" et P tel
que x® soit pour Qn un processus & accroissements indépendants de

caracteristiques locales (En, En, T)n), Onh suppose que X n‘admet pas pour g"
de discontinuité fixe.

On peut alors trouver Al {resp. :in) tel que pour tout t < oo oh ait
Y= WM+ BN R %5 en restrictiond [04]x R - o}, a" ps. sur
{o;(w,t)er ™

Enfin on peut trouver deux processus prévisimes @n, 'ﬁn tels que
([5n}2 nl (resp : ('E)n)z . € soit P" (resp : P lacalement intégrables et‘
tels que :

B =B "W +p". et +y 1<t A" - SN

B =B 3" e ey 1yt A" - 03N
sur {w:(w,t)e I"n} Q" presque surement.

11 est facile de deduire de [13] gqu'une version (1) du processus de
Hellinger h" relatif & P" et P" s'derit -

(120 A" =178 p"-FMZ . e + 172 A" - A2 TN

et on a alors une version (1) avec la formule :

(a3 W= 186" c 12 - 02 Vi
172 14{y" = o) * BM(1) ouy" A /AT
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On suppose que la loi P considérée est comme précédemment celle
d'une martingale & accroissements indépendants de caractéristigues

(b, C, v} ; I'hypothése H, se traduit alors de la fagon suivante :

1

H1 cpour tout t < oo

178 ("M% . "+ 172 Wy - D2+ 172 100" = soh) * ()

P B - 172y 22 2 ).

Ecrivons maintenant 1'expression des processus Nn et An du lemme
5.1, en terme des caractéristiques de Pn,(ff’" ; on va calculer A7 ; utilisant
le représentation intégrale des processus 2" et 3" (vair parex.[4D)ona:

a7 = (zn)_ A" - 1) Ax , A" = (En)_ A" - 1) Ax et

AT = (@ N -E @) s @ =0 avec A" =0

si (2" =0
on en déduit :

A" = 1M > o (a2 s M- @ a7 2,
et comme P" p.s. (zn)__ >0

A= (0 A" - DA A" - D - - 1)) ax

=@M _@"-nax
Comme d'autre part il est facile de voir que 1f[(z“)_)2] v At

s'écrit (@n- En)Q : Cn, reprenant 1a formule {5) du lemme 2.1 on obtient

V'expression de Kn.

=172 @ ). V- e -2

LRy YL L
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compte tenu de I'expression de h"ona:

N = e T = 2 a2 2 - e - VT

s 172 1 (Y = oy *HMIN
on en déduit - 2™ L anT 2 2 1y = sy T

on obtient donc :

(e N =120 - ST 26" - D E g -

15y AN = (- ) ax”

Ceci permet d'ecrire les conditions H,, et H..

2 3

H2 :pour tout t < oo, tout 3> 0:

. . n N2 n n,sn
lim 4o, 1im sup_ P [y - D1 ({lWy - tl>a8l) * v (1)«

10" = o) *Y M > )= 0

H3 : pour tout t < co, tout g ¢ CU \

g (g" - 1) *v"(t) —-P"-—> gly) *v(t)

8.3 Cas des processus ponctuels simples admettant des

compensateurs continus :

On suppose que pour chaque n, Pn et T’n sont des lois de processus
ponctuels simples de compensateurs respectifs AN et 7\" ; tels que
P"+ P ps t = AT et t > A1) sont continus avec Aee) < oo et

Rn(oo) < oo ; hotant —'5n la 1oi du processus ponctuel de compensateur

AN (AT LA M 72, et AN W les densités d A Zd AT d W 79 AR
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on déduit de [10] qu'une version (1) du processus de Hellinger h" relatif &
P" et P" est donnée par la formule :
(6) 12" - A2 ANy

Une version correspondante de (1°) s'écrira donc :
A7) 26 - 0% A e 12 1" = ea) L AT = "

Conduisant des calculs analogues & ceux du paragraphe precédent, et
supposant que la loi limite considérée P est celle d'une martingale &
accroissements indépendants de caractéristiques (b,0,v) les hypothéses

H1, H2, H:,> s'ecrivant de la fagon suivante

H1 cpour tout t < oo,

G- 0L A s 10" = o) AN P 172 Gy + D2 1P )
H2 cpour tout t < oo, tout 7> 0 :

. - n n 2 n n,Sn
limg 4o, 1iM sup, P [y - 1D° 1({IWy - 1l>a}l).A""()
s 1" = AN > 1=0

H:,> :pour tout t < oo, tout g ¢ CU :

g (" - 1) AN P gly) * (b,

8.4 Cas des processus ponctuels simples (sans condition de

continuité des compensateurs).

On reprend ici les hypotheses de 8.3, & l'exception de celle qui
concerne la continuité t —» /\n(t), t—»?\n(t), toujours d'apres [10] on aura

une version (1) de h" par :

(18): "= 172 6" AN AT 12 8, (1 - AAMN 2 (1 - AR 1122
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d'ou 1a version (1) suivante :
(19): b =12 A - DZ AT 122 100" = oo AT
s 172 T - "0 A" 7 (- AAN) E - 1P (12 AAYs) 1({AA"G) = 1))

s 12 1€ - 4R N2 07 1¢aA"e) =0n + (1 - AR 1¢(aA ) = 11 ]
Pour simplifier on supposera que pour tout n, NF‘n est absolument
continu par rapport & ph ; onh a alors f_‘s.f\n 0= AAT =0 et &An =1=
AN = 1, p" p.s. de sorte que la version (1') de h" s'éerit
(19): "= 120t- 2L AT
¢ T -y aAYE) / (1 - aA M2 - 1)2 (1 - aATs))

On va déterminer la martingale locale N" définie par
N = (w2 - gn, - vy

Pour cela on utilise la représentation de zn,Sn

comme intégrale
stochastique par rapport & (x - A™) (vair [4D.etona:

AT =" - 0 aA" 10 - an™y 1 an" = 1] ax - an™
on en deduit :

1+ 82" =y" ax s (1-ax) Q-g"aAMsG-aa™ 1 aA" = 1)
et (1+a2@M )21 2 -1 ax

+(1-80- 141y AAN - AAMY 21 ((aAT = 11)

== -g" AN (1 -AAM 21 (AN = 1) Ak

+ CO-g"AAM 7 (-AAM2 1 an™ = 1) -1
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on obtient alors :

N = (A" - I, (O-g"@a A0 -2 AN 210 AN s) % 119) . 630 AT

Hx.

d'od la version suivante des hypothéses Hl' H 3

2;

H]:pourtoutt<oo:

172 -2 AN 4172 T (0 -y")a AT 7 (-a AN Y 20F (1 - aATG)
—Ps 2y 11
H2 ;pour tout t < co, tout 4= 0

tim_,_ 1im sup P" (4" - ((1-g"aA" / (1-8AM 2 1 anM = 11))2

1" - -g"aA™ 7 (1-aAm 215 a) L AND > 7 1=0

H3:pourtoutt<oc-,getoz
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