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THEOREME DE CONVERGENCE VERS DES LOIS STABLES

POUR UNE CLASSE DE CHAINES DE MARKOV

A. KISSAMI

Ce travail est consacré essentiellement 3@ 1'étude de la convergence vers
une loi stable d'une somme normalisée de variables aléatoires en dépendance marko-
vienne.

Sous une condition de type Doeblin, le résultat obtenu dit que ces

. - . ~ . . - -~ . - . . -
variables aléatoires peuvent &tre assimilées 3 des variables al&atoires indépendantes,
avant pour loi 1'image par la fonctionnelle de la mesure invariante de la chaine de

Markov.

Mots-Clés

- Domaine normal d'attraction
- Fonctions Lipshitziennes

- Perturbations d'opérateurs.

MR Codification 60 J 10 - 60 E 07.
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THEOREME DE CONVERGENCE VERS DES LOIS STABLES

POUR UNE CLASSE DE CHAINES DE MARKOV

INTRODUCTION

On consid@re un espace métrique compact, une mesure de probabilités w

sur X, un noyau markovien noté& P(x,dy) et une fonction f définie sur X & valeurs

dans R telle que f [7] est dans le domaine normal d'attraction d'une loi stable.

-~

Sous certaines conditions relatives 3 la fonction f et au noyau P(x,dy), on mon-

Sn .

trera que o— - Bn converge en loi vers une
n

avec (xi)i e une chaine de Markov de noyau

convenablement choisies. La méthode utilisée
Fourier.
Ces théorémes ont &té énoncés par

rentes.

loi stable, oii Sn = f(xl) + ... + f(xn)

P(x,dy) et An’ Bn des constantes

.est la m8thode des transformées de

Nagaev [ 51, sous des hypothéses diffé-

Ce type de méthode a &té& utilisé& pour démontrer des théorémes limites

pour des chaines de Markov dans le cas oll le moment d'ordre 2 existe par

Y. GUIVARC'H [4].

Dans la situation classique de la convergence vers une loi stable d'une

somme normalisé&e de variables aléatoires indépendantes, on peut se reférer i [ 3]

(21 ;{11.

.
b
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THEOREME DE CONVERGENCE VERS DES LOIS STABLES

POUR UNE CLASSE DE CHAINES DE. MARKQV

1 - LOIS STABLES et DOMAINES NORMAUX d'ATTRACTION

On considére un nombre réel o et des lois de probabilités u telles que :

. o +
lim t ult,+=) =C
t > 4o H

et

lim  |t]% (~=, t] = C
t—)—m u

+ - .. .. . . <
ol Cu, Cu sont des constantes positives finies associfes 3 u et 0 < a < 2, a # 1

+

A chaque couple Cu = (Cu, C;) est associée une unique loi stable dC (centrée si
- - B E‘Jlla
a > 1) dont la transformée de Fourier ¢, est définie par : GC (A =e 7H ol

C
M H

.. e . + - . .
cu est une constante, combinaison linéaire de CU et de Cu, dépend du signe de A et
dont la partie réelle est négative.

On montre que si p est centré on a pour A petit

Log Sc(x) = Eulxl"‘ [1+e)]
u

avec 1im e(d) =0
A 0

Plus généralement, notons par m, 1'nesemble des mesures bornées telles que :

. +
lim tau[t,+w) = C
t—)+;)o
et
. o -
lim [t]™ u(-=, t] =c
t > - u

On a donc pour u centré, o # 1 et X petit

~ -~

Oc ) - GC(O) = E'|A|a (1 + el(A)) avec lim EI(X) =0
u u H A0
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2 — FONCTIONS o-REGULIERES

On considére un espace métrique compact X, un noyau markovien noté P(x,dy),
une mesure de probabilité notée T et une fonction f définie sur X 3 valeurs dans
R.

On note par C(X) 1l'espace des fonctions continues et par L(X) l'espace des

fonctions défini par :

L) = { ¢/ sup L e .

XYy
x4y a ey
on normera L(X) par :
Helly = Hell, + a4
ol -
H¢Hm = sup  |6(x)| et m($) = Sup lo(x) - o(y) |
c
x € X AR RAICR
11 est aisé& de vérifier que || llL est une norme sur L(X) et que
(L(X).;Il I[L) est une algébre de Banach, (||¢g|[L_§ II¢[|L IlgIIL)

-1 . .
Psons S = £ {* « } et notons ¢ » 7 la mesure produit de la fonction ¢ par 7 et

par £ [¢ 7] la mesure image de ¢ - 7 par f.
Définition
On dit que f est a-réguliére si et seulement si pour toute fonction ¢ de

CX)onafle-nw] € m, -

+ - - ° -~
Notons par m_ et L les restrictions de 7 respectivement a {f > t} et &

{f <-t}.
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De la définition découle la conséquence immédiate suivante :

. o + 0+ . a - = o
lim tmo=p et lim t T =p ot

t—)+oo t t-—)+oo t

+ —

p etop sont des mesures de Radon bornées portées par S et définies par :

+ -—

+
P =Ce [oer] p 9

=C.
£ [¢em]
D'ailleurs on a équivalence et ceci résulte de la relation

T ¢ = £ [¢em] [t,+=) et “; ¢ = floem] (=, -t].

X =1 0,1]2, T la mesure de Lebesgue sur X et f(x,y)

1

|-y

1/a

1
on a alors p =0 et p+¢ = ZJ ¢ (x,x)dx 1
: V)
En effet pour t positif
Posons B: = {£>¢t}
et B = {f <~ t}
t
L
- - tOL
On a B, = ¢ donc p =0
t
0
B: = {(x,y)€ X/ f(x,y) > t}

it

/y——l <x<y+—l }
o a
t t

Ax,y)€

b

+ . -
Bt est le domaine hachuré.

.o + + 6 !
£ T ¢ -p¢ =t J

¢ (x,y)dxdy - 2 J ¢ (y,y)dy

+ 0
B :
1 L y* K
or 2 f $(y,y)dy = t J dy [ ¢(y,y)dx
0 0 1
y o
t
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-4 -

et donc en vertu du théor&me de Fubini et de la continuité& de ¢ on en déduit que

y+ =
o + + a I ta
[t w6 - 09 = |t f dy [ f [ (0,y) - ¢(y,y))dx]|

v y- —

a

t
1 AR AR

< € f dy (¢ f dx) = 2e

0 1
T

t

+ +
Donc t* m b ——>p ¢

3 - THEOREME de CONVERGENCE

On suppose P(x,dy) = P(x,y) dn(y) avec P(x,y) une fonction Lipschitzienne,
strictement positive et bornée, f une fonction g-régulidre et centrée si o > 1,

i.e J f(y) dn(y) = 0.
X

On note par Sn la somme f(xl) S N + f(xn) ol (Xi) désigne une chaine

de Markov de noyau P(x, dy).

Théoréme A (@ # 1)

S
Avec les mémes notations précédentes la loi de

sous T converge vers
1/a
0 /

la loi stable associée & f[n].

Dans le théoréme A tout se passe comme si les variables aléatoires (f(xi))

sont indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi £ [n].

La preuve du théoréme repose sur la relation de base

S
n

1A —1777;

E (e n ) = < p" e, >
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ol P, est 1'opérateur défini par :

P, $(x) = f MW ) P,y an(y).

S

n L s 2 .
, on est donc amené 3 &tudier les propriétés
1/a

n

Four &tudier la convergence de

spectrales de P, et la perturbation de la valeur propre dominantes k(A) de PA'

A
Pour avoir le développement de k(A) on doit avoir la convergence en norme de
- P

s ~ At - < P PR ~
vers A olil A et A sont des opérateurs lin&aires qu'on définira ulté-

A"

rieurement.

4 - CONVERGENCE VAGUE et CONVERGENCE en NORME

Proposition 4.1

Soit X un espace métrique compact, B une suite de mesures de Radon sur X
telles que llun[[ < Met W converge vaguement vers U alors u§¢)converge unifor-
mément vers u(¢) sur (¢ ; I|¢I[L <1}

Preuve

Supposons le contraire, 1l existe alors une sous-suite ¢n qul converge uni-

formément vers ¢ avec ][¢nl|L_§ 1 et un(¢n) ne converge pas vers u(¢).
or lu (6> —w (0] < uffo, ~ 9], —> 0

n > 4o
et un(¢) ———— > u(¢) ce qui est impossible.
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la mesure définie par :

Notons par vx
IM(y) _
f e y(y)dn(y) sia <1
X IAIG.
vxw =
' irf(y) _ o, _ .
J - Lo MGy yyan(y) sia>l
X l)\IO(.
on a /\ /\
vy = £ lgen] A - £ [y-m ] (0) siq <1
A"
N N N\,
Vo = flpen] (A)=f [y} (0)= A(£ [yem]) (0) 6ia > 1

A"

Comme v, est lindaire en Y et que f [ye7] € m, i.e dans le domaine normal

d'attraction d'une loi stable, alors v, est une mesure de Radon complexe bornée

. + e
qui converge quand A > 0. Notons par v et v 1les mesures définies par :

+ . - :

v = lim v, ¢ vé¢ = 1lim v, ¢

+ A - A
A0 X->0
+ -
v et v sont des mesures de Radon bornées portées par S et combinaison linéaire
<+ —

de p et p

Proposition 4.2

I1 existe e()) avec lim e(A) = 0 tel que
A—=>0

v, = vl <eq) |loll,

Preuve

Ceci d&coule de la proposition précédente car v, converge et pour

A
el = 1.
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si o <1 ,
1A
-1
el < 1l [ 1L e
| R Y
i constante
sia > 1
EG) _ ey -1 d
el = Hell, [ 12 M) - ) e
| e
< constante.
5 - DEVELOPPEMENT de P et k(A)

A

+ . - - . . s P
Notons par A (respectivement A ) les opérateurs linaires définis par le

noyau P(x, y) d v+(y) (respectivement P(x,y)d v_(y)) i.e

+
v [PX ¢]

A" (x)

Ao = v [P ¢l

On note aussi par P, Py et M les opérateurs linéaires de C(X) définis par :

Po(x) = J P(x,y)¢ (y) dn(y)
X

P,6(x) = [ My vy (v)dn(y)
X

Transformée de Fourier de f [PX'W]

N\
£ (2971 (1)

M6 (x) J £(9) PGe,y) () an(y)=-i (£ [ 7o) (0)

M est un opérateur de moyenne.

On a alors le :
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Théoréme
P —
st o <1 lim , || AT ] =0
A—>0 7 l)\la
P - P - 1M
st a > 1 lim | A - AillL =0
A0 I)\Ia

Etablissons d'abord lemme suivant.

Lemme 5.1

On suppose que P(x,y) est une fonetion Lipshitzienne sur X compact on a alors :

Px - Px'
B=sSuwp || [l <+«
\
X,X dllz(x x")
X?‘X' H :
Preuve
Px - Px' Px - Px'
B=Su || ||, +sup m ¢ )
1] \
XX dl/z(x,x') XX dl/z(x,x')
or
P -P, '
X X P(x, - P(x',
Sup 12|, - sup  sup | BRI PN
X,X d /z(x,x') X,X y dllz(x,x')
et
Pe ™ Py P(x,y) + P(x',y') - P(x,y') - P(x',y)
Sup m ( ) = Sup Sup | sy 3y 'y 'y ‘
1 l 1 ]
X,X a' 2, x") SRR M a2 x,xy a2,y

comme P(x,y) est de Lipshitz on a :

lP(x,y) - P(x',y)l < kd(x,x') oll k est le rapport de Lipshitz

et

|P(x,y)+P(x',y")-P(x",y)-P(x,y")] < 2k Inf [d(x,x"), d(y,y")]
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finalement on a :

t ]
B < k Sup dl/z(x,x') + ox Inf [d(x,x"), d(y,y")]

! 1
% d /z(x,X')dl/z(y,y')
. 1/2 1/2
or pour deux nombres positifs u et v Inf(u,v) <u v et comme X est compact
Sup dl/z(x,x') =M < o,
x,x’
Par suilte B < Mk +2k=(M*+2)k <+

Preuve du théoréme

On a :
PX - P
sia <1 - p(x) = Yx (PX¢)
IA]®
et
PA - 1AM - P
sia>1 p(x) = vA(Px¢)'

Ry

I1 suffit donc de démontrer le théor&me dans le cas o <1, on a :

- P P, - P P, - P

P
+ + A +
22— - &% o]l = || 22— ¢ - a%]]_ + nC 4 4% )
IA]® A% A%
or
P -P
12— o - a%ll, =sw | v, (8 - V@]
lkla x € X
d'aprés la proposition 4.2 ceci
< e suwp ||P_¢f]
< € X X L
comme |[P o]y < [[P ||, [loll, < Const|[[s[], on a:
'P -
|| - a%]|_ < comste|lo]],
A%
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De méme :
P, - P P -P_, P -P,

m — ¢ - Ai¢) = Sup !vl = X o) - Vt( X X ¢)‘
I}\’OL X, X : dl/Z(X,X') dl/z(X,X')
P -P
< e()) Sup X x'
ot =l
a'?(x,x"
Px - PX'
<o) sw [IE X el
X,x' d1/2(X x") L

d'aprés le lemme 5.1 ceci

< (M + 2k) e()) [[¢||L.

Finalement :
P, - P .
| - ¢ - A‘¢||L < (M + 2k + const) E(K)II¢IIL
IAl®
Soit
P, -~ P N
I lxla_ - A" IIL < (M + 2k + const) e(})

D'olt le théoréme
Proposition 5.1

L'opérateur P est compact au sens de la norme || ||, et la valeur propre

L
dominante k(}) de PA vérifie
— + —
1im +}<_(_)\l_._..l_=<A_e,'"'>=cf[Tr]
A~ 0

A

Etablissons le lemme suivant.

Lemme 5.2

Soit A un opérateur admettant a comme valeur propre simple et isolée,

e ® 1 le projecteur correspondant et a (B) la valeur propre perturbée de a. Alors

o (B) est différentiable en A et de différentielle ¢ > <.ge, ™ >.
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Preuve

Notons (e + €) ® (m + n) le projecteur de e ® m on a alors :

<e,m>=<e+¢geg, m+n>=1 et donc

<e,M>+ <g, T>+ <g,n>=0 d'ol

<e,n>+<g, w™>=-<¢g,n > est du second ordre.
De méme on a :

a(A+u) = (A+8) <e+ e, T+n>

1

<Ae, T >+ <Ae, ™ > + < Ae, n > + < Ag,n > + <ue,m >
s bl b

+ <ug, n >+ <ug, >+ <ue, n >

a(A) + <ue, ™ > + <A, T > + < Ae, 1 > + ¢(u)
oi ¢(u) est du second ordre en u

or

<Ae, n>+ <Ae,n>=A(<eg, T>+ <e, n>)

- A < s;'n >
donc <Ae, n > + < Ae, n > est du secourd ordre.
Finalement on a :
a(A +u) = a(A) + <ue, m > + h(u) ol h(u) est du second ordre.

Preuve de la proposition Pour simplifier les notations la compacité de P, sera
établie pour X = 0.

Puisque P(x,y) est de Lipshitz on a :

|Po(x) - Pop(x")]| = | J o(y) (PGx,y) - P(x',y)) dn(y)]

| A

kd(x,x") |[¢]],

pour II¢I|L <1lomna:

[Po(x) - Po(x")]|

| A

kd(x,x"') donc la famille P¢, ]|¢[|L < 1 est

équicontinue.
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Comme X est compact,'{ Po(x) | x € X} est compact, donc relativement compact et
par suite, d'aprés le thé&or2me d'Ascoli { P¢ | II¢I|L~5 1} est relativement

compact en norme uniforme. Soit (P9) une suite de {P¢ | l|¢IIL < 1}, il existe

> 0,

«©

alors une sous-suite (P¢) extraite de (P¢)n telle que IK?@(nk) = Wll e

nk)

Pour montrer que P est compact au sens de ll [l., il suffit de montrer que

L

| I -y, ———>0
( )(nk) L n

- 4o

l@@@kgx>—lux>-g@ui)w>+xwyn

e, y - vl = 19y y -l + sup
) L (n,) o
k k X,y d1/2 (x,7)

comme H(Pq))(nk) - KPI ‘oo >0

pour tout £ > 0 et pour tout (nk) assez grand on a :

\

IK?@(nk) = ¢|Im<i €
De plus comme(?@(nk) est Lipshitzienne de rapport k, ¢ 1l'est aussi et de méme

rapport.

Si d(x,y) <€ on a :

Phn @ @y O

HEd), y = vl < 1@, y - vll, + sup
(n, ) L — (n, ) ® :
o k X,y dl/z(x’y)

sup M@ = O]

X,y dl/z(x,y)

Comme P¢(n et y sont de Lipshitz de méme rapport k

K

/ 1/2

II(qu)(nk) Sl s IKP‘Q(nk) =l + 2k P,y < e 2k
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Si d(x,y) > € comme (P@(nk) > Y ona:

H@@(n)-wHL < € + Sup + Sup
k X 1/2 y 1/2
€ €
< e + 81/2 + 51/2 = e + 2¢ 1/2
et donc P est compact au sens I{ llL'
D'aprés le lemme 5.2 sia <1

k(M) =1 = <(PA - Ple, m > + h(PA -~ P) ot h est du second ordre en P, - P,

A

et donc d'aprés le théoréme précédent

k(A) =1 £

si a< l; > < Ae, 1> =C
’ ) £ ]
2]
De méme si a > | on a J fdm = <Me, ™ > = 0 et par suite
k() -1 = < (PA - P - iXM)e, "™ + h(Px - P)
et donc
- + —
1im + M.-....l: <A_e"n'>=cf['"]
P
) - c . + - . . \ n. A
ol Cf [ 7] est combinaison lin€aire de p (e),p (e),dépend du signe de A et Re Cf [ﬂ]< 0.

Preuve du théoréme A

On a : S
i) Tn
ETr (e n ¢ )y = < Pnl e, >, et pour X petit,
1/a
n
PA = k(k)nk + 1, avec lerIIL'i 1 - & pour XA petit
D'ou
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comme

n—>+o:|

- 14 -

> 0on a:

.
3

]
o

ol
-

f [ n]

. P -
et finalement la loi de Sn converge vers la loi stable associée d p te), p (e).
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