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CORRESPONDANT A DEUX PROCESSUS DE MARKOY
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U.E.R. de Mathématiques
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Campus de Beaulieu
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RESUME
Dans ce travail on donne une condition nécessaire et suffisante pour que deux lois de
probabilités P et Q correspondant & deux processus de Markov soient orthogonales. Ce résultat

est indépendant de 1'hypothése PEO(C\-Q qui a été exigée dans [5], [8], [11].
mots clés
Chaine de Markov, matrice markovienne, matrice sous-markovienne, intégrale

d'Hellinger.
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INTRODUCTION ET NOTATIONS
Soit (Q, a) un espace mesurable, P et Q deux probabilités sur (Q, 3) 1'intégrale
d'Hellinger dordreot 0 < ox < 1 de P et Q est défini par:

Hm(P,Q) = jo pX ql’u dy, o0 y est une mesure g-finie, dominant P et Q et p, g sont

les densités de P et Q par rapportay resp.
Ona: PlQ@Hu(P,Q)zo

voir par exemple [2], [4], [5],[6], [7],[9],[10].

oo
a) Si (an) est une suite croissante de sous g-algébre de @ qui engendrea (iea=0{U an}

nl \

alorsona:
s n An
H, (P =tim _H (",
P" Q" sont lesrestrictionsde P et Q4 latriby a_resp.

b) soient (Xn) (Yn)n 51 deux suites de v.a définies sur (Q, @) a valeurs dans un

nz 1’

espace discret E : on suppose que (Q, a, P, (Xn)n}. 1), (Q, 3, q, (Yn)n 5 1) sont deux

processus de Markov.
Notations
1°) On note par :
Pizp(xl =1) ;qizQ(YI =1) et pour toutn > 2:

n_ n_
PPy T8y

n-1°~

r=R% 0% iry (= [Py (% gy ()],

(5%

Soit R(n) une matrice définie par :

n32; R = (ry ((m), et K™ = R XX RN

Jet
(v\)

Ry, = )

i=r



2°) Pour tout n > 2, soit g, une fonction définie sur E comme suit :

pour tout 1 € E, g (i) = )3 r(';)
PY -
on Suppose que : P]>O,q].>0 pour tout i € E.

| - Proposition 1
Pour que P L Q, i1 est nécessaire et suffisante que pour tout 1 € Eon a: qn(i) >0

lorsque n - +o0.
Démonstration :
. N aly_nfo
ona: P lQ< llmn_nooHu(P ,@)=0;0<x< 1.

RGN DI em PG, 1% 1y )]"°‘

yrige i) €

L) 5 N L0 [am]'~

Ln.-j_‘“n "r\ ‘L) tn

= Z(i,, s s 1€
"Car les suites (X )nzl ot (Y )nzl sont deux chamesdeMarkov .

Ona:

H (Pn,Qn) = 2 o rf’q = Z, r.g.(i)

Jj el
LAEE
comme pour tout i € E ; ry qn(i)sr‘ gt 2 My SI alors
LEE

ona:

“mn->+oo z’iGE My gn(i) = Z’ieE ri {”mn-—>+oo gn(i)}

"Th de convergence dominée”.

Enremarquantque O < gn(i) <1, VieE, Ynz2et gn(i) v lorsquen # pour tout

i€k
Par conséquent :

. n ANy . o .
im0 Hu (P Q ) =0<=lim (i) =0 pour tout i € E.



Remarque (1)

Dans le cas ol P et g peuvent étre nuls, alors on a:
PLlQ = gn(i) - 0, lorsque n - +o0, pour tout i ¢ A,

A:{ieElpizo ouqizo}.

Remargque (2)

S'il existe un nombre 0 < 8 < 1, tel que, pour n assezgrandona:

gn(i) < Bgn_](i) pour tout i € E,alorsP L Q.

Remargque (3)

S'ilexisteun nombre 0 < 6 < 1, tel que, pour n assezgrandona:
ZkeE [R(n) X R(""”]i,k < szkeE [R(")}i,k pour touti € E,alors P 1 Q

Remarque (4)

Sipour n assezgrandona:

ZJGE [R(n)]” <8, pourtouti€E,o0 0<8<1,alors P L Q

Cas fini :
Corollaire 1 :
P1Q = R(") -0 lorsque n - +o0.
Corollaire 2 :
Si: 1)M[R(k)] 26> 0, pour toutk =2,3 4,....

2) N existe un nombre 0 < ¥ < 1, tel que, pour tout k > 2, il existe i(k) € E tel que:

ol M[R(k)] = min,_p  MaX; .o [R(k)]i.j,et Id «IFl =1el, (IFlet]c], |El sont les
FcE JeF

cardinaux de F, C, et R resp.



Démonstration :

En appliquant e corollaire (1) et le th(1) de [3]

1 - LE CAS oy les DEUX CHAINES SONT HOMOGENES
Danscecas,ona:

R™ = [RE2)™, on note par R(2) = R, et (R); j = ry ;- Si fest

une fonction bornée sur E, alors Rf est une fonction sur E définie par :
(Rf) (i) = Z'JEE i (i)

Ona:

(n-1)

g, = R 1 (ici fa 1), en remarquant que :

RERTY = RY oo R( RMD gy ZpM

Thégreme 1 :
Les trois propostions suivantes sont équivalentes :
1D PLAQ
2) Pour toute fonction g sur E telle que
0<g<l,etRg=g,ona:gsa0

3) Pour toute fonction g bornée sur £ telle que:

Rg=g,ona, gu 0.’
Démonstration :
1) <= 2):
d'aprés la proposition (1) ona:
P N .
WM oo Hu(P Q=0 @(gn(]) -0 pourtoutiet
. o @) oln=1) s
mais gn(‘)'z'deE £ =(R 1 ()
. N ANy (n-1)
dnc  tim HO‘(P ,0)=0 <R 1 -0.
11 est clair que lR(n'l) 1 - Oestéquivalenta2) dot 1) < 2.



1) = 3)
Puisque g est une fonction bornée sur E, alors il existe B > 0 tel que:
-B<o<B et BR™ n<rR™g<n@™ 1
dnc - Blim R™ 1 ¢ im rR™ g<B lim R

N—>»+00 N—>+00 +00

ce qui impliquegs 0.

IN)=>1)
La fonction F définie sur E par :
T (n) e
F‘hmn—>+oo R 1 vérifie:

0 < F € 1 et RF = F, donc cette fonction vérifie 3) par conséquent

F «0,dou lerésultat.

Ces fini :
Ihéoréme 2 :
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
P LaQ
2 R™ Lo
N> +00
3)Det(1-R)=0

ol | est 1a matrice unité d'ordre JE].

Démonstration :

En appliquant le corollaire (1) et le th. (1).

Critére simple de dichotomie dens | fini -
Avec les hypothéses de (8),ona:

Corollaire 3 :
Si,lea-algebre F est P-triviale (Th(1)de(8)),alorsona:
P L Q <> Det(l-R=0
P<<0 < Det(l -R)=0



ol F= ﬂa{logsk” - logS, /k>n} et Sn:(dQ/an)/(dP/an)

Exemples:
Ex (1):
0 /2 1/2 1/3 0 2/3
Soient p* = 0 /3 2/3 ; Q*= O 172 1/2
/73 1/3  1/3 ] 0 0
OnaDet(l - R)=0 donc P L Q
Ex(2):
172 0O 1/2 1/2 0 1/2
Soient P*= 0 1/2 /2 ; Q*= 1/2 1/2 0
172 0O 1/2 172 0 172

Ona Det (I - R) =0, donc P et Q ne sont pas orthogonales.

P*, Q* sont les matrices de transition associés a P et Q resp.
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