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THEOREMES LIMITES

PQUR LES PROCLSSUS PONCTUELS

Jean MEMIN

U.E.R., de Mathématiques & Info.
Université de RENNES I

Campus de Beaulieu
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On se propose de donner,dans cet exposé, différents résultats
de comportements limites d'un processus ponctuel (ou d'une suite de
processus ponctuels) en terme de comportements du compensateur privisible
(ou de la suite de compensateurs) associé(s) .

Trois thémes sont abordés :

. Nt
a) loi forte des grands nombres pour e lorsque t * |
t
b) convergence en loi d'une suite de processus ponctuels vers

la loi d'un processus ponctuel & accroissements indépendants.

c) distance en variation de deux lois de processus ponctuels
et application.

Les énoncés simples obtenus sont, en fait, cdes cas particuliers
de théorémes limites pour les semi-martingales ; ces résulta*s récents
sont dis notamment 3 Brown, Jacod, Kabanov, Lepingle, Liptser, Mémin et

Shiryayev.

1 . Notations et Rappels

Soit (§2, ) un espace mesurable, ( ?’) une famille
continue & droite cr01ssa1te de sous-tribus de % (£ fﬁtratwﬂn de ¥ )
les processus X = (Xt)t -0 considérés sont indexés par RT et 2 valeurs

~
Z o+
réalles. La tribu des prévisibles définie sur o R est la tribtu
enzendrée par les processus i‘t ~adaptés et continus & zauche ; oo
aviendra qu'un processus est croissant s'il est’ TE—adaptZ. et =1
chague trajectoire est croissante et continue a droite ; un
processus & variaticn finie est la différence de deux processus
Soit P oune probaklllte sur (X, F) ; les seules martingales sur
de base (-, ¥ , {F), P) gue nous utiliserons sont 2 variaticns
oZtznt oun onrocessus, 3fola limo : au Sens TrIscUe & e

ot
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variation finie i1 localement
intégrable, il existe un processus a variation finie prévisible unique

(3 1'indistinguabilité prés) A tel que A - & soit une martingale locale;
f\’ - » - ,\j . -
A est le compensateur prévisible de A, A est localement intégrable et en

Etant donné un processus &
a

A ~,
A X = A v U A = - { < . _’_‘ "‘ = -
tout t LA, = E [LAt ;J%_] , ol BA = A - A (resp : la = A -A
t
avec A = 1im A_.. On note H.A (W) = j H (w) da (w) 1'intégrale
t~ s At s t o S S

de Stieltjes définie "trajectoire par trajectoire" relativement 2 la
mesure dAt(w) sur R muni de sa tribu borélienne B R* Lorsque H est

un processus prévisible localement borné, et lorsque A& est localement
intégrable, le processus H.A est & variation finie, localement intégrable

v
et son compensateur prévisible est H.A ; ainsi en notant M = A - A

"
H.M = H.A - H.A est une martingale locale.

Soit X un processus a variation finie avec Xo = 0, 11 existe

une solution unique & 1'équation différentielle :

t

1+ jo Y dX_

Ty

(1) :

Y
-0

1]
s

donnée par 1'expression explicite

2 : = { I X o) —'.ﬁu
2) : Yt exp(xt) ¢l +AXS) exp( ,YS)
s<t
on notera Y = EXX) .
t t
Si X est une martingale locale S(X) en est une aussi ; si
de plus AX > -1 Z (X) est positif, de sorte que = (X) est une

martingale locale positive donc une surmartingale positive
Pour toute ces notions, on peut se rapporter 3 Brémaud |[2]

Dellacherie-Meyer (4] , Jacod [5] , Liptser-Shirwvavesr [13],
Métivier-Pellaumail [15] .

2 . Le cas des processus ponctuels

Un processus ponctuel N défi
fois (N,P)) est un processus ¢
oire est constante T u
Po

a
ur chaque t < * | on a donc

m

xplosion du
s ponctuels

[

S
-
t



Un tel processus ponctuel est localement borné, on peut donc
définir son compensateur prévisible A avec pour tout t U
M =N - A est une martingale locale, localement de carré 15£Egrable
et le processus croissant prévisible <M,M> associé 3 la sous-martingale
2 rt
locale M est tel que <M,M>t = (1 - AAS) dAS.

Le processus ue poisson d'intensité » fournit 1l'exemple le
plus commun des processus ponctuels ; en considérant la filtration

"naturelle" ( ?E) ol 31 =0 {Ns, s<t} , son compensateur prévisible
A est tel que A = At

Un autre exemple tr&s simple est celui d'un processus ponctuel
4 un seul saut : soit T une variable aléatoire positive définie sur

(Q, F, P), et N, = ‘n{T<it} , notant ¥, = SliTAt] et F la fonction

de répartition de T, le compensateur prévisible A de N est donné par
la formule :

Thrt
o dr(x)
(3) At - jo 1-F(x). °

Le résultat de décomposition multiplicative qui suit est 1la
clé de nombreuses applications.

Théoréme 1 : [ 6 ]

Soit N ooun precessus ponctued de cempensateun prludisibde A
cowr teut A € R* en a La goumde de décompoesition sudvante

o X i
@)+ e (2 = o 2 Gh,,

N A > A A

¢ AT o8t e paccessws dELnd par ag = (er-1) Ay ot cd
A ‘ . R ., " e - 1
Moest La martangade Lecale —i——7—l— . (N=4).
I+(e =1)24
Une telie décempesdition multiplicative avec wne mattingads cocads
DeSLEVE et un paccessus & ovatdlatdion paludscble est wicque.
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Résumé de la démepnstratiocon

1838

a) on vérifie par identification la formule (4) ; on remarque que

h . by
&M >-1 de sorte que = (M) est wne martingale locale positive donc
une surmartingale.

1 2 .
b) si 1'on a deux décompositions exp(PX) = L1 Vi =L V2, on en dé&duit
LS S S Sl S
que pour tout t ﬂ v dL” = \ Vv_ dL” et aussi pour s<t
Jo S s S, S s
2
L1 V'1 = L" V2 ; on a alors
s- s s— s
. : -1 .2
fal v tvlal - lalytal- a2y ta
s= s s JTg= - s
en notant B ce processus, on a L1 = (E(B) = L2 d'old 1'unicité.

Le théoréme suivant, cas particulier d'un théorZme dG i
B. Grigélionis, caractérise les processus ponctuels & accroissements
indépendants.

Théoréme 2 : [5]

Une conddtacn nécessacte et sufiisante peur qu'un precessus
ponctued st & accredssements (ndipendants est que sSon compimsatour
prévisdible st détemmindiste ((ndipendant de w ).

c

La démonstration est €lé&mentaire en appligquant le théor3me 1.

a) condition suffisante : soit * > 0, pour tout s,t s< t on a

AN Gl AL - 23 (X=X
e e Yy 2wl )T = m e e
b) condition nécessaire : (exp(-iNt)(E [exp(—?Nt) ])_1)t 50 est une

martingale positive ; ceci montre,d'apr2®s la propriété d'unicité de
< L s A - ce vy .
la décomposition du théor&me 1 que (A )t = E exp(—xxt) d'ot

le caractére déterministe de A.
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Comportementscomparés 3 1'infini d'un processus ponctuel et de scn
compensateur prévisible

le résultat essentiel de ce paragraphe est le thécréme suivant
oft 1'on cobtient des propriétés du type : loi forte des grands nombres
els e

é
pour les processus ponctuel t lemme de Borel-Cantelli généralisé

Théoréme 3 : |11 ]

Sedt N wn processus penctued, A scn cempensateut prludsiole,

b} scit H  un processws préudsdble Lecalement beané, cn a £'ancdusden

{(H.M)t c rt converge Lensque  t Ao vens une £imite finde }

c i H2.<M,M>m < )

¢ sur £'ensemble  {aA_= = }ooon a
N .
¢ PS
— - 1
A
t

Commentaire :
Le a) est immédiat en utilisant les temps d'arrét
= 1 = A >np } sp - SN > .
T, = inf {t A >n; (resp : S_ inf{ ¢ t__n} )

pour chaque n ( N - A ) (resp : (N - A ) )
A t A tAS tAS_"t>0
LI $ Tn £ >0 AN AS T2
est une martingale uniformément intégrable qui converge donc presque
sirement vers une limite finie, 1l'hypothése A _< = (resp : N_ < = )
permet de conclure.

la démonstration de b) est analogue en localisant le processus

5
H™. <3, > par une suite de temps d'arrét Tn telle que Tn* x et

M,
- )
(H™. <M, soit borné.
T ALY >0
n —_—
Pour la dérmonstration du c¢), on utilise le lemme (le tvpe
Kronecker) suivant :



Lemme = ¢ ‘11}
Sedt 7 wne mattowgads Lecade, A wroptocedsus checssant
prlusioee ted que A = o

-t
- dZs .. L.
ces cenvenge 0.8 vert wie Llmite dinde
S (5 Tia Jr s COMVERgE p.y vers wie Emite foue
o S -

Z
£evsque  t Ao KE-E;E o (t 1) O

" - . . , ;
Le point ¢) esx cbtenu adews en appliquant Lo Lomme 4 &
Z =N - AL, et en wtldisant by powr monthrer La convergence de

Théor&me 5 : (majoration exponentielle) [ 16]

Soit w>o, €>o0, T>o o oa

PNy > a(l+e) T) < P [A;>3T) + exp [-Ta@@+€) Log(l+e) -e] O

Commentaire :
Utilisant la décomposition multiplicative (4) avec Ao,

. A . I
on montre que exp(*’N - (e’ -1) A) est une surmartingale positive
de valeurinitiale 1. Utilisant 1'inégalité de Doob pour les surmar-
tingales, on obtient

P[NT > a(l+e) T} < Pla. > aT] + exp[—aT(k(l+€)—(ek-l))] ;

T

R
la fonction &(X) {(1+e)r - (e '-1) atteignant son maximum lorsque
= Los(l+e) , on a le résultat annoncé.

Remarque 6 :

Lorsque N est un processus de Poisson d'intensité . on
t a

a une indgalité dans l'autre sens et on obtient le résultat des grandes
déviaticns

. 1 . . \
lim T Log P[NT >u(l+e) T] = -1 ((1+2) Log(l+z) -z ).

nce en loi d'une suite de processus ponctusls vers un
ioen

e
us oonctuel 2 zceoroisseranis ind

Cne -
0.
-
L
I
.“\
; . . .
. (7)) un processus ponctuel 3 oscovroizse—ents indi-enmtance. foana 2z
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D désigne un ensemble dénombrable de R dense dans I,
, .n LE,D o
conternant o. La notation N -~52%> X désigne la convergence des
. S . . .n o
distributions finies suivant D de N vers celles analogues de ¥ ;

c'est-3-dire : pour tout p €N, tout Ty tos oes tp €léments de
D on a convergence en loi du vecteur (NI ,...,NI' ) vers (N__,...,N ) ;
£ tp t1 tp

. n P P iyt
la notation X —— X désigne la convergence en probabilité.

Théordme 7 : [9]

[{) peus teut tE€D, Al —= A,
L

o - 2 - 2
(L) pout tout tE€D ) (AAz) L L (LA)
s<t s<t

; . n xX¢,n)
cn a akens La convergence R —ﬁﬁ—l» N

Commentaire :

La démonstration est concuite en trois E&tapes

lé&re Etape [6] Sous les hypothéses (i) et (ii) du théoréme 7, on a
(iii) : pour tout t €D, pour tout A<o

, \
2ol 1) aM, Pty 8,

2&me étape : Sous (iii), et sous l'hypothése (h) : il existe X tel
que pour tout n, Al <K

e
n LE,D)
on a alors No <€,D) N

3éme é&tape : On relache 1l'hvoothése de bornitude (h) de la 2&me Etape.
n ;4 F o
s! SLI

for

L'idée de la démonstration est de montrer la ccnvergence
partir de la convergence des transformées de Laplace associfes aux

N

p-uplets (N? s Ai ye ey X0

1
sous les hypothé
multiplicative (

A cette derniére convergence Etant obtenue

2 P
ses (iii) et (h) en utilisant la décemposition

e
4.

[ S

w
a5 I & VNN & PR ¥

O

cr
O




v~
=
an
O
L
i
1
D
o
~

- . LI o e - I .

Pout qulwie sudte (N7) de processus oenctueds Lonvgnad
(o0 vons un precessws noenctuel N, € faut et (L sufit que cette suie
CRURAGE aw sois ded d4sTuChutions A0mes swt wie pattde donse do RY.
Remarque :

Avec les données du théoréme 7, si 1l'on a continuité de
t — At’ la conclusion de ce théoréme tient sous la seule hvpothédse (i) ;

ce résultat antérieur est d4 & Brown | 3].

5. Distance en variation des lois de deux processus ponctuels.

Soit deux processus ponctuels Nl, N2 définis sur (5,?}5)

=1, =2 - =l ,
relativement aux filtrations (?i), (}t) de ¥ avec R, = U{Ni, s<t},

=2 2 - . - e . .1 .2
R = G{NS, s<t} . On désire évaluer la proximité des lois de N et X

— 4
lorsque t varie de o & wun instant TE€ R fixé. 1Une facon
d'aborder ce probléme est de considérer un espace (,¥) canonique, muni

) . . . p 1
d'une filtration canonique (}i), sur lequel on puisse représenter N et
N”. PlutSt que l'espace (trop gros) M([o,~[, R) de Skorckhod, on prendra

pour £ 1'espace de toutes les fonctions w(t) de Rt dans I continues
a droite, croissantes, constantes par morceaux, nulles en o, n'avant que
des discontinuités d'amplitude 1, prenant des valeurs entiZres finies

pour tout t<%; on note N 1le processus canonique Nt(w} = w(t) ; (zi)
- . . I ~ b r~ R
est la filtration naturelle définie par AFE = g {hs, <t} et =V ;E.
- t

—_ D
Soit P, (resp PZ) la probabilité sur (%,%) image de P par NI (resp : N7);

- . 1 2 .
P, et P, représentent les lois de N et N7. (N,Pl) et (¥,P,) sont sur
2

(Q,;;(}%)) les processus ponctuels correspondant 2 (N],Ej, (N ,5) sur

»

= = =l =5 =2 . 1 2 e
(Q,r,(yt)) et (N,F;Cpt)). Soit A" et A" les compensateurs prévisibles
respectifs de (N,Pl) et (N,P,). Comme é&valuation de la proximité des lois

.1 2 ‘s
de N" et N7 entre o et T, on prend la distance en variation s
canonique (iI,7) des restrictions des probabilités P, et P,

i -

ace

I
w
o]

[AVT 2 sl

at

a.)—
= ?

d = ™ : - =
<P1’P2)[O,T] sup [P, (F) - P,(F) ]
re &

T
On a alors le théorime suivant



Théorize ¢ : [10) , [14]
~ < S~ ' S o - -
Sk TE R , 0 So008d Qi 4 SXLET wie Zonstanie TaLLe
. . e
gue L'en add poun tout < T ot w €0 Ai(*) < K, AT(L) <t
- [
Ch a alons
P, g€ B [Var(al - s A B [varal - 2P
) . < ‘ar (A7 - A AE ar (AT - A7) .
12727 0, T) P T P, TT
. - . . 5 1
(E E désdgnent- Loy esapdrances relatives & P,, 7 Var(a® - A2>
Pl’ p2 3 ! 1 9 2 J
L ) . . 1 i
diésqigne Lo precessus ''variation totale de AT — AT"). o
Commentaire

La méthode de démonstration consiste 3 exhiber une suite de

. P ~ ) ) . T T
probabilités (Q ) sur (u,?%) qui dominent les restrictions Pl, PJ de

) 2
Pl et P2 a (8, ?E) ; notant Z;, Z} les densités de Radon~Nikodym
QP d e,
s et > on a la relation classique
dQ dQ
= -1_ 1 - 72'
AP L) g ; B Ulzg - z3l

. 1 2 -
A partir des formules donnant ZT’ Z,I ({2},0351,[8]) et en
utilisant le calcul steochastique, on cobtient 1'inézelité voulue.

Une majoration un peu meilleure a &té& obtenue récemment par

Kabanov-Liptser-Shiryayev [18 ]

Théoréme 10 : ([18)

On a £'inggalite

2,1 2 2,1 2
4@ p g 20 (e ahT 4 By (Gl
T _
o H%(AI,AZ) =% J (@— /Ai)z A+ % 5 (/- AAi . A ./_\Az)z
0 sfﬁ

A é&tant un processus croissant dominant en tant que mesure sur

- 2
GR+,“45%§;}“ Al‘ et A2 ; par exemple A Al + A" convient, Ai et
5 dAi dA
AS sont alors respectivement —= , ——

da da
s S

nw N
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Remarque [18] : On peut &galement obtenir une minoration de la

. 1 .2
distance d(Pl’Pz)[p,Tj en termes de processus H(A ,A”)

2,1 2 2.1 .2
1 - (EPl [ &, (-H"(A",a")] A EPZ [ & (-H(a",A")])

S ARLPI g,

6. Application : approximation d'un processus ponctuel empirique par
un processus de Poisson.

Soit Xl’ Xyon Xn... une suite de variables aléatoires

‘s

indépendantes, positives, de méme loi, de fonction de répartiticn
admettant une densité f avec £f(o)#o,.

. =n . P
Soit N le processus ponctuel empirique défini par

n
s iy ~n - . . . .
N, = ;o 4 <t} &t (yt) la famille des filtrations avec
. LA J
- i=1 i—
L G - }
Yo T R T i=1 ... nJ.

Utilisant la formule (3) et l'indépendance des Xi’ on obtient pour le

compensateur prévisible A% du processus ND 1z relation
n t AXy
{ of(x) dx

i=l ‘o b=l

. . —-n
On normalise meintenant N (en n) en posant

oo oown N 201 am ~n _ xn .
N Até, et on pose &galement « =L = 3
sl
, n .n p
le compensateur A de N est alors donné par
n t/n X, -
no_ 7 ( i f(x) dx
Pl - i N N
t = ‘ 1 -Fix
i=1 ‘o : )
. . NS 2 R . ;- >,
Soit P_ la loi de X' (dans l'espace canonigus (7, 0)), 2 la
n N A T : n
loi du processus ponctuel de Poisson de compensateur A" avec
.V_. 3 . - -
At = n F(t/n) ; utilisant le théoréme 10, on obtient

Théoréme 11 :

a) powr une certaine constante XK , pour n assez ghand et pourn
chaque t >0

2 2
g £ (o) ¢ (°; Eo<aet, Y

]‘i 2f(0) t/n
n

[o,t

K = 1. convient.
144



b) 84 P desdigne La Lod de processus ponctuel de poisson homogéne
d'intensd{te A= f(o);pour chague t E]R+, d(Pn,P)[ q > 0 ZLorsque
o,

n t o,

c) 84 La denivée en 0 a drnodite de £ existe, on a

1 1" (o) 3/2
7 e ),
3 f(o)ll2

n . 2
da(p",P < =
Ce résultat est démontré dans [}9] ; 11 reprend des énoncés proches
dus 2 H. Rost [1ﬂ qui avait utilisé& une autre estimation pour la

distance en variation de processus ponctuels.
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