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SEMINAIRE DE PROBABILITES RENNES 1983

EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES D'UN NCUVEAU TYPE

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIOUES

Mohammed TRAKI

Laboratoire de Probabilités

U.E.R. Mathématiques & Informatique
Université de RENNES I

Campus de Beaulieu 35042 RENNES CEDEX

On considére ici 1'équation différentielle stochastique :

dxt = Ft(Z,X)dYt + dzt[%(z,x)],

oi Y est une semimartingale donnée de dimension finie, Z [®(Z,X)] symbolise
une semimartingale de "caractéristiques locales" (c.l.) ¥(Z,X) dépendant de

Z et de X, et ol le coefficient F d&pend de maniére prévisible des tra-

.jectoires de Z et de X, et on &tablit 1l'existence des "solutions faibles"

de cette &quation sous des hypothéses sur F et € de régularité et de
continuité mixte pour la topologie de Skorokhod et la topologie uniforme

sur l'espace de Skorokhod (R IRd) (d dimension de 7Z et de X).

. 3

§1 - INTRODUCTION.

On considére l'équation différentielle stochastique (e.d.s.)

dx, = F_(2,%) dY_ + dz [8(z,0)],



oi Y est une semimartingale m-dimensionnelle donnée nulle en 0, Z[§(Z,X)]
symbolise une semimartingale d-dimensionnelle de “"c.1."%(2,X) dépendant
de Z et de X solution-processus d-dimensionnelle, X est une variable aléa-
toire (v.a.), et ol le coefficient F = (Fij)j_<d,";<m est prévisible matriciel
d8pendant des trajectoires de Z et de X. o

Une telle Equation a &té étudiée dans [11l] du point de vue des solutions
fortes ou solutions-processus. Elle généralise les e.d.s. ordinaires corres-

pondant au cas oi Z = 0 et le probléme de martingales &tudié dans [4],

[15] et [16] et correspondant au cas o F = Q.

Le cas Z =0 a &té étudié par exemple dans [9], [10] et ['13]' ol les
auteurs ont fait intervenir 1'espace de Skorokhod I = I (]R+ ;]Rd) et un
autre espace de probabilité filtré (Q,g,‘_F,P), et ont &tabli l'existence des
“solutions faibles" ou "sdlutions-mesure” sur QXD sous des hypothéses
sur F de bornitude et de continuité@ pour la topologie uniforme sur

1'espace D.

Dans [15]  (ou [16]), on a &tabli sur Q2 xID 1'existence de solutiomns
du probléme de martingales correspondant & F = 0 sous des hypothéses sur
% de régularité et de continuité mixte pour la topologie de Skorokhod Es

et la topologie uniforme sur 1l'espace D.

Aprés une étude succin te montrant qu'on peut ramener dans certains cas
l'e.d.s.(1.1) au probléme de martingales de [ 15], nous généralisons ici ces
travaux en montrant 1l'existence des "solutions faibles” de (1.1) sur
OxD XD sous des hypothéses sur F et @ de régularité et de continuité
mixte pour la topologie gs et la topologie uniforme sur I.

"solutions faibles" est &tablie en les construisant

L'existence de ces
comme limites de suites relativement compactes de solutions approchées
comme dans les articles [9] et [15] dont nous adaptons les techniques 3

notre situationm.
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L'étude des "solutions faibles" de (1.1) &tant complexe dans le cas
général, pour simplifier le probléme et pour pouvoir l'aborder, nous avons
choisi d'étudier le cas ofi Z est "quasi-continu i gauche', et ol Y

et Z sont "orthogonaux”.

§2 - NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Nous allons reprendre partiellement les notations d&jd utilisées dans
[15] et les compléter. Nous nous plagons dans les conditions habituelles
et utilisons les notations usuelles (voir [5] et [12]). Soit (ShgigiP)
un espace probabilisé filtré. Soit D = D (IR+; IRd) 1'espace de Skorokhod
des fonctions d-dimensionelles c.a.d.l.a.g. définies sur R,, muni des
tribus g%: = J(x(s), s<t) et D =(¥) ggt' Dans toute 1la suite, ID peut
8tre noté DX ou D ou D' suivant la variable que 1l'on considére,
avec une notation analogue pour les tribus. On note g? la tribu prévisible
sur SZX]R+, et!!: 1'espace des processus croissants adaptés tels que
A <= P-p.s. pour tout t et A = 0. On note (g;)q(m 1l'ensemble des
triplets % = (B,C,v) dé&finis sur Q qui a priori peuvent &tre les c.l.

d'une semimartingale q-dimensionnelle, i.e. des triplets constitués de :

-

- un processus q-dimensionnel prévisible a variation finie : B = (Bi)i<q’

avec B = 0 ;
o

- un processus adapté continu matriciel C = (CiJ)i avec Co =0 et

iZq

tel que Ct - Cs soit une matrice ¢qXq symétrique non négative si

s<t ;

- une mesure aléatoire (m.a.) prévisible positive v sur R xRI telle que
vw; {0} xRY = v(w; R x foh =0

v(w: {t} x RY) <1, et f v(w; {t}xd&) El{l£|<1} = ABt(w) identiquement

R4
f viwslo,t] xdE)([E|2 A1) <= .
rY
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On note de méme (d Q__L)q (§) 1'ensemble des triplets 8- (b,c,N)

définis sur I et constitués de :

- un processus q-dimensionnel prévisible : b = (bl)i< ;

ACH

- un processus q Xq-matriciel prévisible sym&trique non négatif
ij)

i,]%q

- une mesure de transition positive prévisible Nt(w;d’g') sur RY qui

c = (c 3

-

intégre |[&]% A1,

si Eg,& € IRq, on note <E|E'> 1leur produit scalaire. Si h est une
p Xq-matrice, on note |h| sa norme comme opérateur de RrY dans RP

p jk 1/2
[htl = sup lht El = sup (.Z ( %ht gk)z)
gemY, |g|<1 EERY, |g|<1 i=1 k=1

T apxz
Si T est un t.a. et U un processus, on note U le processus arrété

en T : UTt = UTAt ; de méme si @ e (=C Ié)q(Q), on note ‘GT le triplet

a T T T.T
rrété en T : ¥ = (B ,c,v =1 5* V). S1 UetV sont deux
4 Mo,TI xRS

processus, on note U*V 1'intégrale (de Stieltjes ou stochastique) de U

t :
par rapport 3 V définie par : Uy, = J U st . S1L G = (GiJ)

. 15p,3<q

est un processus prévisible matriciel et V une semimartingale gq-dimension-

- i
nelle, 1'int&grale stochastique G°*V est définie par (G.'V)i = Z G j'Vj-
iZq

Si U est un processus cadlag, on note uU la m.a. sur R x(RY- {o}

associde aux sauts de U par :

U
Ho(dt,dE) = ) 1 € (dt,dE).
Lo {udol “(s,tu)

Si W est un processus défini sur QXIR+ xR, on note Wxu 1'intégrale

stochastique (i1.s.) de W par rapport 3 la m.a.pu dé&finie par :

t
Wy = f f W(s,&) u(ds,dd).
o 'RY



Enfin si f est une fonction définie sur un espace E, on note systé-

matiquement par la méme lettre f son prolongement naturel 3 tout espace-

produit de la forme E XE'.

|
!

(2.

On pose :

Q: QX]DZ me;£=

iR

H

z X p— 4 X
D" XD & N % xm® xp°_
= = =t s>t S =8 =38

Xs(w,z,X) = XS(X) = x(s) ; Zs(w,z,X) ZS(Z) = z(s).

Les données de notre équation (l1.1) sont :

- une semimartingale Y m-dimensionnelle sur (Q,giggP) telle que Y°==O
et de c.1. @° = (B°,C°,V°) ;
- un processus matriciel prévisible F = (Fij)i<d j<m défini sur Q ;

- un &lément @ de (cL)? (@ ;

- d
- une v.a. X, g="°-mesurable a valeurs dans R . -

Définissons maintenant les solutions-mesure de (1.1).

1) Définition. On appelle sofution-mesure de (1.1) toute probabilfité P

sun (0% telle que :

4)
L)
)

Av)

.§IQ =P, X, = X, et Zo =0 P-p.s. ;

pour La probabilité P, Y est une semimartingale de mémesc.f. @° que
pour P;

pour La probabilit? P, z est une semimarntingale de c.f. Blw,z,x) ;

On a, P-p.s. .
Xt(x) = xo(w) + IO Fs(w,z,x) d Ys(w) + Zt(z). | ]

Remarquons qu'alors X est aussi une semimartingale pour P.



a
D (R

et si Y est un processus cadlag adaptZ g-dimensionnel sur {, on définit

o

Rappelons une définition dont on aura besoin : Si fE = (B,C,V) € (c.

pour tout u Equ, le processus prévisible & variation finie et & valeurs

complexes suivant :

<,
7_>

—u i<u
¢ = e

(2.2) £

{ ; -
e [i<ulE > - 2T uw> + | A S PN Ny
[1<u,Bt> 2\.1‘Ctu +prq(e 1 1u1\,>li!gli1})

2N

v(lo,t] xd&)].

§3 - SOLUTIONS-MESURE et PROBLEME DE MARTINGALES.

Introduisons d'abord les notations suivantes.

Notons @' = (B',C',V') un élément de ( )m () tel que, en utilisant

1'écriture matricielles pour B'

/ V' (w,2,x) (dt;dy x RY) Ligsoy = V" (wide,dy) ;

V' (w,2,%) (dt; R"x dE) Ligga} = V(W,2,%) (dt,dE) ;

B (w) - jmmd y 1{|Y|£1<|(Y,§)|} v'(w,z,x) ([o,t];dy,dE)
3.1)

B't(w,z,x) =

P

Bt(w,Z,X) —Lhm_'_d E 1{l£|§1<[(}':€) I}V'((&),Z,X)([O,t] ;dy’dg)

C'lJ(w,z,x) C°’iJ(w) pour 1i,j<m ;

[}

\ C'ij (w,z,x) Ci‘-m,j-m

(w,z,x) pour m<{,j< m+d ;

oli, pour yGIRm et Eele, on a noté &' = (y,§) levecteurde ]Rm+d
tel que : gt o= yi pour i <m et E'i = Si_m pour m<i <m+d. (Remarquons

que B' dans (3.1) est défini de fagon analogue).

Soit l'opérateur H = (FI), I &tant la d xd-matrice unité, défini par :

H(y,E) = Fy + &.



On suppose qu'il existe Xegng;’ tel qu'on ait les factorisations

suivantes de B',C',v' vpar rapport 3 2 :

B' = p'tA3C' =c't A V'(dedE) = W (d&") dn,, ot I =(',e",N)

€ @cn™m.

Notons alors 9 = (B,C,V) un triplet appartenant 2 (;l__)m (Q) tel que,

en adoptant 1'8criture matricielle encore :

gV (@,2,%) (ds,4E") 1, (8,5 8", AcB@™Y ;

t
[ S(w,z,x) ([0, ¢] xa) = J J
o ‘R

t
el - fo fmmdg' Lijgr|<ae]cgr,u g |3V (@m0 (45,480

(3.2)

e
(a4

B, (w,z,x) = =%'t(w,z,x) H

H(w,z,x) ° §'t (w,z,x)

c' 'tr

CT(w,z,x) = c(w,z,x) * A(W), avec ¢ = . .
Hc' Hc' H

On note Z' = (Y,Z) le processus m+d-dimensionnel sur $ d&fini par :

i

z' = y! pour i<m et z'l =i

Z pour m<i<m+d. On pose de méme Y = (Y,Z,X)
processus m+2d-dimensionnel sur { défini de fagon analogue puisqu'il s'crit
aussi : Y = (z',x). m

On a alors le résultat suivant.

(3.3) Théorzme. Une probabilitdé P sur (R est une solution-mesure de
L'e.d.s. (1.1) 44 et sewlement 44 on a ((2.1),1)) et s8'LLl existe
@ € ((-i-l; (-) virigiant (3:1) Zel que fe processus Y = (v,7,7) Aoit

une semimantingale de c.f. @ définies par (3.2) sur £'espace (2,3,3,P).



Démonstration. Si P est solution-mesure de (1.1), alors on a les propriétés

i) a4 iv) de la définition (2.1). On en déduit que Z' est une P-semimartin-

gale, et qu'on a aussi : ¥ = x o+ H.Z' P-p.s. Si on prend alors pour <4'

le triplet des c.l. de Z' pour P, qui vérifie évidemment (3.1), on en déduit
la condition nécessaire d'apré&s le théoréme (6.3) de [6].
Inversement s'il existe un tel @', alors, d'aprds le méme théordme, Z' est .
une'ﬁ-semimartingale de c.1. @', ce qui implique que Y et Z sont aussi des
§-semimartingales de c.l. respectives ©° et g, et on a, F—p.s.
X = X, + H.Z', ce qui s'écrit aussi : X = X, 0+ F.Y + 2 ‘§;p.s. | |

Par conséquent, pour montrer qu'une probabilité‘; sur Cﬁig) est solution-
mesure de (1.1), 1'idée sera de choisir le triplet @’ vérifiant (3.1) conve-
nablement et d'appliquer la condition suffisante du théoréme (3.3).

On vérifie, en remplagant H et B' par leurs expressions, que le processus
3" dafini par (2.2) associé 3 Y et au triplet € défini par (3.2) s'écrit,

+
pour tout u er”™ 2d :

(3.4) Eut(w,z,x) = ei<u|Y_(w,z,x)>

"[i<ul(B°t(w), B, (w,z,x), F(w,z,x)*B:(w)
. 1 =
+ Bt.(.wszsx))> - fulCt(w,z,x)tp

t .
[ et o B R @ 10>
o IRm+d

Sl Al g Lglar T@m v Ly gy

+ E l{lg’il})>) \)’(U.),Z,X) (ds,dy,dE)] . .

§4 - THEOREMES D'EXISTENCE.

Introduisons d'abord un certain nombre de notations.
Dans toute la suite, les variables ®w ou (w,z,X) reuvent ne pas figurer

dans les expressions écrites pour ne pas alourdir 1'écriture.



Posons :

G.1y A% = T wely « @ty 4o (y]fan 5P
i<m

(4.2) A(w,z,x) = ) (VBTWw,z,x)) + cT(w,z,x)+ (|E]* A1) % Ww,z,x)
i<d

A° et A €@ NV,
= =

S'11 existe un processus A' Egnl{;+ tel que :
A(w,z,x) < A'(wW) pour tout (w,z,x) € 0,

(i.e. A'-A est un processus croissant), on posera :

A

(4.3) A =2a% + 4",

et on considérera dans toute la suite les factorisations suivantes de
n

@ - (B°,C°,v°) et de %Y= (8,C,V) par rapport & A :

N o

"N
B® = p°ea ; C = cCeA Vo(dt,dy)

. Nz(dy) dg; ;
(4.4)

n,
B =beA ; C =ce& ; v(dt,d&) N, (d8) dRL :

a = %,c%,8%) € (e @, et T = (b, € @cn? @.

Alors (4.1), (4.4) et le fait que A%< A impliquent :

4.5) [v°] + ] 01t +f (y|? A1) ¥°@dy) < 1.
i<m R

De méme (4.2), (4.4) et le fait que A'< X impliquent :

4.6y |v] + J ot +] , UEl2an v @ < 1.
1<d R

+
Pour u€RT d, posons :

6T Pz, = 1<u] 00 (@), F(0,2,%) 6O (@)>

1 cz(w) cz(w) tFt(w,z,x)
_E<u| . u>

F. (0,z,%) c® (w) F (0,2,%) c:Qn) tFt(w,z,x)

t

+ f (e1<ul(y,Ft(w,Z,X)Y)>'_ 1 - i<u|(y,Ft(w’z,x)y)>l{l })Nz(w;dy).
mm

vl<1
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d -
Pour u € R , posons de méme :

t

c, (w,z,x) ct(m,z,X)
4.8) fPw,z,0 = t<ul (b w,2,%), b (8,2,0)> = 5l u>

c (W,z,x) ¢ (W,z,%)

+J' d (et<ul E.6)>
R

On déduit de (4.5) que le processus "PF’u défini par (4.7) est borné si

1 - i<ul(E,8)> 1{z51<1}) Nt(w,z,x)(di).

S 34 + e ies .
F l'est, c'est-d-dire que, si wuER™ d et Y€m+, on vérifie facilement

. . o 0,0 , -
qu'il existe une constante Y' EIR+ indépendante de b ,c,N°, mais dépendant

de u telle que :

.9 e l<y = [P0 < v

(voir [10], relation (2.12)).

On déduit de méme de (4.6) et de (4.9), en y faisant F = I 4 Xd-matrice

unité, qu'il existe une constante O indépendante de b,c,N, mais dépendant

de uw€R* telle que :

(4.10) I'f‘;(w,z,x)l < a identiquement.

+2d ~
Dans toute la suite, si u€R® 2 » on posera souvent u = (ul,uz,u3), od

d

i m i d i
= (S = [ = (S
uy (u )i< R,u, (u™) R, et uy (u™) +d<i<m+2d R .

m<i<m+d
e motd
A partir de u, on formera les vecteurs ujy = (ul,u3) R

€ ’??  4éfinis de fagon analogue.

et Uyg = (uz ,u3)

Posons encore, pour u = (u 3) e gi*2d

108208

(4.11) (I)Pt"u ©,z,x) = ei<ulY_(w’z’x)>'fF’(u1’u3) (w,z,x)* Xt(w)

(4.12) QLt1 (LU,Z,X) - ei<ulY—(w,z,X)> \f(uZ’u3) (w,Z,X) ¢ ?{t(w) H
(4.13) % F,(uj,uj) (up,uq)
. ?t (w,Z,X) =?t ((.U,Z,X) + ?t (U),Z,X) .

On déduit de (4.9) et de (4.10) que :

(6.14) !‘?t(w,z,x)l < o +y"' identiquement. M
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Si 1l'on choisit le triplet @' vérifiant (3.1) tel que :
V' (w,z,x) (dt,dy,dE) = vO(w;dt,dy) £,(d8) + V(w,z,x) (dt,dE) e_(dy) ;
(4.15)

C'lj(w,z,x) =0 pour j<m<i<m+d ;

-

alors cela définit complétement les triplets Q' et € défini par (3.2).
Leurs expressions deviennent en effet, en utilisant 1’&criture matricielle
et en notant 0 la d Xm-matrice nulle :

V' comme dans (4.15) ;

(4.16) ¢’ B°) c® %o
; c' =

B' =
B

lo
o

t
[V(lo, t1xa) = fo fmmv%ds,dy) 1,(y,0,Fy) + fmdvao,t}xda) 1,(0,,8),

Ae g(mm+2d) :
o 0 _ R0
S BV Yylac) g YV TR
(4.17) ‘81 _ -
Bl B - S lglacl,pr ¥V 7B )
Fe8° + B
© EQ co'tF
E=Z°X, avec c = 8 c c
L Fe® ¢ Fc° frs+c

On a alors le résultat suivant.

(4.18) Lemme. S{ Le trniplet @' vérnifie aussd (4.15) , Le processus o°

degini pan  (2.2) associ @ Y eta @ 4'Genit: = oVio" ) ce

qud donne, d'apres (4.11), (4.12) et (4.13)

w3
Eu_eiu|Y->?-u v

(4.19) . A.

Démonstration. Si on remplace, dans l'expression (3.4) du processus o

associé & Y et au triplet €, ce dernier par sa nouvelle expression (4.17),
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et si on écrit :

. 2 ir' s Py 13
el(r+r )-l = (eir-l) + (e7 -1) + (elr-l)(elr -1), et qu'on sépare les

o e s
termes en % et les termes en%, on vérifie bien que 1l'on 2 :
+ 0%, =

On déduit de (4.14) et de (4.19) que 1'on a :

(4.20) ‘Ez(w,z,x)l < (a+y") Kt(w) identiquement.

On considére les topoiogies suivantes sur D

'33 topologie de Skorokhod ;

—%u topologie de la convergence uniforme sur les compacts ;

- la topologie uniforme définie par la distance :

(4.21) 8(x,x") = sup [x(t) - x"(t)].
t

On sait que la topologie gu est plus fine que la topologie gs’ ce qui
entraine que la fs-continuité sur D est plus forte que la %u-continuité.
De méme la topologie uniforme sur D est plus fine que la t:opologiegu 3

mais pour une fonction prévisible, sa %u-continuité est équivalente 3 sa

continuité pour la topologie uniforme. M

On a alors un premier théoréme d'existence dont les hypothéses permettent

de se ramener 3 la situation du probléme de martingales de [15].

(4.22) Théordme. Les hypothéses sulvantes impLiguent L'existence d'au moins
une solution-mesurne de £'e.d.s. (1.1)
(4.23) Le coefficient F est borng : iL existe une constante YER, telle
que : |[F (w,z,x)| < Y identiquement ;

(4.24) P W;{e} xR®) =0 {dentiquement ;
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(4.25) v(w,z,x) ({t} ><IRd) = 0 Jidentiquement ;
(4.26) it existe a'eP N V' el que :

Alw,z,x) < A'(w) pour tout (w,z,x) € Q ;
(4.27) 1im sup N_(w,z,x)({]|£]> a}) = 0 pour tous wEQ et t>0 ;

ato z,x °
et
(4.28) Poun tout (w,t) dans une partie pleine de QX R, pour La mesure
P(dw) x dkt(w) , et pourn fout u ERZd, Les applications
(z,x) > F(uz,x et (z;0) ~$P% (uz,% sont B -continues sun
D x Dx;
ou 3
(4.29) Pour tout t >0 et tout uelRZd , AL existe 2 applications F't
el \f": dédinies sun Q X 1R2d, bornées et telles cue Les aprlications
(n, & - F'o(o,n,g) et (n8) ~ ‘f'ut(w,n,g) sodent continues

pour Lout wE€Q , et que : Ft(w,z,x) = F't(w,z(t—), x(t=-))

et Pilwz,x) =¢P'iw,z(t-), xte-)).

Démonstration. Choisissons ®' comme dans (4.16). Considérons le

triplet &' = (%',2'1,'\\5) € (CL 2d (Q) défini par :

(v [ ° [

V({o,t] xa) = oV (ds,dy) 1 (0,F y) + | ,v(lo,t] xd&) 1,(E,8),
o ‘IR R

A e_g;(mz‘i) ;

(4.30) \ > B‘“{Is|§1<|<a,s>|}”“"“> ,
F*B8+ B

~0 o , °
avec B =B -y 1{]y|§1<1(y,FY)|}*\) ’

N oA
C=¢*A avec

c c )
\ c FCOtF + c

"\ N
D'apr&s (4.4), @ se factorise par rapport 3 A de la fagon suivante:
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[ Beae,a8) = ¥ (a8) ok, avec :

¥ @) = fmm NZ(d¥) 1,(0,Fyy) + de N .(48) 1,(E,8), AE&(}RZd) ;
b, - J £l . 2
(4.31) < F=75-.%, avec gt = R lgl<i<l(g, 0 ¥t
A
Ft bt + bt

Montrons que les hypoth&ses du thdordme (2.11) de [15] sont vérifides pour
X = (Z,X) et € sur 1'espace (?Z-,E) et par rapport i la variable % = (z,x).
On a, d'aprés (4.5), (4.6) et (4.23)
.32) T o@D + D+ (5]2a0) % V< 94y D) 1
i<2d
De méme on a :

N [l >ah = Nllr, v [>ah + v (] (€D ]> ah < Mlyl >2h + v {ebSh,

donc, d'aprés (4.27), pour tous WEN et t>0 :

(4.33) Lm sup N, (w,2,%)({|g] >a}) = o.
ate z,x

Par conséquent les hypoth&ses (2.1) et (2.3) du théoréme (2.11) de [15]
sont vérifiées.

24
Pour u€R , posons :

QFu Yoy _ 1 v i<u|g> .

= {< b >=- =<ujc¢ > - - >
t i Ul t 2 I tu + JEZd (E 1 1<u|E,' I{IEI<1}) 'Nt(df;').
On vérifie, en remplagant %,'\é,fﬁ par leurs expressions, que l'on a,

24
pour u = (ul,uz) € R

,\Ju—r\JF ug u
Pe =¥ +lft ’
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avec, pour uEIRd

A,
?F,u = i<u|Fb°> —%<u,Fc°tFu> + f m(

R

ei<ule> -1 - i<u|Fy>

o}
(l{le,f_l} * 1{]y[i1<!(y’1;y)g})) NY(dy) .

’\I - 2 . -~
?leérifie aussi (4.28) ou (4.29) puisque F et ) g vérifient ces hypothéses.
D'aprés (4.24) et (4.25), Af (w) et A.(w,z,x) sont continues pour tout
——— - R '\J
(w,z,x) € Q, donc on peut choisir A! (w), et par conséquent aussi A (w),

%u = ei<u|(Z_,X_)> %u. K, d'aprés le lemme (2.9) de

continues. Alors, si
[15], les hypoth&ses (2.7) et (2.8) du théoréme (2.11) de [15] sont vérifiées
pour ¥ et sur 1'espace (2,3 et par rapport @ la variable %= (z,%).
Donc, d'aprés ce théoréme, il existe sur Gig? une probabilité P faisant de

- n
¥ = (Z,X) une semimartingale de c.l.‘% avec P{ =P et X = (o,xo) P-p.s.

Or la fonction ‘Fu définie par (4.13) vérifie 21-28) ou (4.29) comme F et
9Y, ce qui implique, d'aprés le lemme (2.9) de [15], que P~ et o  (dé&fini
par (4.19)) vérifient les hypothdses (2.7) et (2.8) du théoréme (2.11) de
[15] par rapport i la variable X = (z,x). Par une démonstration identique

d celle du théoréme (4.10) de [15] utilisant, entre autre, les hypothéses
(4.24) et (4.25), on en dé&duit que Y = (Y,Z,X) est une P-semimartingale
de c.1. @ (définies par (4.17)). Par conséquent, d'aprés le théoréme (3.3),

la probabilité P est sqlution-mesure de (1.1). B

On a aussi le théoréme d'existence suivant :

(4.34) Théoreme. Les hypoth2ses sulvantes impliquent L'existence d'au moins
une solution-mesure de £'e.d.s. (1.1) : (4.23), (4.25), (4.26), (4.27), et :
(4.35) Pour tout (w,t) dans une partie pleine de QxR pour La mesure

P(dw) xdX, () et powr tout ueR*

, Les applications (z,x) -+ Ft(m,z,x)
et (z,x)-*?:(w,z,x) Aont igu—uniéonmément continues sur towtgi-compact

de D*xD*;
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(4.36) Pour tous u € ]Rm+2d, w€ Q et t>0, Les anplications

(z,x) ->qbz’u(w,z,x) et (z,x) -~ ¢t(w,z,x) sonkt %S-camnuu Al

D% x D¥. n

Voici enfin un théoréme dont les hypothéses de continuité sont plus faibles
que celles des théorémes précédents et qui permet de généraliser les résultats

de [9] et de [15] et constitue notre ré&sultat principal.

(4.37) Théoréme. Led hypothlses sulvantes implicuent L'existence d'au moins

une solution-mesure de L'e.d.s. (1.1) : (4.23), (4.25), (&.26), (4.27),eft :
(4.38) S& Fl(w,z,v) = F_(w,z,v+2), ‘f't(w,z,v) = ‘ft(w,z',v+z),p0uﬂ tout

(w,t) dans une parntie pleine de Q X R, pour La mesure P(dw) Xdkt(w) et

pour tout u ERZd, Les deux 4amilles d'applications {v - F'o(w,z,v) }ze D2

et {v>P'Uw,z,M} ez sont Equicontinues sun DY muni de La tonologie

undiforme ;

{4.39) Pour Zout (w,t) dans une partie pleine de QxR pour fa mesure
P(dw) x dXt(w) et pour tout wer?d , Les 2 familles d'applications
{z -~ Ft(w,z,x) }xEIDx et {z -*'fz(w,z,x) <D¥ sont gu-un/(_éo/unémenzt

Squicontinues sun tout Es-compaot de D ;

(4.40) Pourn tous we rR*2d , WEQR , x€EDX et t>0 , Les apnlications

z »> @i’u(m,z,x) et =z ~+ Cb‘;(w,z,x) sont fs-cowténuu sur MELm

Les hypothé&ses de continuité des théorédmes (4.34) et (4.37) ne permettent
pas de retrouver celles du théordme (2.11) de [15], et rar conséquent on ne
peut pas appliquer ce théor®me pour les démontrer. Par exemple, d'arrés les

hypothéses de (4.34), le processus '35“, considéré dans la d8monstration
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de (4.22), n'est pas igs-continu en ¥ = (z,x), et donc la méthode utiliséde
dans cette démonstration ne s’'applique pas pour &tablir (4.34).

On est alors conduit & faire une &tude directe pour ces deux théordmes
ayant pour but de comstruire une probabilité P qui fasse de Y une semimar-
tingale de c.1. éé définies par (4.17). Cette étude va consister 3 raisonner
par rapport au.triplet Y = (¥,7,%X) en utilisant une méthode analogue i celle
utilisée dans la démonstration du.théoréme (4.10) de [15]. Comme cette
méthode emprunte beaucoup & [15] , pour alléger un peu certaines démonstra-~
tions, on renverra parfois le lecteur aux démonstrations correspondantes de
[15] qui leur sont identiques.

On va mener simultanément les deux démonstrations de (4.24) et de (4.37)
en indiquant 3 chaque &tape les différences entre les deux situations lors-
qu'elles se présentent.

La démonstration des théorémes (4.34) et (4.37) va se faire en rlusieurs

étapes. Nous allons d'abord les démontrer dans un cas particulier, en cons-~
P ’

truisant des solutions approchées.

§5 - CAS OU ON A L'HYPOTHESE SUPPLEMENTAIRE:

(5.1) E(Xt) <o pour tout t >0 .

On a alors le résultat suivant.

(5.2) Théor&me. Sous Les hypotheses du thiorime (4.34) , ou du théorZme
(4.37) , et La condition supplémentaire (5.1), £'e.d.s. (1.1) admet au

moins une solution-mesune sur 2'espace (Q,5) . ®

Tout ce paragraphe sera consacré i la démonstration de ce théoréme, qui

va débuter par la construction de solutions-mesure approchées.
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Introduisons d'abord les notations suivantes.

PO s-
Pour tous s>0, x€D, n>l, on définit Sn—>—0’ x €M, x° €D par :

k k+1

(5.3) sn=lr:- si‘a-<s§~—n——, sn=0 si =20 ;
s .
x (t) = x(sAt) ;
_ x(t) si t<s ;
°T(t) =
x(s=) si t>s (avec x(0-) = x(0)). N

Pour tous n,k € N, définissons un nouveau processus matriciel

prévisible Fn’k sur {! par :

tn tn
Ft(w,z X ) si t <=

(5.4) FZ’k(w,z,x) -
0 si t>—.

De méme, pour tous n,kE€ W, définissons un nouvel &ldment

ﬁn,k = (bn’k, cn’k, Nn’k) de (dgl_i)d () par :
(5.5) b:’k(w,z,x) (resp.c:’k(w,z,x), Nrtl’k(w,z,x)

bt(w,ztn,xtn)(resp.ct(w,ztn,xtn),Nt(w,ztn,xtn)) si ti-g-

0 (resp. 0, 0) si t>-§ .

Par des formules analogues aux formules (4.4), (4.7), (4.8), (4.11), (4.12),

(4.13), (4.16) et (4.17), on d&finit respectivement @,k . (Bn’k,Cn’k,vn’k),
o,k n,k _
CFFE ,u’ (fn,k,u’ QF ,u q)n,k,u’ ?n,k,u’ (e.n,k - (B.n,k’c,n,k’v,n,k)

’

@n’k = (En’k,En’k,?)n’k) d 1l'aide de gn,k et de Fn’k.

et

Alors les majorations (4.6), (4.9), (4.10) et (4.14) se transposent aux

P . -
nouveaux éléments. On vérifie aussi que le processus ¢ ,k,u, avec uemm+2d,

d&fini par (2.2) associé i Y et au triplet ‘én’k s'écrit :
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(5.6) FWHY o F U, ghik
ce qui domne, comme dans (4.19)
.1y s L AT g

et, comme dans (4.20)

(5.8) 162’k’“(m,z,x)| < (a+vy") Xt(w) identiquement.

2
2 2 0N
Dans toute la suite, ,‘Bn’n , Q" , ¢ ,

2
n,n°,u =n,n“,u v . n gn
e et 0% % geront notds respectivement § 7, @7,

—nnz nn2 nnzu
%9 ,F, ’(f, 9,

?n,nz,u

?

‘e'n, ‘Zn, Fn, ?n,u’ ‘?n,u’ pMY e P pour simplifier. M

Soit x une:application de QxD? dans DY qu'on suppose adaptée

par rapport d la filtration ( N % z) . Pour tous (w,z) € Q ><]Dz,
s>t =s =g’ t>0

k k+1
n>1l et k>0 fix&s, on note Q(:’n’n’ 0 la probabilité de transition de
(mez,g X 22) dans (IDZ, Ez) qui fait de Z wun PAI-semimartingcale

de c.l. déterministes ‘en’kﬂ(w,z,;(w,z) sur ]%,E—;—l (voir [15],

définition (3.11), lemme (3.12) et corollaire (3.13)).
Remarquons que l'hypothése (4.25) implique que, pour tous n>l et k>0,

on a aussi : vn’k(w,z,x)({t} ><]Rd) = 0 'identiquement. Nn en dé&duit que :
e processus Z n'a pas de discontinuités fixes pour Q‘:’ n’ n Auk

e 1
].-;,é';—l] (voir [ 5], théoréme (3.51). W

On va maintenant &tablir, en s'inspirant des techniques de [15], des

résultats permettant de construire des solutions-mesure approchées de

1'e.d.s. (1.1).

Voici un premier résultat dans cette direction.

(5.9) Lemme. Pour ® € Q ot n > 1 §{x8s, et pour tout k> 0 , i existe
une probabilite P,w’% surn (DZ, Ez) telle que :

L) Z,=o Pw’% - p.s. ;

&) pour La probabllite Pw% , 7 est une semimarntingale de c.Z. ‘Gn’k‘(m,- L X (W)
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Démonstration. Elle est identique 2 celle du lemme (3.14) de [15].

Rappelons simplement la formule permettant de construire les probabilités

k k
u\,—i . = . pA E z.,'{f
P : Pour DE\& {AnBnc : AE —Ek/n’ B 23:—1 ,
k+1 n
Cc € E_Z’ n }, on pose :
= bk [ kL
(5.10) P @ (D) = { P (dz) ( oI T (dy) € (c)
) I gy
A B
k+1 k
ot &(y) € D*  est défini par : E(y)(t) = y(T) pour tout t:z—%l— ;

On définit ainsi une protabilité sur ft, et, comme E_@z= a( »30(), elle se

k+1
prolonge de maniére unique en une probabhilité sur Lz , notée encore p¥ ,
k

qui coincide, d'aprds (5.10), avec PY'T gur Ei/n- a
On a aussi le :

(5.11) Lemme. Pour n>1 §4x&, et pour tout k>0, {L existe une probabilite

BP0 sun @xD*,Fxp*  telle que :

k/ ko

4 P T =P et z =o P'7 -p.s.;

R -
L) pour P .z est une semimartingale de c.L. ‘Gn’k(-,x(-)) ;

«k/n

&) pour PV, ¥ est une semimartingale de mémes c.f. €° que pour P ;

Lv) pour pk/n

@™k T

V) 4L existe sun [o,%] une semimantingale X définie sur QxD> telle que :

,Le couple Z' = (Y,z) est une semimartinaale de c.X.

(5.12) ft(w,z) = xo(w) + Fn’k(w,z,f(w,z)) -Yt(w) + Zt(z) ﬁk/n—p.s.

Démonstration. 1) Pour A € g’- et BE =I=D=z, posons

(5.13) 3</P(axB) = f p(dw) 2%/ B).
A
On définit ainsi une probabilité sur (Q X]Dz,gx rg]gz), et on montre facilement,

ok

grice au lemme (5.9), que Z est une P /n-semimartingale de c.l. ‘Gn’k(°,;(°))

avee z_=o BY7 - p.s. (voir [15], lemme (3.16)).
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(8) € ¥ pour tous s>0, BE€ D et w € Q
=g - =8

Puisque Pw’k/n

. . +k/n ,
par construction, toute P-martingale est une P -martingale, et par

k/n

- L4 ry o« ~
conséquent Y est une P -semimartingale de mémes c.1. 9@° que pour P.

2) Montrons, par récurrence sur k, que Y et Z n'ont pas,
*k/n k ' .
P -p.s., de saut commun sur [o,;-]. C'est vrai pour k = 0. Supposons

ue c'est vrai jusqu'i k et montrons-le pour k+l. Soit (T)) une
q Jusq m’m>0

suite de t.a., ordonnés suivant l'ordre croissant, qui épuisent les sauts

de Y.
k z
< = €
Si T est un tel t.a. < = alors, pour tout w € Q , {AZT(w) # 0} € iPk/n’
et on a :
ksl e
*n - ’n ' -
P {Azt # 0} fp(dm) P {AZT(w) # 0} (d'aprés (5.13))
k
w,;
= g ] -~
fP(dw) P {AZT(w) # 0} (d'aprés (5.10))
. K
= pn {AZT # 0} (d'aprés (5.13))
= 0 (d'aprés 1'hypothése de récurrence).
k k+1
S1 T est un tel t.a. compris entre a et — » On a, en remarquant que,
cette fois;ci {Az # 0} G'Dz’k/n pour tout ®w € Q :
i T (w) =k+1 ’
w,n, % EL °
Qz non {AZT(m) # 0} = 0 pour tout z € D> puisque Z n'a pas de
k k+l
discontinuités fixes pour Qg’n’ﬁ3 n sur ]-%, Eﬁl] . On en déduit,
d'aprés (5.10) :
k+1 k k k+l
A ) Wy N, T }
= = 0.
P {AzT(w) # 0} JP (dz) Q, {AZT(w) # 0} .
k+1

Cela implique, d'aprés (5.13), que : p {AZT # 0} = 0 aussi dans ce cas.

Par conséquent c'est vrai aussi pour k+1, donc pour tout k.



k
'n—

3) Montrons que <YC,ZC> =0 p.s. Posons :

k
Y' =Y -~ - 0 "= - - Bn’ . Al
S(AY l{lAY|>l}) i , Z Z - S(Az 1{|AZ]>1}) ors

Wy

v e z;(P), et z"e L ) pour tout @ € @ d'aprgs (5.9) ; en outre
W,—
Y' et Z" sont 3 sauts bornés ; donc v e®” (P) et zZ" E%w (r n).
K =p,loc =o0,loc
= Yigtl ‘E .
Montrons que L = Y'Z" &€ ﬁ(P ). Soient (Tm)m_>_0 et (Sm)mzo deux suites

localisantes pour Y' et Z" respectivement, et Tn = Tn AS_. Si s<t,

A€ E,., B € l@_z ,ona, Y™ z"™ or done L™ Gtant bornés pour tout m :

k Lk
ell T T 'n Ty
E m = t v " iy
(1, %y LD E(1, Y/™ E (13 2" ™]
Ck
- !Tm ,n lva
E [1A T/ E (1B z" m]
.k
01: LE n(lB Z"Zm) €5b % puisque 1 Z;Tm € bl): et par construction de
?
P ",
On en dé&duit que :
k .k
it Tmy = 'Tp 5 B nTn
(1A><B Lt ) E [IA YS E (lB Z s )]
k
n Tm ) -
= E (1 L'm
K AXB s k
Done L'm E‘)i’(f’n), et, puisque T + +o on en déduit que L = Y'Z"Eé(f'n).
k
Cela implique que [Y',Z"] E%;(E"n) aussi. On en déduit que [Y',Z"] est
B k
purement discontinu. Par conséquent, on a : <Y'®,2"%> = <¥® 2% =0 P% -p.s.
P

4) On dé&duit alors de 1), 2) et 3) que 2' = (Y,Z)

Jo

est une

.
[=]

k, -
-semimartingale de c.l. ¢ (+,x(*)).
5) Montrons enfin, par récurrence sur k, qu'il existe sur

[o,%] une semimartingale X dé&finie sur QxD? et vérifiant (5.12) .
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Pour k=0, il suffit de poser X = X ﬁo-p.s. Supposons que c'est
k

. = . v n R .
vrai jusqu'a k et montrons-le pour k+1. Si X est la P -semimartingale

k

définie par .(5.12), le processus e +1(w,z,§(w,z)) est prévisible borné, et

k+1
+ _ * =
on peut poser : X't(w,z) = xo(w) + Fn,k 1(w,z,x(w,z)), Yt(uD + zt(z) P -ps.
k+1
on définit ainsi une P " -semimartingale. Si tf;%, on a : X't ='§t d'aprés

1'hypothé@se de récurrence et (5.4). Cela implique, d'aprds (5.4) aussi, que

+ —
F:’k 1(w,z,x'(w,_z)) = Frtl’k-'-l(w,z,X(w,Z)) si §<t§_%. On en déduit que,
k+1
sur [0,'—n——
k+1

X', (w,2) = x (W) + R 2 X (w,2)). Y () +2.(2) " pus.

Par conséquent c'est vrai aussi pour k+l, donc pour tout k. W
k

»
k la Pn-semimartingale vérifiant (5.12), et X" celle corres-

Notons X
pondant & k = n2. On a alors le résultat suivant qui établit 1l'existence de

solutions-mesure approchées de (1.1).

(5.14) Lemme. Pour tout n>1 , 4L existe une probabitits " sur (0,%)

telle que :
L) PP =P,et z_ =0 Pl-p.s.;
Q [o]
L) pour BT,z est une semimartingale de c.L. @7+ ,x(*)) ;

i) pour PT, Y est une semimartingale de memes c.l. 6° que pour P ;
{v) pour P°, Le couple Z' = (Y,Z) est une semimarntingale de c.Z.
en,x" () ;

v] on a aussi, PT -p.s. :

(5.15) X:(w,z,x) = x () + Fr(w,z, X (w,2,x)) . Y (@ +2,(2).

Par conséquent X est aussi une P -semimartingale.
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Démonstration. Posons :

(5.16) P"(dw,dz,dx) = P(dw) P *"(dz) € (dx)
n
X (w,z)
°n
= P (dw,dz) € (dx).
X% (w,z)
On dé&finit ainsi une probabilité sur (5;; . Puisque, pour tout (Iegg:,
{x®(+*y € ¢} EES X__P:, et donc € c) =1 € b(_iz"; Xg:) , toute
X" (*) {x(+)e c}

martingale pour P* est une martingale pour §n, et par conséquent Y,2 et Z'
sont des -ﬁn-semimartingales de mémes c.l. respectives ‘e°, ‘Gn(°,xn(')) et
‘G'n(',Xn(')) que pour P". On vérifie alors facilement les autres propriétés
du lemme 3 partir du lemme (5.11). B

On en déduit le résultat important suivant.

(5.17) Corollaire. Le processus Y est une Pr-semimartingale de c.f. €°.

Démonstration. La relation (5.15) s'écrit aussi :

n

*=x_ +H.2'  Ppus.,

avec H" = (F© I), et 1l suffit d'appliquer le théoréme (6.3) de {6]. B

=0

Concernant les lols marginales o et P pour la situation du

i D*

théoréme (4.37), et pour la situation du théor@me (4.34), on a le :

i
]DZ X]Dx

(5.18) Lemme. Sous Les hypothZses (4.23) , (4.26) et (4.27) , et la

condition (5.1), Les suites de probabilités (P° . et
D
sont relativement compactes pour La topologie de £a conven-

—-n
—-n
(® D2 IDX) n>0

gence faible des meswres sur Les espaces respectifs D? , DX et D? x DX

munis de La topologie ‘E .

- —n - -

Démonstration. Pour la suite (P z) n>0° c'est exactement la méme démonstra-
]D —_—

tion que dans le lemme (3.17) de [15]. Pour la deuxidme suite, c'est une dé-

monstration analogue & partir des c.l. de X pour i calculées 3 partir de

- 0
Q?} Démontrons-le pour la troisiéme suite : les c.l. éfn de X = (Z,X) pour
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P s'obtiennent par des formules analogues aux formules (4.30). On obtient

alors, comme dans (4.32)

I o @Y+ o qe2an «P < ory+2hH Y,
i<2d

de méme :

o t
Vi (w,z,x)([o,t] x {|g]>a}) = f v (w ; ds x {ng y| >a})
(e}

+ Viw,z,x) (Lo,t] x{[(£,8)] >ah) <V (w;lo,t] x{|y] >$})

t 4"}
d & N (w,z,x)({[&] >&} ) ;
"L s sup (w2 (LIE] >0 )

le dernier membre tend vers 0 quand a t%® pour tout wWEQR d'aprés 1l'hypothése
(4.27) et le théoréme de Lebesgue. Comme on a en outre : r.ﬁ\(Jo = (o,xo) _P;n-p.s.
pour tout n>0, on a bien le ré&sultat d'apré&s le théordme (2.17) de [7] avec

1'hypothése (2.6). W

§5 - b. Démonstration du théoréme (5.2).

Pour n>l, t>0, n>0 et wE€Q, posons :

D(n,t,n) = {z€D* : |A z(r)| < n pour tn<r<t} s
t étant défini par (5.3) ;

.
L]

B’(n,t,n) = {;\5 = (z,x) € D% x p¥ :IA %(r)l < n pour tn< r<t}
B'(n,t,n) = (¥ = (z,x%(w,z)) : z € D(n,t,n/4)}.

On a le résultat suivant qu'on démontre exactement comme on a démontré le

lemme (3.18) de [15].

(5.19) Lemme (situation (4.37)). Powr tous 6>0 etw€ Q , et pour t<nm,

on a :

Pw’n(D(n,t,n)c) <e+

— & - K, ). .
e(n

21\1) t n N
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(5.20) Corollaire. (situation (4.34)). Si T(w) est Le plus grand des

0Lt Ti(w) (i1 y en a un nombre fini) de [o,tl o \{]AYT (w)l >n/2 ,

4 (W)
alons on a, powr tout e€>0 :

1 s X A c 1 gy X l
n>——rv = MY O,e,m® <2 T T 2 e (W) = A (W),
- - TW el n
16 /
w,n, X" = p0(dg) € (a babiLite
od £'on a posé : P 77 (dz,dx) z X (w, 2) x), proda ¢ sun
’

z X

D* xD” pour WER f4xE.

1
- 3 >
Démonstration. S1i n 2 —_——t 1@

1'intervalle ]tn,t[ ne contient aucun des

points Ti(u)), done YlA YI < -Tzl sur ]tn,t[ . On en déduit, d'aprés (5.15) :

1 n n n
0>ty 2Shme) | (Az,8x7)| < |az] + [AX7] < 2|Az| + vlAy] <n
sur ]tn,t[ . Par conséquent :

v v
—_— ! C

nzt—T(w) D'(n,t,n) < D(n,t,n),
d'ol 1l'on déduit le résultat d'aprés (5.19) puisqu'on a :

n

N
N E e, = P0G, DS, .

Etablissons maintenant des résultats de passage a la limite concernant

les fonctions ‘-f-u et ?-n,u.

(5.21) Lemme. (situation (4.34)). Pour tous %S—ccmpact K de ]szmx,

wE€QR , s>0 et ,uERm+2d, on a :

w,n, X2
Lim EV0T (1 P00 w,0) - ¥, ")

(n)

] = 0.

Démonstration. On peut supposer 8 <n. Soit K wun gs-compact de m*xD*

qu'on peut supposer stable par arrdt et par arrét strict (i.e. XxE€K = ;:Jt,
-

b3 €K pour tout t>0). Soit wEQN. La fonction ‘?-u définie par (4.13)
vérifie aussi 1'hypoth&se (4.35) comme F et ¥". Par conséquent, si €>0,

il existe ns(w) >0 tel que :
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- N
(5.22) ¥, %'€K, §&¥) <n (@ = [0 - F x| < e

Soient T (W) < T,(w) < ... < rp<w) les points t de [o,s[ ot

ng (w) \
v|AY (w)| > —;— . Supposons s’ sl O {1, w,..., NCOR B @, et
n, (w)

|A¥| < 54 sur ]s',s[ . On établit alors, comme dans la démonstration

du lemme (3.19) de [ 15], 1'existence d'un nombre es(w)>>0 tel que :

(5.23) X€K, s'<s< s' + 9 @, Is',sl m{Tl(w),...,rp(m)} = g,

ng W) ngm

lA?(. | < 7 sur ]s',s[ = O(x ,r}bis ) ins(w).

1 ————l——— o) déduit que :
si no(S,w) est un entier > 52157- et -Tp(w)’ n en dé q :

n_(w) " Neam
(5.2 n>n (s,0), ¥€KN B(n,s,-5—) = SGERI) <n W),

ng- ,u Y =Uu s:; .
Rappelons que ‘?g(w,?c) =‘-f:(u),xs ) et ‘?‘2 (w,x) = ‘fs(w,x )y, Puisque K

est stable par arrét et par arrét strict, (5.22) et (5.24) impliquent :

n, (@)
(5.25) n>n (s,0), X€KNB(n,s,~5—) = o w,® -Fow,n| <e.

La démonstration se poursuit alors comme dans le lemme (3.19) de [15] en

y utilisant, entre autre, (4.14) et le corollaire (5.20). W

On en déduit, en raisonnant exactement de la méme fagon que dans les lemmes
(3.27) et (3.28) de [15] et en utilisant la relative compacité de la suite

—n - .
(p ) le résultat suivant.

> ]
]szzmx n;p

m+2d

(5.26) Lemme. (situation (4.34). Pour tous t>0 et u€R on a :

t
0 ,u Y1 oa
lim E® [ f l?‘s‘ -'f“sl dA] =0. W

(n) o

En ce qui concerne la situation du théoréme (4.37), on a :



(5.27) Lemme (situation 4.37) . Pour tous gs-compact X de D? , WES

s>0 et uEIRm+2d , On a :

n
](-lr;l wa’n’X (dz,dx) [11{'?’:(‘“»3%:") ‘?le(w’z’x)“ =0
n

. , z P -
Démonstration. Soient K un %%-compact de D supposé stable par arret

et par arrét strict, wW€ERN et xED*. La fonction ‘.fu vérifie aussi 1'hy-
pothése (4.39) comme F et ‘fu. Par conséquent, si € >0, il existe

ﬂs(w) >0 tel que :

(5.28) z,2' €K, 8(z,2") < n (@) = [Plw,z,x) -‘?_‘;m,z',x)l < e.

On établit, comme dans la démonstration du lemme (3.19) de [15], 1'existence

d'un entier no(s,w) tel que (5.28) implique :

r]S(w) oV ] oy
(5.29) n2n (8,0), z€KND(m,s,—7—) = [f (w,z %x) - P (w,z,x)| < e.

On a alors, d'aprés (4.14)

n
(5.30) fp“”“’x (dz,dx) (1 |92 (0,2°%,x) - F(w,z,%) ]

< f?w’n(dz) [sup 1 I?F(w,zsn3x) -?:(w,z,x)ll
s

n_(w)
s
"——4)

On poursuit. la démonstration comme dans le lemme (3.19) de [15] en y
utilisant cette fois-ci le lemme (5.19). M

On en déduit, en raisonnant encore exactement de la méme fagon que dans
les lemmes (3.27) et (3.28) de [15] et en utilisant la relative compacité

de la suite (P ) » le résultat suivant.
z
D% 030
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Rm+2d

(5.31) Lemme (situation (4.37)). Pour tows t>0 et u€ , on a :

t
kim f?‘(dw,dz,dx) [[ P (w,2%,x) - F(w,z,0] dh (@)] = 0.m
(n) o ° S S

z - .
Pour z&€D" fixé, soit h 1'application de D" dans D' définie par :

h(x) = v = x-2z : h est bijective %u-bicontinue. Posons VO = X0 -7 = h(Xn),

- n S . . PP z
ou X est la P -semimartingale v&rifiant (5.15). Posons encore :

Py (dw,dz,dv) = P(dw) P¥""(dz) Sy (e, 7y (@) = P™(dw,dz) € (dv),

vn(w,z)

probabilité sur QxD°x D'. 0n a alors :
@n, x) Oh-l = —PE LDV , et, d'apréds (5.18), la suite de probabilités
D

=n

(Ph ) est relativement compacte pour la topologie de la convergence

v
n>)

D

faible des mesures sur l'espace D’ muni de la topologie gs (voir [1]).

Z
v® est une ig-semimartingale sur (§2><IDz>< DV, gx D~ x ]DV).

Posons de méme : ID;’ lav(wy| " {fvem’ : |a v(t)| < Y,AYt(w)l pour

tout t> = v €D
ou 0}, et D= {(w,z,v) : v Dy avw |} -

On a le résultat suivant (lemme (4.2) de [9]).

\'2 - .
(5.32) Lemme, ]DY|AY(w)l est un ensemble fermé poun %u et gs, et Zes

2 to -o!.o Les % et T induisent a méme topologie sur DY .
n A =N
On a : lAVt l__gY[A(t I Ph - p.s. pour tout t >0.
n emn’ =0V _
Donc V (w) mYIAY(w)I , et Ph(mY) 1 pour tout n.
Pour u = (ul,uz,u3) E]Rm+2d, notons '*—f': 1'application définie sur

QxIDz x D' par :

P wz,v) =P lwz,v42)

iF',(u ,u) '(u 1u)
= Yt 173 ((D,Z,V) +‘ft 2773 ((U,Z,V),

]
avec, pour u€ IR'm+d : 'z % (w,z,v) ="F€’u (w,z,v+z) (voir hypothése (4.38)).

On a alors le lemme suivant.
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(5.33) Lemme (situation (4.37)). Pour fous (és-compacr_ R de ]DV,(UEQ,

s>0 et uEIRm+2d, on a :

5
lim sup sup !?':(M,Z,V n) -?':(N,Z’VH = 0.
(n) =z vEK N D"
¥|AY (w) |

- . . \' P ~
Démonstration. Soit K wun %s—compact de D supposé stable par arrét et

par arret strict. La fonction ?,u vérifie aussi 1'hypoth&se (4.38) comme

\'

v
Yl AY(w)| est un %u—compact de ]DY

] Yu [} = o)
F' et §'%. D'apras (5.32), KND !AY(w)l,et

ainsi la famille d'applications {v =+ ?':(w,z,v) }z epz ©st %u-uniformément

v

équicontinue sur KND .
q ntinue su Y[AY(w)[

Par conséquent, si £ >0, i1 existe ns(w)> 0
tel que :

(5.34) V’V'EKn]DY{IAY(w)l’ (S(V,V')_f ns(w) = F—F'le(wyz)v) —‘?':(&),Z,V')I _<_€ .

Soient Tl(w) < Tz(w)<...<‘l'p(w) les points t de [o,s[ ot YIAYt(u)ﬂ

n_(w)
s \"2 . ] = .
>———-4 . Si VE]DY‘AY(O))I et si ]s',s[ N {Tl,...,’l.'p} @, on a :
ns(w)
v | < 7 Sur 1s',s[. Comme dans la démonstration de (5.21), il existe

alors un nombre es(w_) >0 tel que :
v
n ' ]
(5.35) v EK DYIAY(‘-U)I’ s' <s<s'+ Gs(w),

1s',si n{Tl""’Tp} =g = 5(vs-,vs')<_ qs(m).

1

Si n (s,w) est un entier > et —————, alors (5.34) et (5.35)
fo) S"'Tp(w)

6 (w)

impliquent :

n>n_(s,w), vEKN D,

Y| AY (w) | PANCERGDIES INCER R

Comme € est arbitraire, on a bien le résultat. R
On en dé&duit, en raisonnant exactement de la méme fagén que dans le lemme
(3.27) de [15], le lemme suivant :

(5.36) Lemme (situation (4.37)). Pour tous <E:_s-c:ompac/t K de D' ,w€Q,
£>0 et weR™ ona :

t X sh u Y
lim sup sup f t‘f's(m,z,v ) —?'s(w,z,V)l dAs(w) =0. 0

(n) z \' 0
KND
Ve Y| AY (w) |
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2
(5.37) Lemme (situation (4.37)). Pour touws t>0 et u€ ]Rm+"d, cn oa :

t o,
%:;1 Fﬁ(dw,dz,dv) [fo [t?"s"“(w,z,v) -?"s‘(m,zsn,v){ d&_(w)] = 0,

S

t —
Démonstration. Posons Un(w,z,v) = J' ]‘f'n’u(w,z,v) -?éu(w,zsn,v)l dks(w).
(o}

Pour tout € >0, il existe, d'aprds la relative compacité de la suite

(—P‘; ) , un %S-compact K de D' tel que i’_g V(K) > 1-¢ pour tout n.

Dv n>0 D

Y
Puisque U?  est uniformément bornée en n (par 2(a+Yy )At)’ il suffit par

conséquent de montrer que EE(UH 1 ) —=> 0 pour tout zs—compact
QxmExKk
K de D' .
n @ru s T U v
Posons W (w) = sup sup J I‘f's(w,z,v Iy - ‘f's(u),z,v)|dAS(w)

ER ND’ °
veK Dy(AY(w)I

W' est Z—mesurable puisqu'elle est uniformément bornée en n et que
t u s & u "

sup f IT's(w,z,v o) - ?'S(w,z,v)| dAS(w) est par conséquent gs-continue
)

en v sur l'ensemble KnmvylAY(w), d'aprés (4.38) ; et on a :

B2t 1 ) < E(W™) puisque ﬁ(mv) = 1. Comme W*® —> 0 d'apras (5.36),
Q x D*xK Y oo

E(WY) s 0 aussi d'aprés le théordme de Lebesgue, d'oli le résultat. W

On a alors le résultat suivant analogue 3 (5.26).

(5.38) Lemme (situation (4.37)). Pour fous t>0 et uEIRm+2d, on a :

t
lim E° [f |78 _FY |4k 1= 0.
(n) o s ) s

- gn,u @4 Sp S
Démonstration. Ecrivons : ‘fs’ (w,z,x) —?‘;(w,z,x) -?s(w,z 0 x=0y -

Pow,2®3x) + P (0,2°%%) - Fo(w,2,0) = P 00,2°%v"M - F' (0,27, v)

+ ?-:(w’zsn,x)— ‘Fl:(wazﬂ{) ’

aveec Vv =Xx - z = h(x). On en déduit :
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¢ % =n t n,u
=n n,u U @0,
E [fo l?- - ? l dAs] i JPh(dw,dZ,dV) [{0 !‘f s (w,Z,V)
~ n R~ s N
'Y S - a _@u
-9 S(w,z n,v) IdAs(w)] + JP (dw,dz,dx) [L i‘fs(w,z LX) ‘fs(“”z:x)l dAs(w)]'
Par conséquent on a bien le résultat d'aprés les lemmes (5.31) et (5.37).2

On note Bmc(—ﬁ) 1l'ensemble des fonctions U : 2 >+ R qui sont mesurables

. . . z 3
bornées et telles que U(w,z,x) soit %s-—contmue sur D°x D pour tout

weE Q.

- (5.39) Définitionm. On note gmc(?f) L'ensemble de toutes Les probabiliteés

sun (,%) mund de La topologie £a modins fine rendant continues Les 4onctions

Wru@, ves (@M. ®

Puisque ?‘1 = P pour tout n>0, et que les 2 suites @n‘IDZ)rpO et

(" x) pour la situation (4.37), et la suite ) pour

G
>0 DZx X n>0

D

la situation (4.34), sont relativement compactes, la suite (-]5-n)n est

>0

aussi relativement compacte dans gmc(ﬁ) d'aprés le théoréme (3.3) de [10].

S1 P est une probabilité limite de la suite @n)n>0’ alors la probabilité

Fh définie sur (mez x D’

, ¥ x D°x D) par P, (AxBxC) = P(AxB xh™H(C)
est une probabilité limite de la suite (?;1 ) n>0 qul est é&videmment aussi

relativement compacte. N

Posons V = X-2 = h(X) ; Y' = (Y,z2,v+2) ; U'(w,z,v)_= U(w,z,v+z) avec

UEB . & ;

et enfin : E'u(w,z,v) = Eu(w,z,v‘i-z), ot O est dé&fini comme dans (4.18) ; ce

qui donne, d'aprés (4.19)
Y = ei<ul?’_> Fou . N
(5.40) Lemme (situation 4.37)). La fonction U'(w,z,v) = U(w,z,v+z) pour

ues (@) , et, pour tout t3>0, Les fonctions ¥ (w,z,v) et E'z(w,z,v)

500 -continues wr DY
owt%s co nu en v 4 DYIAY|'
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Démonstration. Pour z €D~ fixé&, la fonction v > v+z est O -continue,

donc Es-continue sur }D;IAYI d'aprés (5.32) ; et puisque U est fs-continue

en x, la fonction composée v - U(w,z,v+z) = U'(w,z,v) est %'s -continue

\\’(!AY{'

v . vy
de montrer qu'elles sont %u—continues en v sur ]DYIAY!. Puisque x ~ Yt(w,z,x)

sur D Pour les autres fonctions, il suffit, d'aprés (5.32) toujours,
est Zu—continue pour tout ¢t >0, la fonction composée

—_ —_ ., v P .
v > Yt(w,z,v+z) = Yt':(w’z’v) est %u-contmue sur ]DY]AYI. On déduit de cette
derniére propriété, ainsi que de l'hypothése (4.38), de la majoration (4.14)
et d'une application du théordme de Lebesgue, que 6’1; est aussi ‘eu-continue
en v sur D' .

v|aY

On peut alors démontrer le théoréme (5.2).

Démonstration du théoréme (5.2)

Démontrons d'abord le cas de la situation (4.37).

Supposons que la suite eh tend vers la probabilité limite P dans M=mc(§).

w0

Montrons que P est une solution-mesure de l'e.d.s. (1l.1).

= = =n
Ona P 9 P, Xo x, et Zo = 0 P-p.s. puisque P Q P, Xo x, et
Zo =0 _Pn-p.s. pour tout n.
' m+2d

Chois{sons‘e comme dans (4.16). Pour u€R , posons alors :

<ul|Y> <uly
M= ei ulY - Eu, Mt = ei uIY> - En,u’ T stant d&fini comme dans (4.18) et
Y stant défini par (5.6) avec k = nz.

Soit A = {t : F(AZt #0)=0}.Soient tE€A et UEBmc(ﬁ) ﬂzt. On peut &crire,
d'aprés (4.19) et (5.7) (avec k = no)

(5.41) E (UMD - E(UM) = [}_Z?I(U'ei<u'Yf'Z>) . Eh(u'ei<“|‘ff':>>]

s SV
=0,y F'U T XL
-E T Y - E I,

iculY!> =
Or les fonctions U' e , t et U @'z sont gs—continues en 2z puisque

t€A et d'aprés l'hypothdse (4.40) et la relation &° = <I>F"u + 9", et sont
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v

%S-continues en Vv sur IDYiAY]

d'apré&s le lemme (5.40). Puisque

-15;(3327{) = 1 pour tout n, ce qui implique fh(IDY{) = 1 puisque les coupes

D% x m\\;]AY(u))l de ]D:'; sont %S—fermées dans D*x D’ et

d'aprés la proposition (2.11) de [8], on en déduit que les premier et
troisiéme termes du membre de droite de (5.41) tendent vers 0 quand n + +®;
le deuxiéme terme tend aussi vers O quand n + +®d'aprés (5.38). Donc on a,

pour tous tE€A et UEBmc(ﬁ)ﬂzz

ENU M) = E(UM).
Puisque M" est une §n—martingale d'aprés (5.17) et le théordme 1 de [4], on
en déduit que :

E - = € _n;.,
E[U(Mt Ms)] 0 pour tous s,t€4 avec s<t et UEBmc(Q) gs

Par un raisonnement identique 3 celui utilisé dans la démonstration du
théoréme (3.2) de [15], on montre alors que le processus M est une P-
martingale sur (T?,S) pour tout u€ ]Rm+2d. D'aprés le théoréme 1 de [4]
encore, on en déduit que Y est une —lg-semimartingale de c.1. € défini
par (4.17). Par conséquent, d'aprds le théoAréme (3.3), P est bien solution-
mesure de (1.1).
Le cas de la situation (4.34) se traite de la méme fagon en utilisant la
gs-continuité de T par rapport 3 % = (z,x) d'aprés (4.36), et le lemme
(5.26). ®

On va maintenant &tudier le cas général qui se déduira du cas particulier
du paragraphe précédent en arrétant Y et € 3 des t.a. bien choisis et em

montrant que l'e.d.s. (1.1) correspondante admet une solution-mesure.

§ 6 - CAS GENERAL : DEMONSTRATION DES THEOREMES (4.34) et (4.37).

On a d'abord le résultat suivant.

(6.1) Théordme. Sous Les hypothéses du théornime (4.34),0u du théoneme (4.37),
et 8L T est un t.a. tel que XT 504t bonné, AL existe sun (ﬁ,i) au moins

une Aolution-mesune de £'e.d.s. swivante :
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T T
dXx = F (2,%) dY_+dz, [€ (z,%)],

(6.2) X

]
»

Démonstration. Montrons que les hypoth&ses du théoréme (5.2) sont vérifides

pour F,YT, z, X et QL.

D'aprés les relations (4.4), on a pour ‘GT : BT = b'XT,CT = C'XT,

T T . o,T .
vi(dt,dE) = Nt(dE)d,At » avec des relations analogues pour ©° triplet des

c.l. de YT ; on en déduit, d'aprés (4.6)

I welly it
i<d
pour tout t. Donc l'hypoth&se (4.26), ainsi que la condition (5.1), sont

) +C ) + (lE!z Al) = vl < XT avec en outre E(XE)E_E(XT)< e

vérifiées. L'hypoth&se (4.25) est aussi vérifide pour vl Les hypo-
théses (4.23), (4.27) et (4.35) pour la situation (4.34), et (6.23), (4.27),
(4.38) et (4.39) pour la situation (4.37), portant sur les élé&ments inchangés
F et JU, restent valables ici.

m+2d

Pour u = (ul,uz,u3) ER , les fonctions :

T - T
grFot o ei<u|(Y_,Z_,X_)>¢fF,(u1,u3). AT et Q,usei<u|(Y_,Z_,X_)>(()(u2,u3).2:'r

sont, 3 des facteurs déterministes en z et x pré@s, égales respectivement 3
F,u,T u, T - - ' -

(¢°?7)" et (¢7)", et vérifient par conséquent 1'hypothdse (4.36) pour la si-

tuation (4.34) et (4.40) pour la situation (4.37).

Donc toutes les hypothéses du théoréme (5.2) sont satisfaites. On en déduit,

d'aprés ce théord@me, qu'il existe une solution-mesure FT de (6.2) sur @ig@.l

(6.3) Remarque. Si les hypothéses du théoréme (6.1) sont satisfaites, on
affectera systématiquement de la lettre T, comme on l'a déji fait pour Y, ¢
et P, tous les processus, c.l. et probabilités considérés au paragraphe 5
et qui permettent de montrer l'existence d'une solution-mesure de 1l'e.d.s.

T,n

(6.2). On écrira par exemple %€ 1l'arrét de ‘GT en n, défini comme 1'est 8" ;

de méme on notera ?T’n la solution-mesure approchée de (6.2) correspondante 3
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T,n . Y
@ " et construite comme au lemme (5.14). On sait que PT est la probabilité

limite dans L’Imc(ﬁ) de la suite (FT’H) et qu'elle fait du triplet (YT,Z,X)

n>0’

une semimartingale de c.l. ‘-e—T, ‘é étant défini par (4.17) (voir démonstration

du théoréme (5.2)). B
Voyons maintenant deux résultats techniques dont nous aurons besoin pour

la démonstration des théorémes (4.34) et (4.37).

(6.4) Lemme. Sous Les hypothises du thionlme (6.1) , on a : z=zT ?T-p.s.,

T T

et par consBquent : X = X Pep.s,et (Y1,2,X) = T° Pl-p.s.

Démonstration. Soient F = {Z = ZT} = {(w,z,x) : z=zT(w)}E Z, et

F' = {(w,2) : z=zT(m)}E gxgz. Puisque la suite (FT,n) a pour limite

n>0
-~T — A . . *T,n _ 5T,n )
P~ dans gmc(Q), la suite des probabilités marginales (P =P Q x D2 n>0
, «T =T .. T
a pour limite P =P oxpz + Comme, d'aprds le lemme (4.5) de [15], z = 2
«T T T

P -p.s., et que F = F'x ]DX, on en déduit que : Z = Z° P -p.s. aussi.

Puisque X = x, * F(X) °YT + 2 FT-p.s., on en déduit que : X = X, +F(X)°YT+ZT

P'-p.s., c'est-d-dire X = XT —P_T-p.s. n

i<u|—3LEF

(6.5) Lemme. Sous Les hypothises du théorneme (6.1) , 44 M=e ,ol

=g g%, akons MT est une Pl-martingale sur (0,®  pour tout ue€ Y,

Démonstration. D'aprés le théordme (6.1) et le théoréme 1 de [4], le processus

. T , T , T
M = eJ.<u|(Y yZ,X)> e1<u](Y_,Z_,X_)>?F,(u1,u3). Aff _ e1<u|(Y.,Z_,X_)>¢f(uz,u3)

= — = +2d
.XT est une PT—-martingale sur (Q,i) pour tout u = (ul,uz,u3)e r® . I1

suffit alors de voir que M' = MT T’-T-p.s. d'aprés le lemme (6.4). R

Démonstration des théorémes (4.34) et (4.37).

Puisque les processus A° et A(w,z,x) défini par (4.2) sont 3 sauts bornés,

-

- v -
on peut choisir A', et par conséquent A aussi, 3 sauts bornés. Puisqu'en outre

Ke?ng, il existe alors une suite -(Tp)p> de t.a. prévisibles >0, croissant

>0

P-p.s. vers + o telle que RJT soit borné pour tout p >0.

T

On peut alors considérer la suite (P P )p>0 des solutions-mesure des e.d.s.
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(6.2) avec T prenant successivement les valeurs TO,Tl,...,Tp,..., chacune
des probabilités P P stant limite de la suite de probabilit&s approchées
_Ip,n

63 )QZO°

Montrons que cette suite est relativement compacte dans ﬁmc(ﬁ)' Puisque
? p] = P pour tout p>0, il suffit, d'aprds le théordme (3.3) de [10], de
Q

) et

montrer, dans la situation (4.37), que les deux suites (5 P 2’ p>0

D

T
(® P x) 0 le sont.Pour la premidre suite, c'est exactement la méme démons-

D
tration que dans celle du théoréme (2.11) de [15]. Pour la deuxidme suite,

calculons les c.1. ¥" de X pour PP ; on trouve :

t T T
" = e, P P
Vv'([o,t] xA) j f a2V (ds,dy) 1,(F_y) + f g vV (o,tlxd8) 1,(8),
o 'R R
ac Rxmd) ;
o T T mT ' t
B" =FB? P4+BP; ¢c"=c"er p, avec ¢" =Fc® F +ec.

On en déduit, d'aprés (4.5), (4.6) et (4.23), que :

' T
At = ] D +ethy v (g2 an s v < 2+v?) KR < 2+vD) R
1<d

pour tout p>0.

De méme on a :
T TpAt
v'([o,t] x{|E]>a}) < v°* P(lo,t] x{]|y| >$J) + f dxs sup Ns(fl€l>a})
0 zZ,X

t
< Vo([o,t] X{IYF>$}) + Jo dxs sup Ns({|E|> al) pour tout p ;
z,X

le dernier membre de cette double inégalité tend vers O quand a ** d'aprés
1'hypothé&se (4.27) et le théor@me de Legesgue. Puisqu'en plus Xo =X
T T

P

§'P_p.s_ pour tout p, la suite (P Hf()p>0 est bien relativement compacte

d'aprés le théorime (2.17) de [7]avec l'hypothése (2.6).

Pour la situation (4.34), on montre de la méme fagon que la suite (P P 2 12
D"xD™ p>0

est relativement compacte en s'inspirant des calculs faits dans la démonstra-

tion du lemme (5.18).
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T
Soit P une probabilité& limite de la suite (P F) dans M (Q).

p>0 =mc
Montrons que'F est solution-mesure de (1.1). On a Pl = P,Xo = X et

)
Zo = 0 P-p.s. puisque c'est vrai pour PP pour tout p. Supposons pour

T
1'instant que P coincide avec P P sur g& _ pour tout p.
P

Choisissons @' comme dans (4.16). On sait, d'aprds le lemme (6.5), que

i<u|Y> = m+2d.
e ! - %" est une P p-martingale pour tout p et tout u €R 2

M =
On montre alors exactement comme dans la démonstration du théoréme (2.11)
de [15] que M est une P-martingale locale sur (ﬁig). D'aprés le théoréme 1
de [4], on en d&duit que Y est une P-semimartingale de c.l. € défini
par (4.17). Par conséquent, d'aprés le théor&me (3.3), P est bien solution-
mesure de 1'e.d.s. (1.1) sur (QJZ).

I1 reste 3 démontrer le ré&sultat suivant.

(6.6) Lemme. La probabilit? Limite P coincide avec P P  sur ¥, _ pour

P
Lout p>0.
Démonstration. On démontre, exactement comme dans le 1) de la démonstration
LTgon T ,n z
du lemme (4.7) de [15], que P coincide avec P P  sur ($£X'£L)T o
P
pour tout £>p et tout n (avec les notations du lemme (5.11)). Comme
Tzsn - ! T ,n
X colncide &videmment avec X P sur [[o,'J.‘p An]l  pour tout 2>p,
_T ,n T,
on en déduit, d'aprés la formule (5.16) définissant P P ,» que P
T ,n
o . = P P >
coincide avec P sur g& A POUT tout n et tout L>p.

La démonstration se poursuit alors exactement comme dans celle du

lemme (4.7) de [15]. B
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