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SEMINAIRE DE PROBABILITES RENNES 1983 

EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES D'UN NOUVEAU TYPE 

D'EQUATIONS DIFFEPENTIELLES STOŒASTIQîïES 

Mohainmed TRAKI 

Laboratoire de Probabilités 
U.E.R. Mathématiques & Informatique 
Université de RENNES I 
Campus de Beauiieu 35042 RENNES CEDEX 

On considère ici 1Téquation différentielle stochastique : 

'dX t - F t(Z,X)dY t + dZt[<g(Z,X)] , 

J X » x , 
\ o o* 

Z - o, 
v o ' 

où Y est une semimartingale donnée de dimension finie, Z R5(Z,X)] symbolise 

une semimart ingale de "caractéristiques locales" (cl.) ̂ (ZjX) dépendant de 

Z et de X, et où le coefficient F dépend de manière prévisible des tra­

jectoires de Z et de X, et on établit l'existence des "solutions faibles" 

de cette équation sous des hypothèses sur F et 6̂ de régularité et de 

continuité mixte pour la topologie de Skorokhod et la topologie uniforme 

sur l'espace de Skorokhod 3D(H + ; lR
d) (d dimension de Z et de X). 

§1 - INTRODUCTION. 

On considère l'équation différentielle stochastique (e.d.s.) : 

fàXt » F t(Z,X) dY t + dZ tfê(Z,X)], 

a.!) K«x o, 
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où Y est une semimartingale m-dimensionnelle donnée nulle en 0 , Zpg(Z,X)] 

symbolise une semimartingale d-dimensionnelle de "cl." ̂ &(Z,X) dépendant 

de Z et de X solution-processus d-dimensionnelle, est une variable aléa­

toire (v.a.), et où le coefficient F = (F^) _ . est prévisible matricie] 

i<_d, 3 <m 
dépendant des trajectoires de Z et de X. 

Une telle équation a été étudiée dans [11] du point de vue des solutions 

fortes ou solutions-processus. Elle généralise les e.d.s. ordinaires corres­

pondant au cas où Z 3 8 0 et le problème de martingales étudié dans [4] , 

[15] et [16] et correspondant au cas où F * Q. 

Le cas Z = 0 a été étudié par exemple dans [9], [10] et [13] où les 

auteurs ont fait intervenir l f espace de Skorokhod 1D = D(IR +;3R^) et un 

autre espace de probabilité filtré (Œ,̂ £,|F,P) , et ont établi l'existence des 

"solutions faibles" ou "sôlùtions^mesure" sur 0, x 1D sous des hypothèses 

sur F de bornitude et de continuité pour la topologie uniforme sur 

l'espace D. 

Dans [15] (ou [16]), on a établi sur Q x ïï) l'existence de solutions 

du problème de martingales correspondant à F * 0 sous des hypothèses sur 

^ de régularité et de continuité mixte pour la topologie de Skorokhod ^ 
s 

et la topologie uniforme sur l'espace D . 

Après une étude succin te montrant qu'on peut ramener dans certains cas 

l'e.d.s.(l.l) au problème de martingales de [15] , nous généralisons ici ces 

travaux en montrant l'existence des "solutions faibles" de (1.1) sur 

Çl x D x D sous des hypothèses sur F et de régularité et de continuité 

mixte pour la topologie et la topologie uniforme sur 1D . 

s 

L'existence de ces ''solutions faibles" est établie en les construisant 

comme limites de suites relativement compactes de solutions approchées 

comme dans les articles [9] et [ 15] dont nous adaptons les techniques à 

notre situation. 
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Lfétude des "solutions faibles" de (1.1) étant complexe dans le cas 

général, pour simplifier le problème et pour pouvoir l'aborder, nous avons 

choisi dfétudier le cas où Z est "quasi-continu à gauche", et où Y 

et Z sont "orthogonaux". 

§2 - NOTATIONS ET DEFINITIONS. 

Nous allons reprendre partiellement les notations déjà utilisées dans 

[15] et les compléter. Nous nous plaçons dans les conditions habituelles 

et utilisons les notations usuelles (voir [5] et [12]). Soit (fi,^5|,P) 

un espace probabilisê filtré. Soit D = B (1R+; lP
d) l'espace de Skorokhod 

des fonctions d-dimensionelles c.a.d.l.a.g. définies sur 1R+, muni des 

tribus l^. » a(x(s), s<t) et 1D 1D^. Dans toute la suite, 1D peut 

^ X Z V 

être noté 3D ou D ou D suivant la variable que l'on considère, 

avec une notation analogue pour les tribus. On note la tribu prévisible 

sur £2 x ]R % l'espace des processus croissants adaptés tels que 
A <roo p-p.s. pour tout t et A • 0. On note (CL)^(f2) l'ensemble des 
t o — = 

triplets ^ » (B,C,V) définis sur Çl qui a priori peuvent être les c l . 

d'une semimartingale q-dimensionnelle, i.e. des triplets constitues de : 

- un processus q-dimensionnel prévisible à variation finie : B = (B^) 

avec B » 0 ; 
o 9 

- un processus adapté continu matriciel C • ( C I ^ ) I avec C Q • 0 et 

tel que - C g soit une matrice q x q symétrique non négative si 

s<t ; 

- une mesure aléatoire (m.a.) prévisible positive V sur TR x IR^ telle que 

V(OJ;{0} xs') - V ( O J ; m +x {0}) « 0 ; 

» 

V(u;{t} x m q) < 1, et v(w;{t}xdÇ) Ç 1 £|^|<i} = AB t(w) identiquement 

v(u;[o,t] x dÇ)(|Ç|
2 Al) <» • 

J m q 
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On note de même (d£LL) q (Œ) l'ensemble des triplets <>5 = (b,c,N) 

définis sur £2 et constitués de : 

- un: processus q-dimensionnel prévisible : b = (k*") .. < 1 

- un processus q xq-matriciel prévisible symétrique non négatif : 

- une mesure de transition positive prévisible N t ( c o;dQ sur ]Rq qui 

intégre |£| 2 Al. 

Si Ç,Çf € ]Rq , on note <Ç|Çf> leur produit scalaire. Si h est une 

p *q-matrice, on note |h| sa norme comme operateur de lRq dans IR^ : 

|hj - sup |ht Ç| - sup ( l ( l ht T)2) . 
C^mq, |c|<i Ç€mq f |ç|<i

 j = 1 k = 1 

T 

Si T est un t.a. et U un processus, on note U le processus arrêté 

en T : U T

t = U T A ; de même si <= (C L ) q (Q) , on note «g 1 le triplet 

arrêté en T : <Ô T » (B T,C T,V T = 1 [j Q T ] ] X ] R q *
 v ) • S i 1 1 e t V s o n t d e u x 

processus, on note U #V l'intégrale (de Stieltjes ou stochastique) de U 
(Z il 

par rapport à V définie par : UrV. » U dV . Si G » (G J ) 
z J 0

 s s i>p>j_q 

est un processus prévisible matriciel et V une semimartingale q-dimenston­

nelle, l'intégrale stochastique G*V est définie par (G^V) 1 * J G"^ . 

Si U est un processus cadlag, on note y U la m.a. sur 1R x(]Rq- {o}) 

associée aux sauts de U par : 

UUCdt,dÇ) - l l { m f 0 } e (dt.dÇ). 
s^u s s 

Si W est un processus défini sur Q x 1R+

 x3R q, on note W * y l'intégrale 

stochastique (i.s.) de W par rapport à la m.a.y définie par : 

w * y t » ( [ w(s,£) y(ds,dÇ). 
j o Jmq 
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Enfin si f est une fonction définie sur un espace E, on note systé­

matiquement par la même lettre f son prolongement naturel à tout espace-

produit de la forme E X E T . 

On pose : 

Tî =» fi XTDZ X]D X ; £ = 7 X D z x ]D X ; ̂  = H ? x m z x J)X ; 
— = = =t _ ^ = s = s 

s>t 

X (u>,z,x) = X (x) = x(s) ; Z (a),z,x) = Z (z) = z(s). 
s s s s 

Les données de notre équation (1.1) sont : 

- une semimartingale Y m-dimensionnelle sur (fi,7,*F,P) telle que Y Q

 3 8 0 

et de c l . <g° » (B°,C°,V°) ; 

- un processus matriciel prévisible F - (F*^).^, .^ défini sur fi ; 

i<d, 2 < m 

- un élément ^ de ( C L ) d (fi) ; 

- une v.a. x & -mesurable à valeurs dans 1R^. _ 
o =o • 

Définissons maintenant les solutions-mesure de (1.1). 

(2.1) Définition. On appoIZd AoluJxon-mçAuAz de (1.1) totutz pKobahiLUâ P 

4UA (fi,f|) tzlli que : 

l) P L = P, X = X et Z = 0 P-p.s. ; 'fi ' o o o f y 

£1} pouA la pKobabÂJLiXz "p, Y e6£ une 6<mimaAtlngcUL<i de mêmeac^. que 
pouA P; 

pouA &t pKobabXJUXz P, Z eô£ une &2jrtijtnaAJU.ngaJL<L de c .£ . ^ ( O J ^ X ) ; 

iv) On a, 7-p.s. : 

X (x) =* xo(cu) + [ F (o),z,x) d Y (a)) •+ Z t(z). • 

Remarquons qu'alors X est aussi une semimartingale pour P. 
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Rappelons une définition dont on aura besoin : Si <Q = (B,C,v) E (C.L)C- (Q) 

et si Y est un processus cadlag adapta q-dimensionnel sur Q, on définit, 

pour tout u €S]r5, le processus prévisible à variation finie et à valeurs 

complexes suivant : 

(2.2) = e

i < u l * - > • [i<„|B> - f u | C r u> + ' ( e i < U i ? > - l - i < u j Ç > l - | c | < l V 

v([o,t] xdÇ)] -

§3 -' SOLUTIONS-MESURE et PROBLEME DE MARTINGALES. 

Introduisons d'abord les notations suivantes. 

Notons <6' = (B',C',V') un élément de (CL) (îî) tel que, en utilisant 

l'écriture matricielles pour B' : 

r v'(a),z,x)(dt;dy x m d ) i { ^ o } = v°(o);dt,dy) ; 

V(a),z>X)(dt;m
mxdÇ) l ^ ^ j -. v(u,z,x)(dt,dÇ) ; 

/ B ° t ( ù ) ) " L m +d 3̂  l{|y|<l<|(y,Ç)|} V(a),z,x)([o,t];dy,dO\ 
(3.1) < B't(u3,z,x) =j ] ; 

\B c( W,z,x) - j . Ç l ^ ç i ^ j ç )|}v'(u,2fx)(to.t];dy,dÇ)J 

C f l j (a),z,x) = C ° , 1 : î ( o o ) pour i,j<_m ; 

N C'ij(a),z,x) » C i " m , : i ' " m ( a 3,z,x) pour m<i,j<_m+d; 

où, pour yEiR m et Ç^Et^, 0 n a noté Ç' « (y,£) le vecteur de IRm+(* 

tel que : = y* pour i_<ni et Ç'* = ç*~m p Q u r m<i£m+d. (Remarquons 

que B' dans (3.1) est défini de façon analogue). 

Soit l'opérateur H » ( F I ) , I étant la dxd-matrice unité, défini par : 

H(y,Ç) = Fy + Ç. 
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On suppose qu'il existe A € ^ n \ T +

 t e l q u ' o n a i t i e s factorisations 

suivantes de B',C',v' par rapport à Â : 

B ' = b'-Â ; C* = c'« I ; v*(dt,dÇ*) = N ' (dÇ') dX t, où <2f ' =(b',c',N') 

€ (d Ç L ) m + d ( Ï Ï ) . 

Notons alors <g = (B,C,v) un triplet appartenant à (£Lf + 2 d(ÏÏ) tel que, 

en adoptant l'écriture matricielle encore : 

/ V(ufz,x)([o,t] x A ) - V(to,2,x)(ds,dÇ') lA(Ç',HaÇ'>, A€â(lP m + 2 d) ; 
Jo J m m û A s 

/ B ' t K Z , x ) - £ | ^ + d Ç ' l {|ç.|< 1 <| (ç. f H aç, )| }V(a»,«, ac)(d.,dr)\ 

( 3 . 2 ) < B t(u, 2,x) = - B' (OJ.Z.X) ; 

\ H(U),z,x) • B» (w,z,x) / 

( C ' C , t A C(a),z,x) = c(a),z,x) • A(oû), avec c = f ) 
\ \ Hc f H c ? t H / 

On note Z' » (Y,Z) le processus m+d-dimensionnel sur Q défini par : 

Z 1 1 - Y 1 pour i<m et Z' 1 = Z*~ M pour m<i<m+d. On pose de même Y =» (Y,Z,X) 

processus m+2d-dimensionnel sur Œ défini de façon analogue puisqu'il s'écrit 

aussi : Y = (Z',X). • 

On a alors le résultat suivant. 

(3 .3 ) Théorème. Unz plobablLiZz P 4uA' (Œ£p une 60luZLon-wzAuA.Z dz 

l'z.d.A. (1 .1 ) ^ e£ 4eo£eme/t£ 4^ en a ((2.l),i)) et ^IL existe 

<6' e (c .L) m + d (Â) v&tt£ûwt ( 3 .1 ) tzl ouz Iz pioczàtu* Y = (Y,Z,X) toit 

une AmimcuuUngcLlz dz c.£. ^ de^nxe* paA ( 3 . 2 ) huJi VzApacz (Œ,5,Ç!f,P) . 
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Démonstration. Si P est solution-mesure de (1.1), alors on a les propriétés 

i) à iv) de la définition (2.1). On en déduit que Z ? est une P-semimartin-

gale, et qu Ton a aussi : X = X q + H.Z
T P-p.s. Si on prend alors pour ^ r 

le triplet des c l . de Z' pour P, qui vérifie évidemment (3.1), on en déduit 

la condition nécessaire dTaprès le théorème (6.3) de [ 6] . 

Inversement s'il existe un tel (S', alors, d'après le même théorème, Z T est • 

une P-se&imartingale de c l . ^6', ce qui implique que -Y et Z sont aussi des 

P-semimartingales de c l . respectives et on a. P-p.s. : 

X • x + H.Z', ce qui s'écrit aussi : X = x + F.Y + Z P-p.s. • 
o o 

Par conséquent, pour montrer qu'une probabilité P sur est solution-

mesure de (1.1), l'idée sera de choisir le triplet c6 f vérifiant (3.1) conve­

nablement et d'appliquer la condition suffisante du théorème (3.3). 

On vérifie, en remplaçant H et B' par leurs expressions, que le processus 

défini par (2.2) associé à Y et au triplet <g défini par (3.2) s'écrit, 

pour tout u : 

( 3 . 4 ) ? t ( ù J , z , x ) = ei<u|Y_(0),z,x)> . [ i < u | ( 5 ^ ( 0 3 ) , B^to.z.x), F(a),z,x) •B'(o)) 

+ Bt(a>,z;x))> - j<u|ct(aj,z,x)u> 

fC f , i<u| (y,Ç,F (03,z,x) y + Ç)> 
J o J ^ m + d . ^ 

" 1 " i < u | ( y l{\y\<lVK 1{\1\<\Y Fs ( t J' 2> x> y l{\y\<l} 

+ Ç 1{|ç|<i}>>> v'(to,z,x)(ds,dy,dÇ)] . • 

§4 - THEOREMES D'EXISTENCE. 

Introduisons d'abord un certain nombre de notations. 

Dans toute la suite, les variables co ou (w,z,x) peuvent ne pas figurer 

dans les expressions écrites pour ne pas alourdir l'écriture. 
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Posons : 

(4.1) A° = I W B 0 ' 1 ) + C 0 , i i ) + (|y|'?M) * v° ; 
i<m 

(4.2) A(w,z,x) = l (V^^w.z.x)) + C i i ( (0,z,x)) + (|C|2Al) -K v(œ,z,x) : 
i<d 

A° et A e 3> n V + . 

S'il existe un processus tel que : 

A(U),z,x) < A ' ( 0 ) ) pour tout (a),z,x) € fi, 

(i.e. A'-A est un processus croissant), on posera : 

(4.3) A a A° + A f, 

et on considérera dans toute la suite les factorisations suivantes de 

^° « (B°,C°,v°) et de *ô = (B,C,v) par rapport à A : 

f B ° « b°-A ; C° * c°-A ; v°(dt,dy) = N°(dy) dl ; 

^B b«A ; C - c*A ; v(dt,dÇ) = N t(dQ dA t ; 

on S° » (b°,c°,N°) € (d£L) m (fi), et U = (b,c,N) € (dcy d (fi). 

o ^ 
Alors (4.1), (4.4) et le fait que A < A impliquent : 

(4.5) |b°| + l c ° » l i

+ f (|y|2 Al) N°(dy) < 1. 

i <m J m m 

De même (4.2), (4.4) et le fait que A < A impliquent : 

(4.6) |b| + l c 1 1 + (|Ç|2 Al) N (dÇ) < 1. 

i<d J m 

_ c _m+d 
Pour u SIR , posons : 

(4.7) *f*'U(w,z,x) = i<u| (b° t(u), Ft(w,z,x) b°t(w))> 

, f c!(œ) c°(w) S (co,z,x) \ 

- ± < u | | o t U > 

\Ft((jO,z,x) c°t(o)) Ft(w,z,x) c°(to) F t(w,z,x)/ 

+ j (• 1 < U , ( y» P t ( w ," , x ) 7 ) > - 1 " i<u|(y,F t(o ),z,x)y)>l { | v | l l })N°( W;dy). 
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Pour u 1R , posons de même : 

/ct(0),z,x) c t(^,z,x)\ 

( 4 . 8 ) ^(w,z,x) = i<u| (b t(w,z,x), b t(0),z,x))>
 u > 

\c t (0), z,x) c t(^,z,x)/ 

+ f (ei<u|(Ç,Ç)> _ t _ i < u j ( Ç ) Ç ) > l {|ç| < l }) N t(^,z,x)(dÇ). 

On déduit de ( 4 . 5 ) que le processus *fY'n défini par ( 4 . 7 ) est borné si 

F l fest, c'est-à-dire que, si u e ]R m + d et Y € 1 R + , on vérifie facilement 

qu'il existe une constante Y ' G 1 R + indépendante de b°,c°N°, mais dépendant 

de u telle que : 

( 4 . 9 ) I f J f Y - | ? * ' U | 1 Y ' . 

(voir [ 1 0 ] , relation ( 2 . 1 2 ) ) . 

On déduit de même de ( 4 . 6 ) et de ( 4 . 9 ) , en y faisant F = I d xd-matrice 

unité, qu'il existe une constante et indépendante de b,c,N, mais dépendant 

2d 
de u^lR telle que : 

(4.10) |f^(u,z,x)| £ a identiquement. 

Dans toute la suite, si u^lR m +^ d , on posera souvent u - ( u ^ u ^ u ^ ) , où 

u l • ( u l ) i < m e m ^ U 2 = < u \ < i < m + d

 S * * • e t u 3 " ( u i W i < m + 2 d S * * • 

A partir de u, on formera les vecteurs u^j * ^ ul» u3^ € lR m + d e t u23 " ^ u 2 , u 3 ^ 

2d 
^ 1R définis de façon analogue. 

_ / \ ̂ = —.m+2d 
Posons encore, pour u • (u^,^,^) fe 1R : 

( 4 . 1 1 ) **' u (W,2,x) - e
i < u | Y - ( W ' 2 ' x ) Y , ( U l ' U 3 ) ( w ^ ^ ) ' A t ((-) ; 

( 4 . 1 2 ) ((0,2.x) - ei<u|Y.(a),z,x)>^(u2,u3) ^ x ) m . 

( 4 . 1 3 ) ft (w,z,x) -ll'inWht*,z,x) * « f t U 2 , U 3 ) ( W ' z ' x ) -

On déduit de ( 4 . 9 ) .et de ( 4 . 1 0 ) que : 

( 4 . 1 4 ) 1 ^ ( 0 ) , z , x ) | _< a +Y' identiquement. • 
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Si l'on choisit le triplet ̂  vérifiant ( 3 . 1 ) tel que : 

rv f (o),z,x)(dt,dy,dÇ) = v°(o>;dt,dy) e_(dÇ) + v(o>,z,x) (dt,d£) e (dv) ; 
( 4 . 1 5 ) / ° ° 

C f ̂  (a),z,x) = 0 pour j<m<i<m+d ; 

alors cela définit complètement les triplets c € 1 et <g défini par ( 3 . 2 ) . 

Leurs expressions deviennent en effet, en utilisant l'écriture matricielle 

et en notant fi. la d xm-matrice nulle : 

f v r comme dans ( 4 .15 ) ; 

(4.16) /b°\ fc° \\ 

( B ' - ( b ) ; " " ( o c j ! 

/v([o,t]xA) - f f v°(ds,dy) 1 (y,o,F y) + f ,v([o,t]xdO l.(o,Ç,Ç). 

A 6 | i m + 2 d ) ; fB° " Y lri I , \, s u * V° - B°\ 

7 {|y|<l<|(y,Fy) } 

B " Ç l ( | ç l l i < | ( ç , ç ) | } * v = B ) ; 

F»B° + B / 

- _ f'° ^ \ 

C « c*A, avec c *{ £ c c j . 

V> \Fc° c Fc° 

On a alors le résultat suivant. 

(4.18) Lemme. S^L Iz t/Upldt <6f v/£fcc£ce OlxA&l ( 4 . 1 5 ) , Iz plOC2AALU> ^ 

dzfavU pan. (2.2) <U6ocll à Y qX à <& b'zoJvut : V1 = $ F , U + $ U , ce 

qiu, donne, d'ap/iè* ( 4 . 1 1 ) , ( 4 . 1 2 ) e£ (4 .13 ) : 

( 4 . 1 9 ) T - e ^ ' ^ f 1 . A. 

Démonstration. Si on remplace, dans l'expression ( 3 . 4 ) du processus ^ 

associé à Y et au triplet ^5, ce dernier par sa nouvelle expression (4.17), 



- 12 -

et si on écrit : 

ei(r+r')_ 1 _ (gir.jj + (g117'-!) + ( e

l r-l)(e i r'-1), et qu'on sépare les 

termes en et les termes en^S, on vérifie bien que l'on a : 

On déduit de (4.14) et de (4.19) que l fon a : 

(4.20) |*^(o),z,x)| < (a + Y ? ) ^t(u>) identiquement. 

On considère les topologies suivantes sur ID : 

- ̂  topologie de Skorokhod ; 

"*^ u topologie de la convergence uniforme sur les compacts ; 

- la topologie uniforme définie par la distance : 

(4.21) 6(x,xf) - sup |x(t) - x f(t)|. 
t 

On sait que la topologie ^ est plus fine que la topologie ^ , ce qui 
u s 

entraîne que la ^ g-continuitë sur 3D est plus forte que la ̂ >u-continuitë. 

De même la topologie uniforme sur ID est plus fine que la t o p o l o g i e ; 

mais pour une fonction prévisible, sa ̂ u~continuité est équivalente à sa 

continuité pour la topologie uniforme. • 

On a alors un premier théorème d'existence dont les hypothèses permettent 

de se ramener à la situation du problème de martingales de [15]. 

(4.22) Théorème. LzA hypotkz&QA ALbivanteA ^rtptlquznt Vexcatence d'au moivu* 

une &olutLon-mt4>uAz de l'z.d.A. (1.1) : 

(4.23) le. cozfâlcÀZYit F u t boxnz : H <Lxû>tz une comtantz Y G I R + ttltz 

quz : |F (w,z,x)|^ Y idznJxquzm&yvt ; 

(4.24) \P(to;{t} xn
m) =0 IdzYvUquLWZVVt ; 
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(4.25) v(u) > Z j X) ({t} x lR
d) = 0 ld&n£l.qu2Mznt ; 

(4.26) U zxlùtz A f € 2 n % t z l ^ : 

A(o),z,x) < A 1 (OJ) pouA tout (oo,z,x) £ Q ; 

(4.27) lim sup N (gû, z ,x) ( { | Ç | > a}) = 0 pouA tou6 0 ) € Q zt t > 0 ; 
at°° z,x 

e t : 

(4.28) Voua tout (o),t) dan* unz paAtiz plzinz dz Jîx p pouA £a n?e4u/te 

P(doo) x dA (eu) , e t pouA tout u e n 2 d , lz6 applications 

(z,x) F„(a),z,x) e t (z,x) -> *f\(u),z,x) 4 ont: 1% -continua AuA 

t • t s 

TDZ x d x

; 

ou : 

(4.29) PouA tout t >0 e t tout u € m 2 d , -c£ exl&tt 2 applications F' 

e t * f d é £ ô u . e i 4u/t Œ x ]R 2 d , boAnêei e t teJileJ> que. l u applications 

(n,Ç) • * F' (u,n,0 ^ (n,5) •*• ̂ f'u

t(u,n,0 40-cent continue* 

pouA tout ox€fl , e t que : F (a>,z,x) = F' (w,z(t-), x ( t - ) ) 

et *fï<w.*.*> - f t ^ a U - ) , x ( t - ) ) . 

Démonstration. Choisissons comme dans (4.16). Considérons le 

triplet 4 - (B,C,v) S (ç L) 2 d (À) défini par : 

V([o ,t] x A ) = v°(ds,dy) l.(o,Fv) + .v([o,t] x dÇ) 1 A(Ç,Ç), 
Jo 'm™ A S JIP 

(4.30) « g « ^ B - Ç l C | ç | < l < | « . 0 | > * V - : \ , 

\ F • B° + B / 

avec B° • B° - y 1 r | • | , _ x 1 v ° ; 
i|y|fl<l(y,Fy) |> 

^ ^ o, o, / c c \ 
C » c • A avec c = [ _ l. 

^ \ c Fc F + c j 

Dfaprès (4.4), (g se factorise par rapport à A de la façon suivante: 
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/ v(dt,dÇ) = Sf (dÇ) dA t, avec : 

V A ) = | m N t ( d y ) V ^ V * + { d N t(dÇ) 1 (ç,ç)f Ae|(m 2 d) ; 
1R 1R 

« , n J * ft > & . r * " ' * * 5 i(i«iii<i«.oi}"'cd° " M 

Q^.31) a B = b • A, avec b - I 

avec S° - b° - Jmm y l { | y | < l < | ( y , F t y } | } «°<dy> ; 

^ C = c 'A avec c comme dans (4.30). 

Montrons que les hypothèses du théorème (2.11) de [15] sont vérifiées pour 

'V "\i 

X = (Z,X) et % sur l'espace (Œ£) et par rapport à la variable x =• (z,x). 

On a, d'après (4.5), (4.6) et (4.23) : 

(4.32) l (VOS1) + C U ) + (|Ç|2 Al) * v < ( 9 + y + 2y 2) A. 
i<2d 

De même on a : 

N t({|Ç|>a}) = N^({|F ty |>a}) + Nt<{|(Ç,Ç)|> a}) < N°({|y| >^}) + ^ ({| ç|>^}) , 

donc, d'après (4.27), pour tous OĴ fi et t_>0 : 

(4.33) 11m sup Nt(0),z,x)({|ç| > a » * 0. 
a+<» z,x 

Par conséquent les hypothèses ( 2 . 1 ) et ( 2 . 3 ) du théorème ( 2 . 1 1 ) de [15] 

sont vérifiées. 

^ 2d 
Pour u £ 1R , posons : 

^-l«.|l! t»-i«»|ï t«>.| 2 d ( . ^ - l - K u l ^ l , , 5 | < 1 ) ) \ ( d Ç , . 

On vérifie, en remplaçant ^,c,^ par leurs expressions, que l'on a, 

, _ m 2 d 
pour u - (u 1,u 2) « 1R : 

_ à p . u 2 + *
u 

Tt - Tt » t ' 
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avec, pour u € ]Rd : 

$ F ' U = i<u|Fb°> 4 < u | F c 0 t F u > + f ( e

i < u l F y > - 1 - i<u|Fy> 

• ( 1(|Fy|<i} + ^ l y l l K i C y.Fy)!}» N ° ( d y ) ' 

<fU vérifie aussi (4.28) ou (4.29) puisque F et Y U vérifient ces hypothèses. 

D'après (4.24) et (4.25), A° (GO) et A #(OJ,Z,X) sont continues pour tout 

(co,z,x) £ fl, donc on peut choisir A^ (oo), et par conséquent aussi A # (a)) , 

continues. Alors, si - e i < U ' ( z-> x-> > «jP- £, d'après le lemme (2.9) de 

[15], les hypothèses (2.7) et (2.8) du théorème (2.11) de [15] sont vérifiées 

pour ^ et ^ sur l'espace (Œ,5) et par rapport à la variable x » (z,x). 

Donc, d'après ce théorème, il existe sur (ft,̂ ) une probabilité P faisant de 

- (Z,X) une semimartingale de c l . *è avec P 5 8 P et X Q = (O,X q) P-p.s. 

Or la fonction *P définie par (4.13) vérifie (4.28) ou (4.29) comme F et 

<fU, ce qui implique, d'après le lemme (2.9) de [15], que f11 et T 1 (défini 

par (4.19)) vérifient les hypothèses (2.7) et (2.8) du théorème (2.11) de 

[15] par rapport à la variable x » (z,x). Par une démonstration identique 

à celle du théorème (4.10) de [15] utilisant, entre autre, les hypothèses 

(4.24) et (4.25), on en déduit que Y » (Y,Z,X) est une P-semimartingale 

de c l . % (définies par (4.17)). Par conséquent, d'après le théorème (3.3), 

la probabilité P est sqlution-mesure de (1.1). • 

On a aussi le théorème d'existence suivant : 

(4.34) Théorème. L&6 hypotkzszs Auivantzs impliquent V existence d'au moins 

une Aolutlon-meàuAe de V e.d.4. (1.1) : (4.23), (4.25), (4.26), (4.27), et : 

(4.35) PouA tout (o),t) dans une paAtie pleine de pouA la mesuAe 

P(du>) xdAt(o)) zt pouA tout u£]R , Izs applications (z,x) F (o>,z,x) 

et (z,x) ̂ Y^(^,z,x) sont %^-uyii^o moment continua &ua tout ^-compact 

dC D Z X ] D X ; 
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(4.36) PouA touà u € ]R m + 2 d, co e Q, e t t >0, Ida application* 

(z,x) + 4> F , u (GÛ,Z,X ) e t (z,x) cj)̂ (a),z,x) 4ont % -continua 4uA 
t t s 

Voici enfin un théorème dont les hypothèses de continuité sont plus faibles 

que celles des théorèmes précédents et qui permet de généraliser les résultats 

de [9] et de [ 15 ] et constitue notre résultat principal. 

(4.37) Théorème. Led kypotkc*te> &utvant&> impliouZYVt V zxtbtzncc d'au motn6 

une AoluXion-moAUAZ de l'z.d.A. (1.1) : (4.23), (4.25), (4.26), (4.27),et: 

(4.38) Si F^(a>,z,v) « F t (cû,z,v+z), ^ ^ ( o o ^ v ) « *f ̂ (OÛ,Z,V+Z) , pouA tout 

f\j 

(o), t) danê> une, paAtlc pleine du 0, x 1R+ pouA la me&uAe p(dco) xdA t ( oo ) e t 

pouA tout u £ n 2 d , £eô deux ^(mc£Ze^ d'application* {v Ff

t(u),z,v) > z e ^ z 

zt {v -**f f^( w> z» v)^ 2e]D
z 4 o n / t 2qcUcaKitcnue6 4UA ÏÏ)V muni de £a topologie 

uYiL^ohmz ; 

<4.39) PaoA t o u t (co,t) danà une paAtiz plzÀnz de QX]R + p o u A £a mebuAz 

F(d(D) x dA t ( c a ) e t pouA tout u € m , £ea 2 6amillz& d'application* 

{z + F t ( 0 3,z,x)} x € ; i Dx e t {z ^*f^(co,z,x) 4ont £ ^ unièmement 

equtcontimiZA t>uA tout. ^ q-compact de D z ; 

(4.40) PouA touô u^lR , u)€£2 , x€]D x e t t > 0 , £e* app&toxtton* 

z + $^ , U(OJ,Z,X) e t z ̂  $u(o),z,x) 4ont % -continua 6ua ÏÏ)Z. • 
t t s 

Les hypothèses de continuité des théorèmes (4.34) et (4.37) ne permettent 

pas de retrouver celles du théorème (2.11) de [15], et par conséquent on ne 

peut pas appliquer ce théorème pour les démontrer. Par exemple, d'après les 

hypothèses de (4.34), le processus considéré dans la démonstration 
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de (4.22), n'est pas ^ s-continu en x = (z,x), et donc la méthode utilisée 

dans cette démonstration ne s'applique pas pour établir (4.34). 

On est alors conduit à faire une étude directe pour ces deux théorèmes 

ayant pour but de construire une probabilité P qui fasse de Y une semimar-

tingale de c l . S2 définies par (4.17). Cette étude va consister à raisonner 

par rapport au triplet Y = (Y,Z,X) en utilisant une méthode analogue à celle 

utilisée dans la démonstration du théorème (4.10) de [15]. Comme cette 

méthode emprunte beaucoup à [15] , pour alléger un peu certaines démonstra­

tions, on renverra parfois le lecteur aux démonstrations correspondantes de 

[15] qui leur sont identiques. 

On va mener simultanément les deux démonstrations de (4.34) et de (4.37) 

en indiquant à chaque étape les différences entre les deux situations lors­

qu'elles se présentent. 

La démonstration des théorèmes (4.34) et (4.37) va se faire en plusieurs 

étapes. Nous allons d'abord les démontrer dans un cas particulier, en cons­

truisant des solutions approchées. 

§5 - CAS OU ON A L'HYPOTHESE SUPPLEMENTAIRE: 

(5.1) E(kt) < » pouA tout t > 0 • 

On a alors le résultat suivant. 

(5.2) Théorème. Souà Izà hypothzàz* du tkzoKzmz (4.34) , ou du. tkzoKzmz 

(4.37) , zt la. concLution 6upplzmzntaln.z (5.1), l'z.d.6. (1.1) admzt au 

mo<ùu unz AolutLon-mzAuAz AUA V z&pacz (Œ,5p* * 

Tout ce paragraphe sera consacré à la démonstration de ce théorème, qui 

va débuter par la construction de solutions-mesure approchées. 



- 18 -

§ 5 - a - Approximation des solutions mesures de (1.1). 

Introduisons d'abord les notations suivantes. 

s s— 
Pour tous s>0, x€]D, n>l, on définit s >0, x £1D, x £ ID rar : 

— y — n— 

( 5 . 3 ) s - - si ~ < s < — , s„ - 0 si s = 0 ; 
n n n — n n 

x s(t) - x(s A t) ; 

(x(t) si t < s ; 

x(s-) si t >s (avec x(O-) - x(O)). • 

Pour tous n,k ^ XT, définissons un nouveau processus matriciel 

n k — 
prévisible F ' sur fi par : 

f F t(o),z
t n,x t n) si t < £ ; 

(5.4) F* ' k (oo,z,x) - \ 

/ 0 si t 

De même, pour tous n,k^IN, définissons un nouvel élément 

= ( bn,k } cn,kt Nn,k } d e ( d £ L ) d ( â ) p a r : 

(5.5) bn'k(u),z,x) (resp.c"'k(w,z,x), Nn'k(u),z,x) 

b ( : (( J J,z t n,x t n)(resp.c t(a),z
t : n,x t n),N t(w,z

1 : n,x t n)) si t < | 

= à' 

v 

k 0 (resp. 0, 0) si t >— . 

Par des formules analogues aux formules (4.4), (4.7), (4.8), (4.11), (4.12), 

(4.13), (4.16) et (4.17), on définit respectivement ^ n , k = ( B n ' k , C n ' k , v n ' k ) , 

ç p F ^ ^ u ^ n . k , ^ $ F
n , k , u ^ $n,k,u^n,k,u^ <g,n,k m ^,n,k c,n,k v,n,k^ ^ 

f ° ' k - ( ^ ' V ' ^ ' S à l'aide d e £ n > k et de F ° ' k . 

Alors les majorations (4.6), (4.9), (4.10) et (4.14) se transposent aux 

nouveaux éléments. On vérifie aussi que le processus $ n , k , u , avec u £ 3 R m + ^ , 

défini par (2.2) associé à Y et au triplet ^J n» k s'écrit : 
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/e ^\ "^n»k,u .F ,u , .n,k,u 
( 5 . 6 ) $ » • = $ ' + $ » » , 

ce qui donne, comme dans ( 4 .19 ) : 

( 5 . 7 ) $ n ' k ' u = e

i < u ' Y - > f n ' k ' U • 1, 

et, comme dans ( 4 .20 ) : 

( 5 . 8 ) |$*'k,U(u>,z,x) | < (a + y T) identiquement. 

Dans toute la suite, $n>n2, , ̂ \ p * , ^ ̂  n,n2,u^ 

2 2 2 
j=n,n ,u ,n,n ,u ^ -r-n,n ,u _ _ ^ ne n M I I 
Y , * et $ » » seront notes respectivement dû , , 

, n ^n n q%tï, u , u , n, u ^ -rn > u - . -. — 
T » , Ht » F , T > T » $ E T $ P ° U R simplifier. • 

Soit x une;application de fix ID dans ID qu'on suppose adaptée 

par rapport À la filtration ( 0 y X T N Z > > * P o u r t o u s ((JÛ>Z) e fix]DZ, 
s>t =s = s} t>0 

n - — 

n>l et k>0 fixés, on note Q^ , n ,n' n i a probabilité de transition de 

(fi x D Z , f [ x j) z) dans ( D Z , D Z ) qui fait de Z un PAI-semimartinhale 

de c l . déterministes <e n , k + 1 (oo,z ,x(u),z) sur l^r^i (voir [ 15] , 

définition ( 3 . 1 1 ) , lemme ( 3 . 1 2 ) et corollaire ( 3 . 1 3 ) ) . 

Remarquons que l'hypothèse ( 4 . 2 5 ) implique que, pour tous n>l et k>0, 

on a aussi : V n , k(u), z,x) ({t} x ]R
d) a 0 identiquement. On en déduit que : 

k k+1 

Iz pioczt>6u6 z n'a ,006 de dt^ continuités tlxzà pou/t Q ^ , n , n > n 6u/i 

] n'"^T 1 ( v o i rt 5K théorème ( 3 .51 ) . • 

On va maintenant établir, en s'inspirant des techniques de Ï151 , des 

résultats permettant de construire des solutions-mesure approchées de 

l'e.d.s. ( 1 . 1 ) . 

Voici un premier résultat dans cette direction. 

( 5 . 9 ) Lemme. PûuA 0) € fi zt n ̂ _ 1 £tx24, zt poixA tout k > 0 , ^ ex^6^e 

une piobabiZitz p, 'n 4uA (ID z , B z ) tzllz quz : 

>cj z

0

s o P n - p.s.; 

poo/i £a pKobablZÂXz p 'n , z ^ a n e AZtnhfiaAJtiYigaJLz de c.£. ̂ 6n> (GO,* ,x (a ) / ) ; 
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Démonstration. Elle est identique à celle du lemme (3.14) de [15].. 

Rappelons simplement la formule permettant de construire les probabilités 
k k 

Pa,'n : Pour DS-ft= { A fi B H C : A S l) z . , B G m*'» 
==k/n = k+1 

k+1 n ' 
C S ïï) ' n }, on pose : 

k+1 f k f k k+1 
(5.10) P U' n (D) = Pa-,'n(dz) o u' n»n» n (dy) E-, . (C) 

'A ' B 2 Ç ( y ) 

z k+1 k+1 
où Ç(y) € ® est défini par ; Ç(y)(t) = y(-^—) pour tout t ; 

On définit ainsi une probabilité sur JC, et, comme 1D = a( . elle se 
k+1 

prolonge de manière unique en une probabilité sur JD , notée encore P^' n , 
k 

qui coïncide, d'après (5.10), avec P^'11 sur * * 

On a aussi le : 

(5.11) Lemme. PouA n_>l £ôcë, zt pouA tout k_>0, IL zxtàtz une. pAobabiLltz 

P k / n 4UA (fixD Z,^X©f) tztlz quz : 

#k/ kf 

<L) P n - P et m Zq = o p / n - p.s. ; 

• k / 
tl) poux p n , z e4t une AwùnaAtingaZz de c.£. ^B11* («,x(0) ; 

pooA p k y f n , Y ea>t une 4m^ùncuitlngaZz de même* c £ . quz pouA p ; 

pouA p k^ n , £ e couplz Z' = (Y,z) e*-t ane ^ommoAtingcdiz de c . £ . 

% , n , k(*,x(0) ; 

u) -c£ zxÀMtz t>uA [o,— ] unz AwimaAtingalz x dzfcyUz aua S î x d £e££e que : 
n 

(5.12) X„(to,z) - x (u) + F n ' k ( co,z,X (w,z)) «Yfu) + Z (z) P k / n-p.s. 

t- o e t 

Démonstration. 1) Pour A € et B € ]DZ, posons : 

( 5 . 1 3 ) P k / n ( A x B ) » [ P(dco) P W , k / n ( B ) . 
J A 

On définit ainsi une probabilité sur (fi x 1DZ,3fx JD Z) , et on montre facilement, 

grâce au lemme (5.9), que Z est une Pk^n-semimartingale de c l . ^8n,k(» ,x(#)) 

avec Z q = o P k / n - p.s. (voir [15], lemme (3.16)). 



- 21 -

Puisque p u ' k / n (B) € pour tous s > 0 , B € ] D Z et O J G Q 
S —s 

A^/n 

par construction, toute P-martmgale est une P -martingale, et par 

conséquent Y est une P^n-semimartingale de mêmes c.l. 6̂° que pour P. 

2) Montrons, par récurrence sur k, que Y et Z n'ont pas, 

• k/n k 

P -p. s,, de saut commun sur [o,- ] . C'est vrai pour k = 0. Supposons 

que c'est vrai jusqu'à k et montrons-le pour k+1. Soit (T m ) m > Q
 u n e 

suite de t.a., ordonnés suivant l'ordre croissant, qui épuisent les sauts 

de Y. 
k z 

Si T est un tel t.a. <_ —, alors, pour tout U) € Çl , {àZ^^ ï 0} E ID^/n ' 

et on a : 

k+1 k+l_ 

P n {AZ t i 0} - Jp(du)) P '
 n {AZ T ( a ) ) + 0} (d'après (5.13)) 

k 

= P(do)) P n { A Z

T ( o 3 ) * 0 } (d'après (5.10)) 

k 

- P 1 1 {AZ T ^ 0} (d'après (5.13)) 

» 0 (d'après l'hypothèse de récurrence). 

k k+1 
Si T est un tel t.a. compris entre — et on a, en remarquant que, 

cette fois-ci, { A Z T ( a ) ) f 0} e B 2 ^ 1 1 pour tout a) € Q : 

k k+1 n 
, n , n ' ~ z 

Q {ÀZ-, N ^ 0} » 0 pour tout z ̂  D puisque Z n'a pas de 
Z ( a ) >

 w n * J<±I k k + 1 

discontinuités fixes pour Q * , n* n sur ] —, ] . On en déduit, 
z n n 

d'après (5.10) : 

k+1 k k k+1 
ui, C 03,— w,n,—. 

P n { A ZT(u» * 0 } • • jP n ( d z ) ^z " n { A Z T ( U ) * °
} = °-

k+1 

Cela implique, d'après (5.13), que : P n {AZ T + 0} = 0 aussi dans ce cas. 

Par conséquent c'est vrai aussi pour k+1, donc pour tout k. 
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k 

3) Montrons que <Y C,Z C> = 0 p n-p.s. Posons : 

Y' - Y - S(AY 1 { , A Y | > 1 } ) - B° , Z " = Z S(AZ 1 {, A 2, > 1 }) " B ° ' k . Alors 

Y T e S£(P), et Z"E 4(P n ) pour tout m E Çl d'après (5.9) ; en outrefc 

Y' et Z" sont à sauts bornes ; donc Y T E (P) et Z" E (P n ) . 
=o,loc =o,loc 

k. 

Montrons que L = Y'Z" € ^ ( p n ) , Soient ( T m ) m > 0 et ( $ m ) m > Q deux suites 

localisantes pour Y 1 et Z" respectivement, et T

m

 = T

m ^
 s

m

# S i si.t> 

A S ? B E E>Z on a, Y f T m , Z f f T m et donc L T m étant bornés pour tout m : 

k k 
— • —— 

Ê n(l A X B I > ) - E [ 1 A Y '
T m E ' n ( 1 B Z"J»)] 

k 
• — 

= E [ l A Y^
Tm E ' n (1 B Z"J*)] . 

k 
• -

Or E n(l T 1 Z"
T m) S b J puisque 1„ Z r , T m E b D Z et par construction de 

k B s ^s ^ H B s = s 

p ' n. 

On en déduit que : 
k # k 

k 

- ên(i i > }* 
k A X B 8 k 

Donc L T m E%^(p n), et, puisque T m t +°°,on en déduit que L = Y
f Z'*Et6(pn) . 

Cela implique que [Yf,Z,f] E $ ( p n ) aussi. On en déduit que [Y T,Z f ?] est 
k 

purement discontinu. Par conséquent, on a : <Y f C,Z f f C> « <Y C,Z C> « 0 p n -p.s. 

4) On déduit alors de 1), 2) et 3) que Z f = (Y,Z) est une 

Pn-semimartingale de c l . ̂ 6 f n , k ( * , x ( 0 ) • 

5) Montrons enfin, par récurrence sur k, qu'il existe sur 

[o,~] une semimartingale X définie sur Q x 1D et vérifiant (5 . 1 2 ) . 
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Pour k = 0, il suffit de poser X = x P°-p.s. Supposons que c'est 

vrai jusqu'à k et montrons-le pour k + 1. Si X est la Pn-semimartingale 

définie par(5.12), le processus F n ' k + 1 ( c o,z,X ( o),z)) est prévisible borné, et 

on peut poser : X't(o),z) = x ( w ) + F N > + (CD,Z ,X((jO,Z) ) . Y (a)) + Z t(z) P
 1 1 -p-s. 

^k+1 

on définit ainsi une P n - s emimart ingale. Si t < — , on a : X' = X_ d'après 
— n' t t ^ 

l'hypothèse de récurrence et (5.4). Cela implique, d'après (5.4) aussi, que 

F^ , k + I(a),z,X'(0J,z)) = F£ ' k + 1 ( G û,z,X ( o o,z)) si ^ < t ^ ^ . On en déduit que, 

sur Lo, J : 

k+1 
X't(a>,z) » xo(o>) + F

N , K + 1 ( 0 J,z,X ' ( 0),z)). Y t(w) + Z t(z) P
 n -p.s. 

Par conséquent c'est vrai aussi pour k+1, donc pour tout k. • 

k 

Notons X n , k la Pn-semimartingale vérifiant (5.12), et X N celle corres-

2 

pondant à k « n . On a alors le résultat suivant qui établit l'existence de 

solutions-mesure approchées de (1.1). 

(5.14) Lemme. PouA tout n>l , i l zxÂStz unz pAobabllltz P*1 4uA (fi,g) 

tzllz quz : 

1)1? = ? , zt Z * 0 P^p.s. ; 
fi ° 

-et) pouA p11 , Z Z6t unz 6zmmaAtingalz dz c l . <6n(*,xn(*)) ; 

ÂJL) pouA p 1 1, Y Z6t unz éznumaAtingalz dz même* c l . c6° quz pouA p ; 

tv) pouA P11, Iz zouplz Z' = (Y,Z) Z6t unz AwwaAtingaZz dz c l . 

fc,n<\xnC)) ; 

v) on a auAAt, P 1 1 -p.s. : 

(5.15) xJ(o>,zfx) - X Q ( 0 ) ) + F N (0),z,X N (0J,z,x)). Yt(o>) + Z t(z). 

Poa conAîquznt x n z&t auA&t unz P11 -bmimaAtÂyigaLz. 
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Démonstration. Posons : 

(5.16) P^dcu.dz.dx) = P(dw) p W , n(dz) e (dx) 
X n(u,z) 

= Pn(dw,dz) e (dx). 
X n(eo,z) 

On définit ainsi une probabilité sur (H,S). Puisque, pour tout C ^ ^ , 

( x n ( * ) S c> x]D Z,et d o n c e (C) = 1 e b(& X © Z ) , toute 

x n C ) ( x n ( . ) e c) ^ " » 

martingale pour P est une martingale pour P , et par conséquent Y,Z et Z' 

sont des iP-semimartingales de mêmes c.l. respectives ^Sn(# ,X n(0) et 

<6'n(#
 ,Xn(*)) que pour P n. On vérifie alors facilement les autres propriétés 

du lemme à partir du lemme ( 5 . 1 1 ) . • 

On en déduit le résultat important suivant. 

( 5 . 1 7 ) Corollaire. Le pKoczà&uA Y ZSt unz lP-&zmlman£ingaJLz dz c.l. 

Démonstration. La. relation ( 5 . 1 5 ) s'écrit aussi : 

X n » x + H n . Z f P % . s . , 
o r ' 

avec H n * (F n I), et il suffit d'appliquer le théorème ( 6 . 3 ) de [ 6] . • 

Concernant les lois marginales P 1 1 et P 1 1 pour la situation du 

théorème ( 4 . 3 7 ) , et P pour la situation du théorème ( 4 . 3 4 ) , on a le : 

( 5 . 1 8 ) Lemme. Sous les hypothzSZS ( 4 .23 ) , ( 4 . 2 6 ) Zt ( 4 . 2 7 ) , zt la 

condition ( 5 . 1 ) , £ea SuitzA dz probabilités (p 1 1

 z ^ N > 0 ' ^ D x^ n>0 ^ 

("p11 ) sont AelatlvzmeYvt compactes pouA la topologle dz la convzA-
z T T N X n u 

]D x ïï) — 

gence iaiblz dzs mzsuAzs SUA Izs zspaczs nzspectifa x>z , D X zt J ) z x E x 

munis dz la topologle t> . 

Démonstration. Pour la suite (P11 ) c'est exactement la même démonstra-

tion que dans le lemme ( 3 . 1 7 ) de [ 15] . Pour la deuxième suite, c'est une dé­

monstration analogue à partir des c.l. de X pour P*1 calculées à partir de 

^f1. Démontrons-le pour la troisième suite : les c l . Qn de X =* (Z,X) pour 
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P s'obtiennent par des formules analogues aux formules (4.30). On obtient 

alors, comme dans (4.32) : 

l (V (S 0 » 1 ) + a * ' 1 1 ) + ( |Ç | 2
 A 1) * ^ < (9 + Y + 2y 2) 1 • 

i<2d 

de même : 
rt 

vn(aj.z,x)([o,t] x {|C|>a}) = v ° ( o j ; ds x {| F

n y| >a}) 
Jo s 

+ vn(w,z,x) ([o,t] x{|(Ç,Ç)| >a}) < v°(co ;[o,t] x{|y| >^}) 

+ d l sup N(o)fz,x)({|Ç| >-p} ) ; 
Jo s z,x 3 & 

le dernier membre tend vers 0 quand a t 0 0 pour tout oo^fi d'après l'hypothèse 

<\j Q 

(4.27) et le théorème de Lebesgue. Comme on a en outre : X Q - (O,X Q) P -p.s. 

pour tout n>0, on a bien le résultat d'après le théorème (2.17) de [7] avec 

l'hypothèse (2.6). • 

§5 - b . Démonstration du théorème ( 5 . 2 ) . 

Pour n^l, t>0, n>0 et oo^fi, posons : 

D(n,t,ri) » { Z ^ D z : |Az(r)| <n pour t < r < t} , 

t étant défini par (5.3) ; 

Ô(n,t,n) = {x = (z,x) 6 D Z x D x

 :|A x(r)| £ n pour t < r < t} ; 

î>'(n,t,n) - (x = (z,Xn(co,z)) : z S D(n,t,n/4)>-

On a le résultat suivant qu'on démontre exactement comme on a démontré le 

lemme (3.18) de [ 15] . 

(5.19) Lemme (situation (4.37)). PouA touù e > 0 zt u) <= fi , <U pouA t<n, 

on a : 

P a ) > n(D(n,t ,n) C ) < £ + ^ (l («o) - A. (0))). • 

e(rr M ) c " n 



- 26 -

(5.20) Corollaire, (situation (4.34)). Si T(CO) Z6t le plcuS quand du 

pointa T^tw) (il y en a un nombre fini) de [o,t[ otl y I A Y ^ ̂  (OJ) | >n/2 

aloiA on a , pouA tout e > 0 : 

n ^ - ^ T T - P^ n' X^(n,t,,) C) < C A ^ ) - ^ (0))), 

~ c " Al) n 

. 0 % - a),n,XN,, , \ = ? a ) , n(dz) £ (dx), pAobabitite àuA 
ou l'on a pote : P (dz,dx) x n ^ ̂  " ' 

D z X1DX pooA o)EQ £çx2. 

Démonstration. Si n ^. T , T ( O ) ) 9 l'intervalle ]tn,t[ ne contient aucun des 

points T ( 0 ) ) , donc Y|A Y| £ y sur ]tn,t[ . On en déduit, d'après (5.15) 

n >JZT(Û)> z€D(n ft,J) - | (Az, A X N ) | < | Az | + |AX N| < 2|Az| + 7IAy| < T 

sur ] t

n>
t[ • P a r conséquent : 

n > t ^(a)) Df(n,t,n) £ D(n,t,n), 

d foù l'on déduit le résultat d'après (5.19) puisqu'on a : 

PW> n ' X n(î)'(n,t ,n) C) - P W' B(D(n ft , J ) c ) . • 

Etablissons maintenant des résultats de passage à la limite concernant 

les fonctions et f ° , u . 

(5.21) Lemme. (situation (4.34)). PouA touA % r compact K de D Z x D X , 

ojeft , s >0 et u e n m + 2 d . on a : 

lim E ^ X n [1 | ^ U f a ) , - ) - rCco.Oll - 0. 
(n) K s 3 

Démonstration. On peut supposer s£n. Soit K un ^-compact de D Z x B x 

qu'on peut supposer stable par arrêt et par arrêt strict (i.e. x E K ^ x * , 

x C ~ EK pour tout t >;0). Soit a)€J2. La fonction ^ définie par (4.13) 

vérifie aussi l^hypothèse (4.35) comme F et U . Par conséquent, si £ > 0 , 

il existe n (œ) >0 tel que : 
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(5.22) x, ï' e s , ô(x,x') < nsC«) - i f > ' *> ~ * > . * ' > I < e. 

Soient T^ca) < T 2(w) < ... < T (w) les points t de [o,s[ où 

H (to) 

y|AY > - ~ — . Supposons 1 s s [ H {TjCW),..., T p(w)} - 0, et 

, n (w) 

|Ax| < — sur ]s',s[ . On établit alors, comme dans la démonstration 

du lemme (3.19) de [ 15], l'existence d'un nombre 0 g(u) >0 tel que : 

(5.23) x€K, s'< s< s* + 9 s(w), ] s',s[
 n{T 1(w),...,T p(w)} = 0, 

|Ax | < s u r ] s ' » s [ " 6(x S',x S') <ns(co). 

Si n Q(s,w) est un entier > Q- et ~ . - / ( a ) » on en déduit que : 
s P 

(5.24) n>n o(s,w), x S K n D ( n , s ) "* 5(x S n,x s~) < n g(w). 

Rappelons que f^(w,x) = ̂ (w,x S~) et f^'U(w,x) = ^(oj,x S n). Puisque K 

est stable par arrêt et par arrêt strict, (5.22) et (5.24) impliquent : 

T) (O)) 

(5.25) n>n o(s,oj), xS K n f t( n,s,-^—) - ^ , U ( o > , £ ) -f^(o),x)| < e. 

La démonstration se poursuit alors comme dans le lemme (3.19) de [15] en 

y utilisant, entre autre, (4.14) et le corollaire (5.20). • 

On en déduit, en raisonnant exactement de la même façon que dans les lemmes 

(3.27) et (3.28) de [15] .et en utilisant la relative compacité de la suite 

(P11 ) s n , le résultat suivant, 
z x n>0 

D x ïï) — 

(5.26) Lemme. (situation (4.34). PouA touM t>^0 zt u £ ] R n i + 2 d , on Ci : 

ii-F [f |^-f 3 l ûj -o. • 
(n) J o 

En ce qui concerne la situation du théorème (4.37), on a : 
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(5.27) Lemme (situation 4,37) . PouA touà ^^-compact K de D z , u) € o 

s > 0 dt u s m m + 2 d , on a : 

lim [p^ n' X n(dz,dx) [1 K| f ^ ( 0 3,z S n,x) - f£(a>,z,x)|] = 0 . 
(n) J s 

Démonstration. Soient K un 1^-compact de D Z supposé stable par arrêt 

X —Y, 

et par arrêt strict, 0)€fi et x ^ D .La fonction vérifie aussi l'hy­

pothèse (4.39) comme F et *fu. Par conséquent, si £ > 0 , il existe 

H (w) > 0 tel que : 

(5.28) z,zf 6 K, ô(z,z') < n ( a ) ) => 1*^(0),z,x) - f^o^z ' ,x) I < e. 

— s 1 s s — 

On établit, comme dans la démonstration du lemme (3.19) de [15] , l'existenc 

d'un entier n Q(s , 0 ) ) tel que (5.28) implique : 

n ( o ) ) 

(5.29) n > n o ( s , 0 ) ) , z €K OD(n,s,-^—) => | f ^ ( o 3,z S n,x) -^(o),z,x)| < £. 

On a alors, d'après (4.14) : 

(5.30) |p a J , n' X l l(dz,dx) [ 1 K |f^(o),z
Sn,x) -f^(u),z,x)|] 

» 

< J P ^ n ( d z ) [sup 1 n ( a ) ) IfV*8'*,*) - f£(0),Z,X>|l 
X K n D ( n , s , - ^ — )

 s 

n (oa) 
+ 2(a + Y

f ) (D(n,s,-^- ) c ) . 

On poursuit la démonstration comme dans le lemme (3.19) de [15] en y 

utilisant cette fois-ci le lemme (5.19). • 

On en déduit, en raisonnant encore exactement de la même façon que dans 

les lemmes (3.27) et (3.28) de [15] et en utilisant la relative compacité 

—n 
de la suite (P ) , le résultat suivant. 

© Z n>0 



- 29 -

(5.31) Lemme (situation (4.37)), PouA ton* t>^0 zt u^]R m + 2 d , on a : 

f-n ( z 

lim J P (dco,dz,dx) [ J lf^(oo,z sn,x) - f ^ ( w , z , x ) | d A g ( w ) ] = 0.» 

Pour z^lD Z fixe, soit h l'application de B X dans D V définie par : 

h(x) = v = x-z : h est bijective ^ -bicontinue. Posons V n = X n - Z = h(X n) , 

où X n est la P n -semimartingale vérifiant (5.15). Posons encore : 

p£(du),d2,dv) = P(du) P
w' n(dz) V C O J . Z ) ^ = P n ( d ù J> d 2> V C œ . z ) ^ ' 

Z V 

probabilité sur fi x id x D . On a alors : 

(P n )oh~l - P? I , et, d'après (5.18), la suite de probabilités 
D X PDV 

(P? ) est relativement compacte pour la topologie de la convergence 
D V n>0 

faible des mesures sur l'espace D V muni de la topologie (voir [1]). 

V n est une P^-semimartingale sur (fix]DZx D v , 3fx J ) z x JDV) . 

Posons de mime : TljÇ | - {v^lD V : |A v(t) | < y|AYt(o)) | pour 

tout t>0} , et D^ * {(0),z,v) : v 6 ^ | i y ( w ) | } . 

On a le résultat suivant (lemme (4.2) de [9]). 

(5.32) Lemme , 3Dv i A f z&t an znàemblz ^QJimz povJi % zt % , zt Zz& 
————— "y j ù i v, OÙ) J u s 

2 topologlz* % u et%s InduuUzyit la mwz £opolog<Lz AuA A Y < O J ) | * B 

On a : |AV n - | _< Y|AÏ | P£ - p.s. pour tout t > 0. 

Donc V n(w) € ^ | A y ( w ) | , et PJJOD*) - 1 pour tout n. 

Pour u = (u 1,u 2,u 3) S ] R m + 2 d

j notons *f't 1 , a P P l i c a t i o n définie sur 

H x D Z x B V par : 

f"(o),z,v) -fj(u>,z,v+z) 

v*F',(u l fu 3> <p'(u2'u3> , 
- T t ( O J , Z , V ) + T £ (w,z,v), 

avec, pour u<=Wm+i :<f't''U <w,z,v) = f ^ ' U (u>,z,v+z) (voir hypothèse (4.38)). 

On a alors le lemme suivant. 
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(5.33) Lemme (situation (4.37)). PouA touÂ ^ - compact K de BV,co€pu, 

s > 0 et u e i R m + 2 d , on a : 

s _ 

lim sup sup |ffU(co,z,v n ) -?'*(o),z,v)| = 0. 
(n) z v € K n B v , , S 

YIAY (co) I 

Démonstration. Soit K un ^ -compact de D V supposé stable par arrêt, et 

par arrêt strict. La fonction * f ' u vérifie aussi 1Thypothèse (4.38) comme 

F' et < f ' u . D'après (5.32), K n ^ | A y ( ù j ) | est un ^-compact de ^ |AY<u») | ' e t 

ainsi la famille d'applications {v *Pf^(a),z,v) } z est H^-uniformêment 

ëquicontinue sur ^y |AY(OJ) | ' P a r c o n s ^ c l u e n t : > s i ^ > 0 9 il existe n g (OL)) > 0 

tel que : 

( 5 . 3 4 ) v,v'6KniD^| A Y ( a ) )|, 5(v,v')^ ^(u) - Ff'*(o),z,v) - f *(a», z ,v ' ) | <e . 

Soient ^ (03) < T 2 ( co ) < .. . <T (a)) les points t de [o,s[ où y| AY t(u3)| 

n s ( U J ) v 

> — — . Si V 6 ] D Y | A y ( w ) i et si ]s',s[ O (x l f ...,Tp} = 0, on a : 

n ( a i ) 

|Av | _< sur ]s',s[. Comme dans la démonstration de (5.21), il existe . 
alors un nombre ® g(

w) >0 tel que : 

<5 .35) v € K n D ^ j A v ( c a ) |, s'<sls'+ 9 8 (w>, 

]s',s[ n{T l f... fx } » 0 - ô(v
s~,vs')<_ r i s ( a ) ) . 

Si n (s,0)) est un entier > _ \ . et — T — T - , alors (5.34) et (5.35) 

o 9 (GO) S - T (GO) 

s p 
impliquent : 

n_>n0<a,co), » 6 K n ^ M | =• \f ^( w,z,v
S n) - f ̂ (co,z,v) | < e. 

Comme £ est arbitraire, on a bien le résultat. • 

On en déduit, en raisonnant exactement de la même façon que dans le lemme 

(3.27) de [15], le lemme suivant : 

(5 .36 ) Lemme (situation (4.37)). PouA touà -compact K de D V ,o)€Q, 

t > 0 et u<=lR m + 2 d, on a : 
rt _ 

lim sup sup | f f U ( 0),z,v S t l) - f f U ( 0 ) , z , v ) | dA(o)) - 0 . • 
/ \ s s s 

Y | A Y ( U ) | 
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(5.37) Lemme (situation (4,37)). PouA tousS t >0 Zt u E lRïïl'f2d, on Ci : 

lim P?(doo,dz,dv) [ | f ? n , U ( 0 J,z,v) - f f U(o),z S n,v) | dA (oo)] = 0. 
(n) 1 h ^o s s S 

Démonstration. Posons Un(oo,z,v) = |«f f n , u0o,z,v) - f 'U(tû,zSn

5v) | dA (oo) . 
J o 

Pour tout £ > 0 , il existe, d'après la relative compacité de la suite 

(P? ) , un -compact K de D V tel que P? (K) > 1-s: pour tout n. 
n -.v _ s n v 

I) n> 0 • P 

Puisque U n est uniformément bornée en n (par 2(a+Y')A t), il suffit par 

conséquent de montrer que E^(U n 1 ) • 0 pour tout % -compact 

K de D V . 
rt __ _ 

Posons W n ( 0 3 ) * sup sup |<f'̂ (co,z ,v S n) - *ffg(w,z,v) |^s(oo) : 
2 v G K O D 7 , , ° 

Y|AY(a3) i 

W 1 1 est 7-mesurable puisqu'elle est uniformément bornée en n et que 

rt _ ^ ^ 

sup |*pf (co,z,v n ) - Y 1 (w,z,v)| dA (OJ) est par conséquent -continue 
z * s s s s J o 

en v sur l'ensemble K ° ̂  y| AY(GO) | d ? a P r ê s (4.38) ; et on a : 

l?(U n 1 ) < E(W n) puisque P?(D V) = 1. Gomme W n • 0 d'après (5.36), 
N ! Î X D Z X K n Y n+~ 

E(W n) — • 0 aussi d'après le théorème de Lebesgue, d'où le résultat. • 
n*+̂  

On a alors le résultat suivant analogue à (5.26). 

(5.38) Lemme (situation (4.37)). PouA tous t >0 zt u e l R m + 2 d , on a. : , 

lim Ë 1 1 [f t|f n* u - T \ à t ] - 0. 
(n) Jo 3 

Démonstration. Ecrivons : f^do.z.x) - f^w.z.x) - ¥%,z S n,x S n) -

f>,z S n,x) + f>,z sV) -?>,z,x) -f'>,«»", v8n> -f;(«.«'V) 

l S o s s s 

+ ¥^(W,Z
Sn,x)-f>,z,x), 

avec v • x - z 3 3 h(x) . On en déduit : 
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Ë n [ fC If1'* - f |dA] < |p*(dcû,dz,dv) [ C |f^'u(a),z,v) 

j Q s s s j n J 0 

_ r_ r c 

- <f'"(w.z^.v) | dA (to)] + Pn(daj,dz,dx) [ |<P(w,zSn,x) -f'Cco.z.x)! âl (u)]. 
' S s o ^ ^ 

Par conséquent on a bien le résultat dTaprès les lemmes (5.31) et (5.37)•• 

On note B (fi) l'ensemble des fonctions U : fi IR qui sont mesurables 
me 

bornées et telles que U(u),z,x) soit ^ g-continue sur B Z x D x pour tout 

(5.39) Définition. On notz M (fi) Vznszmblz dz touutzà Izà piobabÂJUXi* 
— — — =̂nic 1 

6ua (fi,î) muni dz la topologiz la moins fcnz izndawt conttnuz* lz6 fonctions 

M + y(U), U € B m c(fi). • 

Puisque P11 = P pour tout n > 0 , et que les 2 suites (P11!—^) n

 e t 

Q |E> n>0 

(P n ) pour la situation (4.37), et la suite (P11 ) pour 
]DX n>0 1 D Z X D X -

la situation (4.34), sont relativement compactes, la suite (P11) _ est 

n j> 0 

aussi relativement compacte dans ^^(fi) d'après le théorème (3.3) de [10]. 

Si P* est une probabilité limite de la suite (P n) n > 0» alors la probabilité 

P h définie sur (fi x D 2 X ] D V , JT x ]D
Z x ipv) par P (AxBxc) = P(A x B x h""1 (C) 

est une probabilité limite de la suite (P^ ) n > Q qui est évidemment aussi 

relativement compacte. • 

Posons V =* X - Z = h(X) ; Y' = (Y,Z,V + Z) ; U'(u),z,v) = U(oo,z,v+z) avec 

u^b (ÏS) ; 

me 

et enfin : $'u(a),z,v) = " ^ ( O J ^ V + Z ) , où ̂  est défini comme dans (4.18) ; ce 

qui donne, d'après (4.19) : 

p u . ei< u|r_> T,« . * 

(5.40) Lemme (situation 4.37)). La fonction U'(to,z,v) = U(w,z,v+z) pou/t 

U S B (H) , <Lt, pool tout t > 0 , Iqj> fonction* Y' (w,z,v) et $'u(cu,z,v) 

Août % -continuz* zn V 4UA r v, ,. 

s YIAY | 
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Démonstration. Pour z e l D Z fixé, la fonction v •+ v+z est ̂ 3^-cont inue, 

donc ^-continue surD^|^ Y| d
Taprès (5.32) ; et puisque U est ^-continue 

en x, la fonction composée v U(u),z,v+z) = U '(co,z,v) est Ç -continue 

sur D^|^Y|. Pour les autres fonctions, il suffit, d
Taprès (5.32) toujours, 

démontrer quTelles sont ̂ -continues en v sur 1 0 ̂  j AY | " P u i s c * u e x ^ ^ ( ^ Z J X ) 

est ^^-continue pour tout t j>0, la fonction composée 

v •+ Yt(o),z,v+z) » Y^(o),z,v) est ^-continue sur B^| A v|- On déduit de cette 

dernière propriété, ainsi que de l'hypothèse (4.38), de la majoration (4.14) 

et d'une application du théorème de Lebesgue, que $'^ est aussi ^^-continue 

en v sur 1^| A y|. • 

On peut alors démontrer le théorème (5.2). 

Démonstration du théorème (5.2) 

Démontrons d'abord le cas de la situation (4.37). 

Supposons que la suite ( P ^ ^ g tend vers la probabilité limite P dans M n i c ( ^ ' 

Montrons que P est une solution-mesure de l'e.d.s. (1.1). 

O n a P = P, X =» x et Z = o "p-p.s. puisque P 1 1 = P, X^ = x^ et 
(2 0 0 ° Q 0 0 

Z « 0 P -p.s. pour tout n. 
o 

m+2d 

Choisissons^' comme dans (4.16). Pour u^lR , posons alors : 

M - e 1 ^ ! ^ - 4 1 1, rf1 - e 1 ^ ^ - $ n , U , étant défini comme dans (4.18) et 

T1*11 étant défini par (5.6) avec k - n 2. 

Soit A » {t : P(AZ. =*0)=0}.Soient t<=A et U^B (Q) n f . o n peut écrire, 

»- me ™c 
d'après (4.19) et (5.7) (avec k = n 2) : 

(5.41) ^ ( U M ^ - K U M J - [ Ë P c u ' e 1 ^ ' ^ ) - Ë . ( U ' e 1 < u | Y é > ) ] 

t t n n 

-[Ê£(U' $'^) - Ëh(U'$'^)] . 

Or les fonctions U' e i < u l Y t > et U' $'" sont ?g-continues en z puisque 

t<=A et d'après l'hypothèse (4.40) et la relation V1 = $ F , U + $ u , et sont 
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^-continues en v sur IDV i i d'après le lemme (5.40). Puisque 

P h ^ y ) = 1 pour tout n, ce qui implique P^(ID^) = 1 puisque les coupes 

3DZ x 3D^ i A W *ide ID^ sont ^ -fermées dans I ) Z x D v et 
Y| AY(0)) I Y s 

dTaprès la proposition (2.11) de [ 8] , on en déduit que les premier et 

troisième termes du membre de droite de (5.41) tendent vers 0 quand n + <» ; 

le deuxième terme tend aussi vers 0 quand n +°°dfaprès (5.38). Donc on a, 

pour tous t € A et U £ B (Q) H : 

me =t 
Ê n(U M?) • Ê ( U M J . 

n "~n 

Puisque M est une P -martingale d'après (5.17) et le théorème 1 de [4] , on 

en déduit que : 
Ê [U(M -M )] = 0 pour tous s,t€A avec s<t et U € B (ÏÏ)n <£.. 

t s — me 

Par un raisonnement identique à celui utilisé dans la démonstration du 

théorème (3.2) de [15], on montre alors que le processus M est une P-

martingale sur (£2,3f) pour tout u £ ]R m + 2 d. D'après le théorème 1 de [4] 

encore, on en déduit que Y est une P-semimartingale de c l . <8 défini 

par (4.17). Par conséquent, d'après le théorème (3.3), P est bien solution-

mesure de (1.1). 

Le cas de la situation (4.34) se traite de la même façon en utilisant la 

"~""U 'Xi 

«^-continuité de $ par rapport à x * (z,x) d'après (4.36), et le lemme 

(5.26). • 

On va maintenant étudier le cas général qui se déduira du cas particulier 

du paragraphe précédent en arrêtant Y e t à des t.a. bien choisis et en 

montrant que l'e.d.s. (1.1) correspondante admet une solution-mesure. 

§ 6 - CAS GENERAL : DEMONSTRATION DES THEOREMES (4.34) et (4.37). 

On a d'abord le résultat suivant. 

(6.1) Théorème. SouA lz6 hypotk&btA du thzoKlmz (4.34),ou du tkzoïïmz (4.37), 

zt £>i T 2At un t.a. tel quz A^, boit bomz, i l zxÀAtz AUA au moinb 

unz Aolution-mzùuAz de Vz.d.A. ^uubjantz : 
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dX t - F t(Z >X) dY^+ d Z t [<e
T(Z,X)] , 

(6.2) <' X = x , 

Z = 0. 
o 

Démonstration. Montrons que les hypothèses du théorème (5.2) sont vérifiées 

pour F,Y T, Z, X et<g T. 

D'après les relations (4.4), on a pour <£ T : B T = b*A T,C T = c«A T, 

V (dt,dÇ) = N t(dÇ)dA^, avec des relations analogues pour >̂ ' triplet des 

T 
c l . de Y ; on en déduit, d'après (4.6) : 

I (V(B T > i) + C T > i i ) + (|C|2 Al) * v T < A T avec en outre E(A*) <_E(AT) <
 0 0 

i<d t 1 

pour tout t. Donc l'hypothèse (4.26), ainsi que la condition (5.1), sont 
T 

vérifiées. L'hypothèse* (4.25) est aussi vérifiée pour v . Les hypo­

thèses (4.23), (4.27) et (4.35) pour la situation (4.34), et (4.23), (4.27), 

(4.38) et (4.39) pour la situation (4.37), portant sur les éléments inchangés 

F et restent valables ici. 

Pour u * (u^,U2»u,j) € l R m + 2 d , les fonctions : 

# f F f u m ei<u|(YLz . ,X . )> C çF,(ui,u 3) # ^ e t $ fu, ei<u|(Yl,Z.,X.)>^(u 2,u 3)^T 

sont, à des facteurs déterministes en z et x près, égales respectivement à 

F u T u T 

($ 9 ) et ($ ) , et vérifient par conséquent l'hypothèse (4.36) pour la si­

tuation (4.34) et (4.40) pour la situation (4.37). 

Donc toutes les hypothèses du théorème (5.2) sont satisfaites. On en déduit, 

d'après ce théorème, qu'il existe une solution-mesure P T de (6.2) sur (Q,7) .• 

(6.3) Remarque. Si les hypothèses du théorème (6.1) sont satisfaites, on 

affectera systématiquement de la lettre T, comme on l'a déjà fait pour Y, 

et P, tous les processus, c l . et probabilités considérés au paragraphe 5 

et qui permettent de montrer l'existence d'une solution-mesure de l'e.d.s. 

(6.2). On écrira par exemple c 6 T , n l'arrêt de en n, défini comme l'est ̂  ; 

—T n 
de même on notera P ' la solution-mesure approchée de (6.2) correspondante à 
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- X n T 

% 9 et construite comme au lemme ( 5 . 1 4 ) . On sait que P est la probabilité 

limite dans M ^ Œ ) de la suite ( P T ' N ) N > 0 > et qu'elle fait du triplet (Y T,Z,X) 

une semimartingale de c l . <jgT, % étant défini par ( 4 . 1 7 ) (voir démonstration 

du théorème ( 5 . 2 ) ) . • 

Voyons maintenant deux résultats techniques dont nous aurons besoin pour 

la démonstration des théorèmes ( 4 . 3 4 ) et ( 4 . 3 7 ) . 

(6 . 4 ) Lemme. SouA le* hypotkèteA du théorème (6 . 1 ) , on a : Z = Z T P^-p.s., 

et pan conséquent : x « x T PT-P.s.,e£ ( Y T , z , x ) =* Y T p T - P . s . 

Démonstration. Soient F » {z = Z T} = {(o),z,x) : z = z T ( a j ) } G et 

F' = {(o),z) : z = z T ^ } ^ | ^ z , Puisque la suite ( P T , n ) n > 0 a pour limite 

P dans M ( Œ ) , la suite des probabilités marginales (P ' = P 9 L n>0 
^mc r I £2 x 1D — 

•T —T T 
a pour limite P * P qx1Dz • Comme, d'après le lemme ( 4 . 5 ) de [ 1 5 ] , Z » Z 

P -p.s., et que F • F'x D , on en déduit que : Z = Z P -p.s. aussi. 

Puisque X =* X q + F(X) *Y
T + Z ? T-p.s., on en déduit que : X » X q + F(X)» Y

T + Z T 

P T-p.s., c'est-à-dire X = X T ~PT-p.s. • 

(6.5) Lemme. SouA leA hypothèses du théorème (6.1) , àl M - e i < u l Y > - 1 & 1 ,où 

$u=b$F,u+$u. alorA M T e** une ?T-martingale sur (Œ,âÊ) pou/z. £ou£ u <=iRnH"2d. 

Démons tr a t ion. D'après le théorème (6.1) et le théorème 1 de [ 4 ] , le processus 

M t = ei<u | ( Y T,Z,X)> _ ei<u | (YÏ,Z.,X.)> (pF,(u 1,u 3) #^T _ ei< u | (YI, Z. ,X_) ><f(u2 ,u 3) 

•& T est une PT-martingale sur (ft,Ç) pour tout u = ( u ^ u ^ u ^ e m m + 2 c i . Il 

T —T 

suffit alors de voir que M' = M P -p.s. d'après le lemme (6 . 4 ) . • 

Démonstration des théorèmes ( 4 . 3 4 ) et ( 4 . 3 7 ) . 

Puisque les processus A° et A(o),z,x) défini par ( 4 . 2 ) sont à sauts bornés, 

on peut choisir A 1, et par conséquent 7l aussi, à sauts bornés. Puisqu'en outre 
il existe alors une suite (T ) n de t.a. prévisibles >0, croissant 

= =o p p_>u 

P-p.s. vers +oo telle que ^ soit borné pour tout pj>°-

P —T_ 
On peut alors considérer la suite (P ^ ) p > Q des solutions-mesure des e.d.s. 
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(6.2) avec T prenant successivement les valeurs To,T^,...,T chacune 
_T P 

des probabilités P P étant limite de la suite de probabilités approchées 

Montrons que cette suite est relativement compacte dans M ̂ (fi). Puisque 

? P = P pour tout pj>0, il suffit, dTaprès le théorème (3.3) de [10], de 

fi jr 
montrer, dans la situation (4.37), que les deux suites (P P ) w > et 
_ t roz p - ° 
(P P ) „ le sont.Pour la première suite, c'est exactement la même démons-

tration que dans celle du théorème (2.11) de [15] . Pour la deuxième suite, 
_T 

calculons les c l . de X pour P 1 5 ; on trouve : 

ft r T r T 
v"«o,t] x A ) - v°' p(ds,dy) l A(F gy) + d v P([o,t] x dÇ) 1 (Ç) , 

•'o J1R JTR 

A € | l d ) ; 

T T T t 
B" = F«B°» p + B P ; C" = c"-A P , avec c" = F c° F + c. 

On en déduit, d'après (4.5), (4.6) et (4.23), que : 

T 
A" - l W B " 1 ) + C" 1 1) + (|Ç|2A1) * v" < (2+Y 2) £ P < (2+Y 2)A 

i<d 

pour tout p_>0. 

De même on a : 

T At 
T r p 

Vf([o,t] x{|ç|> a}) < V ° > P([o,t] x { | y | >^}) + dA s sup N s({|Ç|>a» 
Jo z,x 

rt 
<.V°([o,t] x{|y|>«}) + dA sup N ({|Ç|> a}) pour tout p ; 

Y Jo s z x s 

le dernier membre de cette double inégalité tend vers 0 quand a+°° d'après 

lfhypothèse (4.27) et le théorème de Legesgue. Puisqu'en plus X • X Q 

_T _T ° 
P p-p.s. pour tout p, la suite (P P jD

x)p>o
 e s t b i e n relativement compacte 

d'après le théorème (2.17) de [ 7]avec l'hypothèse (2.6). 
_T 

Pour la situation (4.34), on montre de la même façon que la suite (P P ) 

D xJD £>0 

est relativement compacte en s'inspirant des calculs faits dans la démonstra­

tion du lemme (5.18). 
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Soit P une probabilité limite de la suite (P P ) dans M (Q) . 
p_>0 = m c 

Montrons que P est solution-mesure de (1.1). On a P = P,X = x et 
o o 

_ __T n 
Z = 0 P-p.s. puisque c'est vrai pour P ^ pour tout p. Supposons pour 
° _ _T 
l'instant que P coïncide avec P ^ sur $^ pour tout p. 

Choisissons <6' comme dans (4.16). On sait, d'après le lemme (6.5), que 

i< IY> — T + 
M = e - est une P ^-martingale pour tout p et tout u € ]Rm 

On montre alors exactement comme dans la démonstration du théorème (2.11) 

de [15] que M est une P-martingale locale sur (ïï,3*). D'après le théorème 1 

de [ 4] , on en déduit que Y est une P-semimartingale de c.l. défini 

par (4.17). Par conséquent, d'après le théorème (3.3), P est bien solution-

mesure de l'e.d.s. (1.1) sur (Q,ï). 

Il reste à démontrer le résultat suivant. 

(6.6) Lemme. ta pKobablUXi tùruXe P coZncldz avec P p 6uA 3^ pou/i 

tout p _> 0. 

Démonstration. On démontre, exactement comme dans le 1) de la démonstration 

• T £ ' n ' . - V n z 
du lemme (4.7) de [15], que P coïncide avec P F sur (3»x ]D ) . 

P 

pour tout £^p et tout n (avec les notations du lemme (5.11)). Comme 
T v n ^ " ' T n 

X coïncide évidemment avec X y sur Œo,T An]] pour tout A_>p, 
P _T .n JE n 

on en déduit, d'après la formule (5.16) définissant P * , que P 
_T ,n 

coïncide avec P ̂  sur lEj. ̂  n pour tout n et tout £^p. 

La démonstration se poursuit alors exactement comme dans celle du 

lemme (4.7) de [ 15] . • 
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