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INTRODUCTION

On considére une suite (An) de matrices aléatoires indé&pendantes, et de

n>l
méme loi 3 valeurs dans le groupe GL(d,R) des matrices dxd inversibles 3
coefficients réels. On munit 1'espace vectoriel th des vecteurs lignes
X = (xl,xz,...xd) du produit scalaire canonique et pour A € GL(d,R), on

note [A]|= sup  [xal}
|x =1

On sait [4 ] que si E 1°8+ “A1”<"’°°

1
p.s lri;m = log ”AIAZ...AnH =q.

Dans son article [12], H. Kesten a-démontré en particulier des résultats du
type suivant : "’ ’

si a> x € th

lim E [ card n;;tﬁ.“xAlA "'AnH < th]= 1_053

t >+ > 2

si a<0, 11 existe un Al >0 tel que pour x € Rd-{O}

X
lim th(max”xAA...A || >t)
£ > 400 n 12 n



existe et est strictement positive.

Les théorémes précédents ont &té &tablis dans le cas ot la loi de A, est portée

1

par des matrices positives ou dans le cas oi la loi de A, admet une densita.

1
L'objet de ce travail est d'étendre les précédents résultats au cas général.

Les résultats obtenus sont &noncés et démontrés au paragraphe 2. Leur preuve
s'appuie sur la théorie du renouvellement &tablie par H. Kestem [11] pour

les fonctionnelles d'une chaine de Markov.

Afin de vérifier les conditions d'application de cette théorie, nous devons
au‘paragraphe 1 &tudier certaines chaines de Markov 3 valeurs dans 1l'espace
projectif FPd-l associé 3 ?R@.

Plus précisément, nous montrons 3 l'aide de propriétés d'équicontinuité que
pour tout A >0, l'opérateur S(A) défini sur l'espace € (ﬁPd_l) des fonctions

continues sur tP g-1 Par

- A -
S(ME(x) = jlle:AIH. £(x+a)) dp(a)) X € ‘de_l

(x est un vecteur de norme 1 d'image x dans §Pd—

1 et ¢ note l'action de
GL(d,R) sur FPd-l)

admet une fonction propre hA continue, strictement positive sur de—l’ et
ayant pour valeur propre le rayon spectral k(}) de S()) sur € (;@d’l).

Ensuite, nous &tablissons que l'opérateur markovien AP défini par

-,

A 1 1
P(f) =h—>\ TeN) S(A) [fh>\]

est quasi compact sur un espace de fonctions Holdériennes convenable.

Pour meneér-cette &tude, on s'inspire de techniques mises en place dans [7],
[81, (91, [10] , qui permettent de faire apparaitre des phénoménes de

convergences en direction.



Au paragraphe 3, nous donnons une application des résultats du paragraphe 2

d 1'étude d'équations aux différences aléatoires.

On étudie la distribution limite de la solution Yh de 1'équation aux

différences aléatoires

(*) Y =A Y _, +B n>1 \

oi les (An,Bn)n>1 sont des variables alé&atoires indépendantes, de méme loi
d

3 valeurs dans EL(d,R) xR .
Pour Yo donné&, la solution de (%) est

Y =B + A B +...+ (A A A
n n n n-

n n-1 1"'A2)Bl * (An An—l"’ 1) Yo'

La loi de Yn - (An"'Al) Yo est alors la méme que la loi de la variable

aléatoire

n
R = kzl Ap Aye..h ) B

Si 1'on suppose que I%m '% log HAI...AnII = o <0 et des conditions de
400

moments suffisantes sur la loi de Bl, la série R = kzl A1 Az"'Ak-l Bk

converge presque sirement.

On établit,-sous des hypoth&ses assez générales qu'il existe un réel X1> 0
tel que la limite

lim t}\l P(xR >t) x € th—{O}
t >4 O

existe, est finie et strictement positive.

Des résultats analogues avaient &té prouvés par H. Kesten [ 12] dans le cas
ol les matrices (Ai)i>1 étaient positives ou admettaient une loi ayant une

densité.



1. Résultats préliminaires : Etude de chaines de Markov obtenues par

relativisation

1.1 Notations ~ définitions - rappels de résultats

Nous appelons ]Pd 1 [resp tJPd ! | 1'espace projectif associé i

X
Rd={(5;) x, €R 1<1i<d}
X 1 - -

(resp & th={(x1,...,xd) x, €R liif_d}.

i

d /2
Pour x = (xl,...xd) € th, nous posons |[x|| = (z xi) , et pour toute matriceA
i=1
du groupe linéaire GL(d,R) de ]Rd nous notons

lall = sup Ledb

xe®Ri_{0}

Nous dé&signons par P le cocycle sur th-l XGL(d,R) défini par

p(;,A) = “ﬁ‘?ﬁ“ x € t]Pd-l’ A € GL(d,R)

ol x désigne un élément de 1:JRd-{O]' d'image x dans rlPd_l.

Rappelons par ailleurs, la décomposition de Cartan d'une matrice A de GL(4,R)

an peut &crire A sous la forme

A= k1 a k2

ol kl et k2 sont des matrices orthogonales, et a une matrice diagonale :

>
diag(al,az,...,ad) avec a;>a, >...2a;.

Les réels sont déterminés de fagon unique par A ; le couple (kl’kz)

(@3)1<1<a
n'est pas unique.lorsque a, >az>. - >ad ¢ les autres décompositions de Cartan

s'obtiennent en remplagant le couple (k1’kz) par un couple (klm, ol k?)

avec m € {diag (El, EZ,...,E ) si =11} .



Considérons alors une probabilité p sur le groupe GL(d,R). Nous supposons que

p satisfait aux hypothéses (H) suivantes :

1) Le groupe fermé Gp engendré& par le support de p et ses sous-groupes d'indice

fini ont une action irr&ductible sur R@.

2) Le semi-groupe fermé Tp<agendré par le support de p a une action contractante
sur l'espace projectif Ih—l’ c'est-3-dire qu'il existe dans Tp une suite

(v.)

n’n>1 telle que si Ya admet la décomposition de Cartan

Y, = kl(n) a(n) kz(n)

ol a(n) = diag(al(n), az(n),...,ad(n)) alﬁﬂ-zaz(n)z_...zgd(n)
a, (n)

;ITET_ = 0,

on ait 1lim
i

Soit (Ak)k>1 une suite de matrices aléatoires indépendantes et de loi p

définie sur un espace probabilisé (Q,fﬁ,?)

De plus adoptons la définition

Définition 1.1 : On dira qu'une mesure o sun £'espace projectis 5?&_1
est {mndductible 54 elle ne charge pas de sous-variéts projective.

et les notations suivantes : Pour A € GL(d,R) et x € tﬂﬁ-1' X.A est
1'image de x par l'action de A sur rﬂﬁ_l. Par ailleurs, pour une probabilité }
sur tIh-P A * p est la probabilité sur ﬁ%rl définie par

A % p(9) = f #(x.A) dA(R)

ol ¢ est une fonction borélienne bornée sur tIﬁ_l.

Nous pouvons alors énoncer la

Proposition 1.1 : Si p satisfait a £'hypothese (), 48 existe sur ‘By
une unique probabllité v p Lnvariante (% X p =3) et cette probabilite
est indductible. De pbus, il existe une variable aliatoire 7 de Loi YV ,
telle que pour toute probabitité iéductible 3 sun i1 La suite

o.A A { -ee 4 n2l converge presque sinement vers fa mesure de Dirac e%
A S+ T -—



http://iAAe.ducti.blc

Parn alllewrs, pour toute fonction £ continue sur tJPd_1 , on a

_ ro—
lim sup I[ £(x.A) p"(dA) - J £(x) v(dx)| =0
FeTy,

La preuve de cette proposition a été donnée dans [ 6 ] dans le cas ol p est portée

par SL(d,R) mais reste valide dans le cas présent.

1.2 Construction de fonction propres pour une famille d'opérateurs

Soit A >0 ; si p satisfait & la condition
(1.1) fIIAH?‘dp(A) <+,

Considérons 1l'opérateur S(A) dé&fini sur l'espace de Banach '@(t_]Pd_l) des fonctions

continues sur P4_; de la norme de la convergence uniforme sur P par

d-1
SA)YE(x) = fo*(E,MfG.A)p(dA)

£ e‘@(tn’d_l) x € tP"d—l'

Notons k(A) le rayon spectral de S(A) ..

Nous pouvons alors énoncer la

Proposition 1.2 :

1) Si p satisfait a £'hypothese (H) et & La condition (1.1), <€ existe
une gonction hy strictement posditive sur tjpd_l , telle que
S(A)hk = k(A) hA
De plus, ftoute autre fonction continue positive cb)\ Aatis faisant a
L'egalite

est proporntionnelle a h, .

2) S4 p satisfait aux hypothéses du 1) pour un el X = >\0>o et s4 de plus

f [ ua1o dp(a) >1



ol u(A) désdigne La plus petife valeun propre de La matrice (A tA) 12

alons LU existe un réel Al E]O,AO] Zel que k(xl) = 1.

Démonstration de la proposition 1.2

1) Soit Ml(;Pd-l) le convexe compact pour la topologie étroite des proba-

bibilités sur FPd-l.
L'application T(A) de MI(FPd_l) dans Ml(gwd—l) définie par

g+ 0 T() od aT(M[¢]= f:ﬁiiﬁﬁ;‘;géi%} -

oli ¢ € éktfh ]:) et e est la fonction identique 3 1 sur tEh L est continue

de MI(FPd_l) dans Ml(FPd_l). D'apré&s le théordme de Schauder-Tychonov T(A)
admet un point fixe dans Ml(FPd_l) c'est-d-dire qu'il existe une probabilité

N
vy € MI(FPd-l) et une constante kl(l) telle que

N "
vy S(A) = kl(A) Vs
I1 en résulte que pour tout n>l, on a

(1.2) B = f PN e®) Y, (d%)
HPd—l

De plus, on a le
Lemme 1.1

k(D) = k() = lin(E IIA1 Ay oo AnH)\)VH

Démonstration du lemme 1.1

De (172), il rédsulte facilement 1'inégalité

. Ea <[ lalfi@ w1



— n, —_
Considérons d'autre part, l'application A~ J pk(x,A)vX(dx) de la boule
unité de 1l'espace vectoriel MdGR) des matrices d Xd 3 coefficients réels dans
R. Cette application est continue et ne s'annule pas. En effet, sinomn il

N

existerait une matrice M0 non nulle de MdGR) telle que vx(ker MO) =1
gd v T

ker Mo = {x € 5 xMo = 0}. Or le support de vy, est stable par T donc

aussi ker M ; 11 en résulterait alors que ker M° est stable par Gp ce qui

est contraire 3 1'hypothése H 1)

on a alors

Inf fp)\(;,A)%A(d;) =c>0
{aem ® slfalk 1}

d'oll il résulte que

(1.4) ¢ j l|a]PoR (da) 5[ Sn(l)e(;)'\\;x(d;) = k‘l‘m n>1

On déduit alors de (1.3) et de (1.4) que

(1.5) k() = Lin [f lall (Peaay) VR - linm [E [[a) &, ... a_lfM Yn

Par définition de k(A), on a

(1.6) &k (A < k().

D'autre part, pour tous n>1, f € f?(FPd—l)

sup

x€ P

d-1

sup |£(x) |

IsSP0e@ | < qum @) smp

et donc

(1.7) k() < lim [f [ P (da)] Vn

Le lemme 2.1 résulte de (1.5), (1.6) et (l.7).



2) Construisons une fonction h)\ positive de @ (tJPd_l) telle que
S(A) h)\ = k(}) h)\
Pour cela, considérons la suite de fonctions

n
fn T Tmes 2
’ k™ (A)
sur tJPd—l'

Cette suite est bornée. En effet, on a en tenant compte du lemme l.l et de
(1.4)

n
sup [, G| < dald @ 1
x € a1 k()
De plus, elle est &quicontinue.
Pour le prouver, nous allons munir r'.IPa_l d'une distance. Pour deux &lé&ments
X = (xl,...,xd) et y = (yl,...,yd) de tJRd, nous posons
' 2, 12 g
lx Ayl =1 Z (x,y, - x,y)°1] et <x,y> = 2 x, v,. Nous avons
b A j’i 171
1<i<j<d i=l

Hx Ayl + (<x,92)% = [|x|B 1512 -

Nous appelons d la distance sur t.lPd_ définie par

- _ - - d
od x et y sont des représentants de x et y dans tJR .

1

Si 6(x,y) désigne l'angle des vecteurs x et y, nous avons d(x,y) = |sin 8(x,y)].

— w— d — -—
Pour tous X,y € rjP il existe deux vecteurs x,y € f?R d'image x et y dans

d-1’
HPd-l tels que ”x” = Hy” =1 et que |6, | _<_-Tzl ; de plus, on a également
pour ces vecteurs

(1.8)  Flk-yll <Gy < llx-yll
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d
Par ailleurs, pour toute matrice A € MdGR) et tous vecteurs X,y € R on a

les inégalités suivantes

| lal® = lisall M < JalMixeyll?  pour 0<a<1

iA

et

| leall - Ivall M < AlalMlx=yll  pour A >1

A

Des remarques précé@dentes, il résulte alors que si 0<A<1

(1.9) |ny GO - h)\,n(-};)li[—l__?l fHAu*p“(dA) M &

k(W]
AR,
<= @y
;,-}; € t‘Pd_l
et de méme si A>1
(1.10) lhk’n(x) - h)\’n(y) If_'—c— d(x,y) x,y € "Td_l

ce qui établit bien 1'équicontinuité de la suite (hl n)n>1'
: —

Par application du théoré&me d'Ascoli, il ex;ste donc une suite (nl)2>1 C N

n
L
1 : ; 2
telle que la suite de fonctions (vx’l=~gz kzo hl,k) 21 converge uniformément

sur FPd—l vers une fonction HX'

De 1'égalité
1
SA) vy g = k) vy g g By gy o D)
il résulte que S(A) hy = k(A) hy.

Par ailleurs, d'apréds (1.9) et (1.10) h, est &videmment Holdérienne d'ordre

Inf(A,1).
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3) Montrons que hk est strictement positive sur FPd

-1
" n
Comme pour tout n>l Vl(hk,n) = 1, on a aussi VA(hA) = 1 et donc hy n'est
pas identiquement nulle sur FIRE
Supposons qu'il existe un point Eb € FPd—l tel que hk(gb) = 0, alors

pour tout n>l omn a
by (2.4) 0" (x,,4) pP(dA) = 0
Axe'Apxoy)P()
et donc aussi fhl(;b.A) Pn(dA) =

et par conséquent (Proposition 1.1)
V(b)) = x "
( \ = l%m hA(XO'A) p (dA) = 0.

Or ceci est impossible ; en effet, en raisonnant comme dans la preuve du lemme 1.1

on voit qu'il existe une conatante cl(l) >0 telle que pour tout n>l

¢, (V) f lall* pcaa) < f oM, p™(d8) V).

On en déduit que pour tout £>1, on a

.
1 ng Al 4 j(A > e () ny+l
B 3=0  [k1d T 1 ny,

SCNISIERNCY

n
d'ol i1 résulte que V(hy) > ¢, (A).

Par conséquent, hk est strictement pogitive Sur de-l’

4) Montrons que toute fonction ¢A continue positive satisfaisant i 1'égalité
5 ¢y = k() &,
est proportionnelle 3 hk .

00 9y (xy)

la fonction M, hy - ¢,  est continue,

‘positive s'annule en un point x, et satisfait i 1l'égalité
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SO0 [M, by - 61 = [R(VIT 04y by -6 w2
d'ol il rédsulte que
ST (M, by - 0] (xp) =0 n>1

et donc I(M}\ hx(;o.A) - qb}\(;O.A)) p(da) =0 n>l.

En passant 3 la limite dans cette &galité, il vient (Proposition 1)

A
V[M}\h}\' ¢}\]’O N
c'est-3-dire que la fonction My hk - ¢A est nulle sur le support de V .

M -9
Considérons alors la fonction wk i
A
Pour tout n>l, on a les &galités sulvantes::
! — —_ —_ — - -
L i ICACH VR NENVIRNCH VNN ENC I L
kPN by (%)
1 = % t-) prA(E,A) hA(E.A) pU(dA) =1 X€E tmd_l .
(k)] A
On en déduit que si ¥, (5,) = sup v, (y) on a
A0 s e FPd-l A

¢K(;6'A) = wl(;b) pour tout A € Tp et donc aussi %(wl) = wl(;b>'

0y
Comme Wx est nulle sur le support de V , wl est donc nulle sur §Pd—
d'oﬁ w)\ = MA h)\-

1)

5) Pour terminer la preuve de 1l& seconde assertion, il suffit de prouver

1l'existence d'un réel Al >0 tel que k(ll) = 1.

Remarquons tout d'abord qu'en raison de 1'inégalité u(A) f_HA[L on a

k(A > 1.
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A

] 1
D'autre part, comme chacune des fonctions de la suite E-Log E “An An— ...A1” qzl

1
est convexe sur l'intervalle [O,XO] , 11 résulte du lemme 3.1, qu'il en est de
méme de la fonction A + Log k(A), ce qui en particuler &tablit la continuité

de cette fonction sur l'intervalle [O,AOL.

Montrons que cette fonction est &galement continue en ko.

Pour tout A € [O,Ao] la suite E ||A1 A2-~°AnI|A n>l est sous-multiplicative

et donc .

_ f AVn
(1.11) k() = Inf{E.“Al Az...An“ }

n>1
Etant donné €>0, choisissons un entier n, tel que
0 1/n1

(1.12) k(X)) < {E ”Al AZ...Anl|(\ P2 (1) k(XY

. Vny

et c > l-e

A 1/n1

Par continuité de l'application A + (E |A1 AZ"°An1” ) sur 1'intervalle

[0,A,] i1 existe un réel n>0 tel que pour n >X0-)330 on ait

(1:13) (1-€)(E ™ AZ...Anlﬂ\O) Yni ¢ (g lay Ay...a Rt
1

Ao
< ey (E gy Az...Aan ).

On déduit de (1.11) et de (1.12) que pour A tel que N >XO -A>0 on a

(1.14)  (1-e)k(Ay) < (E [la; a,...a HA)an < (1+6)? k(A

2 o,
De (1.4) et (1.11) résulte alors que pour A tel que n>X0—k>O on a

k) < (1) k()

et également 1

2 ny AVny

(1-6)" k(X)) < e 1 [E( ||Al...A 1 "< k)
= n, -



14

ce qui &tablit bien la continuité de la fonction A + Log k()) en )\o.

L'assertion 2) de la proposition 1.1 résulte alors facilement du fait que

k(Ag) > 1.

1.3. Etude de certaines chaines de Markov

Soit A > 0, tel que JHAH}\p(dA) < 4+,
L'objet du présent paragraphe est d'&tudier la chalne de Markov sur tJPd 1 de
probabilité de transition )\P définie par

(1.15) “p£(x) = i‘(‘lx‘)' F{t'ﬁ J o ME,A) hy (%.A) £(z.A) dp(a) e P

Cette &tude a &té menéde dans [ 14 ] , dans le cas o A = 0 ; les méthodes
ici utilisées sont dans le cas oi A >0 une extension de celles utilisées dans

le cas précédent [ 14 ] et &galement inspirées de [ 6 ]

Considérons sur [GL(d,R)]N les probabilités )ﬁ?i x € th-l définies

par

(1.16) AP}.{ [AIEB

1 1 A -
1 A EB,...,AnEB] = fp(x,AlA...An)

202 n [kn]® @ 2

h)\.(;.Al...An) 1Bl(Al)1B (A, .15 (A)
2 n

dp(A;) dp(a,)) ... dp(a).

&:
Notons que dans le cas A = 0 OP}-E est la probabilité produit op N sur

[eL(d,R)IV.

Nous commencerons par mettre en &vidence des propriétés de contraction de l'action

des produits Al"'An sur Pd-l’ la loi de la suite (Ai)i_>_l étant définie par

la probabilité APE.
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Pour cela, la construction d'une martingale nous sera utile

1l.3.1. Comstruction d'une martingale

nous pouvons alors

Notons MlOPd_l) l'ensemble des probabilités sur'IPd_l

énoncer la

Proposition 1.3 : S{ £'hypothése H est satisfaite, LL existe une application

1)
x T continue de By, dams ¥ @, )
convergence en variation, et telle que pour tout xE€ FPd-l on alt :

muni de La topologie de La

A — _
(1.17) u; ’KTXTE§?§7' J p (x,4A) hk(x.A) A'ui.A dp(a)

qui admet le corollaire

Corollaire 1.1 : La suite A1 AZ"'An'ui.Al Az"‘An n>1 x € de—l

est une >i>§ martingale & valewrs dans Ml(]P

d-l)'

Démonstration de la proposition 1.3

Remarquons tout d'abord que si A = 0, il suffit de prendre “i =V , ol
v € MIGPd-l) et est p invariante (p ¥ V=V),

Nous supposons:.désormais que A >0.

Considérons la suite d'applications de tP

41 X GL(d,R) dans MIGPd_l) définie

par

.

(®) [kY]® by ® Jp (x,A1 AZ"'An) h}\(x.A1 A

(1.18) u

n,X,A a)

g By

oA A A ..An.yo)dp(Al)dp(Az)...dp(An)

9°

o8 n>l x€°B,_, A€GL,R), y, est un &lément fixé de P

une fonction borélienne définie sur P

d-1° et ¢

d-1°
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La suite précédente satisfait aux propriétés énoncés dans le

Lemme 1.2 : Pour fout compact K de GL(d,R) £a suite B n>1 de
d-1
topologle de La convergence vague

Py, XK dans ¥ By ;) est Zquicontimie, M, @, ) Etant muni de La

Démonstration du lemme 1.2

Munissons Pd-l d'une distance d' : si G;; € P ont pour représentant

d-1
u,v er? avec lull= 1 Hv[l= 1, on définit d' en posant

'@, = a(ty, ).

La topologie de la convergence vague sur MlOPd_l) peut &tre définie i 1l'aide

d'une suite (q)p)p>1 = A de fonctions Lipschitziennes surf]Pd_1 telle que
¥ p>l sup |¢ (i)l = 1, et cette topologie est alors la topologie associée
- X EP P

d-1

d1ladistance :
1

= - - a,B €

(1.19) 8(a, 8 p§1 5 lato ) -8C6) ]  aBEu @, )

Soit ¢ € A , on étudie la différence

(1.20) |u; 5,00 = by 20 3] <y, £, - w2 (D]
NN O ISR O}
n>1 PRUE A,B € GL(d,R)

Appelons Tn(;;;:A,¢) (resp Un(;;A,B,¢5)le premier (resp le second) terme du

second membre de (1.20).

Montrons que
1) il existe une constante Cl(l) telle que pour tous n>l, A € GL(4,R),
et ¢ € A, on ait 1'inégalité
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Inf(A,Ll)

(L2l T &EA < ¢ dEx)  xE € By

2) Pour chaque ¢ € A et tout compact K de GL(d,R), il existe une
constante C2(¢,K,k) telle que pour tous n>l, x' € ;Pd— , A,B €K, on ait

1'inégalité

1
(1.22) U_(xjA,B,9) < Cy(¢,K,1)  [la-B]|

I1 est clair que les propriétés précédentes suffisent,en tenant compte de

n>1 est &quicontinue de . xx

(1.20),3 prouver que la suite U d-1

n,*,*

dans MIGPd-l) muni de la topologie de la convergence vague.

Il reste 3 prouver les affirmations 1) et 2).

1) Commengons par é&tudier Tn(;;;',A,¢). On a

hk(x'Al"'An)

_—— 1 A —
T (x,x',A,¢) = I———-——— f[p (x,A, A ...A) =
n [k(k)]n 1 72 n hx(x)
hy (x'.A,...A)
A=, A 1 n
-p (x,A1 A2...An) hl(i') ]
$(A A Ay Ay )dp(A))...dp(A) |
d'ot 11 vient h
hy (X+A, ...A )
——, 1 A= A ! A 1 n
Tn(X,X,A,¢) =< {;(A—)E jlp (x,Al...An) -p (X,Al...An)l hx(i)

h)‘(E.Al. ..A) i h)\(ELAl. S+A)
hl(i) hk(i)

1
K™ (M)

dp(A)...dp(a) + |fp)‘(§;Al...An)( )

oA A AyllA y) dp(Al)...dp(An)l

= I (x,x") + I (x,x',4,4).
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1

1
k™ ()

On a tout d'abord :
M HEn®
X

A<l I_(x,x') < sup
° T xER,

pour
x f Ialf p™caa) 272 a*&En

/2 v _ _
L x 2%_ dk(x,x')

< sup h)\(x) _I-Ef——ﬁ;:(—i)
¥e'tp x
d-1
et pour A>l
- 1 1 .
In(x,x') < _i_up l%;\(x) m A2 d(x,x")
€ Py xe P,
Etudionsmaintenant Jn(E;E',A,¢)
h, (x" - b, ()
- = 1 A A A~
J (K,X',A,¢) =| - =1 J' o] (X:A A....A )
n : [k(k)]n hl(x) hx(x ) 172 n
by (x.A)...A ) ¢(A A} Ayl A yg) dp(Al)...dp(An)l
oA ) [hy(xeap...4)) - hA(x'.Al...An)]

1 1 A -,
[k]® BED f P Ay

O(A A Ay...A_y0) dp(A)) dp(A,...dp(a )|

+|

B = & - by G

sup

d_l

J_(x,x",A,9) <
n Inf hi(R)
P

1
dp(Al)...dp(An)

A= _ _
[k(x)]n j p (x’Al Azo-oAn) Ih)\(x-Al...An) - hA(X‘Al."An) I

1
Y Taf by, (0
xe Ty
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Or, on sait que

M2y
Ih (x) - hy (x' )I< =—  d"(x,x") pour 0<A<1
et |h () - h>\(§')|_<_l‘-c‘/—E d(x,x") pour A>1

X' € Py,

On a alors pour 0<\A<1, en désignant par x et x' deux représentants de

normes 1 dans th, de x et x' les inégalitéds suivantes pour 0<A<1

1 A, _ _
[k(x)]n. Jp (x,Al AZ..-An) lhl(x.Al...An)-h)\(x‘AI...An)ldp(Al)...dp(An)
AR <A
= 1 . 2C f“va ”)‘ 1 I(\ p(A) .dp(An)
Ll HxA An“ I a, Ar“
2 Jray gl - 2y coa]l
i1 2 '
= [k(A)]nT fll(xAl...An,-x Aj--A) + XAL..A el lf
dp(A;...dp(A )
N2
= [k(;)]n'z'c— 2”x-x'||>‘ f“Al...AnH)\ dp(4;)...dp(a )
< 2 2 dEE

De fagon analogue, on voit que pour A>1l, on a 1'inégalité

1 A=, _ - |
[k(O] ™ [ p (X’Al'“An)lh)\(x'Al'”An) - hk(x .Al...An)l dp(Al)..,dp(An)

4 )\
< - d(x,x")

Les considérations précédentes suffisent 3 justifier (1.21).
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2) Etudions maintenant la quantité Un(;;A,B,d)).

1 1
[k MED

A= -
f PUGEA A By LA Ay A)

' -
Un(x,A,B,¢) LA

[o€a &) Ay.uiA *y,) - 6(B &) byeond vy )] dp(Al)dp(Az)...dp(An)|

172

¢ étant Lipschitzienne, et A,B appartenant 3 un compact K, il existe une

constante ¢($,K) telle que pour A,B €K, on ait

sup |o(a.2) - ¢(B.2)| < c(9,K) la-Bl|
z,z'@ Py,

On en déduit que pour n>l, A,B €K x' € tmd_l on a

— | e 1 -
LOAE 9 <mp . MED TEpagm o SO0 lla-31|
d-1 ;{v = t‘lpd_l

ce qui établit (1.22).

La suite un .. nz'l satisfait aux relations suivantes :
’ .

'y o 1 1 X - — _
(1.23) Mo z.a T B® f P (x,4,) hy(x.4) “n,i.Al,AAldP(Al)
(1.26) Wy 24 “AM 21

xe A € GL(d,R), I désignant la matrice identité de GL(d,R)

d-1 "’

Soit maintentant V_ , , n>l 1la suite d'applications de tJPd_lx GL(d,R) dams

*r

M, (B, ;) définie par

(1.25) un .. =

’ ’

8|~

n
| kzl ey

Cette suite est comme la suite U n>1 E&quicontinue de e, x K dans

n,*,"* - d-1
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dans MloPd-l)’ K étant un compact quelconque de GL(d,R) ; de plus, on 2

1 1 A, — -
(1.26) vn,i,A EETEN) INED J 9 (x,Al) hX(X'Al) v

p(dAl)

n,;.A.nAAl

1
1,5,A 0 "n+1,%,A

b Akt 4

A l'aide du théoréme d'Ascoli,on peut extraire de la suite T e

1-1% GL(d,R).
Soit  y_ , cette limite. Elle vérifie d'aprés (1.26) 1'agalité
’

une sous-suite convergeant uniformément sur les compacts de p

1 1 [, -
(1.27) Mo n = T PNE) J PR(RA) ) (ReA)) W

A
x€ePp

d-1"~

AAlp(dAl)

A € GL(d,R)

et d'autre part, on a d'aprés (1.24)

(1.28) W\ = &g o g€, , ASCLER

La probabilité U, = U satisfait alors i 1l'équation
z ~ Fg,1 1

1 ) . -
(1.29) Mo = PTeN) hx(i) J o (x’Al) hl(x‘Al) Al.“i.Al dp(Al)

D'autre part, il résulte de (1.21) que pour toute fonction ¢ continue sur

Pd-l’ telle que sup [¢(R)| =1 ona
XEP
d-1
‘ Inf(é,l)
lug(9) = uz (9| < ¢ (N d(x,E")

Par conséquent, si Hui - u§,|| est la norme en variation totale de la
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probabilité He = Hzr » SUT Pd 1 on a

Inf(A,1)

(1.30) fluy - ugell < €0 @ (%,8") x50

ce qui achéve la preuve de la proposition 1.3.

Démonstration du corollaire 2.1

- - n
Soit F une fonction boréliemne bornée sur G et ¢ une fonction continue sur

Pd-l' On a
A .
Eg [F(Al,Az,...,An) Ay Ageerdi it e, (D]
1 n+l
= L L dp(aA,) ---dp(A__.) F(A,,A A)A("AA A )
p 1 n+1 1, 2,-o¢’np X, 1 2.-- n+1

B R e nptt

by (Kedp..e8 L) Jd)(Al AgeecA ) bz, (dy)

177 " n+l

3 t-) L n fdp(Al)...dp(An)p)‘(:‘c,Al...An) hx(i.Al...A )

A k(Y] n

1 MR.A, .. A
[hx(x.Al...An) fdp(“‘nu)p (Redpe oA A )y (R A A L)
) jq)(Al"'Anz) Ans1"Mz.a ...a 4 (4]
1 n n+l

En raison de la proposition 1.3 la relation entre |[ ] est égale &

jq’(Ar"An‘ y) ui.Al...Ar(ldy)

et par conséquent, on a

A, (F(A.,...,A ) A, A ...A_ .3 H=
Ei 1’ n 172 n+l x.Al. 0l

qzl

A
‘_A(4>)) = Eil F(Al,Az,...,AJAl....Aan-};.Al'_ '('@:1
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Ceci suffit i prouver le corollaire 3.1.

1.3.2 Propriétés de contraction

Théoréme 1.1 : S4 Les hypothises (H) sont satisfaites et 34

f IIAHA p(dA) < + = ol > 0.

d-] R ulte A) AjiA e g 4
A 1 72 n

martingale dand ut ®;.1) qui converge P- ps verns une mesure de Dinac e

Pour tout x € P n>l  est une kp}.{

.
De méme pour toute probabllité inrdductible a € M ® d-l) on a

A
P ps l%m A1 AZ"°Ana = ¢

b d Z

et poun toute fonction ¢ continue sur Py,

f‘b(y) He(dy) = XE§{¢(Z)} %€ ﬁpd_l

Avant de faire la démonstration du théoréme 1.1, &nongons et prouvons la

Proposition 1.4 : Sous Les hypothlses du théonime 1.1 pour tout R € P del

He € M, P, 1) est une probabilité iwviductible.

Démonstration de la proposition 1.4

a) Traitons tout d'abord le cas )\ = 0, alors He =V, WV dtant une
probabilité p invariante portée par Pd—l' Considérons 1l'ensemble des sous-
variétés projectives W de']Pd_l telles que V(W) > 0 et de dimension minimum.
Si W1 et w2 sont de telles sous-variétés distinctes, on a v(wlrrwz) =0
car dim(Wln WZ) est inférieure 3 dim W1 = dim WZ.

Donc pour tout § >0, l'ensemble des sous-vari&té&s du type précédent vérifiant

V(W) > est fini et donc il existe un W, maximisant V(W) . De plus, on a
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1'8quation de convolution
1 -1
v(WO)= ) = f\)(g Wy) dp” (g)
n>l 2

La famille finie CK)= {g‘IWb; v(g_IWO) = v(WO)} est donc stable par Té

et donc aussi par Gp ; 11 en résulte que WO est stable par un sous-groupe

d'indice fini de Gp ce qui contredit 1l'hypothése.

b) Supposons désormais que A >0.
Soit Vk 1l'ensemble des sous-variétés projectives de?Pd_l de dimension
inférieure ou égale i k.

3) = - . =
Posons mk(x) sup {ux(W) ;W Vk}

Nous nous proposons de démontrer que pour tout k - 1<k<d-l, on a mk(i) = 0.

Nous allons raisonner par récurrence sur k

bi) Supposons tout d'abord que k=l.

Remarquons que l'application X ml(i) est continue sur FPd—l'

En effet, sinon il existerait un point io € de—l’ un réel § $O'et une suite
b [ ] . T = %

(xn)qZI FPd-l tels que 1'on ait : 1im X = X,

(1.31) pour tous n>l Iml(xn) - ml(xo)l >6 .

D'autre part, en raisonnant comme en a), on voit que pour tout n>0 on a

X = €
m ) =¥y 0 v € Bao

On peut d'ailleurs supposer.sans restriction que la suite (yn)n>1 converge
- ? e -

vers un é&lément Yo ]Pd_l.

On a alors pour tout n>l

Lus (v) = u= ] < llue = s |l +olue () = u= (Y|
xn n X, 0 - X xo X n x0 0

"~ = ' = - '
d'ol i1 résulte que 1lim uin(yn) uxo(yo)
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De plus, pour tout n>l on a

He (vg) 2ug ()
n n

d'oll 1'on déduit par passage 3 la limite que

m (%) = U= (y.) < p= (y))
1'7°0 X, 0 - X 0

De 1'inégalité (1.31) et de ce qui précéde, il résulte alors que
'y - X > >
uio(YO) ml(xo) >46>0

ce qui contredit la définition de ml(io).

Par conséquent x - ml(i) est continue sur ;Pd-l'

D'autre part, pour tout n>l on a

(1.32) ml(i) < ln J p}‘(x,A) hx(i.A) ml(i.A) dp™(A)
[ k()3 h./\(i)

Donc si io est un point de FPd—l ol m, atteint son maximum, on a pour
tout n>1
= = n
m, (xo) J ml(on) p (da)

-~

d'ol 1'on déduit par passage i la limite en n que
(&) = Vem,)
m, (%, v(m,

- - - "\
et par conséquent que ml(x) = ml(xo) pour tout x du support de V.

Si m (X.,) = sup m,(X) = 0, on a bien m (x) = 0 pour taut X € *p
170 FP 1 1 d-
% € d-1

1
Supposons maintenant que ml(io) > 0.

- n -
Pour tout X du support S% de v, soit S; = {y E?Ed_l ; ui(y) = ml(xo)} ;

sous l'hypothése précédente S% est non vide et fini.
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De la proposition 1.3, il résulte que si y € Sé on a :
ui(Y) = ui A(A_ly) pour presque taut A du support de pn n>1.
ce qui &tablit que
-1 .1 1
-~ C s
(1.33) A Sx Sx.A
pour presque tout A du support de pn n>l.
Grace 3 1l'inégalité
Inf(A,l) = -
”ui - “§'|I.i Cl(A) d (%,8")
on. peut, d'autre part, conclure que dés que
Inf(\,1) = -, ) -z e
1 1
on. a Si = Si' .
L'ensemble F = v Sé est donc fini, et d'aprés 1l'inclusion (1.33)
X €
gtable par T; et donc aussi par Gp‘ Chaque &lément de F1 est alors

invariant par un sous-groupe d'indice fini de Gp ce qui contredit 1'hypothése
d'irréductibilité H 1).

Par .conséquent, ml(io) = 0 et donc ml(i) = 0 pour tout x de FPd—l'

- . <k< x) = x €
bZ) Soit Likoid 1 . Supposons que pour- tout L_k_ko mk(x) 0, x ;Pd-l'

N\
Montrons que m () = 0 pour tout x de P .
ko+1 d-1

Pour cela, commengons par é&tablir que M 41 est continue sur FPd-
0

Remarquons tout d'abord que pour tout x € ?P 11 existe une sous-variété
q q P

d-1’
praojective H de dimension k0+1 telle que

1

mk0+l(§) = ui(H)
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si (x) = 0 c'est évident ; si m +1(i) >0 1l'ensemble des sous-—

m
ko+l 0

variétds projectives Hde dimension kytl  telles que W (H) > —é—mk ol (x) est
0

fini puisque si H1 et H2 sont deux telles sous-variétés, on a d'aprés

1'hypothése de récurrence L}L{(Hlﬁ Hz) = 0, et l'affirmation précédente s'en

déduit immédiatement.

Supposons que m ne soit pas continue. Il existe alors un point X, € r]P s
0+1 0 d-1

un réel §> 0 et une suite (in)n_>_l de Spd-l tels que
lim x_ = x
n>1 n 0
et
(1.34) ]mko+1(§n) - mk0+1 (:‘:O)I > 8§ pour tout n>l.
On a m +l(§n) = (Hn) n>0
0 n

ot Hn est une sous-variété projective de ]Pd_1 de dimension k0+1.

On peut. supposer que la suite (Hn)n>1 converge vers une sous-varidté projective

’
Ho de Pd-l'

Distinguons plusieurs cas :

o) si H!

0 est de dimension ko+1, ona :

Moo (Hn) 2 My (Ho) n>l
n n

Par un passage i la limite en n, que l'on justifie comme au paragraphe bl) .

on en déduite que

(1.35) uio(n(;) > u}-{o(ao) = mk0+1(io).

D'autre part, en faisant tendre n vers +%® dans (1.34), on obtient aussi

(1.36) |uz ') - (x) > 6
Zy 0 “‘k0+1 0

k +1(io)'

Les inégalités (1.35) et (1.36) sont incompatibles avec la définition de m
, 0



28

B) si Hé est de dimension inférieure ou &gale 3 ko, on a d'aprés (1.35)

mk0+1(§0) = 0 ; de plus, uio(Hé) = 0 d'apré&s l'hypothé&se de récurrence, et
1'inégalité (1.36) ne peut &étre satisfaite.

Nous pouvons donc conclure que e 41 est continue sur FPd 1
0 -

Le méme raisonnement que celui effectué au paragraphe bl) permet de conclure

que mko+1 est nulle sur FP&-I' Pour cela, il suffit de substituer mko+l a m , et
k0+1 _
5= ={g; HE W1 M=(H) = m, +1(x)}
0 0 :
i S; X € FPd-l , ol Wk +1 désigne l'ensemble des sous-variétés projectives
de dimension k0+1 de de—l'o

Donnons maintenant la

Démonstration du théoréme 1.1

Nous utiliserons le

Lemme 1.3 : Soit T 4£a probabilits t =) zlnp“ et 3,

a2l
pour b xT presque £out (w,4) € [oL(@mIF x GL(AB), Les suites
Ap(@) A () ee-A ebig a W) 4, W)...a W) "=
et
Al(w) Az(w)...én(w) A'ui.Al(w) Az(w)"'An(w) A n>l

convergent vaguement vers La meme Limite.

Démonstration du lemme 1.3

-

e Ha > - :
La suite A1 AZ"'An ux.A “'An n>1 est une APX martingale i valeurs dans

1

MIGPd 1) (corollaire 1.1) ; elle converge donc XPi ps pour la topologie vague
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sur MloPd_l).

Notons 120Pd 1) l'espace des fonctions continues sur P
(S
¢ gcpd"l).

La fonction F(A,x) = A.u§(¢) x € Fwd_l, A € GL(d,R) satisfait a 1'égalité

d-1 et soit

(1.37) F(A,X) = AEi(F(A Al,i.Al)).

Soient p et r deux entiers ; en utilisant (1.37), on obtient que

(1.38) Ye { (A AyeuiA, L B.A Ay...A L) - F(A,.

- 2
sA_,X.A .. A )}
n=1 2 1 72 n n

1

A, 2 - A 2 -
nzl B Fr(A) Ajed | LRA LA Eg F7(Aj...A ,X.A .. A)

< 2r sup lo(x)].
€ Py

Comme 1(A) = Inf [|xA|| on a 1'inégalité :

x|| =
Y
(1.39) nzi B {rajay.ca |, TajocA ) - F(A).8 XA ... )}
_— Inf hj f f Famut @ e Ay A AT.AL A A)
T egol® swp AL [P a2
- (2 X 2
F(A AsA ,x.Al A}
Soit alors s(A) = — k(%) T 7. et sl(k) = Inf{-L, s(é)}.
I [ fowa)n™ ap™a)]
n

Notons de plus Ty la mesure finie définie sur GL(d,R) par :
+

Ty(dA) = ] s, 0017 qu (A) p (4a).

r=1
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De (1.38) et de (1.39) il résulte que :

Inf hA ® A _
e h)\) nzl jrk(u) E- {F(A4,...a Ax AL,...4 4)
- 2 - o r
- F(AIAZ"'An’X'AlAZ'"An)} < 2 supl@(x)| Z r[sl(K)] < +®

—G r=1
x€P,

On en déduit que pour ABE X T, presque tout (Ww,A)

co

nzl [F(aA,...A A, FAA .. AA) - F(Al...An, XsA

1...An)]?' <+

ce qui entraine que pour AP; X Ty presque tout (w,4a)

(1.40) lim F(Al...AnA, XA A ...AnA) = l%m F(Al"°An’x’A

) A)-
n

1A
Comme d'autre part Ty et T ont méme support (1.40) est &galement vérifiée

A
pour P§ X T presque tout (w,A).

Le lemme 1.3 se déduit de ce qui précéde en notant qu'une suite de probabilités

(vn)qzl de M,(P, ,) converge vaguement si et seulement si la suite (Vn(éi))qzl

converge pour une suite dense (<I>i)i>1 de E?Cmd_l)

Terminons maintenant la démonstration du théoréme 1.1. D'aprés le lemme précédent

pour toute suite (Mi) dense de Tp il existe un ensemble Qo tel que

i>1
AP; (Qo) =1 et tel que

¥ € Qo, ¥ i>1 on ait :

Lim 4) (W) Ay (w)...A (W) My “:'c,Al(m)...An(m)Mi

= 1§m Al(w) Az(w) An(w) = 8 (w)

x.Al(w)...An(w)
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Soit w € Qo’ il existe une suite (nk) d'entiers telle que la suite

1

(4, (w) A, (w)...An (w)) converge vers une application quasi-projective T(w),
ko kol
et telle que la syjte (Xe Al (w A, (W...A (W) converge vers un élément
2 n
ko kol

— t
y(w) de Pd-l'

Puisque d'aprés 1a proposition 1.4 u?(w) et u?(w).Mi ne chargent pas de

sous variété projective de Py_; on a pour tout i>1 :

T(w) M, “y(w) 'Mi

En passant 3 la fermeture, on en déduit que pour toute matrice N de Tp on a :

(W) u;(w) = 8(w).

A . = =
(1.41) T(M)NLL}?(Q)).N T(w) u?(w) B(w)

On peut choisir une suite contractante (N ) de

2>l ]Pd-l telle que la suite

de mesure N. My n>l  converge vers une mesure de Dirac £, (w).

(w) .Nn 1

De (1.41) il r&sulte que T(w) Zl(w) est défini et que

T(W) Z,(w) = t(w) u?(w) = Bw).

Ce qui montre que T(w) est de rang 1, et donc que @§(w) est une mesure de
Dirac Z(w).Ceci &tablit la premidre assertion du th&ordme 1.1

D'autre part le raisonnement précédent montfe que pour w € Qo’ toute
valeur d'adhérence (au sens des applications quasi-projectives) de la suite
Ay ’(w) A, (w) A (W) n>l  a pour image Z(w) ; domc pour toute probabilité
irréductible o € M@, ) et tout w€Q  ona:

ltiim Al(u)) Az(w)...An(w).a = ez(m)

Enfin de 1'égalité

J@(y) u-(dy) =

. _ >1
E? [[Q(Al AZ" 'An y) u}:.Al...ll.l_l(dy)] s
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On déduit de ce qui précéde par passage 3 la limite 1'&galité :

[on ugtan = e oz

Enongons et démontrons maintenant un corollaire du théoréme 1.1 qui nous
sera utile par la suite.

Proposition 1.5 Sous £es hypothises du théorme 1.1 pour tout u € tIRd

tel que |jul| =1, La suite

‘Iu A1 AZ"'AnI| A ) ’
[Ta; &, .. .A_T] converge P presque-sirement vers une variable
ge By ,

alzatoine strnictement positive.

Démonstration de la proposition 1.5

Considérons la décomposition de Cartan

Ap Ay...A = ky(n) a(n) k,(n) n>1

1
et 8crivons u sous la forme u = (1,0,...0) k = 21 k ol k est une
matrice orthogonale. Il vient alors :

e ay ayea || = ||8] & k(@) a(m) k()| >l

Pasons x(n) = k k(n) = (x(n))
1,3 1<1, §<d

On a alors :

lu Ay A2...An|lz=-xi’fn) a%(n) + xf’z ag(n) + ...+ xi’d ai(n)
2 2
et HA1 AZ"‘An|I = al(n)
d'ol
2 2 2
|lu A, A . ..A_ ] a,(n) a;(n)
(1.41) L 2 L = x? (n) + x> (n) 2 ., ve. + x2 (n) d
|la, A,...A ||2 1,1 1,2 az(n) 1,d az(n)
1 72 n 1 1

Si les hypothéses (H) sont satisfaites, on a AR_ ps lim A, A,...A m = &,
X n 172 n

m dé&signant la probabilité invariante par rotation portée par de 1* I1 résulte
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de cette convergence que :

)\ a.(n)
a) "P_ ps lim-
X ol al(

n)=0 pour 1<j<d

A - . = -
b) PE ps lém kl(n)' e, = Z(w) od e est 1l'image dans'lPd_l

1
du vecteur e, = (§) € IRd.

1

De 1'égalité le 1(n)[ = |<21k, k; (n) e1>| et du b) précédent, on conclut que :
’

A N

RE ps lém le’l(n)l = [<e1 k, Z(w)|

cette limite est Akf presque sirement non nulle car la loi e de Z

pour Aki ne change pas de sous variété projective de :md_l.

En utilisant a) et 1'égalité (l.41), on conclut facilement que :
A

P o Neaeal
x PS n T1A] A,--.A T[]~

|<21k, Z(w)>]

1.3.3. Négativité d'un cocycle

Commengons par préciser quelques notations.

Appelons tM 1'espace constitué par 1l'espace produit FPd_lx FPd-l auquel

on a retiré sa diagonale ; nous compactifions M en lui adjoignant 1l'espace des

drapeaux FP?-; de dimension 2, c'est-3-dire l'espace des couples (EI,EZ)’ de

sous—-espaces vectoriels de FRd tels que El C E et dim E, = i i=1,2,

2 i
Bous disons qu'une suite {(an,vn)} d'&léments de™ converge vers 1'élément
(u,(q,9)) de ;P?-; si la suite {(ﬁn,Gn))} de ;P?-; associde 3 la suite
] ?

{(ﬁn,Gn)} converge vers (d,(d,¥)). Nous notons fﬁvce compactifi& de M.
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Posons alors

ol (3,7),4] = S(EAVA) isv € A € GL(dR)
d(u,v)

((E,5)),4) = —lealvall

lualf flavl]

A € GL(d,R) (u,(u,v)) € tJPcll_; oi u (resp v) est un représentant dans rTRd de
- ?
norme 1 de u (resp v). L'application O est alors un cocycle continu sur

N XGL(d,R) c'est-d-dire satisfait 3 la relation

0(g,AB) = 0(&A,B) o(E,B)

A,B € GL(d,R), E€ M

Nous nous proposons d'établir maintenant le

Théoréme 1.2. : S{ Les hypothZses du théoneme 1.1 sont satisfaites et de plus s4

anﬂ iLog [|lAl] p(da)| <+=, powr toute probabilits n  sun Pa-px

satisqaisant @ L'équation d'invariance

(1.42) Jf(i&)n(di,da - fn (dx,d8) ME- £(R.A  EA))

0@ £ est une fonction continue queleonque sur Pgq_j X W, ona £linggatite
PE;Logo (&A)) N(dK,&E) < 0

qui admet le

Corollaire 1.2 : Sous £es hypothdses du thiorZme 1.2 , pour Toute Aulte

(En;’gn)n?_l € r]Pd-lx M

an <
1Im + % Log 0 (€_,AALA ) <O
n n x n’172 n

n
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Démonstration du théoréme 1.2

e, t_
Notons & (tIPd_l x t-'M) 1l'espace des fonctions continues sur tIP X M.

L'opérateur défini par

A ~ A — %t t= — =t t=
£) = "p— . €

Q £(x,€) Ex f(x Al’ E.Al) fe b ]Pd-l X "M) x € ]Pd-l’ £ M

est un opérateur Markovien continu sur G (tIPd_l X t'ﬁ).

D'aprés le théoréme de Markov-Kakutani, il existe donc sur t:IPd_]; x ' des

.probabilités invariantes par AQ, c'est-3-dire des probabilités satisfaisant
a (1.42).

Soit N 1l'une d'elle.

Sur 1'espace Ql = (GL(d,R) x t]Pd-lx tﬁ)m = {(

nous considérons un systéme dynamique : nous appelons II 1la probabilité sur

A %yps &y 21

i, définie par :

1
- y €
Mloy /g By, &) €4 B < 5 1<iza}
_ _ by (F.A...A)

= ———l;—j; J nedx, db) o', Aj...4)) A _}

[k(M)] hy ()

n n n

I 1, (A,) I 1, &Ap...A, ) I 1y (5A5...4, )
= Py L g Bpog VTR TR A

dp(Al) dp(4,) ... dp(An).

Soit d'autre part 0 la transformation sur Ql définie par
st o = {@a, x;_;, Ei)izl} oma Buw o= {(a,, x,_;"A, B A 121}

La probabilité II est  8-invariante.

Sur Ql définissons la fonction H suivante :

H(w,) = Log o€, A

On a pour tout entier N>1 :
N-1 K
Log O(E, A Ay .A) = kZO Ho 8 ()
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et également :

f H(wl) H(dwl) = J n(dx, dg&) AE; Log G(E,Al)

Le lemme de théorie ergodique suivant [10] appliqué au syst@me dynamique
(91;3 , 1) permet de prouver la conclusion du théoréme 1.2, en s'assurant
que II p s lim Log o (&, A1"'An) = -,

n

Lemme 1.4 : Soit (E,T,&) un systime dynamique 0l o est une meswre Lnvaiiante

n-1

§inie, h une fonction o Antégrable telle que ) hoTk convernge p p vers
k=0

- o alons IE h do < O,

Or ceci résulte du :

lemme 1.5 : Powr tout € "B, , et tout E€H ona ‘b_ps

I%m o(g, Ay AZ...An) = 0

qui se déduit du théoréme 1.1

La preuve du théoréme 1.2 est donc achevée par la démonstration de ce lemme.

Démonstration du lemme 1.5.

D'aprés la proposition 1.5, il suffit de montrer que pour tous vecteurs
u,v et]Rd, de norme 1, on a XP; PSs.

[lua, Apesca A v Ay Ayeua ]

(1.43) lim 5 = 0.
n [1a; 4y...a ||
Nous pouvons supposer que u et v sont orthogonaux et alors &écrire :
n N v v
u = e k v=e, k avec e, = (1,0,...0) e, = (0,1,0,...0)

Reprenant les notations utilis&es dans la preuve de la proposition 1.5, on a :

(1.44) [1a; ayecca || = a;(@)

et

(1.45)  uw AlLA = a(@) x (n) 2.‘1 +a,(n) o ()

(1.46) VAL..A = al(n) xz’l(n) 22 + al(n) o (n).
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Les deux derniéres &galités étant justifides par le fait que )‘P§ Ps ona:

a,(n)
=0 2<j<d.

Les &galités (1.44) (1.45) et (1.46) entrainent que )\P;ps on a (1.43).

Donnons maintenant la

Démonstration du corollaire 1.2

Soit F € 'C(thd_l X t-ﬁ) définie par F(;:-,E) = AE; Log G(E,Al).

Pour tous x thPd_ £ € tﬁ, et n>l, on a 1'égalité :

1’

n
AE; log a(§, Ay AZ...An) = z )\Qp F(%,8).
p=1
Les seules valeurs d'adhérence de la suite 1 }‘E_ log (& , A, A ...A)
n X n 172 n
;n € t:17:"':1_1 En e ™ n>1 sont donc de la forme :

fF('i,E) n(dx, d§) = f )fi Log GGE,Al) n(dx,d&)

ed N est une probabilité sur x M telle que nAQ =n .

t
Py

La conclusion du corollaire 1.2 se déduit alors immédiatement du théoréme 1.2

1.3.4. Unicité de la probabilité invariante de la chaine de Markov de probabilité

de transition )\P.

Théoréme 1.3 : S{ Les hypothlses du thonme 1.1 sont satisfaites, La chalne -

de Markov de probabilité de transition o osun tp admet une unique

d-1
probabilite invariante My

Démonstration du théoréme 1.3

Elle utilise les deux lemmes :

lemme 1.6 1im sup N A “An) = 0.

E_ d(x.A,...A_, y.A
n x,yetm X 1 n

1
d-1
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Preuve du lemme 1.6

. A = = 2
La suite (5n = sup E; d(x’Al"'An’ y.Al...An) est décroissante, et l'on

XyE Ry,

- = t
€
a pour un couple X Yo IPd-l

6n = E;n d(xn.A A2"°An)

A .. A

172 n’ yn'A

1

D'autre part en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1.5, on &tablit

que : N : _
P ps lim d(xn.A

Y Ay.- A, T A AyellA) = 0.
A n

1 72 n

Il en résulte 3 1'aide du théoréme de convergence bornée de Lebesgue que :

A _ —
1§m ‘:z,\\),A d(x_.Aj.-.A, ¥ A Ay...A)) = 0.

L'inégalité

A v < )E d(x 3 A) n>l
Ein d(X .A) A,...A , yn.Al...An) <cC '\\’A X oAp-cA L, Y PAL---A)) n>

Jointe au résultat précédent permet alors de conclure :

Lemme 1.7 : S{ f est une fonction Lipschitzienne suwr "B, la suite de

gonctions (}‘Pnf) n>l  est Zquicontinue Aurn tIlé‘d_1

Preuve du lemme 1.7

Pour x, y € tIPd_1 n>l on a :

(1.47) Apn £ - Mot £F) = —— f {p>‘ (x,4)
hy (%) hj (M

(k1™

X £(x.A) p"(da)

' f A F.4) BAGr-) [£(R.A) - £(7.8)] p™(dA)
+ ——— [p" (F.A) —=—[£(x.4) - £GF.0)] p
[k(A)]® 352

on obtient facilement en raisonnant comme dans la preuve du lemme 1.2 que :

_ _ Inf(l,)\)
(1.48) |7 (@,x50] < ) swp @] 4ED
t

X€ ]Pd-l


http://Lipsa.luXzA.znnz
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Dautre part, si k(f) est le coefficient de Lipschitz de f, on a

(1.49) 7,0, 5| < k(E) sup "L [4(5.4

A LX.A
2,5 € Spd_l ¥ 1" n

LA n>1

Les inégalités (1.48) et (1.49) et le lemme l.6 permettent de justifier la

conclusion du lemme 1.7.

Revenons maintenant & la preuve du théoréme 1.3,

Soit f une fonction lipchitzienne sur FPd-l et n wune probabilité XP invariante.

n - -
)\ s
Il résulte du lemme 1.7 que la suite '% z Pf n>l est &quicontinue
j=1
sur de-l' Soit f une valeur d'adhérence de cette suite ; il existe une sous-
n
suite (n,) d'entiers telle que la suite L z Aplg k>l converge
k' k>1 o, =1 —
uniformément vers % sur FPd-l. Il est clair que ? est continue sur ;Pd—l et
. n, -
satisfait 3 1'égalité ? = AP?, et par conséquent £ est constante sur FPd L
n n
et donc £ = n(f).
n
. . 1 LN P Y
D'autre part, ona lim | = ] PE(X)N(AR) = n(£) = n(f)
k k j=1
Des considérations précédentes, on peut conclure que la suite '% Z plf n>1

j=1
_ FPd_l - - .
converge uniformément sur vers N(f). Le méme résultat &tant vrai pour
A
toute autre probabilité nl sur t!d-l P invariante, et les fonctions

Lipschitziennes formant un ensemble dense dans Z;(§Pd_l) muni de la topologie

de la convergence uniforme, le théoréme 1.3 est ainsi justifié.
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1.3.5 Propriété de quasi-compacité de )\P

Commengons par adopter quelques notations. Pour f € ﬁ(tmd_l) posons

[£]= sup [£(x) |
€Ty

D'autre part, pour O0<e<l et pour toute fonction f € C(th_l), on définit

mg(f) = sup f(i)-f(-)

i*? € de_l de(x,?)
et L. o={ee B 5 llElL =IE] + m (D) <+ =)

I.E est une algdbre de Banach unitaire munie de la norme || ”s .
Posons de plus pour A € GL(d,R) &(A) = sup(”AH,HA-lH).

Nous pouvons alors é&noncer le

Théoréme 1.4 : Si £es hypoth2ses du théondme 1.1 sont satisfaiteset si de plus
pour un néel a0, ona

j s a) p(da) < +

L existe un nBel 0<g<a  tel que pour toute fonction £ € zeo et tout
n>1l , on alt

%27 =y (De + AR (£)

oa ny est £'unique probabilits de w e, )P invariante

e est La fonction Ggale & 1 sun TP

A d-1

R est un opérateur sur Zs de rayon spectral sinictement inférniéurn & 1, et
A 0
tel que "Re = 0.

qui admet le corollaire
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Corollaire 1.3 : Sous Les hypothZies du thondme 1.4 pour toute fonction

£ € E(tpd-l) .on a

lim sup IAPnf(i) - nA(f)I =0
n €

Démonstration du théoréme 1.4

Commengons par &tablir plusieurs lemmes utiles par la suite

Lemme 1.8 : I& exdiste 0<g,<s tel que que 44 O<e<e,
€ Un
lim {sup AEE o} (E,Al...An} <1

CRAD F

Preuve du lemme 1.8

it WO m g

est sous-multiplicative et donc on a

/n Vn

€1.50) 1{111;1 (Yn(e)) = Igf(Yn(e))

D'aprés le corollaire 1.2, il existe un entier

B = sup AEE logo(E,A1 A

bt t
x6) € By xty

2°

D'autre part, on a pour (x,£) € FPd-l x M

2
A £ £
E}-{(U (Ej,A1 AZ...ANO)) <1+ Be +5

Yo

..AN ) <0

sup
X €

0

€
E- o («E,Al...An)

n>l O<e<q

tel que

Ae

d-1

gl (Logd(a, A, .. .ANO))

£
§7(4A; Az"‘ANO)]

I’existence du coefficient de 82 étant assurée par les hypothéses.

2
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Par conséquent, il existe un réel 0<€O<Inf(1,00 tel que

€
Yy (€4) = sup . E-GO(,A... ) <1
o wp e Xty 7 R

et donc aussi
N,
(v, (e YN0 <1,
NO 0

L'égalité (1.50) permet alors de conclure.

Nous supposerons de plus si A>0 que l'on a chdisi eof} S ce qui est possible.

On a alors le

lemme 1.9 : I£ exdste un entien ny>1 et des constantes ry< 1, Ry> 0 Zelles

que poun toute fonction f E;BED on ait

A
IPFOc Il < lell 5, le]

Preuve du lemme 1.9 :

Consid&rons 3 nouveau les expressions apparaissant dans la démonstration du
lemme 1.7. De (1.48) et (1.49), il résulte que pour X,y € de—l’ n>l , f G'ZEO:

o a

M- el e, Jg] EED G5
€

A 0,- -
+ mg, (£) "B d (RoAp oA LTA A

D'oll 1'on déduit

A €9
meg("PPE) <Ca M| £| + mg, (£) sup 0 2(EA--A)

x,5€etp

Choisissons n, de sorte que sup & X £ Ei ¢ (€,A1...An ) = T, <1.
(x,8) € -l M
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ce qui est possible d'aprés le lemme 1.8. On a alors en tenant compte du fait

ngQ
que IAP f| f_lfl
Ao
184 f!L_O <1 IIfilEo + [1+c;00] €]

ce qui établit le lemme 1.9.

Revenons maintenant 34 la preuve du théoréme 1l.4.

Si L est une partie bornée de (a@s 2 ”E ).
0 0 3
A'PnL est une partie bornée et &quicontinue de é{(FPd-l) et donc d'aprés le

théoréme d'Ascoli une partie compacte de ( é(tmd_l) DD

En tenant compte du fait que AP est une contraction de (FPd_l,I |), du
lemme 1.9 et de la remarque précédente, on en conclut 3 1l'aide du théoréme de

Ionescu-Tulcearet Marinescu [ 15 ] que l'on peut &crire

(1.51) ¥ w1 %= ] 40 g, + =

UES
est l'ensemble fini des valeurs propres de module 1 de AP dans dge , et

& &

S
U , HES et AR sont des opérateurs bornés sur £ . ) tels qug
u N €

=

» - F ] -D -~ = E ; -
U, U UL =0 siow#w, Uu°£50 L ou D, =t 5%0 Apf = uf}

est de dimensions finie. De plus AR est de rayon spectral strictement inférieur
al.

Pour terminer la preuve du théoréme 1.4, nous utiliserons le

Lemme 1.10 : 1 esf £'unique valeur prapre de >‘1’ de module Zgal a 1

Preuve du lemme 1.10 :

Soit UHES, u# 1 et soit £ € &% une fonctinn propre correspondant 3 la
0
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valeur propre 4 ; c'est-d-dire telle que

(1.52) KPf = uf

On en déduit en passant au module que pour tout n>l

(1.53) APnlfl_ZlfI

Si {ff(io) = sup t lf(;)l » 11 résulte de (1.53) que pour tout A du support
?E

n d-1
de p, on a

|f|(xd) = £ G,-8)

et donc |f|(x0) = Pnlfl(xo) n>0

" -
Comme l%m Pn|f|(xo) = V(|£]), on a donc pour tout X € S%

[£](x,) = sup £ ] = |£] ()
0’ " SE

d-1

c'est-3-dire que la fonction f a un module constant sur le support de VYV ; comme
ce support est stable par TP, 1'égalité (1.52) entraine que par tous x € s%
et A€ Sp, on a

f(X.A) = HE(X)

et donc également

(1.54)  £%(x.A) = W7 £1(x) n>1

Par conséquent, on a

(1.55) Mex) = * X)) Tz € sy, n>l

1 4 '\J . - '
L'espace dge (Sv) des fonctions Holdériennes d'ordre €O sur S% est stable

par éP, et lg restriction de 1l'opérateur Ap i S%E (S%) posséde les mémes

propriétés que 1l'opérateur XP sur ié et a en particulier un nombre fini de
0

valeurs propres de module 1. De 1'égalité (1.55), on peut en conclure que
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n A . . .. , s
{u n>l: est fini c'est-3-dire que U est une racine de 1'unité.

Par ailleurs, on a pour x € sf\\)/’ n>1

PUE(R) = U £(R)

- A
Comme de plus 1lim p" £(x) = V(f), on a obligatoirement U = 1, ce qui justifie
n

le lemme 1V. 10.

On a donc pour tout n>1

Apnh =’Ul s MpR,

. L. A
Comme d'aprés le théordme 1.3, P admet une unique probabilité invariante My

n . .
pour toute fonction f € ‘g(tl?d_l) la suite % ) Aplg n>l  converge
j=1

uniformément sur tJPd—l vers nA(f). Il est donc clair que pour f € £€
0

U (£) = ny (D).

La preuve du théoréme 1.4 est ainsi achevée.

Démonstration du corollaire 1.3

La propriété énoncée dans ce corollaire est vérifide pour toute fonction £ €.
€

d'aprés le théoréme 1.4. Elle est &galement satisfaite pour toute fonction 0

f € @('-]Pd_l) car }‘P est une contraction de @(ﬁPa_l) et car Dﬁs
‘ 0
est dense dans 6 (;Pd;l)- muni de norme [ [ de la convergence uniforme sur

d-1°
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2. Théorémes de renouvellement pour les produits de matrices al8atoires

indépendantes

2.1. La théorie du renouvellement de Kesten pour les chaines de Markov

Dans ce paragraphe, nous rappelons des théorémes de remouvellement pour
certaines chalnes de Markov, é&tablis par Kesten [ 11] et qui nous seront

utiles par la suite.

Avant de donner ces résultats, nous précisons des notatioms.

Soient (S,d) un espace métrique, la tribu borélienne de S et P une probabi-
1{té de transition de S dans j’. De plus, donnons nous une probabilit#d de

transition F(d),x,y) de S XS dans S tribu boréliemne de R.

Considérons l'espace Q= (5 x ]R)l\I muni de la tribu §= (3/ ®<,8)N ;

notons (xi’Ui) les coordonnées sur cet espace. Pour tout x € S, il existe

i>0
une unique probabilité Px sur (2,75) telle que pour tout n>0

) € <
(2.1) P (X €4, 0<im, U, € B, 0<i<n)

n-1
= lA (x) I P(x,dxl) f P(xl,dxz)... f P(xn-l’dxn) I F(B
0 A1 Az An i=0

0% %54)
Les variables aléatoires (xn)n>0 forment une chaine de Markov i valeurs dans S,

de probabilité de transition P.
La loi de la variable aléatoire Un conditionellement aux autres variables

é tX ..
Xj >0 et Uj j4n ne dépend que de Xn et X 11

n-1
On pose Vn = z Ui et on étudie des théorémes de renouvellement pour les
i=0

sommes précédentes.

Définissons de plus : pour t>0

(2.2)  N_=1Inf {n>0 ; Vv >t}

(2.3) Wt = (VNt

- t) I[Nt< +oo]
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(2.4)  z. = th l[Nt <+ @]

D'autre part, posons

o = 9
et pour k> ¢, = {x €8s ;P [ O w >%> 1y
- k P Tx 0 mk  m— kTS 2

et adoptons les définitions suivantes :

Définition 2.1 : Une fonction g de S xR dans R est appelle directement
Riemann intigrable 44 elle est 30 X ﬁ mesurable, satisfait & La condition :

® 400
C (k+l : -
kEO Zz_w (1) sup {lg(x,0)|; x€c , -c & <t<mil

et 44 pour chaque x € S et O0<L<+® fa fonction t + g(x,t)
est Riemann intigrable sun [ -L,L] .

Définition 2.2 : Pour ftoute fonction £ de (S ijjN dans R et tout
§ >0, on pose

)
£ (xo,vo,xl,vl,...) i%f+msup {f(yo,wo,yl,wl...)

d(xisyi)+lvi“wil <34 pour Oj;jp}

Enongons alors l'ensemble des ''conditions c¢" guivantes :

.condition ey ¢ il existe une probabilité ¢ sur § invariante par P, et

telle que pour tout ouvert O satisfaisant 3 la condition ®(0) >0 on ait

¥x€s P (Y (X €0) =1

.condition ¢, : l'intégrale f

¢ (dx) f P(x,dx,) f A
2 s s 1 IL iF(d?\,x,xp

converge, et de plus pour tout x € S 5; p.s on a

\'
lim —=2 = o
n n
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ol @ = f ¢ (dx) [ P(X,dxl) f A F(d?\,x,xl), et ol o est strictement positive.
. S S R

.condition cy * il existe une suite (En)n>lCR, engendrant un sous-
groupe dense dans R, telle que pour tout &lé&ment 5; et tout § > 0, il existe

un élément y = y(n,0) de S satisfaisant & la propriété suivante :

Pour tout € >3, il existe un ensemble A € é/ avec ®(A) >0, des entiers my, m,
et un réel T tels que pour x € A on ait :

(2.5) P (d(x ,y) <e; [V -T[<8) >0
1 1
et

(2.6) Pl L,y <e; |V -T-g ] <& >0
2 2

.condition ¢, : pour chaque x de S, et § >0, il existe un réel

Ty = ro(x,6) > 0 tel que pour toute fonction f de (S x ]R)l\I dans R

ﬁmesurable bornée, et pour tout y de S tel que d(x,y) < r on ait

O’
= = .8
2.7 Ef®qVpeXphVpaee) < E £ (X,V0,%,Vy,ee) + 8 sup|E]

et

3

(2-8) Eyf(xo,vo,xl,vl,...) i Exf (XO,V ’Xl’vl,'..) + 6 Supifla

Considérons de plus les indices d'échelle de la suite (Vn)n>0 . Ils sont

définis par :

2.9) v, =0

0
{ > H Y, Y, 1
. Infin >V > \).I' si {n)\)l

i+l + @ sinon

Vn >V\’i} # 0

On peut alors énoncer 1la

Proposition 2.1 : S& Les conditions (c) sont satisgaites, pour tout x € S
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et pour tout i>1

De plus, La sulite (XV:‘.) 150
Lnvarniante § telle que

08t une chaine de Matkcv admettant une probabiliti

f‘b(dy) Ey(vl) =1
dy) E_(Vy)) =
ainsi que les théorémes

Théordme 2.1 : S £es conditions (c) sont satisfaites pour toute fonction £
de S x[0,+o[ dans R bornée et continue, et pour tout x €S on a :

VN

_— 1 -_—
lin E L0 =g fsw<dy> E,( f

b ,s)d
ICWRLY

Théordme 2.2 : S4 Les conditions (c) sont satisfaites pour toute fonction f
de S xR dans R continue, directement intégrable et pour tout x €3 ona

0 400
1

- . f .
lim E X ,t=V)) = = d ,s)d
Ln x(nzo g(X_,t-Vv)) = = Js $(dy) L”g(y s)ds

2.2 Théordmes de renouvellement pour les produits de matrices aléatoires

indépendantes )

2.2.1. Notations. Rappel

Nous reprenons les notations définies au paragraphe 1 ; il nous faudra, avant

d'énoncer les théorémes, préciser quelques &léments supplémentaires.

Commengons par la

Définition 2.1 : Une matrnice MEGL(d,R) sera dite . p-ndalisable 5'LL existe
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un entien n et des matrices MioMy,. oM € sp telles que M = My My M,

et 54 de plus M admet une ualawc propre simple néelle q(M) qui en
module excide toutes Les autres valeurs propres de M .

Nous envisageons les hypothéses suivantes (ﬁ) pour la probabilité p :
y
- (Hl) le groupe fermé Gp engendré par la support de p et ses sous-

; P . N d
groupes d'indice fini ont une action irré&ductible sur R

- (ﬁz) le groupe engendré par {Log|q(M)| ; M p-ralisable}est dense dans
R

- @y e okl = [1of flallpcaap) <+

Raopelons '[4 ] de plus la

Provosition 2.1 : S{ £es hypothlses (H ) et (?{'2) sont satisfaites, AL existe
une constante o telle que pour fout x € rd _{0} on alt

. 1 1
p.S o= l%m Y log Hx A A 'An“ = l%m I log HA1 AZ"'An”

ge s
De plus, on a

o= ” E log p(X,A) '\\51(d>'c) p(da)
GL(d,R) X ®y_,

ot ,\\;1 est une probabilité p invariante queleonque portie par P 41

Enfin, définissons &galement.pour x € FPd-l , tER

Inf { n>0 ; log p(i,A1 AyeA) > t} si cet ensemble est non-vid.

2
(2.10) Ni(t) =

+ ® sinon

1

(2.11)  Wo(t) = (1oga(%, A; A,. AT [nge) <k )
X
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. - = 1 =
(2.12)  2.(t) g%“)[N%w ool -LAI%.H%QQ)IW#Q<+q

Nous pouvons maintenant donner lesg

2.2.2 Enoncés des th8orémes

On a tout d'abord le

Théoréme 2.3 : S{ Lo hypoth2ses (W) sont satisfaites et 84 o >0

1) pour tout ¥ € :JPd_l ot toute fonction g continue bornie de
%, xR dans R, La Limite-

lim E g(Zi(t), Wi(t))

£t >+

existe et est indépendante de x

ELLe peut 4'Ecrnine sous La gorme
r Wg(0)
s | wenE [[
tpd-1

o v €M (B )

- 8(z_(0),s)ds]
0 v .

2) pour toute gonction g continue de tjpd-l X R telle que

+0
) sup {g@F.t); 7€ FPd_l L<E<h+l } < 400

co

et tout x€ B, ona

lim E[ ) (XA Ay hAlLE - logp(x,4, Ay oa )]

t >+ n=0

f N, - e

J v(dy) g(y,s) ds

n FE&_I‘ . .- ‘ante a - t

Y dtant £'unique probabilit p-tnvartantie ppartenant a (B, )

']
Q|
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Ce théoréme admet le corollaire suivant, dans lequel on note card A le nombre

d'éléments d'un ensemble fini A.

Corollaire 2.1 : S« £es hypothéses (H) sont satisfaites, et si a>0
pour tous x € RY, Px|l =1, b2l on a

lim Ecard {n; t<[x A 4 “'AnlLi th} = ng.E

£ > +® 1 2

Envisageons maintenant le cas o @<0. Nous pouvons &noncer le

Théoréme 2.4 : S{ Les hypothises (H) sont satisfaites, a0 et 44 de plus
AL existe un ngel XAy >0 tel que
A
0 +
[ 18,17 108la, Il apca> <+
et A
0
f[u(Al)] dp(a;) > 1

V2
ol u(a)) est £a plus petite valeur propre de fa matrice (4 tAl)
alons :
1) 4L existe un ngel A €] 0, Ad et une fonction hx continue
strictement positive sun "B, telle que pour tout E € HP on ait
L'egalité

roA
2.13) my ® = |0 Lz by (3.A)dp(a)
1 1

Toute autre fonction continue positive satisgaisant d La nelation (2.13) est

proportionnelle & hy -
1

2) poun toute fonction g continue .de FPd_l x R, dans R

telle que La fonction (X,t) - e—xltg(i,t) 504t bornge, et pour tout
e B, | lalimite
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Alt
lim e E(g(Zz(t), Wo(t) 5 N (¢) < +9%)

t >+4+o
existe et est de La fornme K(g) hy (x).
1

' Sé g est sthictement posdtive sur P ge1 " R, > K(g) est stiictement posditive.

3) pour toute fonction g continue de r?Pd_l xR dans R telle que

+00

] supllgF,0)] F€P

j— )

doy 3 Ase<ial } <40

ot tout %€ ‘P, on a

1 ’
[o -]
lim E{ } glX.Ap Aj...A , t - logP(,4, Aye.-8 )1}
t>-© k=0

f +®
-1 [ Ve [ sGeras
SPd-l
est L'unique probabiliti p Linvariante appartenant a Ml(tIP d—l)

<l

4) poun toute fonction g continue de P i R dans R telle que

400
22 X1 sup{|g(¥,t)| 3 yetjpd_l L<E< L +1} < w0

et pour tout X € Py, ona

At P -
lim e "1° E (] g(X.a, A REY S logp(x,A; A,...A )

£+ 4o k=0 L2 "

hy (%)
A X .

 As

= 7)) ——— = v.s)d

=) [ ", @ 5®) f_we L g(y,e)ds
1 1 1

d-1
A

e 1 . , ;
oa n, € Ml(QP 4-p) @t L'unique probabilbit? P L{nvariante, et ou
) .

A -
0L(>\1) = J nkl(d}—c) 1E}-E(logp(Al,x)) o<a(xl)<+m.;.

b

d-1
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Ce théordme admet les corollaires suivants ;

Corollaire 2.2 : Sous Les hypothéses du théondme 2.4, il existe une constante
O<Kl< +o telle que peur tout x € ERd-{O} Hxli=1 on alt

1 —_—
lim t - P(max [jx Ao, A ...A ||>¢) =K, hy (X
¢ > 400 n 1 72 nH 1 Xl

X @etant R'image de x dans ﬁpd-l’

d
Corollaire 2.3 : Sous £es hypothlses du théorZme 2.4, pour tout x € R -{0}
lxll=1 w1 ona

1) 1im E cardi{n ; t_in A1 A

LA || <tn} = ZoER
n ——
t >0

9

A
Z) lim ¢t Lg card{n ; tf”x Al A
t >+ \

- M

oA |l tn}

1 —
= =Ny (dY)
(A A L—.P sz M
d-1
x etant L'image de x dans th—l'

2.2.3 Démonstration des théorémes

Commencons par remarquer que l'assertion 1 du théoréme 2.4 a été établie dans
G P q q

la proposition 1.2.

Pour établir la preuve des autres conclusions des théorémes 2.3 et 2.4, nous

nous appuierons sur les résultats de Kesten énoncés au paragraphe 2.1.

La chaine de Markov (Xn)qu sera

a) dans le cas oi 0>0 la chaine de Markov 3 valeurs dans FPd-l et

de probabilité de transition P = CP.
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b) dans le cas oi C<0, la chaine de Markov 3 valeur dans FPd—l obtenue

.z - A
par relativisation de probabilité de transition lp,

Définissons d'autre part en é&tendant légérement les notations du paragraphe 2,

la probabilité APi x € FPd—l A>0 sur [FPd-l X R X GL(dJR)rN
par
A
3 . € :
(2.14) Eg {f(xo,vo,xl,vl,...xn,vn) ; A €D 1<i<n+l}
= - n+l h ti) [p(dAl)p(dAZ)"'p(dAn+l)

[k(M)] ' A

n+l A - -

.g lD (Ai) o (X’Al"'An)hk(x'AI"Ah).f{x’ log p(x,Al),x.Al,

i=1 i

logp(x.Al,Az),...,x.Al...An, log p(x.Al...An,An+l)} n>0
oi f est une fonction mesurable bornée sur (FP XfR)n+1 et (D))

d-1 i’ 1<i<n+l

sont des boréliens de GL(d,R).

On voit en faisant dans la formule précédente D, = GL(d,R) pour tout 1§}§p+1

i
que 1l'on obtient une formule du type (2.l1) en posant

F(B,%,5) = >‘E§ {1, [logp(X,a)1}

ot x,y € FPd—l et B est un borélien de R.

Nous allons démontrer que sous les hypothé&ses des théorémes 2.3 et 2.4, les

conditions (c) des théorémes de Kesten sont satisfaites.

1) preuve de la condition ¢

1

d-1
¢ € t;(FPd_l) telle que 103929 et nk(¢) >0.

Soit 0 un ouvert de FP tel que nA(O) > 0. Il existe alors une fonction



Or la suite % Z APj(¢) n>l converge uniformément sur ;Pd—l vers
3=0
nk(¢)' Il existe donc un réel §>0 et un entier ng tel que
Inf A0 | (%) > Inf PM0R) > 8
e 077~ zep -
d-1 d-1

Le lemme de Borel-Cantelli pour les chaines de Markov [ 1 ] entraine alors

que pour tout x € de ;s ona

U -
Pe { S {(x.A1

...An) € 04l = Api { ngl(xne 0) } =1

c'est-d-dire la condition ¢y

2) preuve de la condition <,

Pour x € de-l et 8>0, définissons les ensembles

EE S,k = {05 pGA (W...A w)>S IIAl(w)AZ(w)...AQ(w)H 1<k}

et E(x,8) = 0 E(x,6,k)
k>1
8,8 2,6,k
En raison de 1'indgalité (1.8), on a d&s que d(¥,y) < :;f et w € E(%,6,k)
2

(2.15)  (1-6)0(X,A; (W4, (W) .. .4 (1) <p(F,4 (WA, W .. .4 (@)

< (1+61)p(>'<,A1(w) .. .Ak(w)) .

De plus, comme

I Gx=y)a 8,0 ..8 Aya a,...a ]l ==l “Al-"Ale
Txa A, A TThA A, ATl - ﬂxAlAz...Ak”

d(x.Al...Ak,y.Al...Ak) =

od x,y sont deux vecteurs de norme 1, d'image X et y dans FPd—l et tels
)

que  |8(x,y)] < f, on a également d&s que d(X,y j_§4§ et

2 V2
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w € E(x,6,k) 1'inégalité

(2.16)  d(x.A (We-a (W), F.4, (@8 (W) < 6

- N . . s
Soit f une fonction mesurable bornée gug (FPd_leR) , des inégalités (2.15) et
(2.16), il résulte que pour d(i,?)j.:if— , ona
2

(2.17) AE? f(;v,o,)-r‘A'l,lggp(?,Al) o oo ,SiAl. . .An,logp(§,AI. . .An) yees)

L rrrea KA. .An,logp(x,Al. . .An) , "'}lE(f‘E,é)]

8
< %[t 1(%,0,%.4
- y
+ sup |£](1 - P§ [E(x,8)]).

Des définitions de APi et de >\P? on déduit immédiatement que

S
(2.18) >‘1-:§[f l{:—{,O,:‘c.A

1,1ogp(1-<,A1),...,x.Al...An,logp(x,Al...An)...} lE(i,é)]
2 -
hk(zl) §

< sup T (1+61;‘ AEx[f l{i,o,i.A

< ) logp(%,A,) .., %A, ...
d(zl,zz)f_c?1 hA(ZZ)

1’

log (:'E,Al...An),...} lE(i,d

De méme, on a l'inégalité

2,-
hi(z,)
2.19)  Me-(EE,8) > Inf AL a- et M8
y d(3,,2,)< 8,7h) (Z,) x

€ positif &tant donné, on peut en raison de la continuité uniforme de h

A
sur FPd-l choisir 61(8) < 3¢ assez petit pour que l'on ait
2,= 2 -
hy(z,) hy (z,)
2L (48,8 <1+c et Inf 2L st si-e

sop 5 12z £ _
d(zl,zz)_i 1 hx(zz) d(zl,zz)f_ﬁ1 hA(z )
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- 61(6)6
Dans ces conditions pour d(x,y) < — on a :
2

A

(2.20) E; [f(y,O,Y-Al,lOgD(y,Al),...,yA ...An,logp(y,Al...An),...)]

1

S

1.- - - - -
< B [£ (X,O,X-Al,logp(x,Al),...,x.A ...An,logp(x,Al...An,--)]

1

+ sup If](APi( CE(X,8)) + 2¢).

Comme d'apré@s la proposition 1.5, on sait que

lim }‘Pi {CcE(%x,8) }=0

8¥0
On peut choisir &8(g) tel que AP; [ CE(x,8(e))])<e
él(e)é(e)

Pour d(x,y) <———— , on a alors

VZ

A 3€= = - - -
(2.21) E; [£ {y,O,y.Al,logp(y,Al),...,y.Al...An,logp(y,Al...An)...H

A - - - - _
< "Bp [E(x,0,%.4,,108 0 (x,A)),..., X.A...A , Log 0 (x,Ap.cen).00)]

+3 € sup |£].

Ce qui &tablit une des inégalité&s figurant dans la condition c, s la seconde

inégalité se prouve de maniére analogue.

3) Preuve de la condition cy

La suite des matrices aléatoires (Ai)i>l est statiomnnaire pour la probabilité

AP . En outre la suite 1Io AA ...A n>1 est sous additive, et l'on a
Blif Agre-fgll R

A
. ' s Nl A +
en raison de 1'hypothése (H3) En (Log |IA1|!) <+,
: A
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Le théoré&me ergodique sous-additif de Kingman
que AP
Y n

E(w), =-%<E<+w,

ps la limite lim = log||a;(Wa,(w)...A_(w)]]

permet donc de conclure

existe. Notons-la

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme l.l, et en raison du fait

que n, mne peut 8tre portée par une sous-variété projective de EP
X

sinon

x etp

que pour tout d-1

on ait :

A '
2.22) "o < 'V XPnA

- ’ . - t
Par conséquent on a aussi pour tout x€ ?Pd 1

(2.23) AP;{m; lim-% Log]]Al(w)Az(w)...An(w)|f = E(w)}

et également en raison de la proposition 1.5 pour tous ;; y € P

(2.26)  “elw 5 1im log|[4, (WA, w)...4_()]]
n

= 1im %log p(y, A, (WA, (W)...A (&)} = 1.

n

I1 nous reste & identifier £.

A
Commengons par montrer que Pn
A
constante.

ps (et donc aussi

d-1 (car

V le serait aussi), on voit qu'il existe une constante C'(\)->0 telle

[]
—

XP; ps) que & est

Supposons le contraire ; il existe alors un &lément §; du support de Ny »

r, € >0 et un entier 11 tels que :

Mt L 1es o

(2.25) P;o {w; = log p(xo,Al(w)Az(w)...An(m))
et

(2.26) o {ws L log p(x_,a (WA, W)...A (W) >

o

<r - 2¢

¥ 22} > 2

r + 2¢ ¥ nzll} > 2¢
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En utilisant la condition ¢y prouvée précédemment, ceci implique qu'il

existe un réel r, >0 tel que tout y € tIPd lsatisfaisant 3 1'inégalité

d(;;zo) < r, on ait :

A 1 - 1
(2.27) P§ {w ; = logp(y,Al(w)Az(w)...An(w) )< r-€ , ¥ n_>_21J > ¢

et
1 -
(2.28) P§ {w i logp(y,Al(w)Az(w)...An(w))z_r+€ , ¥ n:iﬁl} > €

d'od

(2.29) )"P;, {w; _lng %logp(?,Al(w)Az(m)...An(w))f_ r-g} > €

et
A . .1_ v >Sr+€} > €
(2.30) P? {w ; lim = logp(y,Al(m)Az(w)...An(w))__ b
Or pour tout X € §Pd-1 et k>1, on a
(2.31) }\Pi {w m—lt; logp(x,A, (W4, (W). A (W) I -EIXO,Xl,---Xk,logp(:’c,Al),...,
n
lng(x’Al"'Ak)’Al’“”Ak}
- Ao {w;lim 1 Logp(X A[@)A, (W)t (W) <r-€}
X.A.. — n
j k n
AP— s sur l'ensemble d(xA x) <r
x P 1A %0 0"

Du théoréme de convergence des martingales et du fait que puisque

nx{y, d(y,% 0) <r0} > 0, on a (propriété cl)

U d(x.A,.

M < =
po {0 Sy ALRg) < Tpl =l

1’ k’

On déduit que

. 1 (x €} =1
(2.32) Moo {w; Lm L 1oge(E,A A8 )< r-e)



61

et de méme, on a

= L = -
(2.33) XPE {w 1;m o logp(x,AlAzu.An)z_r+€} =1

ce qui contredit (2.24).

Calculons maintenant § . De (2.24), on déduit que

1
)LPnA{w 31im — logo(xo,AlAz...An) = g}

= = 1im L z
= Jn (dx) APE{(u,l%m o logo(x,A

A ..An)=£)} =1

142°
1 1 n-1
Par ailleurs, on a Py log p(xo,Al...An) == kzl logp(xO'Al"'Ak’Ak+l) ;

1'application du théoréme ergodique aux moyennes précédentes permet de

conclure que

] - Ly
(2.36) &= AEn)\(E) =1lm E kz.

-\ A -
L 1ogp(xOA1...Ak,Ak+l) = fn (dx) E:‘E log D(x,Al)

™ A

car AE log+p(x JAL) <+,
My 0°"1

La preuve de la condition ¢, s'achdvera en montrant que dans le cas oi a < 0

2
on a

A
oc()\l) = Jn (dx) 1Ei logo(?c,Al) > 0.

A

Soit n, un entier tel que E log “AIAZ"'An1|I< 0.
Par application du lemme de Fatcu, on a
A
E HAIAZ. . .Anl” -1

d
(L g laa...a M = 1iin <E log |AA,...A_] <0
ax o RS L X = Afe A

il existe donc un réel 0<X'<Kl tel que

(2.35) EHAIAZ...Anllf‘ = e7Y <.
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Par conséquent, il existe une constante K>0 telle que pour tout n>l, on ait

Al -Yn
(2.36) E ”AlAz...An!l < ke M

I1 en résulte que pour X € SPd

-1
- Yn yn _Yn
- C2Af 2 N 2
P {p(x,AlAz...An) > e }< e T E ”AlAz. A" <k e
et aussi que
Al ﬁ-}\n
- '1 =
(2.37) Pi{p(x,AlAz...An) < e }
A Yo
L ol X ; 0(X,A )< e N}
h)\]_(}—{-) E {p (X’AIAZ'"An)hkl(x'AlAz"'An) ; p(x, lAZ"'An <e
DA .
YU SN -5 et
—_ . <
h}\l(i) [e + E{p (X’AIAZ"'An) ;e ip(x,AlAz...Ar1 ] <e }
nA
| -1 _ym m
< 2\ 2 4
- 3 [e + K e ]
AL (x)
1
M I3
On a donc z P-(p(:-:,AlA oA ) <e My cr @ ce qui d'aprés le
>0 X 2 n° - 'Y Al
lemme de Borel-Cantelli permet de conclure que oc()\l)i 3 > 0.

La démonstration de la condition c:2 est ainsi terminée.
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3) Preuve de la condition Cq

Soit M € S_k une matrice réalisable. Il existe une sous-variété projective

V de FPd-l et un élément v € HPd-l‘ tels que pour tout ¥ € V, on ait
l%m ¥M' =9, ¥=9.M; ceci implique que v € Sy , en effet si R, € sy,

’\4=——°T
on a Sv xo .

On a également v € Sn puisque S”A = S% , cette derniére assertion résultant
A
du fait que S% porte une probabilité AP invariante de support S% et du fait

que XP admet une unique probabilité invariante.

€ positif &tant donné, il existe un voisinage U de v, et un entier L, tels

que pour tous X € U et >4y, on ait

(2.38)  dE.MF) < g/2

et
(2.39) llogp(;c,Mg’) - ,Qlog!q(M)H < g/2.

Par conséquent, il existe un voisinage WM de M tel que pour tous x € U
et @220, on ait

(2.40) APi(d(i.AlAz...Akz,;) <g, Ilogp(i,AlAz...Akz) - % log [q)|) <€)

A

P ..A Wy 0<p<i-1) > 0

2 Aoke 82 Ak S

En posant successivement £ = 20 k = m, puis £ = (20+l)k =m,, 1'inégalité
précédente permet d'obtenir (2.5) et (2.6) pour En = log[q(M)[ , y=v, A=U

T= 20 loglq(M)l (le fait que § = £ n'étant pas restrictif).

Comme d'apr&s 1'hypothése (ﬁz) {log|q()| ; M réalisable} est densedans R,

la condition (c3) est ainsi vérifide.
L'énoncé du théoréme 2.4 est une application directe des théorémes 2.1 et 2.2
dans le cas oii A = 0.

Il en est de méme de 1'assertion 3) du théoréme 2.4 en posant

Vn="logp(x,Al...An) n>1.
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Prouvons maintenant l'assertion 2) du théoréme 2.4.

‘On a les égalités

M 1 - AWz (e) 1
(7 (e - W= ;N < 40 1
(2.41) E- {hxl(zg(t» e g(z-(e), Wo()) 5 % (6)
D W o}\l(i A..lAL) L By, (RiA .. 4)
Sy & 5 BRI SV CIV VPP ED e 1 n
-X; (logp(x,A,...A_)-t)
e L 1 o g(i.Al...An,logp(i,Al...An)—t) ; Nﬁ(t) =n ]
Alt
e . o
= EKIT§7 E [8(2§(t), W=(t) 5 No(t£) <+ ]

d'ol il ré&sulte en appliquant le théoréme 2-1 au premier membre de (2.41)

- At
et en posant g*(i,t) = Eilfii e g(x,t) x € Fmd—l’ t €R, l'existence
1
de 1la limﬁte
Alt
lim e E(g(Z-(v), Wi(t) 3 Ni(t) < 40 )
t >+ x

Cette limite s'exprime sous la forme

A Q)
1 y * )
Bl J g (z§<0>,s> ds]

M BN = 5@ < g [ O

veuE, ).

Cette expression montre que K(g) est strictement positive dés que g est

XR .
+

strictement positive sur ;Pd-l



3. Application 3 1'étude d'équations aux différences aléatoires

Dans ce paragraphe, on &tudie la distribution limite de la solution Yn
de 1'équation aux différences aléatoire

= >
(3.1) Yn An Yn—l + Bn n>1

od les A~ n2l  sont des matrices de GL(d,R) et les B w2l sont des vecteurs

colonnes de ]Rd.

Pour Yo donné, la solution (3.1) est

Y =B + A B + ... + (A A
n n-

n n n n_l "A2)B1 + (An‘o.Al) Yo.

L

d

Nous supposerons que les variables alé@atoires (’An,Bn) >l € GL(d,R) xR

sont indépendantes et de méme loi.

La loi de Yn - (An...Al)Yo_ est alors la méme que la loi de la variable

aléatoire
t d
(3.2) R = kz AjA,...A _ B, € R
1
St 1'on a::
1 -
p.s lrllm-r-f log “AIAZ"'AnH = 0 <0

et si de plus E [IBIHY < +® pour Yy >0

-7 an
alors P[ g n?_p ”BnH_<_ e ]

[]
-

et donc la suite (Rn)n>1 converge presque sirememnt vers

©
(3.3) R= kzl Ahy.. A B
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Nous allons &noncer un théoréme qui précise les propriétés asymptotiques

de la loi de R.
. . - le | =
Adoptons auparavant les notations suivantes : on pose sd-l ={x€ s x| = 1}

et pour X ESd_l, A €GL(d,R)

Théordme 3.1 : Soit (A ,B) . € GL(d,R) xR une suite de varidbles

aliatoines indépendantes et de meme Loi.

1) S4 Elog™|la]l <+ =, fa timite

1
¢ = 1im — log HAIAZ...AnH

existe presque sarement et est < +o presque sivtement.
SC a< 0 et sipowrun y >0 O<E B [f<+= La sinie

@

R= ) AjA,...A L B converge presque sirnement, et La fLoi de £a solution
n=1

(Yn) de (3.1) converge vers celle de R, indépendamment de Y-

2) S{ de plus Les conditions suivantes sont satisgaites :

<) pour tout ouvert U C S4-1 et tout x €S,

P
zo Jllu(x.A)pn(dA) >0
n>

ol p désdigne La Loi de A -

i) AloglqM)| 3 M s0it p-ndalisable } est dense dansR.

L) pourn tout vecteur r € R ona

P(Alr +B, = r) <1

1l
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Lu) L exdiste wn ) tel que

Ay
E [u(a)] 21

ot u(a)) désigne Le plus petite valeur propre de La matrice
Lfaptt et un 550 el que E TsupCllall, B [)3R0"0 <s

et Ela)|”° <+ ators i€ exigte un A € 10,0 tel que

(A

lim (E HAIAZ...An{ﬁl)l/n=lat 2'on a pour tout x € S

d-1
lin t'lex R> t) = By (x)
t >4 1
ol x € FPd-l est L'image de x € S4-1 et oll H>\1 est une fonction
continue, strictement positive sun "B, |  Ztelle que
- Al - - tE’
HAI(X) = fp (x,Al)Hxl(x.Al)p(dAl) x € d-1
avec  o(x,A)) = HxAlli x€ s, .

Démonstration du théoréme 3.1

1) Les affirmations contenues dans le 1) du théoréme 3.1 sont claires d'aprés
la proposition 2.1 et les considérations qui précédent 1'énoncé&:du théoréme 3.1,

hormis le fait que l'on a si ©@<0

p.s. lim A

& n An_l...A

1 Yo

ceci résulte du fait que

1 1
;-log ”AnAn-l"'AlYOII-i log HAnAn_

E 1...A

L

et du fait que 1l'on a p.s.

1 1
(3.4) lim — log HAnAn Al = lim = log la4,...a ]l = o

INERELS]
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L'égalité (3.4) résultant simplement du fait que

" = 1 n =
l%m-g log HAnAn_l...Al‘l = Igf - Jlog lall p"(aa)

d'aprés le théordme ergodique sous-additif de Kingman [ 13 ]

2) Démontrons maintenant la deuxiéme partie du théoréme 3.1.

Rappelons tout d'abord que, sous les hypothé&ses du théoréme 3.1, d'aprads la
proposition 1.2, 11 existe un réel Al € ]O,)\o] tel que

A
: 1,1/n _
lim (E ||A1A2...An[| ) =1,

et une fonction h>\ continue sur HPd-l’ strictement positive telle que
1
- >‘1 - -
h}‘l(X) = fo (x,Al) h)\l(x’Al) p(dA,).

Nous allons é&tudier pour x € Sd-l le comportement lorsque t tend vers +» de

- t A
(3.5) Z(x,t) = e t Je u 1 P(xR> u) du.
0

-

Nous verrons par la suite que cette &tude suffit 3 obtenir les résultats
énoncés.
Commengons par &tablir que Z satisfait 3 une &quation de renouvellement.

Nous pouvons écrire

R =B, + A R1

1 1

+ ®
S | - ’
oi R z A2A3"'Ak-lBk est indépendante de (A

k=2

1,15'1) et a méme loi que R.

On en déduit que pour tous x € S t€ER, on a

d-1°

(3.6)  P(xR >t) = B(x A, R >e) + pix,t)

ol

3.7) P (x,t) = P(t-xBl<xA1R1 < t) - P(t<x Al R1_<_t -x Bl)
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d'od il résulte que

e XA

t-log ”x Alqa . .
v *P(ﬂml R™> v) dv]
1

A
(3.8) z(x,t) = El l|x Al” 1 et—log“x Al J
0

e A
+ e t f v L Y(x,v)dv
0

c'est-3a-dire

A
(3.9) Z(x,t) = E[||x A1” L Z(x.Al,t—log 1% Al”)] + z(x,t)

-~

ou

’ -t fe M
(3.10) z(x,t) e v T Y(x,v)dv.

Notons maintenant 1? la probabilité de transition définie sur S x R par

d-1
AIN 1 Al - \
(3.11) Pf(x,t) = E;“Tﬁi (< A1H hll(x.Al)f(x.Al,t—log Ilx A1|bp(dA1)
1 :

Al
= Eg f(x.Al,t-log Hx.A1I|)

et posons
v Z(x,t
(3.12)  Z(x,t) = ﬁ;)i R
1
N _z(x,t)
(3.13) z(x,t) = hx & -
1

La relation (3.9) équivaut alors &

A

(3.14)  Z(x,t) = B ¥

N
(x,t) + z(x,t) x €8 t €ER

ny
P d-1°

On en déduit le

Lemme 3.1 :

Pour xESd_l .1 CEIR, an a :
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t
e

(3.15) %(x,t) = —— e—t J u')\l P(x R>u) du = ; 1
o

Preuve du lemme 3.1

De (3.14), il résulte que pour tout n>l on a :

n
(3.16)  Z(x,t) = PG 0 + T MR N, )
x=0

d
Cr, en posant F(x,t) = P(x R>t) x € tIR , tE R

on peut écrire que :

N - —
A, An+l Y 1 -t & 2 -
(3.17 1P Z(x,t) = ——== E lr ...
) (x,t) B ® (e u u(xAl AL Why (x.AlAz A_,)dul
1 o 1
et
1 -t Al -
= T = F e B -3 .
NI e f u't E[F(x ApeeeA L pWhy (XA4, A )] du
1 ° L
Comme pour tout x € Sd ; oma ps lim ||x A, As-A_|] = 0 puisque a<O0,
- n 1 27
on en conclut que pour tout u>0 lim E[F(x 4,.. AL W) hk1 (x°A1A2...An+1)

gn obtient &galement en appliquant le théoré&me de la convergence bornde de

Lebesgue puisque pour tout n>l et tout u>0 E[F(XAI”'AnH"u‘)h}\l(x Al...An+1)]
que :
A

(3.18)  1lim  B™1%¥(x,r) = 0 x€s, , tER
n

< sup hxl

Le lemme 3.1 est une conséquence immédiate de (3.17) et de (3.18).

ny
Pour obtenir le comportement asymptotique de Z(x,t) quand t tend vers + <,
mous appliquerons le théor&me 2.2. Pour cela nous allons montrer successive-
ment que

A) la chalne de Markov 3 valeurs dans X R définie par

S4-1

(x - Aj...A, t - log||x A ’An| D n>l de probabilité de transition
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A

Y - PO
1P satisfait aux hypothéses de ce théoréme.

-~ . Y
B) et qu'il en est de méme pour la fonction z.
q P

A) La condition (cl) est immédiatement justifide en appliquant le résultat

suivant :

lemme 3.2 : Soit Q {La probabilit? de transition d'une chaine.de Harkov (Y )
déginie sur un espace compact X . Supposons que Q opére sun L'espace &(X)
des fonctions continues sur X, et que de plus ¢ satisgasse L'hypothise

d' neductibilite suivante :

pour tout x € X et tout ouvert U de X

Y Q"x,0) >0

n>0

Alons pour tout x € X et tout ouvert U de X ona :

Q (U (¥ €W = 1.

n>1

Preuve du lemme 3.2 : Soit U un ouvert de X , la fonction x +'Q;t'(_ U (YnEU)
n>l

est semi-continue inférieurement sur X, et strictement positive sur X, il

existe donc un réel d&(U) >0 tel que pour tout x € X :

(U (Y €M) > (V).
n>1
Le lemme de Borel Cantelli &tendu aux chaines de Markov {1 ] permet alors de
conclure que pour tout x € X

Q(U (Y_em) =1.
X n>1 n

Dans le cas particulier qui nous intéresse, nous savons donc que pour tout

ouvert U de S et tout x € 8§

d-1 d-1’ on a :

Al? {vU [(x°A1...An)€U]}=1.

X
n>1
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N
Nous noterons Ny la probabilité invariante pour la chafne de Markov précé-
1

dente et définie par :
f\l —
(3.199 n, @A) = n, A
Al Xl

oi A est un bor8lien quelconque de Sd-l’ et A sa projection sur tmd-l

valeurs dans sera

w7

Remarque : La chaine de Markov (x. Al...An)

n>0 S4-1

étudiée plus complétement dans la partie C) qui suit. Nous verrons en parti-
culier que %X est son unique probaBilité invariante.

Les preuves dei conditions (cz), (c3) (CA)"‘ sont identiques'E celles fournies
dans la démonstration du théoréme 2.4, la seule modification consistant i
remplacer la distance d sur 1l'espace projectif Fmd_l par la distance § sur

la sphére définie par

8(x,y) = ||x-y]] x €5

B) Etudions maintenant les propriétés de z.

Commengons par noter le

lemme 3.3 = La £od de R ne charge aucune s0us-variété agfine de rY.

Preuve du lemme 3.3 : Désignons par u la loi de R, et posons pour

g = (A(g), B(g)) €EGL(d,R) x =4 et x € 1Y

g x = A(g) x + B(g).
Supposons que 1'énoncé du lemme 3.3 ne soit pas satisfait, et considérons
1l'ensemble des sous-variétés affines W de le telles que M(W) >0 et de
dimension minimum. Si Wl et W2 sont deux telles sous-variétés distinctes

on a u(Wlfﬁwz) = 0 puisque dim(wlfWWZ) est strictement inférieur i

dim Wi
(i=112)
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Donc pour tout € >0, l'ensemble des sous-variétés V¥ du type précédent
vérifiant de plus H(W) > € est fini. Par conséquent, il existe une sous-
[~}

variété Wo maximisant u(W). Si l'on désigne par ¢ 1la loi de g, = (Al’Bl)

1'équation de convelution

(3.20)  u@w)) = ((gw(wo) Zl—ncb“(dg)
‘ n>1 2

(8" est la niZme convolde de ® dans le groupe affine ¥ de ]R'.d) établit

que 1l'on a (3.21) gu (Wo) = u(Wo) pour tout g appartenant 4 un ensemble

B C(‘ﬁ: de probabilité 1 pour Z L ®™. L'ensemble des g-'1 W gEB est

n>1 2"
donc fini. Si G<I> désigne 1le sous-groupe fermé de of«, engendré par le
support de ¢ il est clair que 4 = {g-l Wo’ g € GQ} est également fini
et que Gy applique ® dans lui-méme.
Envisageons maintenant deux cas :
1° Si dim W, =0, c'est-3-dire si W, est un point de ]Rd, 1'équibarycentre
v, de F est invariant par tout élément g € Gg, en particulier on a :
P(gl v°=A1v0+Bl=vo)=l

ce qui contredit 1'hypothé&se (iii).

2° S1 1<dim W_<d-1

" ,
Soit W, le sous espace vectoriel de IRd définissant la direction de WO et W,

le sous-espace vectoriel de t:'IRd, de dimension d - dim W des vecteurs ortho-

0 4
gonaux 3 W . D'aprés ce qui précéde l'image de {WO-A(g), g € GQ} dans
1'espace projectif tIl?d_1 est une réunion finie de sous-variétés projectives

propres de tp Ceci est incompatible avec 1'hypoth&se d'irré&ductibilité (i)

d-1"
La preuve du lemme 3.3 est ainsi achevée.
Nous en déduisons le

Lemme 3.4 : L'application 7 est continue sun S4-1 % R.
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Preuve du lemme 3.4 . Pour &tablir ce lemme, il suffit d'établir que 1l'appli-~

et A
cation (x,t) ~ f u
o

1 1

[P [x R>u] - P(x A1 R™>u)]l du = oa(x,t) est

continue sur Sd 1 X IR. Cette propriété s'obtient facilement en utilisant

la décomposition :

t
e Xl et°Xl 1
ax,t) - a(x_,t ) = f u - [P(x R>u) - P(x_ R>ul du - f u [P(x A, R >u)
0’ o o N o} 5 1
e Al 1 )
- P(x_ A, Rl>u)]du + u - [P(x R>u) - P(x A, R >u] du
o "1 oto 1

et 3 1'aide du résultat du lemme 3.3

La suite du paragraphe B) va @tre consacrée 3 &tablir une propriété d'inté-
v -

grabilité de z. Auparavant énongons et prouvons un lemme utile pour cette

étude

Lemme 3.5 : Powt fout O0<A<A; on a EI]RI])‘ <+ ®

Preuve du lemme 3.5 : Remarquons d'abord que pour A € ]o,),[ on a

A1/
lim (E||ajay...a |[[H7R = k() < 1.

Cette propriété résulte du fait que la fonction log k(A) est convexe sur
1'intervalle [o,AI], que k(o) = k(ll) =1, et k(M) est strictement
inférieure @ 1 sur un intervalle 15, €>0 car 0<0. L'énoncé du

lemme 3.5 se déduit alors immédiatement des inégalités

[o>]
A
El|r] |} < kzl Ellaa,...a 11N B8]t pour O0<A<1

et
1/ ®
ElRIM Y < T Ela,.

k=1

ALl Al ‘
"Ak-lH ) 2 (EIIBkII ) / pour 1<),
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Enongons et démontrons maintenant le

. n ] o
Lemme 3.6 : La fonction  sup lz(x,t) | est directement Riemann

e
X Sd—l

intighable sun R c'est-a-dire que :

+0
E sup {{z(x,t)| ,xesdllit<£+l}< + @
L = —4 -
Preuve du lemme 3.6 : nous avons :
n L v
(3.22) z(x,t) = zl(x,t) - zz(x,t) xX€ § , t €R
d-1
ol .
n et e A 1
(3.23) z, (x,t) = —— v P(v-xB, < x A, R <v) dv
1 — 1 1 -
hk (x) o
1
t
(3.26) % (x,t) = —_ exl1>(<ARI< B.) d
. z,(x, hl(ﬁ) ov v <x Ay <v-x 1)v
1

n
Majorons la fonction z;.

Fixons 0<e<1 tel que (3.25) -1x< )\1 - ()\1+6)€ < 0
on a :
t
e A
o, < 1 -t 1 £
(3.26) 0 < zl(x,t) ——_—Igf hx(?c') [e fo v P(x Bl > vo) dv
X

e A
+e-t f v]' 1'-'(v-vs<xA1 R1_<_v) dv]
o

Etudions successivement chacun des termes du crochet figurant au second

membre de (3.26).

(i) on a tout d'abord

et A et A, -(h, +8)E
Oie—t J v ! op(x Bl>v€)dv_<_ et J viy U El]BlHO\lﬂS)
0

o
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c'est-a-dire :

et A ] TIFPRILAL PO
(3.27) Oie—t j v 1 P(x B1>v)dv < e
o 1+ )\1 -e()\1+6)
(ii) De plus, on a :
t t et
e” A e _ (e -e 1
0<e™" j v ! pvvSxa Rindv = e t[ v 1P (x & Rowrfdv—e tf SIC
Q [o] [0}
t
- et Je v>\l P(x A, RI>v) dv
t €t 1
e -e

d'oll 1'on d&duit par changement de variable dans la seconde intégrale figurant

au second membre de 1'égalité précédente que :
t

t ,
e A e A )\1 el
(3.28) Oie-t J v 1 P(v--vs<xA1 Rliv)dv = e tj [u 1--(u--ue) J(l=-eu )

o )

t
e A
£ -t 1 1
x P(‘x A1 R1>u—u ) du - e [et-eEt v © P(x AIR >v)dv.

Remarquons alors qu'il existe une constante k1 telle que pour tout u>0)

A A A, +e=1
(3.29) 0<[u l-(-a® 1 1-a®1 < k, u 1

et que d'autre part si A est un nombre réel tel que
(3.30) O<l<>\l et —1<>\1—}\+€—1 < 0
on a

(3.3 0<p(x A, &l>v) < v E|la ]l 2lIr]]?

1

le second membre de cette inégalité &tant fini d'aprés le lemme 3.5

On déduit alors de (3.28) (3.29 et (3.31) qu'il existe une constante k, telle que

Y t()\l-h e-1)

€ 1.
P(v-v <xAR Xv)dv < k, e xESd_l,tE]R

e
(3.32) 0< e'tf v!
Q

Des in&galitds (3.30) et (3.32) il résulte que sup gl(x,t) est directement

€
XS54

Riemann inté&grable sur R . Comme de plus, on a :
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N 1 1
(3.33) 02z,(x,t) 1aF R ©

M

"\
sup ?1(x,t) est aussi directement Riemann intégrable sur R_, et donc
xESd_l

"
sup ﬁ(x,t) est directement Riemann intégrable sur RR.
xesd-l

Un raisonnement analogue permet de montrer qu'il en est de méme pour

sup gz(x,t) et le lemme 3.6 est donc prouvé.
xGSd_l

En tenant compte des lemmes 3.1, 3.4, 3.6, et des résultats de la partie A)

nous pouvons donc conclure & 1l'aide du théoréme 2.2 que :

Proposition 3.1 .

£ (¢ }\1
lim Z(x,t) = 1lim e j u ~ P(x R>u) du
400 tompo (o}

h}‘I(X) 1 A, e )‘1'l 1
= T ——= 1N, (dz) f u [P(zR>u) =P(z A, R >u)] du
a(x)) S, hkl(z) A . 1
- ll —
ol 0<a(r)) = f Y (dx) "E- [Log p(X.Al)] < 4+,
t 1 X )
Pa1

Preuve de la proposition 3.1 :

L'existence de la limite est justifiée par les remarques qui précaddent 1'&noncé

de la proposition 3.1. Cette limite 2(x) est donnée par :

hy x) N .
1
LUx) = ———-—f N, (2) ——— 1(2)
a(A,) A hy (2)
1 S4-1 1 A
0 ta

e
oi I(z) = [ dt et f u 1 [P(z R>u) - P(z A1 R1>u)] du
[o]

-0
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Calculons I(z) afin d'obtenir 1'expression de £(x) donnée dans 1'énoncé

de la proposition 3.1 .

On a : I(z) = 1im I_(z)
. N0 N
+00 et A
-t 1 1
ol I(2) = dt e u ~ [P(z R>u) - P(z AR >u)]  du.
-N o

En faisant le changement de variable y = et, et en utilisant le théoréme

de Fubini, il vient :

~N A

. N (® 1 1
IN(z) = e duu " [P(z R>u) -~ P(z A1 R >u)]
o
e Al 1
+ J du u [P(z R>u) - P(z A1 R >u)] du.
Le résultat s'en déduit immédiatement.

Prouvons maintenant un lemme qui permet d'assurer 3 partir de la convergence

en moyenne de Cesaro &tablie dans la proposition 3.1, la convergence lorsque

Al
t >+ de t = P(x R>t)
Lemme 3.7 : On a
lim tMP(x R>E) = A(x) x €85, ,
£

Démonstration du lemme 3.7

t Al
Posons Ux(t) = j u - P(x R>u) du
o

d'aprds la proposition 3.1 on sait que

)

(3.34) lim
I et

Ux(t) = 2(x)
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Envisageons deux cas :

(1) L(x) =0

Les inégalités

t A A
1 U_(t) >4 [ u 1 P(x R>u) du > 1 (ED 1 P(x R>) > 0
t X -t /2 -2 2 —

montrent que

A
lim t ! P(x R>t) = 0 = 2(x)
b

(11) L(x) >0

Soit (ut x)t>1 la famille de mesures définies sur 1'intervalle ]1, +x|
X t2

en posant :
U_(tb) - U_(ta)
(3.35) w, [a,b] = X X b
i Ux(t)

|v
o

{v
—

D'aprés (3.34) on a

(3.36) lim u [a,b] = b ~ a
i DX

Par ailleurs nous pouvons &crire facilement que

b Al
(3.37) ut,x [a,b] = fa v gt,x(v) dv
A+l

t 1 P(x R>tv)

Ux(t)

Remarquons que la famille de fonctions (gt x>t>1 est uniformément bornée
’ ——

sur ]1 + *[. On a en effet :

1
0<g _(v) <

>
t ¢/2 t P(x R>tv)
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lv
—

Comme pour u < t et v >1 on a :
P(x R>) > P(x R>t) > P(x R>tv)
Il en résulte que
A+l
1 t>1 v
< v) < z
0S8y v 22 ,
Par ailleurs pour tout t>1

[1+=f.
De toute suite {tn n>1} C R

d'extraire une sous-suite {tn k>1}

k

(v)

,X
k

11§m gtn = gx(V)

en tout point de continuité d'une fonction décroissante By

telle que 1l1lim t_ =
a n

l'application v -+ gt(v) est décroissante sur

+© 11 est donc possible

telle que :

sur {1 + =,

On en déduit a l'aide de (3.36) et de (3.37) que

b Al
b~-a = fa v gx(v) dv

Par conséquent pour tout v > 1

que pour tout v >1 : lim

trtoo

Il en résulte facilement que :

A

lim ¢t !
]

P(x R>t) = L(x)

Toutes les conclusions du théoréme 3.1,
sont ainsi &tablies.

Le paragraphe C)

1
gx(V) = —;\'1-

gt,x(V) =

1<ac<b

ce qui permet d'affirmer

v

>\1
v

hormis la stricte positivité de L(x),

qui suit va &tre consacré d &tablir ce résultat.
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C) Considérons la chalne de Markov 3 valeurs dans Sd—l XX I définie par
u+x R_1
(3.38) (X, U, T) = (x*AA .. A, HXAlAZ---AnH , t—logHXAl...ArJ{) n>0

de probabilité de transition  définie par :

u+x B1
(3.39) Q f(x,u,t) = E f(x'Al, , t - log||x A1| D
e ag |

f étant une fonction mesurable bornée sur X R XIR.

S4-1
De plus, soit T 1le temps d'arrét défini par :

le noyau défini S X RX R

(3.40) T =1Inf {n>1 ; U >U} et Q el

C

X,., 0., T)I

(3.41) QC f(x,t,u) = E(x,u,t) [1[C<+"°] f 2 Vo I

Remarquons que si f est une fonction ne dépendant pas de la coordonnée u,

i1 en est de méme de QC f, ce qui permet de définir le noyau 0 sur

c
Sd_1 xR en posant :
(3.42) QC f(x,t) = E(x,u,t) [1[C<+°° ]f(xc , TC )]

Posons d'autre part :

(3.43)  Z,(x,£) = P(xR>e") x€S, |, tE€R

(3.44) @ (x,t,u) = P(e"-u<x R<e")

(3.45) H (x,t) = QC ¢(x,0,t)
On vérifie la relation :
(3.46) Zl(x,t) = QC Zl(x,t:) + H (x,t) xESd_1 t€ER
d'oll il résulte que pour tout n>l
=n+l T o=k
(B4 260 = QT Z(0) ¢+ ] Q H (1)

=0
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Si l'on définit par récurrence la suite { ~ n>l  en posant

(3.48) T, =7, Crerl of Inf {x>ck ; UnZUCk} si{ } #¢
{
l + ® sinon
on a
(3.49) QC Z,(x,t) = E {Fl(xAlAZ...ACﬁ) 1[ Cn<+°°] , t)}
ol Fl(x,t) = P(x R>et)
Comme lim||x A,...A 1 || < lim||A,A,...A 1 |l =0 ps
n 1 (5 [Cn<+°°] n 172 Cn [Cn<+°°}

on a donc lim 62 Zl(x,t) = 0, et par conséquent

+x —x
(3.50)  z,(x,£) = ] Q; H (x,t)
z
k=0

Considérons d'autre part la '"chalne relativisée' associée 3 la chaine

A
(Xn,Un,Tn) n>1 et de probabilité de transition 1Q définie par
A1 1 Al - —
(3.501) Q £(x,u,t) = PWE) fp (x’Al) hX (x‘Al)
ll 1
u +:<Bl
X £(x*4,, TT;—XITT, t - log||x Alll) Q(dAl, dBl)
)\1 Al— —
et soient Q et Q les analogues des noyaux Q et Q
Si 1'on pose llt
" e Zl(x,t)
(3.52) Zl(x,t) = —
b, (x)
1
et >\1t
- & H (x,t)
(3.53) ¥ (x,t) T
1
on déduit de (3.50) 1le
lemme 3.8 :
© ) ",
oy 1=k
(3.51)  Z;(x,£) = ] Q H(x,t) x€8; ,, tER

k=0
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A N
P 1 r1ien ' x TR X 1IR)
Désignons par Qx,u,t les probabilités sur 1'espace (Sd—l -

décrivant la chaine de Markov précédente lorsque (xo’Uo’To) = (x,u,t).

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.2 :

Al A
= < =]
Sup E(x,u,t)(cl) sup E(x,o,o)(cl) +

{x,u,t,) Gsd_’l‘XIRXIR xesd_1

qui sera justifiée par la suite.
A

I1 résulte de la proposition précédente que hi est un opérateur Markovien.

4

Notons QA une probabilité sur Sd-l satisfaisant @ la relation d'invariance.
1

A
lﬁ:c(fxl)(x,o) o £ € T(S, ).

(3.52) f(x) ¥ (dx) = |o, (dx)
S Al Al
d-1
Al
L'existence d'une telle probabilité résulte du fait que l'opérateur T,

défini par :
Al _ A
T(f) (x) = QC(fxl)(x,O) fe B(sy_;)

est un opédrateur markovien (proposition 3.2), continu sur 'é(Sd_l) et du fait

que S est compact.

d-1

Nous supposerons par la suite que QA est extrémale parmi les probabilités
1

satisfaisant & (3.52).

On'a alors le

Lemme 3.9 : I£ existe une constante +«> B >0  telle que :

A
1
[cb)\l(dx) (lg.lm = log||x AlAz...ACnH =B) =1

1
Q(xs°9°)
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Preuve du lemme 3.9

A
. - - l \i
Soit u)\l la probabilité u/xl Js Q(x,o,o) @Al(dx) sur l'espace
d-1

o= (Sd_1 X R ><IR)N, et considérons la suite de variables aldatoires

L = Cl L =2¢ -z n>1 définie sur cet espace.
Cette suite est stationnaire. Montrons &galement qu'elle est ergodique. Pour
cela, considérons un &lément B de la tribu des invariants de 1'espace

N R = ;o - =
N" des suites 3 valeurs entilres (c'est-d-dire que B satisfait i la

relation IBG ¢ = lB’ € désignant le d&calage sur ]NN).

Considérons la fonction ¢ sur Sd-l’ définie par :

A
1
Q(X,o,O)

A

1
= Q(x,u,t) {1B(L°,L1,...,Ln,...)} (x,u,£) €5, | XR XR

(3.53) &(x) = {IB(LO,Ll,...,Ln,...)}

La fonction ¢ satisfait 3 la relation

A

1

(3.54) ¥(x) = "E [@(xC )] x €5
1

(x,0,0) d-1

I1 en résulte que la suite {<I>(XC )} 0>l est une martingale sur (Q,].lA )
n 1

vis & vis de la filtration TC o>l [ '?C est la txihudes parties A
n n

de 0, telles que pour tout kEN AN (Cn = k) appartient 3 la tribu

engendrée par les variables aléatoires (Xp, Up, Tp) 0<p<k]

Par ailleurs, on a :

chn) = uxl {13, 1,000 L 500 0) |f§~‘cn } u)‘l ps

Le théoréme de convergence des martingales permet alors de conclure que

H s oma: = 1 (L ,L,,e..,L ,...
le 1%m @(xcn) (LgsLq )

n
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Comme la loi de X, est ®,  on en conclut que pour tout €>0 :
n 1

€ - =
<I>>\1 x€s,_; €<¥x) <1-e}=0

et donc QK presque slirement ¢ ne peut prendre que les deux valeurs O ou 1.
1 :

Définissons les ensembles :

Cl = {x / ®(x) = 1} C2 = {x ; ¢(x) = 0}

En raison de (3.54), on en conclut que
A

1
€ < =
¥x€c, Q(x,o,o) (XC Ci) 1
c'est-3-dire que les ensembles Ci i=1, 2 sont stochastiquement fermés

pour la chaine de Markov (XC >n>1' Comme de plus ces ensembles sont disjoints,
n—

4

tels que QA (Cl) + ®l (CZ) = 1, et que la probabilité QA est extrémale,
1 1 1
1l'une des quantités Qk (Ci) i=1,2 est nulle et on a donc soit
1

p)\l(lB (Lo’Ll""’Ln"")) = 0, soit pxl (1B (Lo’Ll""’L ) =1

n’’
ce qui Etablit le résultat souhaité.

D'aprés le th&oréme ergodique et la proposition 3.2, nous pouvons donc
conclure que ux ps ona:
1

M

(3.55) lim = = f QAl(dx) Elx,0,0) (51 €+°

n

8-

D'autre part, on a (condition cz)

(3.56) J@Al(dx) MQ(x,o,o) {1r11m _r1; Log||x Ay Az...ArJI = lrilm logIIAlAz...AnH}
=a(dp} = 1 of 0 < a(h)< +w
Par conséquent on a UXi pPs
Tcn Tgn Cn Al
(3.57) lri‘m — = li.mE: x — = a(})) x[ ¢>\1(dx) E(x,o,o)(‘:l) =8

avec Q0<B<+® ce qui achéve la preuve du lemme 3.9.
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N
D'autre part notons H . L >0 la fonction

(3.58) H  (x,£) = B (x,0) 1 NONCROLTARLE

[-L,L 1

nous pouvons alors énoncer le

Lemme 3.10 : Pour fout L >0

1 [t = A
Lim <+ I ds f o, (dx)

t A v
g S o Sd__1 1 k=0

400
J ds J it L(x,8) ) (dx)
-co 1
Sa_y

Wl

Preuve du lemme 3.10. [12]

Soit 0<eg<1l un réel arbitraire ; posons alors Nl(t) = [-é—s—:t] et
Nz(t) = [-]é-(l-e)t] ol [x] dé&signe la partie entidre d'un nombre positif x.

Nous pouvons écrire :

1 ([t +0o Ar—k " 4
(3.59) -EJ ds J (DX (dx) z Q; H Id(x,s) = 2 Ik(t)
o S4-p 1 k=d k=1
oG

N, (t)
+00 2 A
9, (dx) j ds ) ok ¥ L (x,8)
1 - k=N, (t) ¢
1

(3.60) Il(t)

]
rrl—
S
7

t M=y
(3.61)  I,(t) = %J % (dx) | ds 7§ 1615 H (x,9)
Sd-—l 1 o k=0
1 t +o Al—k N
(3.62)  I,(t) = ?j 9, (dx) f ds ) Q, B [ (x,8)
Sq_p L o kN (t)+l ©
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N, (t)
-1 2 >\14—1< v
(3.63) Ia(t) = —;—f QK (dx) J ds ) QC H L(x,s)
847 1 {s<o}U{s>t} k=N, (t)
Etudions chacun des termes précédents ; on a
(N, (£) =N, (£) +1) +e
I,() = [ 3, (dx) f B (x,5) ds
t S 1 -
d-1
et par conséquent
(1 2 ) +00
(3.64) lim I (£) = —-—-fé-E—f 3, (dx) f ds ¥ (x,s) ds
-0 S 1 ~co
d-1
De plus on a :
N
"
(3.65) 0< IIA(t)I <2, () =N (£) +1) Sup
Nl(c)igiNz(t)
Al
js ¢Al(dX) Q(x,o,o){[t"Tg EL]L’HES_L]}
n n
d-1
o
ol = -sup H L(x,t) < +®
(x,t)
Comme d'aprds le lemme 3.9, on a :
A
1 i P « R =
j Qll(dx) Q(x,o,o) (lém a ) 1
on en déduit que :
Al
(3.66) lim sup J ., (dx) Q {ft-T <L]V[T im}=C
e+ N (0)<ncN, (e)  “S, M (x,0,0) e ta

et donc aussi que

(3.67) 1lim

>4

I4(t) = 0.
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Par ailleurs on a :
N, (E) 4,
t

(3.68) 0<I,(t)<

Etudions enfin 13(t).
Pour un entier N, posons :

p, = Inf {a>N ; -L<T <L}

N g
n
on a alors :
40 A A
1-=k o I
I q H (x,9) =f Q [pg<+ X €dx' T, €dt']
=N z L (x,0,s) N oy Py
+0o )
z lak ?IJ L(x"t')
k=0 ¢
d'oll
+9 A
1=k % 1
z QC H L(x’s) f_ Q(X,O,S)- [pN<+°°] x Ml
k=N
ot
M1 = sup %l(x,t).
(x,t)
On obtient alors en posant N =[ ili%li}
v 4e X [u (T, <t +1)]
(3.69) I3(t) <M g * M j CD)‘l(dX) x IQ(X,O’O) nZ[(1+8z-:)t:] S

Le dernier terme de 1'inégalité précédente tend vers zé&ro quand t >+

c'est-3-dire que l'on a :

(3.70) 0 < 1,() < My 42+ o(r)

Le lemme 3.9 résulte alors facilement de (3.67) (3.68) (3.69) et (3.70) en

raison de l'arbitraire de €.



89

A
Supposons que lim t:'l P(x R>t) = 2(x) = 0.
>+
n
On a alors lim Zl(x,t) =0 et donc &galement d'aprds les lemmes 3.8
t-~co

et 3.9, pour tout L >1

400
f ds f, 9, (dx) H (x,8) = 0
-0 Sd—l 1

et par conséquent :

400

f ds j o, (dx) H (x,s) = 0.
S A
d-1

On en déduit que pour tout k>1, on a :
f A
. % @ j AlQk ¥ (x,s) ds = 0
g
Sa-1 ! -

et par conséquent d'aprés le lemme 3.8 on a :

400
(3.71) J 2, (dx) f 2, (x,t) dt = 0
S 1 -

d-1
I1 en résulte que :

(3.72) j <I>)‘ (dx) P(x R>0) = 0
‘ Sd-l 1

ce qui est impossible, car en contradiction avec le lemme suivant :

Lemme 3.11 : Pour tout xGSd_1 et u € R

P(x R__<_u) < 1.

Ce qui permet de conclure que 2(x)> 0

Donnons maintenant la

Preuve du lemme 3.11

a) Commengons par &tablir que le support S(R)

compact dans ]Rd ’

A

de la loi de R

n'est pas
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Si Tq) dé&signe le semi-groupe fermé de U’}« engendré par le suprort

de la loi ¢. de (Al,Bl), on a pour tout g = (A(g), B(g)) = gS(R)C S(R).

T
b
Supposons maintenant S(R) compact. En raison de 1l'hypothése (iii), il est
clair que S(R) ne peut &étre réduit i un point. Si x. et x, désignent deux

1 2

points distincts de S(R), X, =¥ +V v # 0, on a alors

sup [|a(g)v]] <+ .
g € Tq;

L'espace vectoriel V engendré par {A(g)v ; g € T¢} est égal 3 ]Rd,

en effet sinon son orthogonal serait non r&duit & {0} et stable par T

¢
ce qui contredit 1'hypothése d'irréductibilité (i)

Nous pouvons donc en conclure que

(3.73) sup Jla@@) || <+,
g € T¢

On sait (condition cz) que pour tout X, e Sd-l’ on a P p.s

lém on A1 A2"'AnH = +®; ceci est en contradiction avec (3.73) et donec

S(R) est non compact dans rd.

’\J E
b) Compactifions Rd en lui adjoignant Sd-—l = {x€ Rd s lxll= 13 .

~ n
La topologie sur Rd = 'Rd U Sd-l est définie de la fagon suivante :

-~

Rd est un ouvert de R ; et d'autre part, une suite (x )n>1 C IRd converge
n
n, X
. E . . = . T =
vers un point X Sd-l si lrlim Han +® et lIJim ﬂ—;;ﬂ X.

-~

n
L'action de g € ¥ osur Rd est définie par gx = A(g)x + B(g) si x E]Rd

o = Alg)x €s

Supposons que pour un couple (xo,uo) € Sd-l X R, on ait

P(xo R < uo) = 1,
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Soit S(R)® 1'adhérence de S(R) dans ]Rd. D'aprds le a) C(R) = S(R)° A §"d !

oy
est un compact non vide de S contenu dans {x € S

d-1 d-1 7 ¥ XL O .

Soit Y, €C(R) ; comme C(R) est invariant par l'action des &léments g de

Tq) , On a pour tout g € Ty X A(g)~yo_<_0 et donc aussi xo-A(g) S 0

ce qui contredit 1'hypothése d'irréductibilitd (i).

Par conséquent, pour tout x € S et u €R P(xR< u)<l.

d-1

La preuve du lemme 3.1l est ainsi achevée.

Pour terminer la preuve du théoréme 3.1, il reste i &tablir la proposition 3.2.
Cette proposition apparaltra comme une conséquence de 1'dtude de la chaine de

Markov.

u+x R
. n

(3.74) M[l = (X:Al A2. .'-An, l]xAl ---Anll ) n_>_0

: A
3 valeurs dans Sd_1 X R, et de probabilité de transition IQI définie par

)\1 1 )\1 _ _ u+x By 48.)
(3.75) Q, £(x,u) = ———— fp (x,A.) h, (x.4,) f(x.A,, @(dAla 1
1 h)\l(x) 1 )\1 1 1 ||x A1| )
ol f désigne une fonction continue Bornée sur Sd—l x 1R,

Nous allons mener cette &tude dans le paragraphe qui suit



3.2 Etude de la chaine de Markov M >0

Commengons par définir deux espaces de Banach que nous utiliserons par la sujite .

1°) Pour £>0 soit
4% = {f et 5 f] < 4}

ol f est 1'espace des fonctions continues de Sd—l- xR dans T et

|f|€ = sup _]_,___]_f(x u)

2¢
(x,u) €3 ;X R 1l+u
'68 est un espace de Banach, muni de la norme I le:
2°) Posons d'autre part pour ¢ >0
= £ € f . o
L. {f c b lflE +k (f) <+ }
ol
k (£) = sup [£¢x,u) - f(zzr,u)[ + sup [£¢x,u) -ef(x,V)l
xi‘yESd__1 Hx-y”e (1+u°%) uFvER |u-v|
u€ER xesd—l

I..€ est un espace de Banach, muni de la norme :

el = lgl, + k(o

Nous nous proposons d'&tablir le théoréme suivant :

Théordme 3.2 : Sous Les hypothZses du théonime 3.1, 4L existe un o<e Lol
A

que lql 504t un op@rateur quasi-compact sun L. et que £'on alt pour
(o]
fous n>1, £E€L
EO
)\l n n
Qo) =y (6 e+ 7}

o e est la fonction identique & 1 sur Sq-1 X R
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M

o est L'unique probabllite invariante pan Q portée parn S L

M

vy est.un opérateur sur L de rayon specthal sirictement inférieun
1 o
a 1 tel que pour tout fEL8 on alt :

(o}

o, (Vy (£)) =V, {a, {fe) = 0.
'\l Al Al >‘1

Démonstration du théor&me 3.2

A
Pour &tablir la quasi compacité de 10 dans un espace L€ nous utiliserons

*1
o)
le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu [15]

Pour cela commengons par énoncer sous forme d'un lemme des propriétés des

e € :
spaces c et L€

Lemme 3,13 :

1) S& (fn)nileLs , vy fefE et 54 lti;m }fn-flE =0
et [|£ |l <c pour tout n , alors feEL_ et ||f][ . <c

2) Si.' L' est une partie bornie de (L, I Hs) L' est nelativement
compacte dans ¢, | IE).

Démonstration du lemme 3.13.

La preuve du 1) est immédiate.

Pour prouver le 2) considérons une suite (fn)n>1 €L'; ona

= ' < &
sgp‘ | |fn| 1&: Cc +o, La suite (fn)n_>_l est &quicontinue sur les compacts

X IR.
de Sd-l R
On peut donc en extraire une sous suite (fn ) qui converge vers une fonction
k k>1
continue fef, uniformément sur tous les compacts de § X TR.

d-1
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De 1'inégalité

£ (x,0) | '
(3.76) sup sup ""—E'é'—.f C

n (X’,u)ESd_1 X R 1l +u
on déduit que f E—es
Montrons que la suite (£f_ ) converge vers £ dans"(’:g..()napour. tout A>0 : k>1
Tk k>1
[e (e u)~£(x,u) | £ (x,u)-£( x,0)
T "k
(3.77)  |£_ -€L = sup < sup
. n e 2e - 2€
k (x,u)esd_lx]R l+u :":GSd__l 1 +u
£ (x,u) - £G,0) lul>a
+ s ' k
xggdel 2€
|u'<A 1 +u

D'autre part on a pour tods (x,u) € S; , xR et tout k21

(3:78) Ifn (x,u) | <Cc'(1l + |u|€) d'ot é&galement :
k

(3.79)  |fGx,w)| <c'@+ |ul®

Par conséquent, pour tous A>1, k>1 ona:

Ifn (x,u) - £(x,u) | 1+ |ul®
(3.80) Ifn —fel < sup k + 2C' suT —
k xS, 1+ o2€ lul>A 1 + |u]
lu|<a

On déduit facilement de 1'inégalité précédente (3.80) et de la convergence

uniforme de la suite (f_ ) vers f sur les compacts de § XIR que :
n d-1
k k>1
lin lfnk - £l =o0.

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.13.

On a par ailleurs le

Lemme 3.14 = Pout O<e<% Inf(1,2,) on a
l.n
sup sup | Qp £| <+
n_>} £ e

|£].<1
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Démonstration du lemme 3.14

On a
}\1 n 1 }\1 — -
(3.81) Ql f(x,u) = h>\ 3 Jp (X’AIAZ"'An) hkl(x'AlAZ"'An)
1
"u+x R
£(X.AjA,. . A, d.-(A;,B))...d9(A ,B ).
lh:AlAz...Anll

On en déduit que pour tout € <% Inf(l,}\l)

A sup by A -26
(3.82) | Q® fe,w)| < £l 01+ ——LE{||aA,...A [
: 1 ’ - € Inf h>\ 192°°*%n
2¢ . © 2e 2¢
(u°® + k£1 14,8, .8, 1177 1B, 179N
d'ol il résulte que :
M h
| “of £Gx,w)] P | A -2¢
(3.83) sup <[ 1+ {E||aA,...A |
(x,u)€5, xR 1 +u2€ Inf hAl 12
n A A,-2¢
1 1 2
+ kzl Elajay...a |17 E( A 113, 11°%)
AI-ZE
E[ 1Ay, Ay -A ]l 1 olE],

A
Or la suite EI IAIAZ"'Ak+nH 1 n>1 est bornée et de plus on a

pour O<t-:<—2i

1y
Kl-ZE) n

lim (E|[aA,...A ] k(A - 2€) < 1.

n

I1 résulte alors de (3.83) que si 0<€<% Inf (1,>\1)

A
(3.84) sup sup | ]'Q? f[E < + o , Ce qui achéve la preuve du lemme 3.14.

n_>_1 f c
|£]est
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A

P, - 1
Dans le lemme qui suit , nous é&tablissons que l'opérateur Q1 est

de Doeblin-Fortet.

Lemme 3.15 : I£ existe des niéels €, >0, rc')<1 et R'o et un entien n,

Zel que poun toute fELE on alt :
(o]

)‘1 ng
e £l < o il + RUIE]L
o (o] o

Démonstration du lemme 3.15.
A

Etudions ke( lerllf) pour 0<€<% Inf(l,kl,é)

A) Pour cela commengons par estimer

A A

1 1
(3.85) An(x,y,u) = erl f(x,u) - QT f(y,u) x,y € Sd—l uETR
On a
(3.86) An(x,y,u) = An,l(x,y,u) + An’z(x,y,u)
ol
(3.87) An,l(x,y,u) - E{[ekl(x,AlAz...An) - ekl(y,AlAz...An)]
u+x Rn
£(x.Ap...A_, } )}
[1xa;8,...a. [l
_ u+x Rn
(3.88) An’z(x,y,u) = E{Bxl(y.AlAz...An) [f(x.AlAz...An,H — N
x A4, .. IJ
u+y Rn
- f(y.AJA,...A_, )1}
PR lyas,..a |l
172°""%n
et
(3.89) (F,A A .. .A) = e X1(‘AA A) h
. %\1 sAAy . A h}\' %) o (%, 1890+ A )\1 x'AlAZ"'An)

1
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a) Remarquons qu'il existe une constante K(Kl) telle que

_ _ | Ay Inf(l,),)
(3.90) |6X1(X,A1A2...An) - ekl(y,AlAz...An)i < RO [[aga, s ] lx-vl|

S
pour X,y Sd—l

On en déduit que

Inf(1,4))
G.91) |8, Gxy,w | RO |-yl ],

u2€+ l Ix Rn‘ IZE

1
x E{[|aA,...A_]]
172 n 2¢e
llxa A ...A ||
172 n

D'autre part on a

A u2€+||xR.||2€
(3.92) ——-l—zg~ E{IIAIAZ"'An|| L 2 e
(1 +u”7) lxaa,...a |
|1a,A,...A_|] L n
E (—b2 1 =+ 1 E(l[aa,...a ] L
| cAAy .. A ]
2¢
B
] I3,
. 2e
||(x.Al...Ak_l)AkAk+1...An[|
Par ailleurs on a :
I I
AA,...A A
(3.93) EC L2 8-y <chy) 'E s
|leasy...a ] A eag..al ]
et
2
, A B, 1°¢
$3.94) E{||A1A2...An|[ 25}
||(x.AlAz...Ak_l)AkAk+1...An||
A |18, |]2€
< C(Al) sup IEV v L 2¢€}
x€S A xApeA ]
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En raisonnant comme dans la preuve du lemme 1.8, on.voit qu'il existe un
s q

réel 0<e' <z Inf(1,A,8) tel que si 0<e<e’

o
A 1/
(3.95) 1lim {sup IE\) ( L 2€)} RS
n XESd_1 Kl I[xAlAZ...An |
et aussi
2¢
A 13,1 1/
(3.96) 1lim {sup E, 2€)} < 1.
no xS, N HxAl...AZ...AnH

Des inégalités (3.91) (3.92) (3.93) (3.94) (3.95) et de (3.96), on dé&duit
facilement qu'il existe une constante K'(A1)< + o telle que pour Q <€_§€'°

on ait :

|An 1(X,Yau)|
(3.97) sup sup 2 = e
n X*Yesd_l I IX'YI I (1 +u™7)

u€R

< RG]

b) Par définition de ke(f) on obtient 1'inégalité

(3.98) IAn,Z(x’y’“)I 8,2,y AT, Ry,
ot
A u+x R u+y R
(3.99) &', _(x,3,8) = k(D) e | n - LI L
o lxapa,...a || [lyaa,...a ]
et
Al .
1" = -
(3.100) 4%, ((x,y,u) = k(f) Ey{llx.AlAz...An y.AjA, A
(u+y Rn)ze
x (1 +

)
2
Iy 8,4,...4 |2

Nous allons &tudier successivement chacun des termes précédents.
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Auparavant notons qu'il existe un réel O <eo§s'0, des entiers Po et n

Py <ng tels que les inégalités suivantes sont satisfaites :

€
Ay d %(x.AA .. AL ,Y.A A ...Ap )
(3.101)  sup lg 172 Po 172 Po’ v(e) < L
x#yGS v E;o _ o’ — 100
d-1 d “(x,y)
£
Ry A R ]
ot Y(€) = 1 + sup sup Ey c
n x5, lx aa,...a ]
A “Hx = |laa,...a_ |]|®
+ sup sup T A Taga,.ca ] :
n x,ySs
Y841 |1x ;8,4 |||y aja,...a [|®
>4
A | R H“° + 1
(3.102) sup lg { Po . } < 1(1)0
y&s N
d-1 ly aa,...a_ []°
N aslizg 117 1] |
1+| R - ALA,...A
(3.103) suwp  ‘E_{ Po 12" % < T
%590 7 |lxaa...a || 0]y aa e
1427 <Ay y 12...1\.no
e _ _
A d “(xTAJA, L AL LYALA L L WAL )
(3.104) sup lEy{ 182 oM o (1 + L e
x#yeSd_l 4 o(;’;) Hy AlAz...AnoH o
Iy R, IZEO !
+ 9 } < —=—
2¢ — 100
1“%o

Hy A1A2...Anol

Justifions les affirmations précédentes. Désignons par ao un réel tel que

0<a < €, et tel que pour 0<e<a on ait :
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£, - - 1/
A a5 (%A, A, V.ALA, .. A) n
(3.105) 1lim [sup lE { L E?—'— 12 2 11 = pl(g) <1
n x#yESd_l y 4~ (x,y)
et
>\]_ 1 l/n
(3.106) 1lim [ sup E ( E)] = pz(e) <1
n x#YSS 41 T x AIAZ"'Anll

(3.105) résulte du lemme 1.8, et (3.106) peut 8tre obtenue de fagon analogue.

o
. )
Supposons maintenant g, <-Z— et que k(eo) <1.

Montrons que Y(so) est fini.

On a tout d'abord :

€ € €
A R _|] ° oA |a8,...a 1] °11B ]I °
3.101)  'E_{ n _y< ] g el
= a8,...4 []%0 =1 |lx &;...a |70
SUP o A A, ~€ € €
. 1 " 1 1 fe} o
Sfaf n, 'kzl Ellajay.ca 115 EQLa T 1Bl DENAL A,
1
Al
or la suite El IAlAz.ooAnH D.Zl est bornée et

: €, 1/
1§m E[a). A ] ) 'm = k(e) < 1
par conséquent :

€
SRk
(3.108) sup sup Ex { . } < + »
n xS, [l Ap...a |]™°
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On a également

€ £
A Hlx =] °l]aa,...a |]7°
(3.109) ‘B { n 12 "o }
€ [
[ x AlAz...Anll ol |y A1A2...Anll o
b n TENT
Sup )
S < L el - :
L =1 ||(x.Al...Ak_l)Ak...An|| o
n A |18, ]|%° -
< k" (ll) Y sup lEn L .
- o
k=l x€s, ) Ay Hxoaoooa

A 1'aide de 1'inégalité de Schwartz et de (3.106), on dé&duit de 1'iné&galité

précédente que :

N £
A Hxr % laga,..a f]C
(3.110) sup sup E

€ et <+
nox,ySS, ) Yo x AjAy.. A [0y ajA,...a f]TO

c'est-3-dire que d'apré@s (3.108) et (3.110) on a :

Y(E)) < + =

L'inégalité (3.105), et le fait que Y(eo) <+® permettent alors de choisir

un entier p = suffisamment grand pour que 1'inégalité (3.101) soit satisfaite.

D'autre part on peut &crire 3 1'aide de 1'inégalité de Schwartz que :

LT
A A 2¢
(3.111)  sup g Po = } < (sup 1Eyl|Rp [| o)t/
yeS,_; |y Aay...a |l &84, 0
A 1
x {sup 1E 1 } /2

( -
2
¥,y Oy AjA,...a][%C0
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ainsi que

EO €0
\ (1"’HRPOH )HAIAZ...AnH
(3.112) sup y € €,
X,¥88, |1y AIAZ...AnH 9lx ay8,...8,1]
A €0, 2. 1/2 A [1aya,...a |l o y
< {sup E (1+||Rp 1%} x {sup 57 7e P J
S84y y 0 x,565, 1 v apeea 70l apa]l770
M €oy2, 2 M L %
< Ka(ll)x {sup Ey(l+!IRP I ©y“} "x {sup En b 7E }
¥E84-1 o xESd_1 AI Il = Al...Anll o
= o — - 2€
A d O(xApaA YA A ) 1 ly Ry |0
I n n (¢ _
(3.113) EyL (1 + 5E + TE
d€°(§,'§) ||y Al...AnH o ||37 Al...AnH °
2e, _ _
A d °X.A,...A_,7.A ...A)
< [sup B e 2L 0512wy (e )
x#yESd;l y d °%x,y)
4e
3 [y (317 = 301 +sup "2 : ) +sup £ 1511~
ot Y' (e = + sup Gg_) *sup 4E
noe v Ty Al ey Y ]y ap..a ||

Or il est clair (voir (3.106) et (3.108) que

(3.114) sup Y'i(eo) <+

n
Par conséquent en tenant compte de (3.111) (3.112) (3.113) (3.114) et
de (3.105) (3.106), on voit qu'il est possible de choisir n = n, assez

grand pour que les inégalités (3.102) (3.103) et (3.104) soient satisfaites.

b;) Maintenant majorons A' o,z’eé(x,y,u).
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kl u+x R u+y R, -
(B.115) 4’ L <k (D)1 Ey[ Po a_|*
0’"?70o o [ [x Al"'An I [!y Al"'An [
(o] o]
no no
) AlE x.AlAz.“ApoRpo+1 ) y.AlAz."APORpO+1 IE
y | e
XeAJAL oA VA eensf ! v.ALAL .. A DA A |
”( 12 po> po+l Axpo"'qll ”(/ 172 po) p0+l po+q}'
- v Pl
k. (0){6 b n e (x,y,u) + Gp n e (x,y)}
o] o] o] (o] 0 (o]

Or
E0 E0 €O
Ay el O+l lRg [ a8, .8, ||

€
' Q
(3.116) 8! »Eo(x’y’u) < lx-yl| )

€
0’ T e ajay..a {170y AAy...a |0
[e] o
g1
€ R
1 P
SN B > =
|y A1A2...Anoll

et donc d'aprés (3.103) et (3.104), on a :

6"po,no, go(xry’u)

(3.117) sup <
x#y€s, | |[x-y||%0(14u%%0) = 100

u€R

On a également :

I [17° [Rpger ]
' A XAA Ay ~Y.AA LA Rp_+1
(3.118) ¢" < E ¢ 127 Po “71727"""Po °
Porforfo T 7 || (y.04,...4_ )a A ll€°
V. . e
1 2. P, p°+l n, '
e g o
+ E {||(x.AA,...A )R
¥ 17277, et [Geajooa da ... |
. P, P *l n
(o] [o] Q
1 e
- l 0}
II(y.Al...A )Ap o1t A I
o] (o]
Posons c 0 e
(o] [o] (o]
le.AlAz...A T y.AlAZ...APOII ||Rpo+1||
(3.119) ¢ (x,y) =
A po’no (o]
[ (y.404,...4 TR H
o] o) (o)
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n €
_ ) 0o
(3.120) et hpo,no(x,y) = !((X.AIAZ...APO)RPO+1H
1 _ 1 | €O
Pl (x.A,A,...4_ )A Y N N R G N VO VY coea ||
172 P, po+1 n, 172 P, po+l n
A l'aide de la propridts de Markov, on obtient que :
}\1 }‘l o
(3.121) E, {gpo,no(x,y)} < Ey],x.AlAz...Apo-y.AlAz...Apol’ x v, (e,)
A
A IR ||
ol Y,;(€) = sup sup E_{
1t n  x€S * | |x.AA,...A_|]%0
d-1 1727 n
et
A A €

1

1 [o)
(3.122) Ey {hp ’no(x,y)} < Eyllx.AlAz...AP —y.AlAZ...Ap [l 7 x Y, (e )

(o}

A

o o

E:C) €O
. |l=.R || ||A1A2...Anl|

ol Y'z(e:o) = sup sup

€ €
o oxyEs, 7 ||x Ajhyea |70y aja,...a |0

Remarquons alors que pour tous x,y € §

(3.123) |]x.A - y.Al] < ||x-y]] wa)

d-1

-

ou

et A€GL(d,R), on a :

N(A) = 2 sup (]]al],]la”|])

et &galement que si x,y € Sd-l sont tels que Hx-—yll <V2, ona:

- (.120) /ii‘ Hx-yl] < a&,v < ||x-y]

Pour tout t>0, on a
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A

) A
(3.125) Ey{l Ix.AIA

[|€O} 1
A -y.AA L..A =
pO 12 po

E {1
2 y [N(AIAZ...Ano)g:]

Eo | Eo >\l e
...APO - y.AlAz...APOH } o+ | lx-y]] Ey{N (Al...Ano)

X Hx.AlA2

1 2}
[N(Al...An ) >t}

[o}

Choisissons t =t > 1 assez grand pour que

)
A %
(3.126) [y (e ) + v,(e )] x sup Ey(N (AjA, . A ) UN(a A ...4 >t ])<_
yESd 1 o 172 n._ o
= o
; - V2
En raison de (3.124), on voit que si Hx-y|| <m, o n =+
o
121 M Qlnian. . a yee 1 xdphyeod = yaa |19
- y 1 2-.. no BLPS po pO

Eo }‘1 Eo - - »
< (Y2) Ey(d (x.AlAZ...APO,‘ y.AlAz...Apo))

En tenant compte de (3.118) (3.121) (3.122) (3.126), (3.127) et (3.101)

on conclut que :

6n

(x,y)
po’no’eo < 1 + 1 __2
— 100 100 100

(3.128) sup =
X#yE84. llx-y]] ®

| |x=y{|<n,

Des considérations précé&dentes, il résulte donc au total que :

A'no,Z,eo(x’y’u) 4
(3.129) ::ges eo 2&:0 100
d-1 Hx-yH l+u )
| 1x=y||<n,

u€R

IA

ke (£)
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bz) Considérons maintenant A; 5 & (x,y,u).
022%™y

En raisonnant comme dans le paragraphe bl) et en tenant compte de (3.104),

on obtient facilement qu'il existe un réel 0<n' < n tel que
q o— o :

A"n
3,2,€5 1 2 3.
(3.130) sup ke (£)( + ) = Kz (£)
x#y € S4-1 “X-ylF°(1+u2€°) - o 166 100 100 "o
=yl <"
u €ER

En rasssemblant les conclusions des paragraphes bl) et bz), nous voyons qu'il

existe un réel n; tel que

lAn (X,Y,u)l
(3.131)  sup Bh <k (D) X7
x#y € S4-1 Hx-y|F°(1+u %) o
lx-y 1l !
u E'ﬁ—
Par ailleurs, on a
(3.132)  sup : < |£] x =9 I (e)
X,y € Sd-l ”x_YIFO(l-g-uzgo) —_ eo no no 0o
%=y l|>n}
u €R
A 2¢e 1 1
~ 1 e] 1 ).
oi T (g) = sup E, {2 + (1+||r_]]| ) (— + 2¢e
o % xyes,, 7 % s, .|| 2€o “yAl---Ani' °
o
< 4

Les résultats olitenus au paragraphe 1) peuvent donc se r&sumer & 1'indgalité :
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A, ng A, n
1Q1 £{x,u) - 1Qlof(y,u)
(3.133)  sup | - T | <k, () x TZ)B
x#y Esdj‘l HX‘YH %1 +4 %) o
u €R
1. % '
el (G 7T () + kO]
o) o) o)
B) Considérons maintenant pour f € LE:
o
A, 0 A; 1
, 1.0 1l "o
{3.134) Dn (x,u,v) = Ql f(x,u) - Ql £(x,v)
o
on a
€o )\1 - 1
(3.135)  [D_ (x,u,v)| < k_ (£) |u-v] E(8, (X,A,...A )
n € A 1 n €
o o] 1 o] o
Hx.Al...A H
n .
o}
et donc d'aprés (3.135) et (3.102)
A, n A, n )
| 1o, %8 0 - 1o, %% (x| ke, )
(3.136) sup = <
u¥v €ER | o 'T00
< €S u - vl
d-1
De (3.133) et (3.136), il résulte donc que pour fELe on a :
o
(3.137) &k (Alon°f) <2 i (£) + |f] [(—l-)€°' I (e) + K'(A)]
. { - 0
€, 1 100 € € N, n, o ‘ 1
Le lemme 3.15 résulte alors de 1'indgalité précédente et du lemme 3.14.
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Les lemmes 3.13, 3.14 et 3.15 montrent que les hypothéses du théoréme de

Ionescu-Tulcea et Marinescu sont satisfaites par les espaces .ge , L8 et
o] o]
>\l
1'opérateur Ql'
Al
Désignons par Gl 1'ensemble des valeurs propres de module 1 de Ql dans

Lg, et pour M € G, notoms

Dl(u) = {f €L Qf = u £}

[o}

Nous pouvons alors conclure que G, est fini et que dans L€ pour tout n>l

1
o
Al n
(3.128) Q= 1 W U, a Ty
uecl *1 1
ol Uu . est le projecteur sur le sous-espace de dimension finieiDl(U)
>l

Vy. est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur 3 1.

De plus on a les relations :

= t
Uu’)\1 Uut A 0 si W#u
1
U v = VvV, U = 0.
WAL A MoWA
Al
Etudions maintenant les valeurs propres de module 1 de Ql'
Nous pouvons énoncer le :
Al

Lemme 3.16 : La seule valeur propre de module 1 de 2 dans L, est 1.

o
Te plus Les seules fonctions propres associles a La valeur propre 1 sont

de La forme Ae, A E L
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Démonstration du lemme 3.16

i =
Soit U € G, et fu$o telle £ €D (1.

Remarquons tout d'abord que f est indépendante de la variable u.

On a en effet pour tout (x,u) € Sd—l X IR et tout n>l
Al . Al n
(3.139) £, (x,w) - £,(x,0) | = | "QF Gew) - Q(x,0 ]
1
< lelfewp e = 1l
g Cllxap.a ] o

A

Comme lim sup 1 = 0, on a done pour tout

Ex( =
o xesd_1 [x Al...Anll o

uGR,x€S$1:

fu(x,u) = fu(x,O)

et nous noterons maintenant : fu(x)-= fu(x,u)

te

D'autre part |f est constante sur S, ,.

ul

En effet {x€s 13 lfu(x)l = sup ]fu(y)l} est non vide, fermé et

d-1

d-
stochastiquement fermé, d'ol l'affirmation précédente d'aprés L'hypothage

d'irréductibilité (i),

On déduit alors de la relation

A
i1.n n
Ql fu(x) p £ (x) n>l1, }cESd_l

que pour p presque tous AI’AZ"‘An € Sp et tout ::ESd_l on g

(3.140) £ (roap...ay) = U7 £ ()


file:///-yx.u)-
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Désignons maintenant par ¢ 1la symétrie

o(x) = - x x € Sd—l

surSd__1

On a 1'égalité :

fu(x) = wu(x> + QU(X)

f o] f - £f oo
i w =_U_+..fi et o) u Uo
H 2

Les fonctions wu , Qi sont invariantes par O et s'identifient 3 des

. . t
fonctions Holdériennes d'ordre Eo sur

jmd-l' De plus en raison-de (3.140)

on a les égalités :

(3.141) f wu(x.Al) dp(Al) =y wu(x) X G,Sd—l
et

(3.142) JCDZ(XA)d(A)=u2 8%(x) . x €5
. TRt Rl s | U d-1

L'égalité (3.141) n'est possible que si wu =0 ou si u=1 et si

wu est une constante.
De méme 1'8galité (3.142) n'est possible que si ¢ i =0 ousi uz =1
et si @i est une constante,

En raison de la connexitd de S on voit donc (3.141) et (3.142) ne sont

d-1

possibles que si Y et @5 sont constantes sur Sd-l et donc aussi @

b

u
et si u=1.

Les conclusions du théoréme 3.2 résultent immédiatement de (3.128) et du

lemme (3.16).

La proposition qui suit &tablit 1'existence d'un moment d'ordre 1 pour les

temps d'entrée de la chalne de Markov M_ dans certains ouverts.
p n
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Proposition 3.3. Soif 0 un ocuvert de 541 XR tel que

et S04t T, = Inf { x>1 ; Mneo}

Le Zemps d'entrnie de La chaine de Marhkov CIVIN dans 0.

Pour tout compact C de sd_”1 xR ona:
A

1
sup E (T,) < +
VR CROR

Démonstration de la proposition 3.3

Elle est inspirée de [2].

-

Soit f wune fonction infiniment dérivable & support compact dans S

telle que :

et

Notons T, = Inf{n>1 ; £(¥ ) >0}

il est clair que T, > T, (3.143).

Soit M, une proﬁaﬁilité quelconque sur Sd-lx R.

Considérons alors la fonction wl : définie par

2 Al K
DRSS SRe (€3] IRRCE S R AN 10!
k=2-j+1
(3.144) Y () =
) A
I o 0 o1 st g
k=1

On a alors :

aAY(O) >

d-1

0

x R
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A ‘ A : % 2 . .
(3.145) E [y, (T.)] "= "E_ lp X% .l "q7(f)
Hy TLE M [Tf—J] gmioje1 O 1
M Mo
oo (100 Z u L Qf(f)

=1

L A A '8
1 k 1
= kzl wo[ Ql(f)] - Euo { 5 1[Tf=j]
-3 A
1 k
x 3 ul Q(nl}
x=1 © 1

Par ailleurs, d'aprd@s la propriété de Markov, on a 1l'égalité

) A A 2=

1 k M 1k
(3.146) kzl ¢ TN = Eu { Z I =1l kZO Q (B (M}

Nous déduisons donc de (3.145) que

A A 2 2-1 A A
1 1 1 k 1k
(3.147) B gl = g, { 5 Ly 1] Z [h, Q) - T O WMPOIY

[o}

Si S(f) est le support de £, nous voyons donc d'aprds (3.147) que

(3.148) KlE W,(T.)) < sup l % Ale(f)(x u)-a, (£)]
Mo 287 = fu€siE) kel 1 TN
m>1
Al k
* sup !g L QO] - “xl(f”

8i la probabilité M, a son support dans un compactC, d'aprés le théoréme

3.2, le second membre de ¢) est majoré par une constante R(C) + =,
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Par ailleurs, il ré&sulte &galement du théordme 3.2 que pour tout i>1

lim Y, (3) = a, (f) x j.
Lo % Al

Le lemme de Fatou permet donc de conclure que

A
1
G.19) o (B x g, @ < 8O

En particulier, on a

M

(3.150) su E (T.) <
(x?u) €c (x,u) £/ —

et donc Egalement en raison de (3.143)
Al
(3.151) sup E (T) <+
(x,u) €cC (x,u) 0

ce qui établit la proposition 3.3.

Démonstration de la proposition 3.2

Commengons par remarquer que ay (Sd_1 x ]0 +«]) > 0.
1

En effet, sinon il existerait um point (xo,uo) € Sd_lxiR tel que U

soit la borne supérieure de la projection du support de &y sur R. Le support

de axl étant un ensemble stochastiquement fermé pour la c;aine de Markov
(Mn)n>1 » on en déduirait que pour tout n>0
- Al
Q(xo’uo’o) (Unzuo) =]

et dOI‘IC également
P(x R > 0 =
( [o) n— ) 1

ce qui contredit le lemme 3.11.
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Si 1'on note A 1'ouvert Sd-l X J=2,0] , on a

A A A

1 M 1
E(x,u,t)(gl) -

(3.152) Ex,0,00%0 = E(x,0,0)

(TA)

pour tout {(x,u,t) € R XR.

L'égalité (3.152), le fait que a)\ (A) > 0 et la proposition (3.3) justifient

1'énoncé de la proposition (322).1

La démonstration du théoréme 3.1 est ainsi compléte.
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