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Le but de cette note est de mettre en &vidence que la tribu asympto-
tique d'une marche aléatoire sur un groupe abé&lien (ou sur un groupe nilpotent dis-
cret ou de classe deux.) est toujours factorisable par la variable aléatoire qui
indique la position initiale et de tirer quelques corollaires de ce résultat..En
particulier on obtient ainsi 1l'équivalence des notions de mélange faible et de
mélange complet (ﬁl]) pour une telle marche ;léatoire. Bien que les &noncés
qui suivent s'obtiennent facilement 3 partir de résultats bien connus, ils n'appa-
raissent, 3 notre connaissance, explicitement nulle part et ils suggdrent des ques-—
tions qui semblent intéressantes.

On considére donc un groupe abélien localement compact 3 base dénom-
brable G et une mesure de probabilit&€ § sur G. On note Gl le plus petit sous=—groupe
fermé portant u et G2 le plus petit sous-groupe fermé portant u 2 {1 ol § est la
symétrique de u. Le sous—groupe G2 est le plus petit sous-groupe fermé dont une
classe(G2 a)porte g ([6]) . On note aussi m une mesure de Haar de G ; p; la
projection canonique de G sur G/Gi’ m. une mesure de Haar de G/Gi’ avec
i =1 ou 2. Les deux résultats suivants sont classiques :

- une fonction continue bornée £ est y-harmonique (i.e. solution
de £(x) = £ 2 u(x) = I f(xy) u(dy) si et seulement si elle a pour période tout
élément de G1 (théérémg 4e Choquet-Deny).

- G2 = G (dans ce cas on dit que y est strictement apériodique) si
et seulement si 1%}“‘ If * pnl lLl(m) = 0 pour toute fonction f d'intégrale nulle pour
m (résultat diG 3 Stam si G = R).

Grace 3 la correspondance canonique entre fonctions y~harmoniques
bornées et variables bornées invariantes pour la marche aléatoire de loi yu, le
théoréme de Choquet-Deny permet de factoriser chaque variable invariante bormée
par la position initiale de la marche. Pour préciser ceci, on introduit le pro-

BNN

cessus de Markov canonique (Q = éN, ’ (Xn)n;O’ (Px)xEG’ 8) qui constitue la

N .. N
marche aléatoire de loi py ; on note m la mesure sur Q définie par m = Px m(dx)
G
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et }.f la sous~tribu de B % jnvariante sous 8. Alors £ f<pl (Xo)) est un

- - N . 13 -~
isomorphisme entre L* (G/Gl’ ml) et L (Q,’j, m) . Une factorisation du méme type
est valable pour les variables bormées asymptotiques. On notejc la tribu asymptotique

3N

de la marche, c'est-d-dire la sous-tribu / \ o X k » 0) de B .

nx0 n+k

Théoréme : La tribu asymptotiqueu* est factorisable par la position
initiale Xo' Plus précisément, l'application f_)t'(pz(xo)) est un isomorphisme

7

entre L~ (G/GZ’ m,) et A (sz,-*, m).

Démonstration : La mesure y étant portée par la classe (GZ 9, on
vérifie immédiat t r tout n f( (X)) = f ( X —n) N D

i iatement que, pou s pz' o p,X a m pp. Donc
£ (pz(Xo)) définit bien une variable aléatoire asymptotique bornée mod. m. Comme
N\

m, pz(m) =P, (Xo(m)) cette application est injective et elle préserve manifes-
tement la structure d'espace L”. Pour obtenir la surjectivité on applique le théoréme
de Choquet-Deny d la marche aléatoire espace—-temps. Celle~ci est définie sur le
groupe G X 7 par la mesure y @ §, (ol § désigne les mesures de Dirac). Le plus
k

S @, & x wh.

Etant donnée une variable asymptotique bornée Y, il lui correspond une fonction

petit sous-groupe fermé de G X Z portant , & §; est égal 3

(w ®9%,)-harmonique bornée définie par

h (x, n)-JY(en)dPx
Q

"
et lxiim h (Xn, n) = Ym p.p. ([61 ) . D'aprés le théoréme de Choquet-Deny h est

factorisable par le sous-groupe k%jz 6, a* x {k}) ; donc h s'écrit :

h (x,n) =g (i:z (x a-n)) ol g est définie sur G/Gz. Comme p, (Xn) =p, (Xo) P, (a)®
- v
o p.p., on obtient pour tout n, h (Xn’n) =g (pz (Xn a n)) = g (pz (XO)) m p.p. et
"

donc ¥ = g <p2 (Xo)) m p.p.

Corollaire 1 : Pour tout u € Ll (G, m)
: n - . * <

Lim [lu = u HLl(m) sup {L u. g(p,) dm ; g €L (G/G,, my), Hgli\l} .
- . . 2 . n 1 = PN + §
Démonstration : il est clair que ||u z u I8 (@) [l = &7 (@)

D'aprés [3 ] , lriim Hu % ﬂnl IL](m) est la variation totale de la mesure Px u(x) m(dx

G
sur (Q,J{:). L'identification de* fournie par le théoréme donne alors le corollaire.



Corollaire 2 : Pour £ € LI(G, m) les propriétds suivantes sont

équivalentes :

i) lim |[£ *“nHLl(m) =0

ii) pour tout caractére Y de G vérifiant IJ Y (x) u(dx)l = | alors
jc y(x) £(x) m(dx) = 0 ¢

Démonstration : Si IJG Y(x) u(dg)| = 1, v est constant sur le
support de u, donc y égale | sur G2 ety = 7'(P2) oli Y est un caractdre de G/GZ'

Si l%m || £ = unlll = 0 on a en vertu du corollaire 1

fG £x) ¥ (py(x) m(dx) = f £(x) Y(x) m(dx) = 0
G

Réciproquement si ii) est vrai, pour tout caractdre Y de G/GZ;
JG 7 (pz(x)) £(x) m(dx) = 0. Comme les combinaisons linéaires des caractéres de
G/G2 sont G(Lm, Ll) denses dans la boule unité de L (G/GZ’ mz), on obtient la
méme &galité avee Y remplacé par un &lément quelconque de Lm'(G/Gz, m2). Le corol-
laire 1 donne alors lgm |1£ = un||L1 =0

Remarque : Le corollaire précé@dent a &té prouvé dans [h-] en utilisant
le théoréme de synthése spectrale. La démonstration donnée ici &vite l'usage de ce

théoréme mais fait appel au théor@me de convergence des martingales.

Corollaire 3 : Pour l'opé&rateur de convolution par y les propriétés
P prop

de mélange complet et de mélange faible sont &quivalentes. Autrement dit, il y a

équivalence entre :

i) pour tout u d'intégrale nulle dans Ll (G, m)

lin | |u = ﬁnHl = 0 (mélange complet).

ii) pour tout u d'intégrale nulle dans ! (Gs m) -
1 n-1 i
lim sup - T [J £(x) (u={™) (%) m(dx)] = (0
n .
|1£]| ¢t = i=0 G
(mélange faible).
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Démonstration : D'apré@s le "théoréme du mélange faible" de [ﬂ le
mélange faible implique l'ergodicité, donc ici G =6, et 1'absence de valeur
propre unimodulaire distincte de 1 correspondant 3 des fonctions propres bornées.
Or un caractére y de G/G, induit une fonction propre y (P,) associée & la valeur
propre y (Pz (ag . Le mélange faible implique donc G2 = G, et le mélange complet
résulte alors du corollaire 1.

Considérons maintenant le cas ol G n'est plus nécessairement abé-
lien. Pour simplifier, supposons dé&sormais ; adaptée c'est—d-dire que Gl = G.

Pour que la conclusion du théordme reste valable il est tout d'abord nécessaire

de disposer d'une version du th&or&me de Choquet-Deny pour y ¢ en effet, s'il

existe des p—harmoniques bornées non constantes, M &tant supposée adaptée, la
marche est transitoire et il est impossible de factoriser les variables inva-
riantes par X° donc a fortiori les asymptotiques. Si l'on sait que les H~harmoniques
bornées sont constantes, on peut chercher 3 appliquer la méthode dé&crite ci-dessus
pour factoriser las asymptotiques. Pour cela on a besoin du résultat algébrique

suivant.

Lemme : Si M est adaptée sur G, le plus petit. sous-groupe fermé de

G, a* x {k}

U/ a
kezZ "2

ol G2 est le plus petit sous-groupe distingué fermé de G dont une classe porte u

G X Z portant la mesure 11051 est

et ol Gya est la classe de G2 qui porte u.

Démonstration : G2 étant distingué et fermé, on vérifie trés sim-

plement que kLGJT (6, a* x {1}) est un sous-groupe fermé de G X Z qui porte y @ 8-

Supposons qu'un autre sous-groupe fermé de G X Z porte u @4 1"
Il est de la forme t:;% (Hk x (kD). Ho est un sous-groupe fermé de G.

Pour chaque k, H_ est une classe de H . Si H, = H_a, alors

1 o 1
-1 -1 k . .
H = = ' ol = =
-1 a, Ho et a, Ho a H° d'oi Hk Ho a; pour tout entier k. Si HI alHo

le résultat est le méme. La mesure § est portée par H = Hoa Pour conclure, il

e



suffit de prouver G2 C H, donc il suffit de prouver que Ho est distingué. Or
{(x €¢ IX H = H x} est un sous—-groupe fermé de G qui porte M car il contient
Ho a. Comme u est adapté@e, ce sous—-groupe est G donc Ho est distingué.

Dans le cas non abélien, ceci justifie la restriction imposée 3
G2 d'étre distingué. Pour montrer que les asymptotiques bornées sont exactement
de la forme f (p2 (xo)) mod. m avec £ € L (G/Gy> my), sous l'hypothése que les
u~harmoniques bornées sont constantes, il suffirait de prouver que les u @ Gl-

k x {k}), car alors,

harmoniques bornées sont aussi constantes sur kLer (G2 a
grdce au lemme, la démonstration donnée ci-dessus s'appliquerait encore. Nous
ne savons pas prouver cette propriété. Mais dans chacun des cas suivants ol
il est connu que les u-harmoniques bornées sont constantes, le résultat est vrai
- G est nilpotent discret ou de classe 2 ([5]) ; alors G X Z et
k.kC-% (G2 ak X {k}) sont de méme nature que G.
- G est nilpotent quelconque et u est étalée ou a un moment fini

([S]); alors kkéJz (G2 a¥

que y.

x {k}) est nilpotent et u @ 61 vérifie la méme propriété

= G est discret et u est d'entropie nulle ([2]) ; alors il est
é&vident que u @4, est aussi d'entropie nulle.

= 13 marche de loi u est récurrente sur G, alors le résultat est
bien connu ([6]), exercice 2.19 p. 172).

Dans chacun de ces cas le théord@me et le corollaire ! &noncés ci-

dessus restent donc vrais.
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