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U.E.R MATHEMATIQUES - INFORMATIQUE
Université de RENNES I

Campus de Beaulieu 35042 RENNES FRANCE
1 - INTRODUCTION.

Soient (Q?}l,P) un espace probabilisé, T un espace topologique, @ une
tribu prévisible sur (T X{) et U une mesure stochastique dé&finie sur
‘-/3 i valeurs dans Ll(P)'

Le but de ce travail est de prouver que, sous certaines hypothéses,
(hypothé@ses qui sont satisfaites dans les cas classiques), la mesure
stochastique U admet une décomposition de la forme :

o= Uy + U2

oi Uy est la différence de deux mesures stochastiques définies su.rc:)},
3a valeurs dans LI(P), et, W) est une mesure stochastique définie

sur?, i valeurs dans LI(P) eF vérifiant : ¥ D E‘S E(ul(D)) = 0.

2 - HYPOTHESES ET NOTATIONS.

Soient (9?3*, P) un espace probabilisé et T wun espace topologique. (Dans
les situations classiques T est un ensemble d'indices, en général w4
ou ]Ri ). (/6 désigne une famille de parties de T, on suppose que vt est
une semi-algébre et que pour tout A &lément de d’ i1 existe une suite

- " - .
(Cn)nEIN de compacts et une suite croissante (An) d'éléments de X

n€IN

tels que AnS_Cn_C_A et g An=A.



On se donne (gA) Ae/f une famille de sous-tribus dec&‘ vérifiant :

¥ A EZ* , ¥BE Jk ACHB =D 4% BEEQ%A

Soit ﬁb = {AXxF, A EJ&, F EC)A} ;SQ) est une semi-algébre de parties de
Tx ; les Eléments defRe sont appelés rectangles prévisibles. On note A,’
1'algébre sur T x () engendrée par Ry et Q? "la tribu sur Tx {} engendrée

par P, ; & est appelée tribu prévisible.

Un processus prévisible est une application@ -mesurable de Tx Q dans R
muni de la tribu boré&lienne.

On désigne par & 1l'espace vectoriel des processus prévisibles simples, et
par ﬂ£6§) 1'espace vectoriel des processus prévisibles bornés. Pour des

exemples d'une telle situation voir [1] et [2].

Pour tout réel p positif ou nul, on pose Lp(P) = Lﬁt(ﬂﬁ}iP) (espace vectoriel

de variables aléatoires 3 valeurs réelles de puissance pieme intégrable).

LP(P) est muni de sa topologie usuelle..

Enfin pour f &lément de LP(P) on définit ||f||p par :

(Ilflp dp)% si 1<p
Hell, =1 fle|P ar si 0<p<l
E (€] A1) si p=0.

RAPPELS SUR LES MESURES STOCHASTIQUES.

La notion de mesure stochastique a &té &tudiée en particulier, par METIVIER

et PELLAUMAIL [11]. Rappelons-en la dé&finition.



3.1 - DEFINITION.

On appelle Lp(P)—mesure stochastique, une application U, simplement

additive, définie surj%,', 3d valeurs dans Lp(P) et vérifiant :

3.1.1. ¥axreXRo HAXF)zl, H(AXQ)
3.1.2. u(®}) est une partie bornée de Lp(P).

3.1.3. u s'étend en une application 0o-additive dé&finie surqg ,

-

a valeurs dans Lp(P).

L'extension est &galement notée U. Notons que dans le cas o p >0,

3.1.3. implique 3.1.2.

Le théoréme (3.2) qui suit donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'une application Y simplement additiye, définie sur.Sh', 3 valeurs

dans LP(P) soit une Lp(P)-mesure stochastique.

3.2 -~ THEOREME.

Soit u une application simplement additive, dédinie sur K., & valeurs
dans .

L, (P)
Alons u  est une L p(P)_-meéwLe stochastique pd:ek:seulement 84y vernifde
3.1.1., 3.1.2. et :

3.2.1 ¥R) s R.ER, R Y8 D 1? [Tuep 1, = 0.
Pour la démonstration voir [11].

Une Lp(P)-mesure stochastique jouit de la propriété suivante ([11]):

3.3 - PROPRIETIE.

Soit p une Lp(P)-meAu/w. stochastique, s04it F un ELZment de SH et G un

ensemble prévisible tel que : lg = lo-lpg



Alons

3.3.1. H(G) = lF H(G)

On peut définir une notion d'intégration par rapport i umne mesure stochastique
(intégrale stochastique). L'existence et les propriétés de 1l'intégrale sto-
chastique des processus prévisibles bornés sont données par le théoréme 3.4
qui suit (pour la démonstration voir [11]). Cette notion d'intégrale stochas-
tique s'étend 3 une classe plus vaste de processus prévisibles, en utilisant

la méthode de Bichteler [3].

3.4 -~ THEOREME.

Soit W une Lp(P) -mesure stochastique.
12 existe alorns une application unique, notie également u, déginie sur

0, &), a valeurs dans LP(P) et vénigiant :

3.4.1. ¥h€g : h=] a

= uth) = ] oy H(A; X Fy)
i

+1
Ay xXF
iXrq {
3.4.2, S4 (hn)nE]N est une suite d'éléments de ?HLD(?), uniformément bornie

et qui converge sdimplement vers h, alorns La suite (u(h))) oo COnVerge

vers u(h) dans LP(P).

3.4.3. S& h appartient & ¥,@®) L'application quiaG ELEment de : P

associe (1, h) .est Egalement une LP(P)—AmeAM?- sZochastique.

La notion de fonctionnelle linéaire stochastique a été introduite par METIVIER

et PELLAUMAIL ([11]). Voici la définition.



3.5 - DEFINITION.

Soit X un espace vectoriel de processus privisibles bornls. On suppose
que ¥ muni de La norme uniforme est un espace de Banach et que £es
degments de ¥ engendrenty .

Soit v une application Lintaire et continue de ¥ dans Lp(P) .

v est une LP(P) -fonctionnelle Lindaine stochastique, 54 elle vinifdie :
3.5.1 ¥nh € X, ¥ F eCH z:euqué lph €X
vz h) = 1p vih).

Le théoréme suivant qui est du type théoréme de Riesz &tablit le lien entre
mesure stochastique et fonctionnelle lin&aire stochastique. (La démonstra-

tion se trouve dans [11]).

3.6, THEOREME.

Soit X un espace vectorniel de processus prduisibles borngs dont Les
elements engendnant(é). On suppose que I muni de La norme uniforme est
un espace de Banach.

Alons :

3.6.1 S&i u est une LP(P) -mesune stochastique, L'application v déginie
sur K par @ v(h) = u(h) est une Lp(P)-éonc,téonndla LinZaine

stochastique.

3.6.2 S{ v est une LP(P)-goncuonneU_e Lindaine stochastique, L existe
une unique Lp(P)-muu/Le stochastique B vérnifdant :

v(h) = puth) ¥ h € X

3.6.3 Quand p>1, Ztoute partie bornie de K'exs}oace des Lp(P) -4onctionnelles
LinBaines stochastiques est nelativement compacte pour La topologie

de La convergence asimple, Lp(P) Gtant muni de sa towologie faible.



Le théoréme suivant ([ 3]) permet de se ramener du cas d'une L (P)-mesure
stochastique 3 celui d'une L2 (P)-mesure stochastique ; sa démonstration

utilise un théoréme de factorisation de Maurey et Rosenthal.

3.7. THFEOREME

Soit w une L_(P)-mesure stochastique. TL existe alors une probabilitd

&

N Zquivalente a P, a dénivée 1P

bornée et telle que 1 A0Lt une
Lo (Q) -mesure stochastique.

Pour d'autres propriétés des Lp(P)-mesures stochastiques, voir ([2]).

4 - RELATION ENTRE PROCESSUS ET MESURES STOCHASTIQUES.

Examinons d'abord le cas oi T est un intervalle de ﬁi@ et

j; = {ls,t], s<t, seT, teTl.
Soit X = (Xt)tE'T un processus sur (Qf*,?).
A ce processus nous pouvons associer une application ux définie sur &,

simplement additive, 3 valeurs dans Lo(P) en posant, pour h :&lément:

X
de & de la forme : a, 1 (h) = ) o, 1. (X, - X_)
g i ]Si,ti] xFi} H E i Fi( ti Si

uX vérifie évidemment 3.1.1.
Réciproquement, 3 toute Lp(P)-mesure stochastique U (ou 3 toute fonction u
définie sur ', 3 valeurs dans LP(P) et simplement additive), nous pouvons

associer un processus X en posant :

Xt = Uﬂo,t—]f\'r)xg )9

on a alors :

M= UX-
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Cette correspondance s'étend au cas oii T = [ ]ai,bi] < ﬂfi et

) i=1
&= o= T 1siel, al< si< eicul, i-1...41
1=1

Afin de préciser cette correspondance, nous introduisons les notations

suivantes (notations utilisées dans [2]):
. d
- pour a = (a") et b = (bi), , on pose :JJa,b] = I ]ai,b
i=1...d i=1..d -1

4
-~ pour I €{1l..d} on pose : EI = (_l)d-card I
- pour I €{1...d} et A=Ts,tl, on pose :

. { st st 1¢1

a™(I,4) = i

, et o(I,A) = (ai(I,A»i= .
el s1 1€1

oeod.

Enfin pour X = (X et A =1s,tll on définit A,X par :

e €T
AKX = ] el(x(a(1,A)) - X(a(8,4))).

I
AAX représente la "variation" de X sur l'ensemble A ; pour d = 1 et

A=1]s,t] on a AAX = (Xt - Xs).

Au processus X on peut alors associer une application ux définie sur &,
simplement additive, i valeurs dans LO(P) en posant, pour h &lément

2 . \ X = -
de & de la forme: ) o, 1AiXFi 3 W (h) E oy 1o 4, X

i 1 8y

ux vérifie &videmment 3.1.1.
Réciproquement, 3 toute Lp(P)-mesure stochastique U (ou méme 3 toute appli-
cation u définie sur 5&!, 3 valeurs dans Lp(P), et, simplement additive),

on peut associer un processus X en posant :

X, = BCTa,t]] x @  (t € Ta,bll).



Dans ce qui précéde on peut, bien sr, se restreindre aux "sous intervalles"

-

de T dont les extrémités appartiennent 3 un sous ensemble dénombrable de
T . Le processus X associé 3 une mesure stochastique par la méthode pré-
cédente apparait donc comme un "processus de répartition"”. (D'aprds 3.2.1
ce processus est continu 3 droite dans Lp(?)).

Supposons maintenant que T :.{tn} c ordonné ou non et que & = {{tn},neni}.

n<IN

La correspondance qui paralt naturelle est la suivante :

- 3 X=(X on associe uX telle que :

t) t€T

X

wle }xF) =1, X,
n

~ & | mesure stochastique, on associe le processus X tel que :

X
X, =W ({tn} x Q).
n

Le processus X est alors un processus de densité de masse.

La question qui se pose est alors la suivante : &tant donnés (Q;ik,P),
1'ensemble T, la tribu ﬁ? et la mesure stochastique W, peut-on caractériser
les processus X (de réparﬁition ou de densité), associés ?

Le théoréme 3.2 permet évidemment de donner une réponse 3 cette question ;

mais plus précisément ? Quand d = 1 et TCR,, le théorime de DELLACHERIE~

MOKOBODZKI ([ 4] p. 400) donne une réponse & cette question.

4.2 THEOREME DE DELLACHERIE-MOKOBODZKI.

Soit (7% el) ep P VPtifdant Les conditions habituelles.
-+

Soit X = (X,) un processus adépté continu a droite, on pose ¥_ = 0.

teIR+ o0
Sodt (t ),y 0%t <tg...<t =+
nil
Soit h = H, 1 (8lément de &)
170 L Irgety] ‘
) n-1
Ssz J() = ] H(X, =X )

i=o i+l i
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Alons X est une semi-martingale jusqu'a L'infini s4 et sewlement 84 J
est une application Linéaire et continue de &  dans Lp(P)

& gtant muni de La topologie de La convergence unifonme.

La démonstration peut &tre adaptée au cas des semimartingales ordinaires.
Quand d>2 1le probléme est plus complexe. Les exemples les plus simples de
processus définissant des mesures stochastiques sont : le drap brownien

et les processus 3 variation bornée. continus & droite. (Pour plus de

détails et d'exemples voir [2],[6],[9],[10] et 1l'additif}

Mentionnons enfin que, sous les hypothéses habituelles ( fﬁ%)tET famille

croissante de sous-tribus de<ﬁ9, et, pour A = ]ls,t]] ,33 A =c&é)’ un processus
X adapté, qui définit une Lp(P)-mesure stochastique est un Lp(P)-intégrateur
au sens de Bichteler et Hurzeller ([3],[8]) ; ceci résulte immédiatement des

propriétés des Lp(P)-mesures stochastiques rappelées au paragraphe 3.

5 - QUASI-MARTINGALES ET FONCTION DE DOLEANS.

5.1. DEFINITION ET NOTATION

On = d&signe par ?Z 1l'ensemble des familles finies d'éléments disjoints de Gt,
un &lément de ?3 est noté T .

Soit M une fonction d'ensemble simplement additive, définie sur Q.', &
valeurs dans Lp(P)(pzl).

%3

Soit r-;{Ai i=1...n, Aieti&, AiﬂAJ.=¢ si  i#j}

n
et soit Vi) = ] IE(u(AiXQ)"/%A)['
1=1 1

M est une quasi.martingale si : V(u) = Sup E(VT (M))< +o
Teg

Il est facile de vérifier que cette définition donne bien la notion

habituelle de quasi-martingale.
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5.2. PROPOSITION.

Soit U une L (P) -mesure stochastique (p2l) alors U est une quasd-
o

marntingale.

Démonstration.

; = et NA, =¢ si i#j }
Soit T {(Ai)i=l...n’ Ay ., ANy j

+
et soient di = I{E(U(A1X§Df§A )> 0}
i

a, = -1
i {E(uea, x4, ) <0}
i {gki

: + -
On a, en posant h' = z (ai + ai) 1
i

A’
1

VY = = gT = E(u(nt 2 D
E(u(hT)) ;E(IE( u(AiXQ)/gAi)I) 'F(v (M) (u(h*)) gnesgllu( )Hp

= Sup E(WT(W)< +=.
TEX,

5.3. DEFINITION.

Soit m une mesuwre & valeurs ndelles, sur (Tx0S3). m est une mesure
admissible 54 elle vEinifie :
5.3.17 m est findle

5.3.2 m ne charge pas Les ensembles Zvanescents.

5.4. DEFINITION.

Soit u une fonction d'ensemble simplement additive définie sur RS a
valewrs dans Lp(P) (p>1) . La fonction o" definie sun 3, & valewrs
ngelles, tefle que : m (D) = E(u(D)) (DER)

est appelée fonction de Dolians de .
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5.5. PROPOSITION
Soit U une Lp(P)-meéune stochastique (p>l) alors La fonction  de Doléans

de u 4'étend en une meswre admissible.

Démonstration.

9 étant définie sur CS soit mu(D) = E(u(D)) pour D élément de @ .
n" est évidemment O-additive et finie et d'aprés 3.3 ne charge pas les

ensembles évanescents.

6 - MESURES STOCHASTIQUES A VARIATION BORNEE.

6.1 - NOTATIONS ET DEFINITIONS

Nous noteronscyn+(Lp(P)) 1'ensemble des Lp (P)-mesures stochastiques telles

que : H(A X Q) € L; (P) ¥ A Ex et nous noterons '\(J (LP(P)) 1'ensemble des
Lp(P)-mesures stochastiques qui sont des différences d'éléments de(v0+(Lp(P)).
Nous dirons qu'un élément de (YG(LP(P)) est une mesure stochastique i variation

bornée.

L'énoncé du théordme 3.2, qui donne un critdre pour qu'une fonction d'ensemble
simplement additive, définie sur &', i valeurs dans Lp(P) soit une I.p(P)-
mesure stochastique, se simplifie dans le cas oi la fonction prend ses valeurs

dans L;(P). On peut en particulier &noncer les corollaires suivants :

6.2 - COROLLAIRE.
Soit u une application simplement additive définie sur &R,', a valeurs dans
L;(P) alons u est une L (P)-meswre stochastique 84 et seulement 84 u

venigie 3.1.1. et
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. n
6.2.1. { 1) {U(D), peR , D = N (a;x @ Aiei}m une partie boanie de
i=1
LP(P).

1) ¥(A) oy A€ 78 4, V0 =>1im  [lua xo)f = o.

De plus 84 T € c7c 1) est automatiquement satispaite.

Démonstration.

Si U est une Lp(P)—mesure stochastique la propriété 6.2.1. est &videmment

satisfaite.

Passons 3 la réciproque.
Nous montrons d'abord que 3.1.1. et 6.2.1.1i) impliquent 3.1.2. c'est-i-dire

que u(&!) est une partie bornée de Lp(P) 5 soit D élément de %', D peut se
n
. = X { e N =
mettre sous la fome : D i.—.ZI (Ai Fi)’ AieJ(T, Fi %Ai . Ai Aj )
sii# j,et on a par suite de la positivité de u

n n n
0 < ud) = ] MAXF) = ] 1. WAXQ)< ¥ uAaxQ)
=1 T Y gl P10 121 *

ces inégalités impliquent la bornitude de U(R.).

Puis nous vérifions que 3.1.1., 6.2.1.11) et la positivité de WM impliquent
3.2.1.
Pour cela, soit (Rn)nGIN une suite d'éléments de X qui tend en décroissant

vers le vide. Soit Rn = Anx Fnps» on a alors Ap N @ ou Fnj» ]

Si An& ) 3.2.1. résulte des inégalités :

0 < uR) = an H(A »Q) < (A x Q).

Si Fn\l ) 3.2.1. résulte des inégalités

0 < u®R)D =1, n@axQ < an H(axQ)

n

Si T appartient 3 ‘x ona 0 < u(d) < W(Tx*R) pour tout &lément D de R, ce
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qui implique &videmment 6.2.1.1).

Dans le cas oi T =]a,b]] Ri et J(S’ = {0s,t]l ,a<s<t<b} la condition
6.2.1.1ii) est une condition de continuité a droite pour le processus de

répartition X associé 3 M.

(Noter que dans ce cas le processus X est croissant au sens oill AAX30 Pps.

Pour plus de détails sur les processus croissants continus A droite, voir

1'additif.

6.3. COROLLAIRE.
Soient T= {a} o et @ = {fa) )

Soit u une application simplement additive définie sur o', @ valeurs
dans L;(P).

Alons u est une Lp(P)-meAune stochastique 84 et seulement 44 1 vérni4ie

3.1.1. et ;.

6.3.1. Zu({an} xQ)  appartient & LP(P).
n

Démonstration.

Si H est une Lp(P)-mesure stochastique, elle vérifie &videmment 3.1.1. et
6.3.1..
Réciproquement, soit D é&lément de R,' alc;rs on a
0 < ud < Ju({a}x)
n

ce qui implique que H(R,) est une partie bornée de Lp(P) .
Pour prouver 3.2.1., il suffit de remarquer que RnMZ), R € R,
n
sumx > = X € .
R ={a}xF_, F_ 3{a} F A9

et 0 < u(R) =1 u{alx Q).
n

F
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Remarque : 6.2.1. et 6.3.1. ne font pas intervenir les tribus (5 A)AE d/-;

on peut donc supposer que %A =OS‘|
Nous abordons maintenant le probléme de la relation entre mesures admissibles

-~

et mesures stochastiques & variation bornée.

On a vu (Proposition 5.5) que pour toute Lp(P)-mesure stochastique (p>1) 1la

fonction de Doléans de U s'dtend en une mesure admissible.

Nous allons voir que, sous certaines hypothéses, toute mesure admissible est
1la mesure de Doléans d'une Ll(P)-mesure stochastique 3 varidtion bornée.

Ces résultats nous permettrons ensuite d'aborder le prohbléme de la décomposition

de Doob des Ll(P)—mesures stochastiques.

Le théor&me 6.4 qui suit est tr&s général, nous verrons ensuite (corollaires
6.5 et 6.6) queces hypothéses sont satisfaites dans lés cas haﬁituellement
rencontrés. ,

6.4. THEOREME,

Soit m une meswre admissible sur (T xQ,SY).

On suppose de plus L'existence d'une famille (c&:,_) de sous-tnibus

ter
completes de SR verifiant :

6.4.1 t € A _.>S C‘°$‘~:

6.4.2 ¥FEH  on peut deéfinin un processus privisible Y = (Y) o o et
posant Y, = E(lF}"sbt) et deux modifications du processus Y = (E(]‘Pﬁt))t €T

sont Andistinguables.

Alons AL existe un &ément u de "{)(LI(P)) vernifiant:
6.4.3 ¥re“N ,vae

E(l, u(ax Q) = JE(lF{"SdSnA(s)dm.
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6.4.46 AL Vv est un éLiment de(\()(l.1 (P)) vérnigiant 6.43 alons u'(Ax QY = vax Q)
P.ps Jpour chaque éLément A de tt

De plus, 6.4.3 JAimplique que H(AxQ) est mesurable pour La tribu iv_"}\s

et que La mesure de Doléans de u est m . ==

Démonstration.

La mesure admissible m admet la décomposition m = m'-m” oim et m sont
des mesures admissibles positives. Il suffit donc de prouver le thé&oréme pour

une mesure admissible positive.

Soit donc m mesure admissible positive et soit A un élément de (/t- ; pour F

élément decy , on définit \)A(F) par
v, (F) = f E(1/h )1, (s)dn

(6.4.2 implique que \)A(F) a bien un sens).

A étant fixa, V, est une mesure positive bornée sur (Qf’éﬂ') , de plus A est

absolument continue par rapport i P.

d\)A

Soit alors TIA = i

Ha
E(l W) = v (® = (EQA )1, (s)dm

est un &lément de LI(P) et ¥ F Ec%‘w on a :

UA‘

Pour D élément de Q) ', D= 5 Aix Fi on pose u(D) = 5 lF
i

i i 1

ceci a bien un sens et définit une fonction, simplement additive de Qq' dans -

LI(P) car, pour A=2Ai, Aieut, Ae\x et FG%“ on a :
i
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=
~
I}

E(L, B,) = jE(lFﬁ}"'s)lA(s)dm

§ JE(lF@S)lAi(s)dm

; E(1, uAi)

mais W(A XQ) = EA par définition
d'ol E(lp m(AXQ)) = E(1, [ u(a,x@)) ¥ rFe W
i

en conséquence H(AX Q) = ] u(Ai’XQ).
i

K ainsi définie vérifie évidemment 3.1.1, de plus pour A X F &lément de 2o
on a d'aprés 6.4.1

E( u(A X F)) = E(lF HA) = f E(lF/CS‘S)lA(s)dm = le 1A dm = m(A XF)

ce qui implique que ¥ D € R

E(u(D)) = m(D)

m &tant une mesure bornée et | &tant positive 1'&galité précédénte implique
que | est une Ll(P)-mesure stochastique positive de mésure de Doléans m

(voir corollaire 6.2).

Le passage au cas de m mesure admissible signée est immédiat ; 3 n et m” on
associe u+ et U @&léments de "{7+(L1(P)) vérifiant 6.4.3 ; 3 m on associe
+ ~

alors ¥ = W -HW, ¥ appartient 3 AYO(LI(P)) et vérifie évidemment 6.4.3,

il est évident que m est la mesure de Doléans de U .

6.4.4 découle immé&diatement de 6.4.3, car si U et Vv vérifie 6.4.3 on a
pour chaque A

E(lp u (4 x2)) = E(1, v(AxQ)) ¥ Fe ]

> L(AXQ) = V(AXQ) (dans L, (P)).
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Enfin, nous examinons le probléme de la mesurabilité.

6.4.3 implique que pour toute variable aléatoire ch--mesurable bornée on a :

E(Y u(A X)) = fmﬂ;s)lA(s)dm

en particulier pour Y = E(1;/ V °y's) , FeH
SEA

mais pour s € A, on a

E(Y/3) = E(1/3)

d'od

v W) uaxa))

E(1l; (A xQ)) = E(E(IF/ e s

ce qui implique que HM(AXR) est V C’}Ls-mesurable.
' s€ A

6.5 COROLLAIRE.
Supposons que T = {an}nEN et que ~Kl,"={{an}ne N}; 504t m une mesure
admissible sun (Tx Q,N) . Alons il existe un processus prévisible Vv

unique a L'indistinguabllits pris et virigiant :

n

6.5.1 ¥n€N, ¥FEH I 1, Vv, dp = f E(1F/‘§{an})m({an},dm)

Ce processus déginit une Ll(P)-meAu/Le stochastique W appartenant & \(J ‘(LI(P)) ,
par La nelation :

u({an} XF) = 1 Van.

La mesure de Doléans de u est m .

Démonstration.

On prend cﬁ\ =§§a } e 6.4.1 est évidemment satisfaite.
2y n
D'autre part, le processus Y = g E(lFl%{an}) l{an} est prévisible et deux

versions de ce processus sont indistinguables.
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Les hypoth&ses du théor&me 6.4 sont donc satisfaites. On pose alors

=1 = x ) d'od .5. décri
Van u{an} u({an} ) oli 6.5.1 en réécrivant 6.4.3.

C%r étant dénombrable 6.5.1 implique 1'unicité & 1'indistinguabilité prés.

Enfin 6.4.3 implique que Va = u({an} x Q) est mesurable pour la
n
tribu V C%\ =M, } ce qui implique que V est prévisible.
& S a
S '{an} n

6.6. COROLLAIRE.

Sot T =710,1] gmd

soit & =v{ Ds,tl , 0<s<t<l 3

On suppose donnée une gamille crodissante (CSAt)t eT de sows trnibus complites
de H ; on suppose Egalement que pour A =1 s,t]] ,%A =°3ls. Soit m une
mesure admissible. 1L existe alons un processus continu a droite adapté a

6’:-): cp s Unique 2 £'éndistinguabilitt pr2s et verifiant

6.6.1. ¥ FETH ¥ tE€T

E(1, V,) = fs(lFr’S'S) . g (& .

Ce processus est Le processus de népartition d'une Ly (P)-mesure stechastique W

appartenant a ,\(,(LI(P)). La mesure de Doféans de M eAL m.

Démonstration.

Les hypoth&ses du théordme 6.4 sont satisfaites pour la famille (22-)t€ET'
En effet si t€A =] a,bll ona‘%A=d¢)‘afcysf_3't ¥s: a<g<t

1~
?gA Sc}t_ d'ol 6.4.1.'

D'autre part, le processus Y = E(lpf%t_)teT est continu i gauche et adapté
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a Eal—)t<5T et d'aprés [1], cela implique qu'il est prévisible; il est

facile de vérifier que la continuité 3 gauéhe et la structure de T
impliquent 1'indistinguabilité de 2 versions de ce processus (méme raison-
nements et mémes résultats que dans le cas oi d=1).

D'aprés 6.4 il existe donec N &lément deﬂ/é(Ll(P)) vérifjant :

vre W g ect

dv
E(lp H(AXQ)) = fE(lF/ﬁ*s_) L(s) dn  of waxQ =

A
dP

AN étant la

mesure signée et bornée telle que :

¥ FeTH v @ - fE(lF/?AS_) 1,(s) dm.

Comme m est la différence de deux mesures admissibles positives, nous
supposons d'abord que m est positive.

—— — <
Soit V. = W(Jb,tD x @) (t€T), il existe alors 8'20 eH tel que P(Qo) =0

d
et ¥w €Q, v¢e, wt'€q®nlo,ll =T avec t<t' =

Définissons alors (Vt) en posant :

tE€T
V(W) = lim V_(w) st w€Q

syt
seTy

Vt(w) =0, sinon.

V ainsi dé&fini est continu & droite, intégrable. Il vérifie A, V > 0 Pps

A
vaed, e, E(1; V) = lim E (1, V) = Llim fsuFﬂau_) 10,6 1(®) 4m
s¥vt sVt
SETO SETO

= JE“FA‘u-) o, eg(@) dm = E(lp ¥).
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Toujours d'aprés 6.4 WA XQ = AA V est mesurable pour la tribu
VC%FS_, soit alors A =Jo,t]l, on a v Qy . =<%4t_ donec V est
s€A >

adapté 3 65%-)t€T'

L'unicité 3 1'indistinguabilité pr&s provient de la structure de T et

-~

de la continuité 3 droite.

6.7. COMMENTAIRES

6.7.1. La prévisibilité de V n'est pas immédiate, Qiand d = 1, elle se
prouve en utilisant des temps d'arréts ; quand d = 2, en utilisant des
lignes d'arréts et 1l'hypothése FA([Q],[9]). Si V est continu-, les

hypoth&ses de [1], impliquent la prévisiEilité.

6.7.2. On peut toujours trouver fi‘)

t't=T
OX\t - AZanA (voir [1])
t€A

satisfaisant & 6.4.1. en posant

6.7.3. Si on peut se restreindre i dt dénombraﬁle, 6.4.4., devient :
6.4.4.' si Vv est un &lément déYo(Ll(P)) vérifiant 6.4.3., alors
H(ax2' ) = v(AXQ) P.ps ¥ A €7t . (Les processus (u(AXQ))AE -(- et

(v(a xQ) )Aéx sont indistinguables).

Le théoréme 6.8 qui suit ne nécessite pas la régularité de 1l'espérance

conditionnelle par rapport i une famille 63;) de soug-tribus decy, par

teT

contre on utilise une hypothé&se d'équiintégrabilité.

La méthode utilisée est 3 rapprocher de celle de Orey pour les F-processus [13].
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6.8 THEOREME.

Soit m une mesure admissible. On suppose qu'il existe une sudlte
T = {(An%) i=1...i(n)} de partitions de plus en plus fines de T par
des élZments de Jt et que JfS = {Ani i=1...i(n), n € N}

On suppose également que :
6.8.1. ¥ €>0 3 ng ¥ F E"%": P(F) < Ne
ol (T o '
= |m| () E 14/ Y1l,n(s)) < €
=1 AT AT -

ALors il existe un otement u de (L (P)) de mesure de Doléans m , de

plus ¥ A e./t paxQ) est ¥y 2} A: -mesurable.
n ,
<
Ai—A
Démonstration.
' € “h =B .
Nous supposons d'abord que m est positive. Et pour F b et A, on pose :
" Ho 1,(s) d
() = j ) (lF/SAni) RYSEEACKS

Afin d'alléger les notations, nous introduisons o

L &

Frs O°(F) = iﬁn) E(1/4n) 1
o 1=1 L S

donc VnA(F) = f o™ (F) . 1,(s) dm.

n
A

d un processus &vanescent prés.et 1A -est prévisible borné.

n -
De plus V N est une mesure positive bornée sur (Q,cyh absolument continue

par rapport & P.

qa vt
A

dp

Soit alors gnA =

) . n -
v ,(F) a bien un sens puisque o (F) est prévisible born&, ¢ (F) est définie
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. E Q'Xc n = i = n .
Ona: ¥F A E(g A lF) v A(F) J 7 (F) lA dm

et 6.8.1. implique que : ¥ £>0 3”3 : P(F) <n. = f@n(l’) dm < €
- . n
dome : ¥ €>0 Jn_ : B(F) <n. = E@", 1) <e.

Comme E(gnA)_i m(A X)) <m(TXxXQ), on peut affirmer que {gnA}nemN
AE U

est équi-intégrable.

Alors pour chaque A GLA&, il existe une sous-suite qui converge faiblement,

mais 06 étant dénombrable, on peut, par un procédé diagonal, trouver une
n
sous-suite {g K} wepyy  dui converge faiblement pour tout A glément de oG,
e
Soi = .
oit 8y l%m g8 ,
r

Pour D é&lément de ', D = i A;X F,, on pose : um) = ) Lo 8y -
i=] i=1 1 i

On a évidemment pour A XF é&lément de X. : H(AXF) = 1, gy = lF U(AXQ)

D'autre part, l'application qui 3 A associe gz vérifie
r r
n n . .
g, = 121 gy, SLA izl Ay A€ Jj A eu(;'

en effet ona ¥ F E vy

r
E(gz 1p) = f o™ (F) 1, dm = 121 j @n(F)lAi dm
f (g ) = E( f "
= E(g 1) =E g, 1.)
=1 M F =1 A4 F

ce qui implique que
T
(g, l1P= | E(g, 1)).
alP =1 A1

Alors M est bien définie sur 5{,' et est additive.
U est positive, pour vérifier que U est un &lément de '\F(LI(P)), il

suffit donc de vérifier 6.2.1.
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r
mais on a pour D = E (A,x Q); AEJC
: i i
i=1

§ .
E(u®d) = ) E(g, )

i=1 A

o1 P. n _
et E(gAi) = lém E (gAi) = m(a,x Q)

d'od  E(U(D)) < m(T xQ)

et va€ L EW@AxXQ)) = m(Ax Q)

m étant une mesure bornée, les in&galités précédentes impliquent 6.2.1.

Soient maintenant A &lément de ('/'t et F &lément de C.S“ , alors on a

- n'ﬂ
E(1 ) = f@(t) lAdm

n
F 8a
il est facile de voir que cette relation s'étend 3 Y variable aléatoire

= . = _ 4 n
CS‘.—mesurable bornée et en particulier 3 Y = E(IFI Vg Ar;., Ai < A)).

- - . n
On remarque alors que, A étant fixé, 3’ n, tel que ¥ nZno, on a AiE A ou

n
4;"A =9, alors pour n2n  ona

i
J ; E(Y/%Ar;)lAriI 1, dm

E(Y gZ)

)
YEA/E ,Ol,n 1, dm
i F %Ai Ay A
_ n
= E(lp gy)
et par’ suite de la convergence faible

E(Y g,) = E(1 )

F 8a

o]

!

Q-

‘Ag ’ A? < A5

ce qui implique que g, est mesurable pour Vf
Enfin si F € %A’ ona ¥ nzno EQ1

d'ol E(lF gA) =m(A XF) et o" = m.

T 82) = m(AX F)
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Remarquons que 1'hypothé&se 6.8.1. est un renforcement de 1'hypothése .

m ne charge pas les ensembles &vanescents.

D'autre part, sim= Vv & P, 6.8.1. est automatiquement satisfaite, m est

de cette forme quand c'est la mesure de Doléans d'ume Ll(P)—mesure stochastique

D

u' telle que u'(AXQ) soit indépendante de - A

ad

7 - DECOMPOSITION DE DOOB DES Lp(P)—MESURES STOCHASTIQUES (p21)

7.1 NOTATIONS ET DEFINITIONS

Pour p >1, nous notons L%{(LP(P)) l'ensemble des LP(P)-mesures stochastiques

de mesure de Doléans nulle.

Si une mesure stochastique |1 est définie par un processus X, au sens du
paragraphe 4, nous dirons que X appartient 5;/é(Lp(P»,&esﬁkap(p)»si u

appartient 3 L/C (LP(P))(resp.(Wr(Lp(P)).

Le but de ce paragraphe est de montrer que, sous des hypothéses assez
. géniérales , une LI(P)-mesure stochastique U admet une décomposition de
la forme T (P N V5% ol My appartient a ./G (Ll(P)) et U? appartient

3 %?(LI(P)) (on a donc mM = M2y,

Les théorémes et corollaires 7.2 3 7.6 &tablissent cette décomposition en
utilisant la mesure de Doléans m et les résultats du paragraphe 6
(théorémes 6.4 et 6.8).

Le théoréme 7.7 &tablit la décomposition en utilisant {VTKU)}GEQf .
T &

Dans le cas ol il existe une correspondance entre mesures stochastiques et
processus stochastiques, nous donnerons la décomposition correspondante des

processus,
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Notons que, pour d = 1, T = ]0,al , un &lément de 0 (Ll(P)) correspond,

sous les hypoth&ses habituelles & une martingale ; pour d = 2, T =1]0,al]
un élément de cxé(Ll(P)) correspond, sous les hypothéses habituelles également,

i une martingale faible.

7.2. THEOREME

Soit v une LI(P)-meAwLe stochastique sun (TxQ‘;@).

On suppose qu'il existe une famille (’?‘t) €T de sous-trnibus complites de‘?&
verifiant 6.4.1 et 6.4.2,

appartient &

Alons U = Hy* Wy ol u appa/wéen/tdﬂ‘(Ll(P)) ;M

1 2
\/J (Ll(P)‘) . De plus, My possede Les proprniétés suivantes :

7.2.1 ¥ FeESh ,waedb

E(ly Hy(A X 2)) = J E(Lg/%, )1, (s) dn”

ce qui implique : .
7.2.2 a4 v est un ELEment de \{)(LI(P)) venigiant 7.2.1 alonrs

My(AX Q) = V(AXQ) P.ps pour chaque A SLément de & .

7.2.3 p,(A x Q) est mesurable pour La trhibu sé'Aos'ls et La mesure de

Doleans de y, est M.

Démonstration.

_U étant une Ll(P)-mesure stochastique, sa fonction de Doléans n? s'étend

en une mesure admissible sur (T x S),Q?) (5.5). I1 suffit alors d'appliquer le

théoréme 6.4 i m" pour obtenir My et les propriétés 7.2.1, 7.2.2 et 7.2.3 .
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I1 est é&vident que U - Hy = H; appartient auﬁ<,(L1(P)).

u

Notons également que 7.2.1 peut s'écrire sans utiliser m" . Soit ¢(F) le

processus tel que :

$(F), = E(L/™)

alors 7.2.1 est équivalent 3

7.2.1' ¥red, vae &

E(lp Uy (A%xQ)) = E(M(O(FI1,)).

7.3 COROLLAIRE.

Soit T ={{an}n el\‘} et Jt';.= {{an}n en} . Sodt u une L,(P)-mesure
stochastique sur (T x Q ,3).

ALons il existe un processus prduvisible v unique 4 L'indistinguabilitt pris
et vérifiant :

7.3.1 ¥n EN, ¥ F E""A J ].F Va dP = J E(].F/%{a })mﬂ({an}, dw)"
n . n

Ce processus définit une L (P). -meswre stochastique u, appartenant a
‘(’(Ll (P)) , par la reLation :

UZ({an} xX') = Van

De plus La mesure de Dolians de H, est m' , ce qui implique que

W = u-u, appantient @ Swie)).
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Démonstration:é&évidente.

7.4 COROLLAIRE

; - /"4’\/1= 3 =
Soit T= lalt o &&= {la} ol Solt x=(x) <,

de densité de masses définissant une L, (P)-mesure stochastique.

Un PROCRASWS

Alorns X =M+ V

aa ve Ya,en, wela .

De plus AL existe une décomposition, unique & L'indistinguablilité pris, telle

P - 2
que V. 40it previsible, et ona Vo E(Xan/j {ag}

Démonstration

Soit U 1la mesure stochastique associée 3 X.
Le corollaire 7.3 implique l'existence de V prévisible appartenant 3 VoéLl(P))

et de M élément de pxc (Ll(P)) tels que X =M + V,

D'autre part, ¥ F € é3-;{_an} on a

E(1, X, ) = E(1_ V
F “a, F an)

V étant prévisible cela implique que
2. .
Van = E(Xan/ 3 Lan})
Ce qui implique (comme dans le cas T = N) 1'unicité 3 1'indistinguabilité

prés.

7.5 COROLLAIRE.

Soit T =10,111 <®r®

Soit 5= {Ils,tl] , 0<s<t<1} .
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On suppose donnle une gamille croissante (’.'f"t)t eT - de sous-tribus complites

.

i

e

de 74 ; on suppose Egalement que, pour A = J's,t]] ‘S‘A =

Soit u une Ll(P)-meAMe stochastique et X 4on processus de rdparntition.
Alons X =M+ V

p . . M
ol V appartient & (L (®) et M appartient & /G (L (P)).

De plus, AL existe une décomposition unique a L'indistinauabilit? pris telle

que V A0dlt continu a drodte, adapti a (:ff‘t_)te T et vernigie :

6.6.1 ¥reW ,wterT

E(l, V) = IE(l B )1 (s) dof
F 't Fl S- HO,:B

Démonstration.

D'aprés 6.6, il existe un processus V appartenant i Y?(LI(P)), continu 3

-~

droite, adapté 3 C%%l € 1 vérifiant 6.6.1 et tel que la mesure de Doléans

associée 3 V soit égale 3 ¥ .

I1 est alors &vident que M = X - V est un &lément de /% (LI(P)).

L'unicité est immédiate d'aprés 6.6.

q}t,VtGT

Remarquons que 6.6.1 s'écrit &galement 6.6.1' ¥ F €

E(IF Vt) = ql-l(‘b(F)l]]O’t]])

o ¢(F) est le processus prévisible tel que ¢(F)t = E(LFfil_).
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7.6 COROLLAIRE

Soit u une L, (P)-mesure stochastique. On suppose qu'Lil existe une suite
(Tn)n €N de partitions de plus en plus fines de T  satisfaisant aux
hypotheses du théoreme 6.8.

On suppose Zgalement que n”  2a mesure de Doléans de vy satisfalt @ 6.8.1.

' )
Alons u = Hy '+ ol My appartient dg’t(Ll( P) et M, appartient a § (L1 (P)).

De plus ¥ A € Lﬁ_, HAx Q) eét( v e, -mesurable.
n,i;A?_ Ca %A‘i‘

Démonstration immé&diate & partir de 6.8.

7.7 THEOREME

Soit W une L, (P)-mesure stochastique. On suppose qu'il existe une suite
('r;,)nEN de parntitions ginies de plus en plus f4ines de T et que g est
L'ensemble des éléments de ces partitions.

On suppose 2galement que {an(u)}nEN est equiintighable.

Alons W = Hy+Hy, ol Yy appa/utéentdv‘{(Ll(P)) et M, appartient a
@) .

De plus U(AXQ) est meswrable pour £a tribu : V 2,

n,1;A7C A JA]

(t_ = {A‘i‘ ,i= 1.4

Avant d'aborder la démonstration, nous allons faire quelques remarques.

7.8 REMARQUES.

7.8.1. si T = 1o,1]1 € ]Rd: sous les conditions habituelles, la suite
(1) ey d€finie 3 partir des dyadiques convient.



- 30 -

7.8.2. Si u est une Ll(P)-me.sure stochastique, on sait que c'est
également une quasi-martingale (5.2) et donc { VT'n(u) }nEN est borné dans

LI(P)' Si U est une Lp(P)-mesure stochastique avec p>l, alors VTn(u)

T
appartient 3 Lp(P) et {v %(w }nEN est équiintégrable d&s qu'il est borné

d L (P).
ans p()

7.8.3. S1i T =1]0,a] SRR et si y est une Ll(P)-mesure stochastique telle
que le processus de répartition X associé 3 U soit un F-processus borné,

alors {VTn(U) }nEN est &quiintégrable [13].

7.8.4. Soit u telle que E(u(AXSZ)/sA) >0 ¥ A G{}c et soit m sa mesure

de Doléans, alors ¥ F 610, %A € (/é"

|m| (E(lF,g\A).lA) = nEQ M) - E('E(ng.A) u(axe))
= BB E(u(Axm@{A))

- By EA )

d'ol
I | iin) p - iin) n
m| ( E (1 /g )1 () ) = E(l. E(u(A.xm/g ))
1=1 F a0 Foa 1 I\
= E(1 v ().
Dans ce cas l'hypothése : {VT‘n(U) }neN est 8qui-intégrable, est &quivalente

d 1'hypothése 6.8.1.

7.8.5. Si T = {an}nGN et U L,(P)-mesure stochastique, alors d'aprds 5.2,

ona: EC|EMm({a }x@/& ) <+,
LsGta <y, |

d'olt 1'équiintégrabilité de {VT(u),T é@} (voir 5.1).
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(+) ()

On montre alors, directement que v et v définies par :

\ N2 ({a_}x@) = (Eu({a_}xQ) ?{d.n}))+

L (=) ({fa_} xq) = (E(U(J:an}xgz)"/%{an}))_

@ v eV ey

définissent des L,(P)-mesures stochastiques (6.3), que Vv

et que uw- -V el en.

Démonstration du théoréme 7.7.

Soit R, = {axF, aer, Fa'jA}

On note 52‘1_'1 1'algébre engendrée par 'R’n'

I1 est facile de vérifier que ' = VR, 'n'
n

En effet, on aﬂ,ﬂ_C_‘R,, = n Eﬂ: = U'R;fn [SRORE
n

Réciproquement, soit D &lément de ., alors D est une réunion finie, dis-

: n
jointe, d'éléments de X,, on peut méme &crire que D = Z AXF,, Aie“gf',FieS'(A
i=1 A i

et Air‘- Aj = @ gi i#j. Il existe alors un indice n, tel que AixFi appar-

tienne 3 3’2_'n pour tout 1 appartenant 3 {1...xr}. En conséquence 1 appar-
)

tient 3 R' et .’)Z? <u &"’n'
(o] n

n &tant fixé ; soient AXF eJZ"n et un(AXF) = IF[E(U(AXQ) lj“A)]‘*

Pour D &lément dej2"n, D= Z(Ar;_ XFi) on pose : (D) = Z un(AI; ><Fi)~
i i

lAn

Soit hn =
i

L HEMEE @) 2 0)

hn est un processus prévisible,positif, borné par 1, et, pour D &lément de

', D =75 (A" xr)), : h =) 1 1
R'n g(l, $)» oma a lp gFi I{E(u(A‘;xmq;A?»_o} an
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n
R, ulay
¢y

p)) = ; E(l}_:'i 1{E(11(A1i1x9)|%n < 0} E(U(AEXQ)/%H))
i i

] E(L, (EQu(A] x9>‘§Ag »NT = EQRIL))
i i

) n
En conséquence, comme 4 (D) > 0, on a :

Eu*m)) = E@N®) = B 1) < [=f] .

by
Soit maintenant D &léments de %,' de la forme : D = § (AixQ)
=1
avec Aif"tAj =@ si i#j.
I1 existe un plus petit indice n, tel que, pour tout nzpo, D appartienne

aR' et W) = XIF ph(a" xQ)  avec F; =0 ou Q
i i -

i
n o Ta

On convient que u (D) = 0 si n<n°. Alors ona : 0 < u (D) V().

Ce qui implique que {un(D)}nEN est &8quiintégrable.

DER

L'ensemble des &léments D de la forme précédente est dénombrable. On peut alors,‘
par un procé&dé diagonal, trouver une sous-suite, notée &galement (un)nEN’ telle
que, pour chaque D de la forme pré&cédente, la suite (un(D))ne]N converge
faiblement vers une limite que nous notons v(+)(D).

r
Soit maintenant D = z Ai><Fi, un élément quelconque de X', et, soit
i=1

r
v(+)(D) = z lF v(+)(AiXQ), on a évidemment. v(+)(D) = lim u™(D) (avec la
i=1 i N>+

convention que u*() =0 si DE Eb;.

Vérifions que V(+) est une Ll(P)-mesure stochastique positive (c.i.d. un

glement de \°, (1, (®)).

Il suffit de vérifier que les hypothé&ses du thé&oréme 3.2 sont satisfaites.
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Commengons par l'additivité de V(+). Soient D et D' Eléments de %' tels

que DOD' = @. Il existe alors um indice n_ tel que : ¥ n > n,, DetD
 appartiennent ifzjn et W(DUD') = u™(D) + u*(p"), ce qui implique, en
vertu de l'unicité de la limite faible que :

v oupy = vy 4+ v oy,

Comme 1'hypothése 3.1.1 est trivialement satisfaite, nous passons 3 3.1.2.

(bornitude dans LI(P) de v(+) (5&))et 3.2.1.

(+)

Par suite de la positivité de V et de la convergence faible, on a :

vpe (VP = Bt < Lm  EGRO)
P

d'ot

eV < [Mloy ¢ nF] o) < s,

Ces inégalité@s impliquent &videmment 3.1.2. et 3.2.1.
Soit maintenant, pour AXF € R‘n

"

(AxF) = 1. (E(u(a xﬂ)/ﬁA»—
Nous définissons (kn)nE]N par :

Iy = E_ 1{E(u(A";«z)/‘?A;1 ) <0} lin

i
Le méme raisonnement que précédemment s'applique & la suite (1—.1‘L'L)ne]:N .
I1 est facile de voir qu'on peut trouver une sous-suite extraite de la suite

n —n -
(u )nGIN et une sous-suite extraite de la suite (u )nG]N ayant méme ensemble

d'indices I et telles que :

+
¥DER , (un(D))neI converge faiblement vers V( )(D),
(En(D))ne]; converge faiblement vers v(=) (D),

et vT étant des &léments de "\f_._(Ll (®)).

Comme on a de plus :

Eu(h_ 1)) = EQT(D)) _
¥n €N, ¥D e‘.‘?\.';{ n D = E(u1y) = EQTM) -3 M)

, -n
E(u(k 15)) = -E( (D))
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+ -
on a in'(D) = E@(p) = 50 ) - v o).
+ -
On pose alors My = v( ) . v( ).
Pour la mesurabilité&, on remarque que, si A est un E&lément de ”C, alors

pour n assez grand, on a :

Waxe) = ] utcanal = 7 Ewanal yey/h
i o1 Ty
‘0 .
A;CA
u*(AxQ) est donc mesurable pour v 2, ce qui implique que v(+)(AXQ)
ni 3’AQ.
n’ *
Ay CA
est mesurable pour \) qg a
z,i A i
C
A7 S A

7.9. DEFINITION.

Pon 21 soit B @) - Ha e +W<LP(P>>
(346 corrnespond & : semi-martingale !)

7.10. THEOREME,

Sous Les hypotheses des thiondmes 7-2 ou 7-7 ou du corollaire 7-6, on a
2quivalence entre

7-10-1 u  est une L, (P) -mesure stochasitique

et :

7-10-2 ueSHL, @)).
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ADDITIE. - PROCESSUS CROISSANTS -

Nous supposons, pour fixer les idées, que T = ]I0,1]] € R

- X C '—d
(les résultats restent valables pour tout intervalle ]] a,b NERrR,
a et b finis ou non).
Nous supposons que & - { lIs,t1 s,t € T}.

J

Nous rappelons d'abord la dé&finition usuelle d'un processus croissant.

A.1 - DEFINITION.

Un processus v = (V) a valeuns néelles est appelé processus

t’ t€T
crnolssant 4' 4L verifie :
L)V est nul sun Les axes ;

i) bv>0 waAE &
Le processus est dit continu & drodite (en abr8gé : c.a.d.) 4'4L vErnifde :
a) ¥t € [[o,1]] Ve = lim v,

t'=>¢t
t'>¢

A.2 - PROPRIETE.

Soit Vv un processus croissant c.a.d., alors pour foute suite décroissante

' ; = : \, V =20.
(A) epy 4'Elements de u(?, telle que : A =0 on a 1:i1m AAn
Démonstration.
soit A = ]]Sn’ th , la suite (An)nGN 8tant décroissante, on a :
> >
Is),e12 ... 2N s, €1 218 ;s 5 £ 00
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La suite e i croi joré i
(Sn)nEJN st une suite ssante et majorée, la suite (tn)nﬁm est
une suite décroissante et minorée ; ces deux suites sont donc convergentes,
soient a et b leurs limites respectives, on a a<h.
i i

Supposons que a<b et plus précisément que a <b ¥i=1...d, alors

Nabll #96 et Jla,bll €N J] Sn’tn]] ce qui est contradictoire en
n .

conséquence jgje{l...d} tel que a’ = Bl
EREY |
Supposons que s; <a b ¥n€N alors b €]l Sn’tn]] et b €M ]]sn,tn]I ,

ce qui est contradictoire donc a’ = bJ implique que sfl = aj = bj a partir
d'un certain rang.

< A < -
On a alors O < A v < Vt Vb.
n n

i i

En effet, si s € A,ona, ¥i € {1...4} st <t et donc s €] o,tn]] R

et, si d = b snj = aj =b 3 partir d'un certain rang donc sJ >bJ, ce

qui implique que s &1l o,bll , on en déduit que An _C.Ilo,tn]] -1l,bll , 1a
positivité de V implique alors 1l'inégalité.
Par suite de la continuité@ i droite de V, on a : lim Vt =V

d'ot 1lim AA v = 0.
n n

A.3. PROPRIETE.

Soit V un processus crodssant c.a.d.

Alons :

L) S4 V est gind Pps, vV est Le processus de rlpartition d'une LO(P)-
mesure stochastique.

L) 84 V est intégrable, V eAl Le processus de rlpartition d'une

L, (P) -mesure stochastique.
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Démonstration.

i) résulte immédiatement du corollaire 6.2 (la convergence simple implique

la convergence dans LO(P).

ii} résulte &galement du corollaire 6.2. (la convergence simple dominée par
V1 implique la convergence dans LI(P))'

Notons que la conditiom 6.2.1. ii) devient, pour V processus de réparti-

tion d'une Lp(P)—mesure stochastique :

: \. =
¥ (A) en Aned(S A > 8 1::1 HAAn va Q.

condition qui est plus faible que Al iii).

Nstons &galement que, deux modifications c.a.d. d'un méme processus sont indis-

tingables (démonstration identique au cas ot d = 1).

A.4. PROPOSITION.

Soit u un élément de \f +(Lp(P)) AL existe alons un processus VvV o crodlssant,
c.a.d., unique a L'indistinguabilite pn2s, tel que :

Ve = u(lo,t x Q) Pps pour chaque t.

Démonstration.

Soit W_=| u(lo,tll xQ) si t €T
| © si t € [b,1] -11o,1]]

-

Soit D 1'ensemble des &léments de T 3 composantes dyadiques..
Soit U é&lément de \f;(Lp(P)), ona AW>0 Pps pour chaque A é&lément deu(;

I1 est alors facile de voir qu'il existe Q_ tel que P(R) =0 et 4, ¥2>0

pour tout A é&lément de utv de la forme [Is,tll, seD, teD.
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Soit alors V_ = 1lim W_, IQ

(On pose V., =W, l,)

V est bien défini. De plus, si A =1]] s,t]] , il existe une suite (An)nGIN telle

que A =1l s ,t,ll y st €D et aa,I) »a,I) ¥IC {1...d}, -~

E -
OL(An,I) D et (c>L(An,I))n€]N suite décroissante,

I

alors A, W= 2 € W -W )
a "L aay,D " e, ®)
i Y o= AV "ol > 0.
et Lim I'QOAA o 1q AA d'ot AA v > 0
n )
D'autre part, on a : lim HAA W] Ip = 0 quand An\:¢ en particulier si
n n

A, = lo,t ]l avec t €D, t Nt, t €[0,1]] -110,1]] -

n n
Ce qui implique que ilim ||W_|| =0

n t, P

n
quand t €D, t_ Vt, t€Jo,t]] -No,ll]]l, done (¥_) tend vers O
n n t
nnEN

dans LP(P), comme (Wt ) converge simplement, on a nécessairement

nn€EN

lim W, =0 Pps. d'ol V =0 pour t€ [o,l]] -1o,11 .
n n

Examinons maintenant le probléme de la continuité i droite de v
ona, si t_ Yt et w€ ,

0<V (W) -V (w < W,

-V 4 vt en + L
. 1.l(w) t(w) o t' D gt £ hn>tn

n

mais Wt.n(w) > Vt(w) d'ot th. (w) -+ Ve (w)

((hn))nE]N est une suite telle que hn-\l 0).
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