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La recherche d'une représentation géométrique
signale un des tournants les plus décisifs dams l'histoire
des quantités qu'on appelait "impossibles'ou "imaginaires"
et qui deviendront les nombres complexes.Du moins peut-on
en mesurer l'importamce aux difficultés que souléve l!ana-
lyse historique des temtatives ayant conmu des succés divers,
s'étant nmon sans erreurs mi retours approchées du but,et 1!
ayant finalement atteint au momemt ou il était en train de
1'8tre ou l'avait été par un autre chemin,lui,plus stricte-
ment algébrique et discursif.

Le probléme ainsi posé est celui des rapports
de l'algébre avec la géométrie.Nous avons montré'a propos
de Viéte et du courant d'inmnovations auquel il participe,
comment se posait la questian de savoir s'il était licite
de représenter les grandeurs géométriques et les grandeurs
arithmétiques exactement de la m8me maniére.Viéte lui-m@me
ne le pense pas et,au XVIIIe siecle emcore,on distingue deux
signes différents pour marquer des égalités entre rapports:
notre signe "=M s5'il s'agit de mombres ou de quantités arithe-
métiques et on désigme par "::"l'égalité entre rapports de grandeurs
géométriques.A cet égard domc,Descartes et ses émules n'ont
pas mis fin a un débat: en étendant le recours des équations
4 la démonstration de problémes géométriques,ils signalent
une nouvelle maniére d'utiliser l'algébre plutdt qu'ils ne
transforment radicalement cette derniére.Et l'ambiguité entre
les deux procédures-l'une plus traditionnelle,l'autreée plutdt
cartésienne-subsiste emcore chez d'Alembert utilisant les
mémes qualificatifs que Viete pour distinguer 1l'algébre numé-
rale de l'algébre spécieuse.Cette mé@me distinction a sans
doute paru superflue a Euler qui semble désigner par le mot
d'"algébre™ la théorie des équations.Cette identification,
bien qu'elle soit destinée a paraltre trop restrictive,durera
jusqu'au XIXe siécle.

C'est donc dans un ensemble de processus mentaux,

(1)D.Flament,"Contribution a4 1l'étude historique des quantités
imaginaires".Thése de 3éme.cycle;EHESS(Paris,1982}.



de recherches logiques et de préoccupations lexicales trés
divers que se situa la question de savoir si les nombres"ima-
ginaires" relévent d'mme représentation géométrique.

La recherche et la découverte d'une représentation
géométrique des nombres imaginaires contribueront a rendre ho-
mogéne 1'"Algébre",c'est-d-dire,i en unifier sinon les défini-
tions continuant a4 donner lieu & débat,du moins 1l'idée que 1°'
on s'en est fait,em étendant le plus possible une méme légiti-
mité au plus grand nombre de domaines de la mathématique.la
réussite acquise de nos jours est due & des symboles vidés de
leur contenu concret et ne se référant plus a4 quelque "réalitém
ou & qudgque "nature propre'susceptible d'en troubler 1l'emploi
en les spécifiant sans mécessité.Il s'agit 1la d'un achévement
dont les origines trés anciennes seront dues a une succession
d'efforts plus ou moins réussis des prédécesseurs italiens et
des successeurs de Descartes pour affranchir la symbolisation
des contraintes du langage ordinaire afin qu'elle gagne en éf-
ficacité et en universalité.

La Géométrie de Descartes présente une nouveauté
capitale:l'ancienne géométrie euclidienne devient analytique
en multipliant les recours aux équations tant pour refaire d!
anciennes démonstrations que pour em découvrir de nouvelles.
Dés lors,et biem qu'il soit plus aisé de représenter toute é-
quation déja connue ou connaissable,que de trouver a n'importe
quelle courbe l'équation qui la traduise exactement,on est en
mesure d'espérer que l'identification se généralisera entre
courbe et équation.Toute "construction" géométrique pouvant
se traduire en formules,l'ancien fossé entre géométrie,algébre
ou arithmétique se trouvera comblé;on ne parlera plus a leur
sujet d'opposition irréductible.

Pour prometteuse que soit cette symbiose,elle se
heurte pourtant a des paradoxes,faisant douter que cette har-
monie si parfaite puisse &tre indéfiniment conquérante.Non seu-
lement n'importe quelle courbe n'est pas également transcrip-
tible en une équation algébrique(on la qualifiera de transcen-
dante),mais il faut se résoudre a4 admettre que,dans la résolu-
tion d'équations,certaines racines doivent &tre considérées



comme exactes biem qu'on les qualifie encore de "fausses",
"impossibles"Virréductibles'et qu'elles ne soient pas repré-
sentables par un dessin.C'est dans ces circonstances,et donc
dans un milieu intellectuel s'interrogeant sur la solidité

des bases de l'édifice mathématique,qu'apparaissent simulta-
nément les premiéres représentations géométriques des *quan-
tités imaginaires®.Mais alors constate-t-on aussi que mé@me
quand sont tenues pour "vraies™ des représentations géomé-
triques encore,en fait,inadéquates,cette "vérité" ne satisfait
plus le mathématicien(appelé encore "Géométre" bien qu'il

fiit de plus en plus un "Analyste"),qui a entre-temps accru

les exigences de ses critéres de certitude.Il découvre la
nécessité de ces nouvelles exigences au sein mime de ses rai-
sonnements propres(méme quand ceux-ci sont purement discursifs)
et ,donc,n'attache plus l'importance d'autrefois a4 ce qui
faisait mesurer l'"existence" de symbolisations abstraites

a leur identification avec les '"réalisations" concrétes de la
géométrie.

Stouvre alors une période de recherches austéres
voulant élucider les paradoxes qu'une pratique souvent mal
contr8lée de formalisations de toutes sortes,notamment de sé-
riations hatives,ne cessait de multiplier.Quand s'achéve le
XVIIIe siecle,les meilleurs esprits s'imposent comme premiére
obligation de préférer la rigueur et le bienmn~fondé de propo-
sitions formalisées plut8t que de trouver des figures suscep-
tibles d'en donner des images.

Bier sfir,un tel surcroft d'obligations n'est pas
encore la régle d'or de tous;nombreux resteat ceux qui se con-
tentent de formules paraissant suffisamment pertinentes pour
expliquer les phénoménes physiques ou mécaniques.Dans ce cas,
on ne cherchera pas a fonder les raisons de cette efficacité
dans les formulations elles-mémes,mais seulement & en mesurer
le caractére satisfaisant a l'ampleur de champs d'action.C'est
ainsi que l'on ne se demandera pas a quelles conditions une
série converge,dés lors que seuls ses premiers termes impor-
tent dans les applications pratiques.Pour ce genre de mathé-
maticien,les préoccupations du c8té de 1l'infini ne sont pas
plus de mise que pour l'expérimentateur condamné aux approxi-
mations de ses appareillages.C'est précisément a la conjonction
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de deux comportements rationnels si différents-recherche de

la rigueur d'un c8té et recours aux pratiques de l'autre-que
se situeront les inventions de constructions géométriques
susceptibles de "péaliser”les "quantités imaginaires':elles
sont dues a des praticiems.Face & ces derniers,plus mé&lés

aux activités de leur temps,les théoriciens cherchant dans les
propriétés des symbolisations la walidité des formulations
symboliques sont alors plutdt des marginaux.Pour sortir de cet
isolement,ils doivent prouver leur talent ou leur génie dans
des recherches secondaires par rapport a ce qu'ils jugent es-
sentiel et qui enm définitive fera leur gloire.C'est ainsi que,
sur le moment,la renommée de Gauss a dil bien davantage au
calcul de la trajectoire de Cérés qu'a son étude des nombres
complexes,de leur représentation. et redéfinition.Méme si le
jeune Gauss doit quelque chose de ses innovations dans ce do-
maine aux travaux nourriciers qu'il dut faire comme cartogra-
phe,il conserva par devers lul et pendant plus de trente ans
certains des résultats qu'il avait atteint.

Pourquoi,dans sa dissertation inaugurale de 1799,
ne fait-il pas état de la représentation géométrique des nom-
bres complexes alors qu'elle y est implicite?Pourquoi intitule-
t-il sa thése:"Nouvelle démonstration,que toute fonction ra-
tionnelle entiére d'une variable peut &tre décomposée en fac-
teurs réels du premier ou du second degré',s'interdisant ainsi
de parler explicitement des '"nombres imaginaires"?Pourquoi
Cauchy considére-t-il pemndant si longtemps les '""nombres imagi-
naires'" comme de simples '"expressions symboliques"?Autant de
questions3 soulignant combien les idées qu'on a pu se faire
a l'époque sur les "nombres imaginaires" sont d'une analyse'
difficile.Nul doute qu'on attende une preuve de leur réalité
avant d'y croire,nul doute aussi qu'on hésite a faire cas des
preuves qu'on ne peut découvrir.

(2)Lorsque nous avons employé en plusieurs occasions le terme de
"realite" applique aux nombres "imaginaires',nous nous sommes
exposé a un risque:laisser croire que nous avions fait ndtre
une conception du réalisme des objets mathématiques qui fut
manifeste au début de notre siécle,mais qui est aujourd'hui
81ngu11erement depassee En fait l'emploi de ce mot,de Bses dé=-
rivés ou d'autres,s'est révéleé essentiel pour montrer comment
les mathématiques,tant dans leur.contenu que dans leur forme,
se sont profondement modifiées.

(3)Nous avons essayé dans notre précédent travail(Cf.note ()
d'apporter plusieurs éléments de réponse.



Vers la fin du XVIIIe siécle et le début du XIXe
s'engagérent des réflexions dont le dynamisme devait déboucher
sur une profonde réforme des mathématiques.En d'autres termes,
le raisonnement s'applique bien sur un méme objet mais aussi
vu autrement.Par exemple,une formule ne sera plus umiquement
regardée comme une machine dont l'efficacité est ou sera prou-
vée,mais comme un mécanisme,un ensemble de symboles et de signes
présentant une structure particuliére dont 1'étude est suscep-
tible d'apporter une refonte des acquis.

Les principes m@mes de la théorie deviennent des
"objets" privilégiés auxquels s'applique la critique du raison-
nement,l'étude se porte sur la légitimité des résultats qui enm
découlent en donnant ainsi naissance & une logique symbolique.
Le''calcul" purement symbolique s'installe au détriment d'un
calcul qui trouvait ou cherchait sa justification dans l'espace
euclidien;ce dernier deviendra un simple cas particulier d'hyper-
espaces devenus parfaitement concevables;on ne cherchera plus
la "preuve" de formulations abstraites dans 1l'expérience quo-
tidienne ou dans la logique du "sens commun" ;on se fiera a la
"yérité" donnée par une logique ne s'exergant que sur des sym-
boles vidés de leur référence naturelle.

Peu a4 peu et nomn sans difficulté,ira en se préci-
sant 1'"objet" de "la" mathématique:la structure.Les notions de
"loi de composition',c'est-da-dire une relation entre trois élé-
ments déterminant le troisiéme de fagon univoque en fomction
des deux autres,et d'"isomorphisme',permettront ce dénouement
actuel et momentané de "la" mathématique.Les"axiomes",ces véri=-
tés premiéres,évidentes et indémontrables,deviendront des reégles
ou des définitions,les conditions que doivent vérifier certai-
nes relations entre certains étres abstraits pour appartenir
4 une structure donnée.Comme le précise Bourbaki:

"Faire la théorie axiomatique d'une structure donnée,
c'est déduire les consequences logiques des axiomes

de la structure, !

thése sur les éléments considerés(en particulier, toute

hypothése sur leur '"mature'" propre)"

(4)N.Bourbaki,"L'architecture des. mathemathues" in "Les grands
courants de la penseée mathemathue"(pp 35-47) ,pré-
sentés par F.Le Lionnais(Paris,1962),p.41.



Mais si cette tendance essaie d'écarter l'"intuition sensible
vulgaire" au profit d'une intuition plus professionnelle,elle
n'isole en riem la(ou les)mathématique du contexte social et
mental qui l'entoure comme nous le confirme incidemment Bour-
baki:

"Dans la conception axiomatique,la mathématique apparait
en somme comme un reéservoir de formes abstraites-les
structures mathématiques;et il se trouve-sans qu'on
sache trés bien pourquoi-que certains aspects de la réa-
lité expérimentale viennent se mouler en certaines de
ces formes,comme par une sorte de pré-adaptation“5.

On citera pour finir une déclaration de E.Borel:

"Il faudrait toutefois ajouter,pour ne pas risquer de
confondre les mathématiques,ni avec la logique,ni avec
des Jjeux tels que le jeu d’echecs,que ces definitions
(au sens précédent)arbitraires omt été tout d'abord sug-
gérées par des analogies avec des objets réels;tel est
le cas pour la ligne droite,pour le cercle,pour le
corps solide de la mécanique rationnelle,etc.,mais les
nombres imaginaires,les nombres transfinis,bien d'aujpres
8tres mathématiques,sont de pures créations de l'esprit
humain.Elles sont justifiées par le fait qu'elles ont
permis de résoudre plus facilement des problémes que se
posaient les mathématiciens et les physiciens,et d'e6 !
claircir les difficultés qu'ils avaient rencontrées"S

C'est en ayant présent & l'esprit um tel dévelop-
pement propre aux XIXe et XXe siecles que nous nous sommes cru
obligé de parler des diverses transformations qui donmeront
naissance aux représentations géométriques des '"quantités ima=-
ginaires".On ne saurait réduire a néant le r8le fondamental qu'!
elles jouérent pour faire accepter enfin ces ''nombres'".Les tra-
vaux de R.Argand,J.F.Frangais,C.F.Gauss,J.Warren,C.V.Mourey,Ai.Q.
Buée et A.L.Cauchy sont aujourd'hui bien connus.A la lumiére
des nombreux ouvrages historiques existant il nous est apparu
nécessaire de remettre en valeur l'extraordinaire modernité de
la contribution d'un auteur longtemps ignoré:Caspar WESSEL.

+ + + +

(5)N.Bourbaki,op,cit,,pR.46-47.

(6)E.Borel, "La definition en _mathématiques",in "Les grands cou-
rants de la pensée mathemathue"(pp 2&-34),presen-
tés par F.Le Lionnais(Paris,1962),p.24.



On a souvent trouvé dans les écrits de nombreux
historiens que C.Wessell était un "obscur" arpenteur ayant,aprés
de trés courtes études universitaires,offert ses services a 1'
Académie des Sciences du Danemark.Il s'y employa a dresser des
cartes,établir des relevés topographiques,délimiter des fron-
tiéres géographiques(par exemple,celles du Slesvig et du Hols-
tein que lui demamdait la France).On nous place donc un person-
nage dans un milieu modestement informé,éloigné des foyers ou
régne une intense activité scientifique et dont le métier - fait
fi des théories mathématiques alors existantes.Puis,soudain,a
1'3ge de cinquante-deux ans(1797),il présente un Mémoire a 1!
Académie des Sciences,le seul document mathématique que 1'His-
toire retiendra de lui(il semble ne pas en exister d'autre).
Ainsi,cet Arpenteur étonnme:en effet,c'est la premiére fois que
cette Académie retient un Mémoire qui n'ait pas été écrit par
l'un de ses membres!L'ouvrage,nous l'avons dit,est l'unique
oeuvre mathématique de Wessel.

Une telle présentation ne peut que surprendre,laisser
croire que Wessel fut un "génie'" ignoré de son époque.Pour ac-
centuer ce point de vue surprenant,le premier préfacier de 1!
"EgsainBde Wessel,H.Valentiner,va méme jusqu'a préciser que,
dans 1'"Histoire de 1%Académie des Sciences'publiée a Copenhague
en 1843 par Molbech,on ne fait aucume allusion au Mémoire de
Wessel.La situation ainsi développée repose sur deux erreurs
d'appréciation.L'idée qu'on se fait dv mot "métier' est trop
moderne,on oublie qu'au XVIIIe siécle et encore assez longtemps
au XIXe n'existe pas au sens strict le métier de scientifique;
cette activité restait trés souvent marginale,une occupation
non lucrative.La seconde erreur de perspective est de croire que
la recherche d'une représentation géométrique des "quantités
imaginaires”™ était "le" probléme essentizl des mathématiciens
de cette période révolutionnaire.Or,redisons-le,une transforma-

(7) On pourra avoir ume idée relativement précise de la vie de
Wessel en comsultant la biographie faite par Phillip S.
Jones (Article "Wessel,Caspar",in: "Dictionnary ol Scien-
Tific Biography",par Ch Coulston Gillipsie,Princeton Uni-
versity(N. Y,,197o-1o78))et l'articledViggo Brun(in Rev.
Hist.Scie.,1959,v0l.12,pp.19- 24)intitule:"Caspar Wessel et
l'introduction géométrique des nombres complexes'.

(8)C.Wessel,"Om directionens analytiske betegning,et forsog an-

vendt fornemmelig tll plane og sphaerlske polyéoners
oplosnlng( f det Kongelige Danske Videns
kabernes Selskabs Skrifter,Femte Del- Kﬁnh vnﬁ@i"
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tion s'opére a la fin du XVIIIe siécle;on constate qu’elle va
en se précisant au cours du XIXe siécle.La "représentation géo=
métrique' constitua pendant longtemps le '"critére d'existence"
des concepts algébriques.Mais les nombreux paradoxes auxquels
ont conduit les calculs formels sur les expressions mathéma-
tiques amenérent a une interrogation et a une remise en forme
des bases de 1'édifice arithmético-algébrique.Ce retour sur
elles-mémes des mathématiques conduisit & définir plus rigou-
reusement les objets de la Géométrie,de 1'Algébre et de 1'Arith-
métique,a préclser de fagon stricte lesurs champs respectifs.
unme fois mise en valeur cette restructuration,on s'autorisera

a reconnaftre les mille chemins qui réunissent ces domaines

qu'on a voulu autonomes.pour des raisons de méthodologie .
L'Algébre se défendra d'utiliser les

"images causales" tirées de la Géométrie qui lui auraient ser-
vi de "critéres de vérité".0On se révoltera pendant um certain
temps contre ce "principe de continuité" qui sent trop 1l'Ana-
lyse pour 8tre digne de figurer légitimement en Géométrie.Méme
1'Analyse,dans le premier XIXe siécle,marquera ume réticence

a 1l'emploi de la représentation '""géométrique" des nombres com-
plexes;elle octroiera pemndant longtemps a ces derniers le sta-
tut de purs symboles,propres a simplifier les calculs mais in-
dignes de figurer en tant que nombres(Les premiéres attitudes
de Gauss et de Cauchy illustrent trés bien cet état d'esprit
peu durable mais significatif).Pour clore cette parenthése et
revenir a Wessel,citons l'exemple de L.Carnot,grand savant que
nul n'ignore et qui comtribua parallélement a Monge au progres
de la géométrie synthétique:il se refusait & considérer dans
ses. résultats les nombres négatifs!

Dans son souci d'"Historien impartial' a wvouloir
rétablir les mérites de Wessel,H.Valentiner ne semble pas avoir
accordé toute l'attention voulue & 1'"Essai' de son auteur:Com-
ment comprendre ce qu'il entend par les mots

"Il(l'essai)a aussi sur celui d'Argand l'avantage de ren-
fermer une théorie des opérations algébriques faites
avec des lignes dans l'espace,ce qui fait qu'a peu preés
cinquante ans avant les théories d'Hamjilton,il donne 1la
premiére application des quaternions"??

(8)(suite)"Essai sur la représentation amalytique de la direction®
par Caspar Wessel,trad.par H.G.Zeuthem avec préfaces de MM.H.
Valentiner et T.N.Thiele,KGbenhavn,Andr.-Fred HOst og son Kgl
Hof-Boghandel, 1897. » :

(9)C. Wessel,jbid.,préface de HeValentiner,p.1ll.



L'affirmation est erronée;Wessel ne cherche pas les quaternions,
ni ne les trouve.lLa forme de la ligne qu'il utilise dans l'espa=-
ce n'est absolument pas celle que définira W.R.Hamilton pour re-
présenter les quaternions.Seule la poursuite d'un calcul dévelop-
pé aux paragraphes 24 et 35 de son "Essai' peut conduire aux
quaternions.Cette "extension' suppose de mombreuses difficultés
d'interprétation que Wessel n'entreprend pas car il n'en a pas
besoin:lous reviendrons plus em détail sur ces points capitaux.
Une telle correspondance appartient au courant mathématique qui
donnera une pleine légitimité & l'emploi d'opérations,alors pro-
pres aux nombres,appliquées a des objets d'une autre "nature’.

L'ouvrage de Wessel sera oublié pendant un siécle,il
reviendra 4 la connaissance des mathématiciens et surtout a la
mémoire des historiens grace a la thése de S.A.Christenseg%qui
en fera une courte mertion)et au mathématicien danois C.Juel
qui en fera umn compte rend@1en 1895.Cet "Essai'" n'a donc eu,
semble-t-il,aucune influence directe sur l'évolution des mathé-
matiques au cours du XIXe siécle.Cependant,il constitue un bon
témoignage historique d'une réflexion mathématique née dans un
pays qui,sur les mémes lieux,donnera quelques décennies plus
tard naissance a un Niels H.Abel.

Le propos de Wessel est clairement exprimé dés le
départ:

"Savoir comment la direction doit &tre représentée ana-
lytiquement,c'est-a-dire comment on devrait exprimer
les segments de droites,si l'on voulait,au moyen d'une
équation unique entre un seul segment inconnu et d'au-
tres segments donnés,trouver une expression représen-
tant a la_fois la longueur et la direction du segment
inconmu"12,

Une telle traduction nom littérale suscite ume remarque immédia-
te a4 propos du vocabulaire employé:

Le traducteur fait usage du mot "segment" en lui
donpant le sens du mot '"strecke';ce dernier signifie "vecteur".
Weszel,quant & lui,employait 1l'expression "ligne droite'(ou
tout simplement "ligne")en lui conférant les conditions propres
aux dénominations précédentes.

(10)S.A.Christensen,"Mathematikens udvikling i Damnmark og Norge
i del 18 aarh.'",0dense,1895(ref.V.Brun).
(11)C.Juel,"Redegjorelse for em Afhamdling af Landmaaler Caspar
Wessel .-fra 1799(Nyt Tidsskrift for Mathematik,6%année,
Copenhague, 1895) .(Ref.V.Brun).
(12)c.Wessel,ibid.,p.1.
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Pour atteindre son but il s'appuiera sur deux con-
sidérations qui lui paraissent évidentes:

1. "La variation de la direction qu'on peut produire
par des opérations algébriques doit &tre repré-
sentée aussi par leur symbole'!

et ¢
2. "On ne peut soumettre la direction 4 l'algékre qu'

en faisant degendre ses variations d'opérations
algébriques"!

D'entrée de jeu,on constate que Wessel ne cherchait
pas,contrairement a4 ce qui se fera au XIXe siécle,a isoler 1!
algébre de la géométrie.Mais cette attitude est plus moderne,
méme si elle comstitue damns son essence une fidélité a l'esprit
cartésien dans la mesure olspour lui,la "géométrie analytique"
est encore cette "application de l'algébre & la géométrie",c'est-
a-dire :

"Jne technique de structure algebrique,adaptee a la ré-
solution de problémes d'essence géométrique qui n'en-

trent pas dans le champ normal d'application des ?go-
priétés classiques tirées des Eléments d'Euclide

En effet,Wessel fait observer que jusqu'a présent les définitions
permettant 1l'usage d'opérations algébriques en géométrie n'ont

pu expliquer que la direction positive et son opposée,la néga-
tive,et réciproquement.

Ainsi,une infinité de cas particuliers,les directions
intermédiaires,se trouvent privés d'interprétation du fait que
les opérations définies les rendent impossibles.Aucune formule
algébrique dans 1'état actuel de la théorie ne pourra exprimer
une direction quelconque:

"C'est probablement pour cette raison que personme ne s'
est occupe de cette matiere.Sans doute,on ne s'est pas

cru permis de rien changer a la definltion une fois adop-
tée des opérations"lk,

Dés lors,l'"équation unique'" cherchée par lui ne
pourra exister que si l'on étend la définition des opérationms.

Si 1l'on interdit de toucher ou de modifier les définitions exis-
tantes:

(13)R.Taton,"Histoire générale des sciences',vol.2("La science
moderne'" ), Paris, 1958, p.460.

(14)C.Wessel,ibid.,p.3.
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"4 cela il n'y a rien a4 objecter,tant que la définition
est appliquée a des quantltes ordlnalres mais il exis-
te des cas spéciaux ou la nature propre des quantites
semble nous inviter a4 donmer aux opérations des défini-
tions particulieéres"

Celles-ci,s'empresse de dire l'auteur,s'adaptent fort biem pour
expliquer les directions'impossibles",il ne faut donc pas les
rejeter.Plutdt doit-on essayer de montrer qu'elles comstituent
une vraie extension de celles que l'on utilise ordinairement,
dans la mesure ow elles

"gtappliquent,non seulement aux mémes cas gu'auparavant,
mais encore a une infinité d'autres cas"!

Le passage de l'"arithmétique 4 l'analyse géométri=-
que,c'est-a-dire des opérations relatives 4 des nombres abstraits
aux opérations sur des segments de droite''mous conduira a prene
dre em considération des quantités domt la '"mature" nous permete
tra 4 la fois de conserver les "relations" qu'ont les nombres
ordinaires entre eux et d'em acquérir "un grand nombre' de nou-
velles.Cette extemsion légitime caractérise un esprit moderne
et nous montre combien les préoccupations de Wessel s'apparen-
tent aux ndtres.

"Si en méme temps qu'on prend cette liberté { de généra-
liser la signification des opérations]om respecte les
régles ordinaires des opérations,on ne tombe point en
contradiction avec l'ancienne theorie des nombres,mais
on la developpe seulement,on s'accommode a la nature
des quantités et on.observe la regle generale qui com=-
mande de rendre,petit a4 petit,plus aisée & comprendre
une théorie difficile"15,

Les opérations plus générales que Wessel propose de caractériser
permettront de représenter les "quantités imaginaires" par des
"vecteurs'" et

"par 1a on réussit,non seulement 4 éviter toutes les opé-
rations imp0881bles et a expliquer ce paradoxe qu'il
faut quelquefois avoir recours a l'impossible pour cher-
cher le possible,mais encore on parvient & exprimer la
direction de toutes les lignes du méme plan d'une ma-
niére aussi amalytique _que leur longueur sans que la
mémoire soit embarrassée de mouveaux symboles ou de nou-
velles regles"1D,

Le respect de la "structure" propre & des nombres arithmétiques
dans un premier temps,puis étemdue 4 des segments,nous autorise
donc a appeler "somme" ou "multiplication" des opérations‘s'ef-

(15)C.Wessel,ibid.,p.4.
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fectuant sur des objets géométriques.

A la vue de telles considérations om peut s'accor-

der avec H.Valentiner pour dire que Wessel expose une théorie
"plus correcte! que celle d'Argand.

La théorie de Wessel n'a rien d'abstrait ,c'est un
outil que se forge l'"arpenteur™ pour simplifier sa tache(en
particulier la triangulation);la géométrie par cet apport algé=-
brique accroft son domaine et gagne emn facilité,elle s'affran-
chit encore plus qu'auparavent des limites contraignantes des
Eléments d'Euclide.Elle setrouve simplifiée par l'apport de cet-
te vision dyramique qui ramasse en une figure unique les nom-
breuses constructions n'exprimant que des cas particuliers.On
s'affranchit de l'errement d'avant en arriere auquel nous con-
damnait la droite pour aborder le plam ena toute sécurité.lLa
nGéométrie de position" gagnera ainsi un nouveau degré de liberté

"Je cherchais une méthode qui permft déviter les opéra-
tions impossibles:l'ayant découverte,je l'ai employée
pour me conva%ncre de la généralité de certaines formu-
les connues"16,

Venons-en maintenant au contenu de son "Essai sur
la représentation de la direction'(présemté le 10 mars 1797)en
nous arrétant un instant sur les propos introductifs du premier
chapitre:

"Sur une méthode servant a obtenir,par des opérations al-
gébriques,des segments de droites au moyen d'autres seg-
ments,et en particulier sur la direction qu'il faut leur
attribuer et le symbole propre i les désigner®!?’,

La conception dymramique qu'introduit Wessel dans ses considéra-
tions géométriques ne mamque pas d'apparaitre dés les premiéres
lignes:

"]]1 existe des grandeurs homogenes qui,lorsqu'elles s'ap-
pliquent au m&me sujet,ne produisent les unes sur les au-
tres d'autres modifications que de simples augmentations
ou diminutions.

I1 y en a d'autres qui,dans le méme cas,peuvent se modi-
fier les unes les autres d'une infinité d'autres manié-
res.Les segments de droites appartiennent a la derniére
classe"17,

L'exemple qu'il donne pour faire comprendre ce qu'il
entend repose sur des motions accessibles & tous:La distance d'
un poimt a4 um plam fixe peut 8tre modifiée d'une infinité de ma-
nieres "en faisamnt parcourir au point une droite plus ou moins
inclinée sur le plan".Nous résumerons ces diverses possibilités
par quelques figures commemntées avec le vocabulaire de Wessel:

(16)C.Wessel ,ibide, peDe
(17)C-Wessel:ihig.:g.6.
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(Normale au plam (1))

(a) (%)
D -est "imdirecte"
-(B)-
N, A

N (= h)
A

Fa S

a

s#r F

4 est "directe®
(Pour simplifier mous avons fait colmcider Aawec N )

-(¥) -
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Trois situations distinctes se mrésmtent : la droite ( A ) que

décrit le point a peut 8tre 3

1. perpendiculaire & la normale (N), dans ce cas, le point a n'al-
tére nullement la distance au plan lors de son déplacement ;

2, "indirecte", c'est-—a~dire qu'elle fait un angle aigli ou obtus
avec la normale ; la distance au plan se trouve alors modifide par le che-
min parcouru : elle augmentera (cas (a) ) ou dimimmera (cas (b) ) d'une
longueur plus petite que celle parcourue par le point a ;

3. "directe”, c'est-a~dire que la droite ( A ) & méme direction
que la normale (N) au plan fixe. De nouveau, deux situations existent
( (c) et (d) ) s le point a se déplace d'une longueur que 1l'on retranchera
ou ajoutera a la distance initiale au plan fixe, suivant que celui-ci va
vers le plan ou s'en éloigne. On dira alors dans le premier cas que la
longueur du "sogm.mt" (S) est négative et dans le second qu'elle est posi-
tive. Ainsi lorsque la distance au plan (OA) diminuera, on dira que la

quantité ajoutée est négative, positive dans le cas contraire.

"Tous les segments de droite qui peuvent 8ire décrits par
un point mobile sont donc, eu égard a leur effet sur la dis-
tance donnde du point 4 un plan fixe, soit directes, soit
indirectes, soit perpendiculaires suivant qu'ils ajoutent
ou retranchent A la distance une quantité égale a toute la

longu]egrdnsognmtdonné,hmpuﬂodoconmt,ou
a ov,

Bien que ces précisions soient amplement suffisantes, une schéma-
tisation supplémentaire nous permettira de parfaire notrs compréhension.
Bien sfir, pour saisir cette représentation dynamique congue par 1l'auteur,
nous serons contraints de représenter par plusieurs figures les différentes
situations existantes. Le plan fixe ( 11 ) que nous utilisions précédemment

sera considéré comme étant perpendiculaire a celui de notre page 3

(18)C.Wessel,ibid.,pp.6~7.
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04 t "segment absolu”

AC= i "segment relatif®

(#) ot (B) t S 3 segment indirect

(¥ ) et (§) : S s segment direct

(e) ¢ 8 : segment perpendiculaire

CM  ; distance su plan aprds qus le point ait parcouru le "seg-
ment relatif® S

+ distance positive (ie t A'C > O dans () et (¥ )

~ distance négative (ie : A'C ¢ O dans (B ) et (&)

La modification de la longueur du'segment absolu” s'appelle "l'effet du

segment relatif". Cet "effet" est la valeur de A'C dans les cas (d ),

(p)y (¥)y, (§) et Odans locas (€ ).
Vessel constate, bien qu'il ne dise rien de plus a ce stijet, qu'

"]l y a d'autres quantités que les segments, qui sont sus=
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ceptibles des relations que je viens d'indiquer. Il ne se-
zait pas inutile d'expliquer ces relations d'une manidre
générale et d'en faire entrer la notion générale dans la
définition des opérations. Mais puisque l'avis des connais-
seurs d'une part, de l'autre le cadre du présent mémoire,
et enfin 1la clarté de 1'exposition, exigent qu'on n'embar-
rasse pas le lecteur de notions si abstraites, je me place-
rai seulement au point de vue géamétrique™ ol

La dernidre expression ne laisse pas de nous surprendre ; elle nous fait
croire que Wessel eut certainement pu expliquer de nombreuses conceptions
mathématiques qui ne virent le jour que longtemps aprds sa mort (1818).
Comment ne pas s'étonner qu'une Académie des Sciences, lieu ol il présente
son mémoire, puisse imposer une gquelconque restriction sur le contemu d'u-
ne théorie 7 Ou se trouve donc cet endroit susceptible de pouvoir accueil-
lir des considérations "abstraites” smms que les audileurs e saieat
génés 7 On ne peut qu! &tre swpris pxr. une telle déclaration affirmant

que l'auteur a mutilé volontairement son exposé, mutilation qui i nos yeux
laisse supposer qu'une famtastique ectension du “calcul” propesé par Wessel
€n fait,ce qui aurait été la plus grande originalité du texte) s'est vue
privée d'existence. On soupconne une vision tréds moderne de la "structure®

mathématique ; en effet, dans ume telle déclaration ¢

*Il y a d'autres quantités que les segments, qui sont sus-
ceptibles de relations que je viens d'indiquer” ,19

on congoit que 1l'objet du calcul n'a plus la mSme place qu'il occcupait
alors, car d'autres objets obéissent au mfme calcul ; il semble que ce. .
ont les "relations", les "rdgles® ou les “"axiomes" qui deviemment i leur
tour objet. Cette situation nous montre a quel point le r8le d'ume Académie
des Sciences était alors différent de celui qu'elle a de nos jours ; nous

renvoyons le lecteur i la déclaration que fit A ce sujet LeibniZ lorsqu'il

fonda 1l'Adadémie des Sciences de Berlin.ao

(19)C.Wessel,ibid.,p.7. . ]
(20)"Cette institution doit songer & la fois a la science e? a
l'application & la fois,en imaginant des objets qui puis

sent tout ensemble honorer son illustre fondateur et profi.
ter au _monde.Qu'elle allie la pratiq?e a la théorle..?"

(Ref. RjTatom,ope.cit.note (13),p«593
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Le souci de faire et d'exposer une théorie pratique peut & lui
seul justifier ce refus d'une abstraction plus poussée. D'ailleurs, il
l'ammonce lui-mfme dans ses premidres pages ; il vise une extension des dé-
finitions propres aux nombres ordinaires dans le but de pouvoir ainsi jus-
tifier 1'emploi quotidien qu'il fait des nombres "impossibles". Par la, il
montre que les opérations "impossibles” ne sant en fait que des opérations

mal comprises et que 1™mpossible® est en fait wn "possible"wmal défini.

Fiddle a ce qu'il annonce dans son introduction - ot cecl est um
paint capital = i1 - n'abordera pas immédiatement les nombres imaginaires
en leur donnant des rdgles d'utilisation en géométrie. Il commencera donc
par introduire ses "segments de droite®™ em caractérisant leurs opérations
et en définissant ce que nous devrons entendre par "somme” et "produit®
de "segments"”. Nous allons voir qu'ainsi les nombres imaginaires devien-
dront parfaitement explicites et "dignes" d'emploi ; leur "mystdre™ se
dissipera.

Nous conserverons la terminologie employée par Wessel pour ne
pas travestir sa pensée et éviter que sa théorie soit mal comprise. A ti=
tre d'exemple, expliquons notre attachement au mot "segment". Pour lui, ce
mot représente "une ligne dont on connaft la direction, le sens et la gran-
deur". Nous voyons donc A quel point il serait f8cheux de lui substituer
le mt "vecteur® « En effet, si 1'image que s'en fait le lecteur non
mathématicien se résume au dessin d'une "fléche" dans um plan ou éventuellement
dans un espace A trois dimensions, il ne pourra em aucune facon saisir ce
que peut &tre un vecteur dans un espace de dimension supérieur, faute de

pouvoir s'en faire une représentation graphique. A l'opposé, un lecteur

mathématicien ne pourra manquer de s'enthousiasmer. Four lui, un "vecteur'
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est un élément d'un espace vectoriel", donc, s'il n'est pas doublé d'um
historien, il s'imaginera que Wessel était en possession des concepts
fondamentaux nécessaires a l'explication formelle de cette notion abstrai-
te ; il s'imaginera qu'il connaissait les notions de "structure mathéme—
tique", "loi de composition", "congruences®, "relation d'équivalence® et
enfin de "classe d'équivalence" ; or, ces dernidres s!élaboreront a la fin
du XIX» sidcle et au début du XXé, grice en particulier i la théorie des
groupe_s‘.té 1'algétre . 1inéaire. 2!

Addition de deyx Segmenis
Partant de deux "segments",

(£.1)"on les combine en faisant partir 1l'un du point ou l'autre
se termine ; puis on joint par un nouveau segment les deux
bouts de la ligne brisée ainsi obtemue § ce nouveau seg-—
ment s'appelle alors la somme des segments donnés".21Bis

C.AD.
-
td
”
Ld
— -
= - e . B’c/’
2 °
- - ~ -
= a -
”~ -—
C\\‘
b = P
-
-1- (Avart) . =2~ (4preés)

Cette définition nous fait comprendre ce qu'est la somme entre
deux "segments", mais sous-entend les notions d'"invariance par translation"

et d*"équipolence” de "segments®, alors que celles-ci ne sont pes claire=

(21) Om reconnaltra neéanmoins que WessSel a une intuition ex=-
tr&mement précise de la notiom de "vecteur" m@me si 1'op-
position emtre espace affine et espace vectoriel associé

n'est vas clairement mise en lumiére.
(2lbis)Ce Wessel,ibid. ,p07°
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ment exprimées. En effet, 1l'auteur n'exprime pas son"geste" : il part d'u-
ne situation donnée "deux segments” (1) et arrive & leur "somme" (2), mais
le passage de l'une a l'autre de ces figures est mathématiquement nom dé-
fini.

Pour appuyer cette définition, il domne deux exemples 3

1. "Si un point avance de trois pieds, puis recule de deux pieds,
la somme des deux chemins ne s'obtiendra pas em ajoutant aux
trois premiers pieds les deux dernmiers ; elle sera égale a
un pied en avant, puisque ce dernier chemin parcouru par le
point a le mime effet que 1'ensemble des deux autres chemins™s

Cet exemple n'ajoute rien, comparé a ce qui existait déja avant
Wessel (Cf. Descartes); de plus, il ne confirme que tres partiellement sa
définition de l'addition car, si 1'on peut s'exprimer ainsi, les "segments”
sont déja aboutés.

ar

2. '"De mfme, quand 1l'un des c8tés d*un triangle va de @ & b,
le second de b & ¢, on doit appeler le troisitme, qui wa de
& & ¢y la somme de deux autres, et le désigner par ab + be,
en sorte que ac et ab + bc ont la méme signification, ou
que ac = ab_+ be, = « ba + bec, si ba signifie le segment op-
poséhl.b".aa

Ce second exemple est plus important que le précédent, biem qu'il
souffre de la mme restriction déja signalée : la situation finale nous est
domnée comme achevée sans que nous ayons pu assister i sa constructiom.
VWessel s'interroge ici sur un domné géoméirique, le triangle, qu'il inter-
prite coome une ligne brisée fermée faite de trois "segments indirects",
dont 1'un est la somme des deux autres. Cet exemple lui permet d'introduire
un symbolisme donnant accés a la notation de 1l'opération inverse de 1faddi~
tione. I1 ne fait aucune mention spéciale & ce qulaurait pu lui suggérer

1'exemple suivant : (I) ab ¥ bc + ca = aa = Q.

Ce dernier l'aurait conduit & la possibilité d'introduire le "seg-

ment" mul ; mais on peut 8tre s@r que cette notion était conmue de lui, car

(22)C.Wessel,ibid.,pp.7=8.
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il parle de sommes nulles de "segments", et que 1'écriture de 1'éguation

précédente est de lui. Bien sfr, cette équation suppose une extension de

la "somme" i plus de deux "segments™ ; il ne manque pas alors de préciser :

"Pour ajouter plus de deux segments, on suit la néme ragle :
on les combine de facon que l'extrémité du premier colncide
avec le premier point du second, l'extrémité de celui-ci
avec le premier point du troisiéme, etc. ; on joint par wm
segment le point ol le premier segment commence au point ol
le dernier se termine, et on appelle ce dernier segment la
soume de tous les segments donnés®.23

Les "axiomes" fondamentaux de l'addition sont mis en relief immédiatement

apres 3

Ainsi ¢

"Peu importe quel segment on prend pour le premier, quel
pour le second, le troisidme, etc., car si un point déerit
un segment de droite, ce segment aura le mlme effet sur les
distances dn point & trois plans perpendiculaires entre eux,
quelle que soit sa situation par rapport aux plans ; par
conséquent, lorsqu'on ajoute plusieurs segments, la contri-
bution de 1'um d'eux & la détermination de la position de
1'extrémité de la somlie reste la mfme, que ce segment soit
le premier, qu'il soit le dernier, ou qu'il occupe un autre
rang quelconque. Par conséquent, dans 1l'addition de seg-
ments, l'ordre des termes est arbitraire et la somme reste
toujours la méme parce que, supposé donné 32 premier point,
le dernier aura toujours la méme position®.

ab + bc = be + ab (ab + be) + cd = ab + (bc + cd) ; et ces

relations se généralisent i plus de deux "segments™.

Avant de faire un premier bilan sur l'addition, précisons ce que

no'hreurbmrentondnprésentorpsrlesigm'-l-"x

"lea signification que j'ai attribude au symbole + n'a riem
non plus d'extraordinaire ; par exexple, dans 1'expression

ab +22 alab, 1o terme 22 ne fait pas partie de ls somme.
Il est donc permis aussi de poser ab + bc = ac sans qu'il
soit nécessaire de se figurer be comme une partie de ac ;

ab + be est seulement le symbole par lequel on désigne acn, 23

Symbole servant a montrer comment la somme a été effectuée. L'expression

précédente soulignée par Wessel nous laisse supposer qu'il avait déja une

(23)C.Wessel,ibid.,p.8.
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vision relativement précise de ce que 1l'on appelle "opération extérieure",
clest—a~dire de l'action d'un élément du corps de base sur les éléments de
l'ensemble explicitement considéré. Sinon, comment devons-nous comprendre
la différence scripturale qu'il margque entre "I-’-; " ot "-;- ab" ? Le premier
est en quelque sorte, bien que la "nature” de 1l'objet rentre alors en comp-
te, wn "segment” deux fois noindrc que le "segment ba", tandis que le se-
cond exprime l'action ou la mise en relief du bilan de celle-ci, d'un
“scalaire” (le mot n'est pas de lui) sur le "segment ab". Le premier n'exi-
ge sucunement 1'apport d'une nouvelle notion, sinon celle de pouvoir compe-
ror des 'segments® entre eux ; le second implique que l'on doit défimir
préalablement une nouvelle opération nous permettant d'affirmer qu'um
"segment” multiplié per un “scalaire™ reste toujours un “segment". On lais-
sera cette hypothése car, nous l'avons déja dit, Wessel limite volomtaire-
went la portée de son mémoire et ne fait aucune allusion supplémentaire
qui-eut-permis d'en dire plus e.nhlvl.a.—l.ntibre. Venons—en au premier bilan @
Wessel nous montre qu'i deux "segments", on peut em associer un
troisiime, unique, appelé "somme" des deux premiers (loi de composition) ;
que la "somme" ne dépend pas de l'ordre dans lequel on prend les "segments®
(associativité, commtativité) ; qu'a un "segment" dommé, on peut en asso-~
cier wn autre qui lui est opposé (existence de 1'é)ément symétrique) et
que leur “somme” est mmlle (existence de 1'dlément neutre ; "segmemt™
n'ayant aucun "effet" sur la “somme"). Frécisons que cette structure de
"groupe abélien” ainsi obtemue et les "axiomes” mis emtre paremthises ne
~ sont pas nommés par 1l'auteur ; il montre tout simplement que les "quan~
tités" utiliséés vérifient les mémes "relations® que celles des nambres
"ordinaires" dans le cas de 1l'addition. Le caractiére objectuel de ces "re-

lations' n'est souligné & aucun moment ; nous savons qu'il auwrait pu en
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&tre tout autrement.

L'opération que 1'on s'accorde a appeler “multiplication® a tou-

jours constitué un problome délicat.

Le régle pour multiplier deux "segments de droite™ n'est pas
compliquée lorsqu'on considére des “segments® non "qualifiés®, c'est—i~dire
des "segments® qui ne représentent pas des grandeurs"positives" ou "négati-
ves" (VWessel les appelle des "segments absolus”). Il suffit pour cels de se
reporbér a Descartes
E "le multiplication

Soit, par exemple, AB 1'unité, et qu'il falle multiplier

< BD par BC ; je n'ay qu'h joindre les points A et C, puis
tirer IE paralldle a CA, et BE est le produit de cette

8 multiplication®. =
° A
Mais, si 1'on sait faire un tel produit, comment rendre "intuitif" le pro-

duit (= 1)e(=1) = 1 par exemple 7 - -

Produit de deux segments-

(£.4) "Le produit de deux segments de droitedoit, sous tous les
rapports, 8tre formé avec 1'un des facteurs de la mémne ma-
nidre que l'autre facteur est formé avec le segment posi-
tif ou absolu qu'on a pris égal & 1 ;3 c'est-a-dire que
1°) les facteurs doivent avoir une directiom telle qu'ils
puissent 8tre placés dans le méme plan que l'unité positive ;
2°9) quant & la longueur, le produit doit 8tre & 1'um des
facteurs comme l'autre est & 1'unité ;
3°) en ce qui concernme la direction du produmit, si 1l'on fait
partir de la mfme origine 1'unité positive, les facteurs et
le produit, celui-ci doit 8tre dans le plan de 1'umité et
des facteurs, et doit dévier de 1l'un des facteurs d'autant
de degrés et dans le mfme sens que l'autre facteur dévie de
1'unité, en sorte que l'angle de direction dsv produit ou sa
déviation par rapport & l'unité positive. mié Séga.le als
soome des angles de direction des facteurs®™.

Ainsi, si DA et OB sont deux "segments" donnés, leur produit OC
se représentera facilement par la figure suivante @

(24)R.Descartes,"La Géométrie'",Paris,1664,p.4.
(25)C.Wessel,ibid.,p.9.
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Le multiplicstion pour 8tre parfaitement définie, impose le choix
d'une "unité absolue”, c'est-i~dire le choix d'um "segment absolu" égal &
1. Une fois précisé ce point fondamental, le produit des 'Segments® OA et
OB se Wt simplement en ne faisant appel qu'a des notions de la Géo-
nétz:ie d-es YEléments”.. On coutfnét ;ur 0B un triangle OBC directement
semblable au triangleOUA. On serait arrivé au m@me résultat en construisant
sur OA un triangle QAC directement semblable au trisngle OUB, Ces deux
possibilités se ramiment & écrire que : OC = QA.OB = 0B.OA, or ceci est
vrai quels que soient les "segments" choisis, la "multiplication® ainsi ca-
ractérisée est donc une opération commtative. Ce que Wessel résume en di-
sant que la "multiplication de dmsegnents"mdépmdpudal'ordredm

lequel on les prend.

De la construction précédemte; on peut alors tirer le point 3 de
VWessel. On constate de visu que le "segment” OC est déterminé de la fagon
suivante ¢

1°) la mesure de sa longueur est le produit des mesures correspon~-

dantes aux longueurs des "segments® OA et OB ;
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2°) sa direction s'obtient en faisant tourmer, autour du point O
et dans le sens trigonométrique, la demi-droite OU d'um angle
égal & la somme des angles dont il faudrait faire tourner
(toujours dans le¢ méme sens) la demi-droite OU pour l'amener

respectivement en coincidence avec les demi-droites QA et OB,

Cette construction est plus facile & utiliser de nos jours que la précédente,
mais nous voyons bien qu'elle ne pouvait pas 8tre congcue indépendamment de
la prmbro et ne peut 8tre appréhendée qu'aprés des nombreuses observations
faites & partir de celle-ci.

Cette remarque nous conduit elle aussi & un nouveau constat. Si
les gégmtres grecs surent construire sans difficulté des triangles sembla~-
bles (théoréme de Thales par exemple), ils ne pouvaient en aucune maniére
faire l'interprétation précédente ; il faudra attendre, em particulier,
les conceptions cartésiemmes pour pouvoir y parvemir. I1 faut, en effet,
tenir compte que, pratiquement jusqu'a Descartes,un tel produit ne pouvait
engendrer qu'une surface. Plusicurs étapes nous conduiromt a la conception
de Wessel.

Le "nombre™ représenta une "grandeur” géométrigque, mais se plia
aux contraintes de la géométrie. Prenons a titre d'exemple la figure suivan~
te 3

v

Le produit 2 X 3 = 6 nous donne la surface hachurée. Une premidre
généralisation nous permettra d'¥crire les "nombres®™ 2 et 3 au moyen de sym~
boles a et b. Le produit a.b continuera pendant une période, cette fois plus

courte, & représenter une surface S (Vidte), ici en l'occurrence celle d'un
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rectangle de c¢8tés a et b. Ces symboles denendront a leur tour capables
de représenter n'importe quel "nombre", ainsi par eawple, a.b, suivant les
valeurs que 1l'on donnera aux symboles a et b, représentera la surface d'un
carré ou d'un rectangle (ieee, a =b oua #b) ; on est amené A comparer
des symboles représentant des ﬁnmi:res", non les "nombres” esux-mémes. Une
nouvelle conception viendra & son tour accentuer la généralisation ainsi
élaborée

"Et comme toute l'aritlmétique n'est composée que de quatre
ou cing opérations, qui sont 1'addition, la soustraction, la
multiplication, la division et 1l'extraction de racines, qu'
on peut prendre pour une espice de divisiom ; ainsi n'a~t-on
d'autre chose a faire en géométrie, touchant les lignes qu'on
cherche, pour les préparer i 8ire conmues, que de leur en
ajouter d'autres, ou en 8ter ; ou bien em ayant une, que je
nommerais 1'unité pour la rapporter d'autant mieux aux nom-
bres, et qui peut ordinairement 8tre prise a discrétion, puis
en ayant encore deux auires, en trouver une quatriéme, qui
soit & 1'une de ces deux, comme l'unité est a l'autre, ce
qui est le mfme que la division ; ou enfin trouver ume ou
deux, ou plusieurs moyennes proportionnelles emtre 1'unité,
et quelque autre ligne ; ce qui est le mfme que tirer la ra-
cine carrée ou cubique, etc. Et je ne craindrais pas d'in-
troduire ces termes d'arithn"%pa en la géométrie afin de
me rendre plus intelligible".

On pourra, compte temn de ces prolégomémes, écrire : (I) ab =¢
(cette transformation n'est pas encore trés nette chez Descartes : on cons-
tate encore dans son symbolisme mathématique une £idélité scripturale aux
"principes d'Homogénéité" de Vidte). Cette égalité qui se distingue fonda-
mentalement de celle gqu'aurait pu donner Vidte : (II) ab = C ; dans cette
dernidre, on voit une différence d'écriture enire les deux membres, le se-
cond (C) représente un nombre qui ne peut 8tre concu que comme le produit
de deux nombres (on reste profondément attaché & 1'univers géométrique, le
produit des deux "c8tés" d'un rectangle conﬁspund a sa "surface") ; dans
la premiére égalité les symboles ne se distinguemt pas ; ils représentent

des "objets" de mime "nature” e

(26)R.Descartes,ibid.,pPp.3-4.
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Ce détachement de l'univers géométrique me va pas sans heurts.
Rappelons-nous que ces symboles, alors originellement attachés & des "nom=
bres", plongeront de nomwbreux mathématiciens dans des abfmes de perplexité
quand il s'agira, par un juste rétour, de roprrés&torgéonétriqumnt ‘2 =
= 1 3 comment un carré peut-il avoir une "surface” négative ? Comment la
longueur du c8%é peut-slle 8tre égale 3 Y = 1 ? L'égalité (I) conduirs
alors & "constater” que le produit d'une droite par une autre est encore
une droite. Il serait intéressant de pouvoir accentuer 1'influence dumilieu
intellectielpropre 4 domner lieu & cette découverte. Le XVIIIs sidcle ne
cesse de parler de "forces" s'exercant sur un corps, il compose leurs
actions, se réfire explicitement a la géométrie en utilisant, par exemple,
le "parallélogramme des forces"” ; la dynamique et la mécanique conduisent

presque naturellement i cetie coni:epti.on.

(£.5) "Désignons par + 1 1'mité positive, par + € une autre uni-

té perpendiculaire i la premidre et ayant la méme origine :
alors l'angle de direction de + 1 sera égal 3 0%, celui de
-1 41809 colui de + & 2 90® et colui de = ¢ & - 90°

ou i 2700% 27
\
*e ) ,
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~ Ainsi toutes les égalités suivantes grice i ce qui a été défini

précédemment se trouvent parfaitement justifides s

(+1) ¢« (+1) =+ 1 (la sonme des angles est nulle et le produit des lon-
gueurs est égal a 1)

(27)C:Wessel,j_gig. ,P.9.
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(#1) « (= 1) =« 1 (la somme angulaire ) 0° +-180° = 180°, le produit
des longueurs : 1 x 1 = 1)

(=1) « (=1) =+ 1 (la somse angulaire = 180° + 180° = 360° (1 révolution
compléte = 0°), le produit des longuers =1 x 1 = 1)

(+1) o (+8 ) =+ & (0° +90° =90° ; 1 x1 =1)

(+1) e (=€ ) mag (0°+270°=270° ; 1 x 1 = 1)

(=1) ¢ (48 ) m =g (180 © +90° =270° ; 1 x 1 = 1)

(=1) e (=g ) =+E (180° +270° =2360° +90° = 90° ; 1 x1 = 1)
() o (+€ ) m=1(90° +90° = 180% ; 1 X 1 = 1)

(+e).. (=€ )=+1(90°+270° =360°> 0° ; 1 x1 = 1)

(=€) e (=& ) == 1 (270° + 270" =360° +180°~ 180° ; 1 x1 = 1)

Wessel en dédnisit alors que ¢ = V = 1, facile conséquencede
+ 2 2
la comparaison des expressionst (-\/-4 ):4 e.k (i' g ) =-1.

(£.86) *Le cosinus d'un arc de cercle ayant pour origine 1'extré-
mité de son rayon + 1 est le segment de ce rayon ou du rayon
diamétralement opposé qui commence au centre et se termine &
la projection orthogonale de l'autre bout de l'arec. Le simus
du méme arc est mené perpendiculairement de l'extrémité du
cosimus a 1'extrémité de l'are”.

4\"\% -d-
Notons qu'ad 1'époque de Wessel et encore dans une grande partie

du XIXb sidcle, on conmtimue i ne pas faire de distinction entre “arc de
cercle” et "angle" pour les fonctions trigonométriques. C'est ce qui expli-

que que l'on puisse parler de simus ou de cosimus d'umn arc de cercle.

(28)(:- wessel,m. ,P.10o
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Une fois ce rappel fait, Wessel montré alors que d'aprés les

parametres précédents, on est conduit sans aucune incochérence & poser :

fiq-b-
"D'\e/sas leg.5 , le simus d'un angle droit est donc égal
A V= 10 Posons Y= 1 = € ; désignons par v un angle quel-
conque et par sin v un segment de la mfme longueur gque le
sinus de 1l'angle, mais positif loxrsque 1l'arc qui mesure 1l'an-
gle se termine sur la premidre demi-circonférence, négatif
lorsqu'il se termine sur la derniére demi-circonférence.
Alors d'apres les £. 4 et 5, sin v exprimers le simus de
1l%angle v en direction et en gn.ndmn-"daa

Ne manquons pas d'observer que si Wessel nous a montré que "¢ " est en fait
"V a1", {1 s'empresse de retourner i ce premier comme s'il ressentait une
certaine gne visuelle & utiliser ce dernier ; symbole beaucoup trop éwo-

csteur du résultat "impossible" d'une opération hftivement généralisée.’d

Si 1'on tient compte de ce que Wessel mous a appris dans les pré-
cédents paragraphes, on déduit a partir de la figure (b) s

B=0A+AB=cosv+ £ sinv;
a.i.nsi.; un “segment indirect" unitaire u faisant um angle v avec 1'"wunité
positive ou absolue” s'exprime tout simplement paxr une formule qui, pour
nous, est devemne classique et intuitive (au symbole *E" prés que nous
6cnvons %i"). Nous avons vu que le produit de deux "segments® s'exprimait
tr4s simplement. Le produit de deux "segments indirects" unitaires, domt
1'un fait un angle u et l'autre v avec 1'™unité absolue™, s'écrira done :

cos (u+v) + £ sin (X + v)

(29)0n peut aussi faire une autre observation,celle-la beau-
coup plus moderne:Il semble que si Wessel choisit cette no-
tation plutdt que V=T,c'est qu'effectivement V=1 serait
traité comme un nombre,alors que £est um vecteur unité.
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d'cl la formule classique ¢
(cosu+ g sinu) (cos v+ £ sinv) =
=cos (u+v) + ¢ sin (u +v),
Liguteur constate que cette dernidre égalité peut aussi s'écrire :
(cosu+ € sinu) (cos v+ £ sinv) =mcos ucos v = sin u sin v
+¢ (cos u sin v + sin u cos v)

grice aux formules trigonométriques :

| cos (u+v)mcosucos v-sinusinv

sin (u + v) = cos u sin v + sin u cos v.

*On peut, dit=il, et sans aucume difficulté, démomtxrer ces
formules dans tous les cas, que les deux angles ou seulement
1'un d'eux soient positifs ou négatifs, plus grands ou plus
petits qu'wn angle droit. Donc les théorémes qu'on em peut
déduire somt exacts dans toute leur généralité™ .0

Jusqu'd présent, nous avons eu A faire 4 des "segments indirects
mités”, Vessel étend donc lesremarques qu'il vient de faire a des “segments"

quelcongues

(£.9)"Le segment de droite représenté par cos v + £ sin v est un
rayon de cercle dont la longueur est égale a 1 ot domt la
déviation par rapport & cos 0° est égal & l'angle ve Il s'en
suit que r. cos v + r. £ sin v désigne un segment de droite
dmtl:.}]}.mgwestégdiretdmtl‘mghd.dirocﬁm
est v*

L4

En effet, dit-il, il nous suffit d'observer que si l'on s®arrange
pour rendre r fois plus grands les c8tés de 1l'angle droit d'um triamgle
rectangle, l'hypothémuse sera elle aussi r fois plus grande et ce, sans que
les angles du triangle en soient modifiés. Cette affirmation est parfaite-
ment légitime puisqu'elle découle directement de la définition qu'il a done
née au £.1 de la somme de deux "segments indirects". L'hypothémuse d'un

(30)C.Wessel,ibid.,pp.10-11,
(31)C.Wessel,ibid.,p.11.
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triangle est égale & la somme des deux sutres c8tés. Donc on conclut sans
rien introduire de nouveau que : r. cos v+ r. £ sinv=r (cos v + £

sin v) ;

*Voilk 1'expression générale d'un segmemt de droite quel-
conque, qui est situé dans le plan de cos 0® et de € sin
909, qui dévie de_v degrés per rapport A cos 0° et dont la
longueur est r®. 31

Nous observons par cette ultime déclaratiom que le propos de
Wessel est déja atteint : il justifie 1l'emploi de “nombres imaginaires”
dans le calcul et y parvient en leur donnant droit de cité dans la géomé-
trie par ll'intermédiaire de "segments indirects™,‘ces dermiers comtenant

comme cas particuliers les. "segments directs®,

Mais tout n'est pas dit ; il reste & montrer gque ce calcul répond
bien A& certaines sollicitations géométriques et a préciser l'opération in=-

verse de la multiplication extre des "segments indirects™.

(£.108i nous désignons par a, b, ¢, d, des segments de droite
directs (c'est-i~dire que leurs "longueurs®™ contribuent en~
tidrement 3 la diminution ou & l'augmentation de la distan-
ce "absolue” d'un point a un plan fike) d'une longusur quel-
conque, positifs ou négatifs, et que les deux segments indi-
Tects s + £ bet ¢ + £ d se trouvent dans le mfme plan que
1'unité absolue, on pourra trouver leur produit méme dans le
cas ol leurs déviations par rapport a 1'unité absolue sont
inconnues®.>

Il suffit pour cels que l'égalité .
(a+gb) (c+cd) mac =bd + ¢ (ad + be)

soit toujours vraie.

"Démonstration 3
Soit A 1la longueur du segment a + £ b et v degrés sa dévia-
tion par rapport & 1'unité absolue ; soit C 1la longueur du
segment ¢ + £ d et u sa déviation ; alors, d'apris le & 9,
onaura : &+ £ b=A, cosv+de ¢ sinv

c+ g d=Cicosu+Ce &€ sinu
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et par conséquent : a = Acos v

b=Asinv

c=Ccosu

d=Csinu ( £.3)
Or, d'aprés le £~ 4, on aura @
(a+ £b) (c+ £€d) =ACe [cos (v+u) + & sin (v+ u) ] =
ACo (cos vy cos u = sin vsinu + g (cos vy sinu +cos u
sin v) ) ,
Donc, en remplacant A.C. cos v cos u par ac et A.C. sin v
sin u par etc.y on bbtiendra les résultats qu'il fallait
démontrer® S5

Dans ce qui précéde, plusieurs points appellent l'attemtion ¢
VWessel impose comme condition au départ que les "sépenta indirects” soient
dans le mfme plan ; il souligne dénc d'une part que la théorie gqu'il élabore
est propre au plan et d'autre part nous informe qu'il s'est posé le problime

de son extension a l'espace. A la page suivante, il précise de plus - g

"Mais si 1'on avait & multiplier des segments de droite qui
ne se trouvent pas tous les deux dans un plan passant parxr
1'unité absolue, on ne pourrait appliquer la rdgle précéden-
te. Clest pour cette raison que je ne m'occupe pas de la
multiplication de tels segments®.>>

Il accentue dans sa démonstration le caractire fondamental de
1'égalité entre deux "segments indirects®
atfbme+ £d = a=cetb=4d,

qu'il tire du & 3. En effet, il dit dans ce dernier :

"Si la somme de plusisurs longueurs, largeurs et hauteurs,

est égale & zéro, la somme des longusurs, celle des largeurs

et celle des hauteurs, prises séparément, seront aunssi éga~
~ les 3 zéro". OL

Il serait ici intéressant de metire em relief um point soulewsd par
W.F,. Floyd-?Co dernier fait remarquer que l'écriture utilisée pour le "seg-
ment indirect® est incorrecte. Il considére que la forme a + € b est incon=
sistaate dans son symbolisme. Ce point de vue est parfaitement légitime,

mais repose néammoins sur une connaissance approfondie dn calcul vectoriel,

(32)C.Wessel,ibid.,pp.11~12.

(33)C.Wessel,ibid.,p.12.

(34)C.Nessel,ibid.,p.9.

(35)W.F.Floyd,"Graphical representation of complex numbers",in
Nature(August 10,1935),p.224.
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méme si l'écriture qu'il propose 2 la place, a '« T +b ¢ £ , peut sem=
bler plus “intuitive". Le caractire dynamique que l1'on trouve dans le tra-
vail de Wessel corrobore la remarque de Floyd, mais dans le cas présent, le
reproche n'a pas lieu d'8tre. En effet, si 1'on considére un élément d'un
espace vectoriel de dimension 2 et que nous prenioms comme base les “vec-
tours” 1 et € -et élément S'écrira sous la forme umique 3 a.d +b. £ , ol
a ot b sont des "scalaires" (c'est—i~dire des élémemts du corps de base);
or, d.ns l'expression a + £ b, a et b sont aussi des "segments” ; Vessel
prend soin de dire en énoncant son probléme 3

“Si nous désignons par a, b, ¢, d des segments de droite...".

On peut donc aisément comprendre qu'il écrive ae (+ 1) = a, comme le résul-

tat d'une opération interme, non externe, telle que 1l'a cxru Floyd.

Les paragraphes 11 & 15 exposent la division et l'extraction des

racines.

(£.11) "Le quotient multiplié par le diviseur doit reproduire le
ividende. Il n'est donc pas nécessaire de démontrer que
les trois segments doivent se trouver dans un plan passant
par 1'unité absolue, car cela résulte immédiatement de la
définition donnéde au £. 4",

Ainsi, si 1'on se propose de diviser

A(cosv+ £ sinv) par B(cosu + £ sinu)
le quotient sers égal a : % [ cos (v-u) + & sin (v-u)] 3
clest-a~dire qu'il correspondra & un “segment indirect"” faisant un angle
v - u avec 1'"unité absolue” et domt la "longueur® est égale a 3. En effet,

% [cos (v «u) + ¢ sin (v-u)J e« B (cos u +€ sin u) corres~

pond, d'apres & T a s %.B.[cos (v-u+u)+£si.n(v-u+n)]
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d'ou le résultat ¢ A (cos v + £ sin v).
(£.12) "8i a, 5, ¢y, 4@ sont des segments directs et que a + ¢ b

et ¢ + £ d se trouvent dans un méme plan passant par 1l'u-
nité absolue, on aurs

+‘ d'cz-uzl'

c+E c +d
et le quotient sera égal & ¢
a+Eb 1 c~ €8
c+gd=(°+ Eb) '_——c+sd.("+£b) . 2, 2

=[ac+bd  g(be -ad) 1 (c2+ad).
La démonstration se déduit des paragraphes précédents sans faire

appel & de nouvelles notions :

a+Eb=A (cos v+ € sinv) (£.9)
et ¢c+Ed=C (cos u+ £ sin u)
d'od @ c-f d =C (cosu- £ sin U) ( £.3)
mas (c+gd)(ec= € d)=c2+d2=62; (£30)

don s S=bd 1 (cosu = Esin w );

c2 + dz C
soit encore. ﬁ 1 1

z [cos(-u) + €sin(-u]]‘ -
et ﬁ.naJ.uBnt“? C(cosu +esinu) c© .ded

- d A . +£€Db .
i—z-—;%z—.(a.-l-eb)sg [cos(v-u)+£m(v-n)a:+ed (£.11

"Les quantités indirectes de cette nature partagext donc
avec les quantités directes la propriété que, si le di-
vidende est une somme, on obtient, en divisant chague ter-
me ds cette somme par le diviseur, glmeurs quotients dont
1a soume est le quotient cherché™J

Le rappart de deux "segments indirects"” est encore un "segment
indirect" ; le produit de deux "segments® a +€ bet a = €b  nous mon-
{tre que leur "longueur” commme A est égale a a.z + bz. Remarquons au
passege que la substitution de "segments indirects" par "grandeurs indi-

(36)CeWessel,ibid-,p-13-
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rectes” met l'accent sur le souci qu'a laubeur d'identifier des "objets
géométriques” a des "objets algébriques", justifiant de cette maniére la

légitimité de 1'emploi de "nombres impossibles".

Les précédents calculs et ceux des £+ 13 & 16 ne sont pas nou-
veaux, plut8t présentent-ils un certain recul par rapport & ceux obtenus
par ses proches prédécesseurs. Trés t8t, la résolution de l'équation du
troisi?au degré et, plus généralement, l'étude des expressions de la forme
:[a+ V-1 b +“\E— V-4 btirent appel & 1'utilisation de ces formu-

les mises définitivement en forme par Euler et Moivre (en particulier).

Ltintérét de 1l'apport de Wessel est fondamental et original dans la mesure

ou toutes ces relations trigonométriques s'inscriront dans une figure géo-
RN

métrique. Ainsi, par exemple, "V Y V3 + 4 ~4 n se représenters per

un "segment indirect" de "longueur 2%, faisant avec 1'"unité absolue” um

angle de 10°, I1 suffit pour cela de faire le calcul suivant 3

3 . 3 3
\ﬁ \/; + 4 \/:7 = \/8([39: + -%—ﬁ)z\/;(COSBOQ-msLnZO')
= 2(cos 30V =1 sin30°)5 = 2 Ceos 40% V2 1 5cn10°)

Le lecteur pourra constater que l'onpn‘a pas fait usage de n T n

pour rendre le calcul précédent plus "esthétique”. L'emploi de cette let-
tre nous eut conduit A expliquer que Wessel lui octroie la valewr de 360°,
Une précision a été faite précédemment quant & l'usage indistihot fait par
lui et beaucoup de ses contemporains des notions d'%arc de cercle” et
d'"angle". On comprend mieux dés lors pourquoi l'abréviation ™ W " du mot
grec 'Wt(_)t\ftft,d ", qui veut dire : "périmdtre d'une circonférence",

puisse &tre amende a représenter 360 degrés.

Si la découverte de Wessel est fondamentale per le fait qu'elle

rendra de nombreux services en analyse, elle peut &ire vue comne la cause
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d'une certaine perte d'intérét des mathématiciens a 1'égard de la géomée
trie "classique". En s'offrant a la traduction algébrique, la construction
géométrique, qui nous affranchissait alors du calcul arithmétique, se trou-
vera i son tour, & cause de son incapacité & traduire le mouvement, délais—
sée au profit de 1l'algébre - "sorte de mécanique qui, aprds avoir été pen~
sée, inventée par la raison, dispense ensuite de raisomner® - qui nous

épargnera de la "nécessité de construire” .37

Flut8t que de nous intéresser sux deux seuls exemples que doume
Wessel nous enseignant 1l'efficacité de sa théorie, -
nous porterons nos réflexions sur quelques points caractéristiques de som
symbolisme mathématique et sur la troisiéme partie de som essai intitulée
"Sur la représentation de la direction d'un rayom dans une sphire® 38

A propos des c8tés d'wm polygone plan 3

1. Leurs "longueurs” sont désignées par les nombres pairs II,
IV, VI, VIII, etceee ;

2. leurs déviations (en degrés), relativement au c8té précédent
qu'on sura prolongé, seront notées par les nombres impeirs I, III, V, VII,
etCees 3

3. I*, III*, V', VII', etc. sont les expressions 3
cos I + £3in I, cos III + € sin III, cos V+ £ sin V, etcees 3

4, I"', III™', V9, etc. représentent respectivement s
cos (= I) + € sin (= I), cos III = ¢ sin III, cos V = ¢ sin V, etc.

Cette dermidre notation se retient assez facilement en observant que :

= cosf'-i-‘esinjl mcosl-¢sinla=Im;

I™ stappelle la "quantité réciproque” de I'. Les déviations (2.) semt po-

sitives ou négatives "suivant qu'elles ont le méme sens que le mouvement

dhurne du soleil ou le sens inverse".

(37) A.Rey,"L'Apogée de la science technique grecque:L'essor
de la Mathématique"¢Paris,1946),p.IX.
(38)6. wessel,im. ’p.23.
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Si 1'on prend comme polygone plan particulier un quadrilatdre

abed @
.\
4 \ ST
WE\
e o
5/ s
T T o3 I~

~

alors, de 1'égalité ab + bc +# ¢d + da = 0, et compte temu des points 1. =
4,9 on a ¢ II + IVJIII® + VI III's V' + VII.III'. V', VII' = O (1a somme
des "angles® du polygone est mulle ou égale i un nombre entier de révolu~
tions).

Sa méthode, “qui n'est pas algébrique®, pour déterminer "la di-
rection des se gments situés dans des plans différents™ n'est pas une ‘txten-
sion" de la théorie qu'il développe dans le plan. Pour nous convaincre, il
mﬂirait de dire que VWessel, 1mphci?tenent et explicitement, nous met
constamment en garde dans les vingt premiéres pages de son "Essai” contre
1taffirmation contraire ; l'occasion nous sera dommée plus tard de revenir
sur ce point.

Laissons-le tout d'abord s'exprimer de facom & avoir un échantil-

lon significatif du “style" qui le caractérise :

(£.24) "Supposons que dans une sphére deux rayons horizontaux fas-
sent des angles droits et que tous deux soient perpendiculai-
res & un troisiéme rayon. Supposons encore que 1l'un des
rayons horizontaux aille du centre & gauche et soit égal a
r, que l'autre aille du centre en avant et soit égal &8 £ r,
que le rayon vertical aille du centre em haut et soit égal
a » ry et que les rayons diamétralement opposés soient - r,
= gry = 7 re La letire r désigne la longueur du rayon ;
les unités £ et N sont toutes deux perpendiculaires au
rayon + ! et, par rapport & celui-ci 7" et £% seront tou~
tes deux égales & = 1 (£, 5)"38



(£.25)
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"Le plan déterminé par les quaire rayons r, = r, 5 T,

=7 r et le plan déterminé par vy =Ty £ Ty = £ T, Zont wmn
angle droit et coupent la sphére suivant deux grands cer-
cles dont j'appelle celui qui passe par r et ”n r le cercle
vertical et celui qui passe par les rayons horizentaux r et
£ © 1'horizon. Nous compterons les arcs du cercle vertical
ot ceux de ses paralidles A partir du point d'intersection
A gauche avec l'horizon, positifs emn haut, négatifs en bas.
Les arcs horizontaux seront comptés & partir du cercle ver-
tical, positifs dans le sens du mouvement du soleil et né=-
gatifs dans le sens inverse. Désignons par exemple l'hori-
zon (fig. 3) par ow ¥ hpi, un cercle paralldle par kfs s ,
le cercle vertical par ok nqunv, les plles de 1l'horizen

7 et n, et ceux du cercle vertical par p et ¥ (...)". 29

co=r,ct=-r, cY =E£Tycp=—Er,c?v =nr

cn ==nT, 0¥ =+ 90° op == 90% o =+ 90° ; on =~ 90° ;

(£.26)

“Les arcs du cercle paralldle doivent &tre cmg&és a partir
de k, positifs & gauche et négatifs a droite”.

"Menons un segment de droite cd du centre ¢ de la sphére
(£ig. 3) & wn point d du rayon commm aux plans de 1'hori-
zon et du cercle vertical ; menons un autre segment de

(39)C.Wessel,ibid.,pp.23~24.
(40)C.Wessel,ibid.,p.24.
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droite de du point extréme de cd parallélement & l'axe 7 n
de 1'horizon, et enfin de l'extrémité de de un troisitme
segment de droite ef paralléle a 1l'axe p ¢ du cercle vertie
cale Ces trois segments seront les coordonnées du point £
ol se termine ce dernier segment efe. Le premier cd est 1l'abe
cisse du point £ et sera désigné par x ; il a méme direc-
tion soit que le rayon + r, soit que le rayon - r. Le second
et le troisiome sefment, de et ef, seront les coordonnées

du point f. Le second de représente la distance du point £
au plan de l'horizon ; il sera désigné par n y, parce qu'il
est paralléle & Toua’de re Lo troisi of est la
distance du point £ au plan cercle vertical et nous le dd-
signerons par ¢ z, parce qu'il est paralldle au rayon & T
ou & = £ re Le troisitme of ( = € z) fait un angle
droit avec le second de ( = » y) etco]lbu&-ci,} Y, uB
angle droit avec le premier ¢d ( = x)"s

On est donc conduit & poser tout nmaturellement qu'un point ayant
pour "coordommées x, "y et € z". est le “point extrfme” d'un rayon que
1'on éerira, confermément & la théorie faite dans le plan, x + p y + € z.
Bien sfir, I'Mnomrquemmtcupsd'm&tenécﬁmtqmezs 72.
= = 1, Bourquoi le ferait~il ? Le "théoréme fondamental de 1'Algdbre", qui
assure qu'une équation a autant de riacines que 1l'indique son degré, n'est
pas vérifié ; en effet, une simple équation comme 2 +1=20 devrait avoir
deux racines ; or, ic;i, elle en admet quatre : + £ , « € 1= " et+7!
Vessel ne se serait-il pas rendu compte d'une telle évidence ruinant sa
méthode ? Une telle question ne peut 8tre posée ; elle n'a pas lieu d'Stre.
L'gvertissement de Wessel est on ne peut plus clair : sa méthode "géométri-
que® n'a rien & voir avec "l'algdbre”.

Prétendre qu'il ignorait le “théoréme de d'Alembert" reviendrait
& affirmer qu'il n'avait aucune compétence en matidre d'algébre ; son mé-

moire nous prouve amplement le contraire.

Le point. devenant alors mobile ambne l'auteur a décomposer ume
rotation sur la sphére en rotations verticales et horizontales dont les

axes respectifs sont ceux portant les ™unités absolues™ ¢ et ne



39

Une rotation d'un angle I autour de 1l'axe vertical aura pour ef-
fet de laisser invariante la composante "7y” du rayon x +7y + £z, car la
distance d'un point décrivant un cercle paralléle au grand cercle horizontal
restera inchangée. Le raisonnement est le mime pour une rotation d'un angle
II autour de 1'axe portant "1'unité absolue ¢ ", mais cette fois, c'est la

composante ® ¢ z" qui n'est pas modifide.

De telles rotations sont représentées par 1l'unique symbole *,,".
ainsi, les deux opérations effectudes précédemment s'écriront 3

-1 -(x+7y+ £2) 55 (cos I # £ sin I) (rotation horizontale)

-2a{x +rly+£ 2) ,, (cosII-i-?sin II) (rotation verticale),

Aprds avoir remarqué que s 7y,,(cosI+ esinI)a»?y,
£3,, (coaII+7 sin II) = ¢ z,
et que les opérations ¢ (x + &2z) ,, (cos I + € sin I)
(x+2y) 4y (cos II + p sin II)

se comportent comme les multiplications définies dans sa théorie du planm,
c'estea~dire qu'elles s'écrivent respectivement :

(x+£2) (cosI + g sinI) et

(x + 7 y) (cos IT + n sin II),
VWessel en vient ensuite & poser, compte temu de la distributivité (qu'il

ne nomwe pas) de 1l'opérationm (,,) @

-1'a (x+ \7y+Ez) 4o (cos I + ¢sinI) =
= (x+ g 2) 4,9 (cos I+ ssinI).-i-yy,, (cos I+ g sinI) =

a(x+ €3)(cos I+ € sinl)+pys=

= (x cos I - z sin I)+?y+£(x sin I + z cos I)

-2’-(x+7y+€z) PR (cosII-l-\?s:i.nII)a

-(xcosII-ysinII)+7(xsi.nII+ycosII)+ez.
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Les coordonnées initiales x, y, 2, du point mobile deviennent
#lors, une fois le dévlacement effectué, dans le premier cas :

x'2axcos I ~zsinl

Y=y

3 -xsinId-:cosig

et dans le second @
x''* =xcos II =y sin II

y'' = x sin II + y cos 1II

Wessel comnaft la notation exponentielle, mais n'en fait pas usa-
ge dans cette méthode ; il aurait pu utiliser, par exemple, e+elmueu
de cos I + g sin I. Nous avons respecté cette notation malgré sa lourdeur
car elle appartient i son stjle. D'autre part, il se peut fort bien que ce
refus de simplification soit directement 1ié a son souci d'exposer une mé-
thode qui se veut géométrique (néarmoins, ﬂutilisco"+m b, au

Deux rotations successives autour d'un mfme axe se composent
trés simplement : si la premidre correspond & un déplacement le long d'wn
"arc de cercle” de I degrés et la seconde de III degrés, leur composition
correspondra i une rotation de I + III degrés (rappelons que ces inglu
Mt 8tre indépendamment positifs, négatifs ou muls) ; d'olu :

(x-l-r'y-i- € z) 490 (cos I &+ gsinI) ,, (cos III # ¢ sin III) =

8(xl+77y+ € z) 4, (cos (I +III) + ¢ sin (I +III) ).

L'exemple considéré ici correspond a des rotations autour de 1'axe
vertical porteur de 1**"unité absolue ¥ " ; deux rotations successives de
II degrés et IV degrés autour de l'axe horizontal correspondant & 1'"uni-

té absolue £ ", conduiraient au mfme constat, soit :
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(x+7y+£ z) 55 (cos II + 7si.nII) ’e (cosIVf-?sinIV)-

=(x+ ny4zz),, (cos (II+IV)+‘7 sin (II + IV).

Ces résultats généraux nous permettent de prendre en considéra-
tion les deux résultats significatifs (particuliers) suivants :
x+gy+tEézm(x+ny+ea),, (cosl + ¢ sinl),y (cos I = g sinI)

" =(x+ny+Es),, (cos II + 7 sin II) ,, (cosII-V?sinII)‘

Sacharit comment se déplace un point sur des cercles verticaux et
horizontaux, il nous reste i savoir comment ce méme point se déplace d'une
manidre générale sur une sphdre ; pour cela, il suffira de combiner alter-

nativement les déplacements qui viemnent d'&tre caractérisés @

"Déplacons un méme point sur les paralldles & 1l'horizon et
sur les paralléles au cercle vertical, en lui faisant décri-
re alternativement un arc horizontal et un arc vertical, et
désignons les arcs décrits par I, II, III, IV, V, VI, dans
1l'ordre ol ils se suivent ; représentons encore par s le
rayon qui va du centre de la sphére 3 l'origine du premier
arc (fig. 4) et par S le razon qui va du centre a 1'extrémi-
té du dernier arc ; (...)"4!

Les arcs de cercle horizontaux sont donc représentés par les
chiffres romains impairs ; les verticaux par les pairs. En réutilisant le
symbolisme qui lui est cher et ce, pour éviter un caleul trop développé,
Xessel exprime tout simplement le résultat de ce déplacement par l'équation :

S=s,, I',, II' ,, III" ,, I ,, 7' ,, NI
Cette derniére peut 8tre modifiée, mais em ne perdant pas de vue que cette

fois 1l'ordre n'est plus quelconque, pour aboutir aux suivantes :

(41)C.Wessel,ibid.,p.26.



42

S' 'Y i 'Y \A 1) IV =5 9y 1 4, II®* ,, III' |
S 4y I' ,, II' =85 ,, VI ,,, V! 9o IV TV, IIT™Y etce..,

d'oﬁ:"en#upposants=3ets=7 T, On aura S ,, I'a7n.

1 s..x',,u' v r(y,coén—sinn) -— S..vr*..w..rr-..m*

: CIU-CIV-CV-SVI-L- 7 CIV+CVT —g.SMI-CIT-CV-8T1

- r{+cxu-slv-cvx —7-SIV-CV-STl——g-SIN-SIV-C V1 }
—smesvesv —E-CIE-ST 5V

2° Sl gyl =m r(q-t:ﬂ-—sit-ém—:-sn-sux) - 8, I Vv v
. _’_{ CIV-CV-SV1—¢g-SV-STI-Ly.cIv-CVI \
: + s-ewt _ ‘= 7-8I1v-c¥.s¥1 |

P I I .

‘ - r{ pecuU-CIV — CI+SIV ~— g-SH-SII
~7-SU-CIN-SIV — SII-CII-CIV
= S, V7, V™ == r.(CV-ST] — 2.8V sn+7 cvi).
4 s..x,.n' w,w, v

. p-cu-cIv —CH-SIV-CT —2CH-SIV-37
= r{—7-SU-CIW-SIV — SU-CUI-CIT-CT — g.S[-CII-CIV-S¥
4... Fsu-sm-sv —g-SU-SUI-CV °

.= S 51w r(geevigsr) B 42

et, "en posant s = S = € r, on aura les équations suivantes

Syl == r(e-c1—51) == S VI o ¥ IV i, 17

‘eecmr-cY | CU-SmI-CY  —7-SU-SIN-CV
== r{ —g-SMUI-CIV-5V - CIHI-CHL-CIV-S¥—7-S[-CMM-CIV-S¥
 —SU-SI¥-3¥  —7-CU-SIY-SV

Sl il = r(—si-cu —y-st-su-4g-c1)
S VT, T L IV, T )
: €-CIl-CYV— -SIV-SV - SI-CIV
. {-'-c-sm-cw-sv 4 cu-ctvesv }
- [—sx Cu-CIl—g-S1-CI-SIUL = 7-SI-SI
fnlnllyul = "\—ctesm  Leectecu }

=S T Ty IV == 7 (£-CV - CIV-3V — p.SIV.SV).

g-Cl-CIa —SI-CIL-CIU-CIV — g-S[-S-CIV :
s..x'.,n'..;n’,.n’— r{—eg-SI.CH-SUl —CI-SIlI-CIV — 7-S1-CH-CIU-SIV
+s1-su-81¥  ——p-CI-SIN-SIV
=8, T e rlecv4s¥). V43

T42)C.Wessel,ibid.,p. 24 ££.3 ‘ U ""e" et "s" sont les abréviations
(43)C.Wessel,ibid.,p.28 £ 39Ide "cosinus" et '"sinus".
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C'est avec ces calculs que Wessel termine 1l'exposi-
tion de sa méthode "sur la représentation de la direction d'un
rayon dans unesphére'.Son Mémoire s'achéve sur les "polygones
sphérigques"(pp:28 & 33) et sur une étude longuement développée
des "propriétés principales des triamgles sphériques"(pp:33 a
60) .

Nous n'avomrs pas voulu traiter de fagon exhaustive
ces deux derniéres parties du Mémoire de Wessel,de peur de trop
déborder du cadre du présent article.Précisons néammoins que ces
deux parties omt été largement influencées dans leur conception
par l'activité d'"arpenteur praticien;'#"exercé.e par Wessel.

Il est impossible de nier qu'il existe dans le tra-
vail de Wessel de nombreux éléments,des "conditions toutes spé-
ciales",qui lui auraient permis de faire certaines découvertes
que Gauss et Hamilton,par exemple,feront aprés lui.Mais a quoi
nous conduit un tel constat?Peut-on pour cela conclure que Wes-
sel les a devancés sur la voie de leurs inventions?Ce jugement
ne peut 8tre donmé a la simple vue de son unique travail connmu..
Voyons de plus prés pourquoi.

Wessel ne considére,on l'a remarqué,que des rota-
tions autour des axes perpendiculaires porteurs des '"unités
absolues" €et » .I1 ne s'interroge pas explicitement sur ce que
serait la rotation autour de l'axe réel.Or,ce calcul eit été
primordial: Une rotation autour de l'axe "réel" d'un point mo-
bile le long d'un'arc de cercle® de II degrés doit transformer
le rayor x +hy + 82z ,dont il est la"point extr@me",de la fa-
¢on suivante:

Or a vu qu'une rotation autour de l'axe "»",de I
degrés s'écrivait:

-1- (x+npy +€z2) ,, (cos I +gsin 1)

(44) Expression qu'utilise C.Juel(Cf.mote (11);référence due a
V.Brun (Cf. note (7)),p.21).
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et qu'une rotation autour de 1'axe horizoutal " € ", de II degrés s'écri-
vait @ |
-2a- (x+ 4y +€32),, (cos II + 4 sin II).

Nous pouvens supposer que les termes opérant sur le rayon X +4y
+ €2z s'écrivant ¢

w-a= locosI+ gesinl

b~ 1, cos II + 7.;5.1:.11;

On met ainsi de facon claire em relief une remarque précise : une
rotation autour de 1'axs " /" est 1l'action d'n "opérateur”® expriné comme
"combinaison linéaire” des deux autres unités 1 et ¢ ; une rotation autour de
1'axe "gw ogt 1'action d'un "op"ﬁt&r' expriné comme “combinaison linéai-
ro"doadmnntru:qitéslot7.

On peut donc se demander si ume rotetion autour de 1l'axe "1%, de

IV degrés, s'exprimera par l'action d'un “opérateur” de la forme 3

ou
-4 - €.3in IV + 7.cuIV,

c'est-i~dire que la rotation s'écrirait
-3'-( (x+7y+ Ez),,(é.cuIV-i-%.sinIV)cu
-4 - (x+7y+az),,(e.sinn+7.cosm;
dlou ¢
;3"-=x+( sy € 2) ( £-cos1'V+7.si.nIV)=-

%X ey sin IVaezcos IV+ #€ . ycos IV+¢7.z sin IV,
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Un probléme crucial se pose alors : comment s'expriment 76 et €7 ?

Plusieurs choix sont possibles :

1. On suppose que 76 = £ /7 (c'est la plus'naturelld) ; on a alors
dans 1'égalité précédente le r‘su;.tct intermédiaire suivant s
XeysinIVezcosIV: & (y cos IV + 2 sin IV),
Les soluticns /€ =2 £ ou g€ =2/
mpeuvdt&hnrotomsmdorslurésulhtl:‘
'x-ysinﬂ-zcul?is(ycocn’-bzsinm
ou :-ysinIV-zcuIVty(ycosIV+zsi.nm
font disparaftre d'une part la composante, respectivement, en 7 et en £ eot,
d'autre part, la composante dite "réelle” a varié.

2 - 72 :-é?,condxﬁtihnhimsu.

pobilandocncdculngu_t’uqml'mmpmputenircupudn
raisommement précédent. C'est—d~dire que 1'"opérateur” agissant sur le rayon
x+7y+ € 2 ne peut s'écrire comme "combinaison lindaire™ des "unités
absolues® £ 01'.7.

Autre raisonnement :

On veut que le résultat de la rotation s'exprime en conservant la
forme générale adoptée et qu'il laisse la coordonnée "réelle™ x inchangde.
Conformément aux résultats obtemus pour les rotations = 1 = et = 2 = autour
des axes 7 et £ , le résultat d'une rotation de IV degrés autour de 1'axe
"réel" aura pour effet de transformer x + 4y + £ 2 en 3

3ax+ % (ycos IVazsinIV) + £ (y sin IV + 3z cos IV).
Celui~ci peut 8tre considéré suivant 1'opération (,,) de Vessel ;
c!est-a~dire ¢
(= toy €2)yy(cos IV + z sin IV) = x + (Ay + € 3)(cos I+ 3
sin IV)
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ou encore, du fait de 1l'umicité du résultat::
x+¢(ycosIV-zsinIV) +£(y'sin IV + 2 cos IV) =
-x+(7y+£ﬂ(wsﬂ+fsﬁ1ﬂ-
=x+/ycosIV+ £zcos IV+ /2 ysinIV+ <7 3 5in IV
d'm‘x:-;zanV+eysi.nIV-75 ysi.nIV-l-sfzainIT
soit encore s = /B3 +ey= (43 )a-l»(ij}z.
Enfin ¢ -7-&}

ot 3 E =)7

Multipliant la premidre expression par £ et la seconde par 7 et se rap-
pelant que &zafza-i,mobtiont:-gjs-} 91'.78 =-} ’
d'ol finalement 27 --75.

On voit ici 1'importance du résultat quand on pense & Hamilton,
meis on ne peut que s'associer au désarroi qu'a df ressentir Wessel apris
cette tentative malheuresuse pour lui. Les paragraphes suivants nous montrent
qu'il a tenté 1'expérience 3

(£.10) ".eo i 1'0n avait & muliiplier des segments de droite qui
ne se trouvent pas tous les deux dans un plan passant par l'u-
nité absolue, on ne pourrait appliquer la régle précédente
[c'est-b-dire (a +g b)(c +& d) =ac = bd + € (ad + be) J.
C'est pour cette raison que je ne m'occupe pas de la multi-
plication de tels segments".;5 :

( £¢37) "eee b/ Le point fixe O (fig. 6) a décrit un autre poly-
gons, dont les angles sont égaux soit & - 90°, soit & + 90° ;
les c8tés I, II, III, IV, ..., N, et 1*équation du polygone
est ¢
8"1',,,(- 8 )"n"’ E ”III"'(- £ )’,IV'D’ E,"“‘
ooo,’(-e )"N.,,ES Se ’

Ceci suffira, puisque nonsngnous servirons pas de cette
équation dans ce qui suit" &

(45)C.Wessel,ibid.,p.12.
(46)C. Wessel ,im- ,P-31 IS
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Ce dernier paragraphe est important. la sphére étant en mouvement,
le point O décrit le polygone précédent. Or, ce point appartient a l'axe
réel ; on voit par la qu'il connaissait certaines propriétés caractéristi-

ques de la rotation autour de celui-ci.

(8.7) ".eo Lo signe ,, n'a qu'imparfaitement 1la signifi-
cation d'un signe de multiplication, caxr 1'opération repré-
sentée par ce signe laisse inaltéré celui des segments figu-
rant dans le multiplicande qui est au debors du plan corres-
pondant & la rotation indiquée par le mmltiplicateur. Consi-

dérons par exemple les trois segments 2, 3E et 4/ ;
alors

(2+3€ +47),,II"' signitie 3€ + (2 +4 4 )o(cos II +
. sin II).
Demlme : (2+3€ +47),,I' signifie
4-+(2+3¢ )e(cos I +£.8in I).
I1 faut observer que l'opération se fait dans l'ordre ou les
facteurs se suivent de gauche a droite. Par exemple, si 1'on
veut trouver la valeur de (2 +3 € +4 2~ ),,I", II', il faut
commencer par trouver celle de (2+3 £ +4 7 ),,I', qui est
(4 9+2cos I +#2¢.8in1 -3 sin I +3€.cos I),,II' v L7

_Dans ce paragraphe, les deux difficultés qui gfnent Wessel sont
présentes ¢ 1l'ordre des exposants n'est pas quelconque, donc on perd la come
mutativité de l'opération ",," ; le dernier résultat nme pourra 8tre obtemu
que si 1'on peut exprimer la signification du produit € 7 .

On comprend pourquoi Wessel n'a pas été plus loin dans sa méthode,
de telles difficultés auraient plongé ses auditeurs dans la plus profonde
perplexité. I1 voulait exposer une théorie''pas trop abstraite”, de peur de
glner les académiciens, et pratique. I1 a parfaitement atteint som but par
une méthode exacte qui rend emfin "possibles" des opérations dites "impos-
sibles“l 3 et qui donne la liberté d'utiliser les nombres "imaginaires”

avec toute sérémité.

I1 est difficile de croire qu'une telle découverte soit restée
inconmue de tous. N'a~t-elle pas eu une influence secrete mais qui peut-Stre

un jour sera mise em évidence sur Gauss ? Wessel meurt em 1818 ;

(L"?) c L wessel ,lm. [ p 058.



48

"En 1819, lorsqu'on commencs de traiter de surmécg les car-
tes de 1'Académie (de Danemark), on excepta expressément les
déterminations trigonométriques de Wessel™. b4

Or, en 1821, Gauss devint conseiller scientifique du Danemark pour l1'établis-
sement géodésique du cada.strel'tgposte qu'il conservera jusqu'en 1848 (ajou—
tons pour mémoire que le dernier tome de' ses Oeuvres complites rassemble

tous ses travaux de Géodésie).

. Cette hypothdse est séduisante, mais il ne nous a pes éié permis

encore de voir si elle était fondée. 0

Que cette découverte de la premiére représentation
géométrique des "quantités imaginaires" soit le fruit d'un ma-
thématicien de "second plan',comme aurait pu . écrire Cauchy,
met l'accent sur la marginalité de cette nouveauté.Malgré la
lecture des pages qui précédent,on ne saurait adhérer qu'avec
une certaine réticence aux vues de G.Loria qui considére que
Wessel:

- "parvint 4 donmer aux nombres imaginaires un contenu réel,
a banmir les opérations en apparence impossibles et a ex-
pliquer le paradoxe logique en vertu duquel l'imaginaire
constitue trés souvent la voie la plus sfire pour arriver
a4 un résultat réel"?!

Les grands foyers ou se font les mathématiques ne pouvaient se
suffire d'une telle preuve tirant ses arguments de la géométrie
pour expliquer des concepts algébriques.D'autre part,le '"seg-
ment" de Wessel peut certesservir de "eontemant réel',mais qu'en
est-il du "contenu"?Wessel crée un nouvel objet mathématique,
mais,si 1l'on peut s'exprimer ainsi,il ne démontre pas l'ex -
tence du pombre imagimajre.La '"quantité imaginaire' n'est pas
encore l'entité arithmétique que nous connaissons sous le nom
de "nombre complexe™.Malgré sa perfection,la théorie de Wessel

(48)H.Valentiner(premier préfacier de 1'"Essai" de Wessel),Qop.cit
note (8),Préface,p.V.

(49)E.T.Bell,"Les grands mathématiciens'"(Paris,1950),p.287.
(50)0n ‘peut trouver une étude faite sur la cartographie de Wessel
(malheureusement introuvable em France)due & Otto Harms:

"Die amtliche Topographischen im Oldenburg und ihre kartagra-
phischgn Ergebenisse",in Qldenburger Jahrbuch,60,pt.1(1961)
ppP.1-38.

(51)G.Loria,"L'énigme des nombres imaginaires a travers les sié=
cles",in Scientia,21(1917),p.51.
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aurait été exposée,si elle avait été connue,aux mé@mes criti-
ques faites & la théorie de C.F.Gauss par J.Bolyai<?

L'ouvrage de Wessel ne fut connu du public érudit
que cent ans plus tard;il est difficile de croire gqu'unm tel
sort lui ait été fatalement réservé du fait qu'il était écritp
un modeste arpenteur au service d'une Académie méconnue et que
seuls les écrits de grands mathématiciens pouvaient &tre pu-
bliés.

On pourrait,en effet,s'en tenir a cette trop faci=-
le réponse;mais nous sommes temtés de croire que,si cet ou-
vrage avait vraiment constitué la réponse a4 une question vai=-
nement cherchée,il aurait forcément conmi ume plus large dif-
fusion.Un exemple assez clair d'une telle situation nous est
donné par le manuscrit de N.Chuquegﬁqui,biem que publié au
XIXe siécle alors qu'il fut congu au XVe siécle,ne manqua pas
d'influencer son époque et la suivante.Un autre argument en
faveur de cette hypothése est qu'au XVIIIe siécle om écrit
beaucoup d'ouvrages et de manusls dont le but est de faire
comprendre et de répandre les mathématiques mises 4 la dispo-
sition des savants;de ce fait,om assiste a un accroissement
sans précédent de l'auditoire scientifique;les petits groupes
d'érudits forgeant la science font place & un public mieux
informe,

(52)Dans un mémoire publié par P.Stackel [Math.-Naturw.Ber.Un-

garn 16 (1899) (Notes 63) et 74) de E.Study :"Les nombres
complexes',in Ency.Sci.Math.,Ed.Frang.,t.1,fasc.3,1908).

(53)N.Chuquet,"Triparty enm la science des nombres"(1484),Bull.
Biblio.Storia,Math.,tome XIII,1880,pp.555-659 et
698-814.



