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CONTIGUITE ET COMPLETE SEPARABILITE

Décompositions de Raoult ; comportement

asymptotique sous hypothése de contiguité

Jean MEMIN.

1 - INTRODUCTION :

Soit (Qn ”Fn)ne N ume suite d'espaces mesurables ; pour chaque n, on

considére un couple (P,,Q,) de probabilités définies sur (Qn,:ﬁ'.').

(1-1) Définitionm : On dit que (,) est contigue relativement a (p )
((Gy) <UPy) 44 pour toute suite (A,) o, avec A, € T oona
L' inplication :

(1) P lagd ~0 = oAl +o0.
(1-2) D&finition : On dit que (P,) et (Q,) sont complitement séparables

84 on peut trouver une suite @) avec A€ W, . telle que £'on
alt :

nel!
(2) P,{a,] =1 et lim infn Qﬁ[An] = 0.

(1-3) Définitionm : On dit que (P) et (Q,) sont asymptotiquement singu-
Lidnes si on peut trouven (ay) opavee Ay € B telle que :

(3) P la ] ~1 et Q,la] -oO.

La contiguitd introduite par Le Cam [3] généralise la notion d'absolue
. continuitd ; ainsi si on pose (Qn,?;,_) = (Q,%), Pp = P et Q, = Q alors
(Qy) <1 (P,) est équivalent 3 Q absolument continue par rapport 2 P
(Q <<P). la séparabilité compléte et la singularité asymptotique généra-
lisent la notion de singularité de deux mesures ; ainsi dans 1'exemple
- précédent, (P,) et (Qy) sont complétement séparables ((P,) 4 (Qy)) si et

seulement si P et Q sont &trangdres (P | Q).



On aura une>illustration du rapport entre contiguité et absolue
continuité (resp : compléte séparabilité et singularité&) dans les
paragraphes 2 et 4. Dans le paragraphe 2 nous &tudierons le compor-
tement asymptotique des lois des densités de l.ebesgue de Qh relative~-
ment i Pn ; 11 s'agit de résultats relativement classiques, lorsqu'on
s'intéresse uniquement 3 la cbntiguité, voir par exemple [2].

Dans le paragraphe 4 nous nous intéressons au rapport entre le compor-
tement de la suite (P,) et de la suite (Qn) lorsque (QI) est contigue

relativement 3 (Pn).

(1-4) Définition : On appelle décomposition faible (resp : fornte) de
Raoult de (Q,) nelativement & (P}, une decomposition pour chaque
ndeQnAauA!.aso»Lme: '

(4) Qp = OL').,_Qn + (1 - O’“n) Qﬂ Otne [0,1]
vérifiant les propriétés a) et b) (resp : a) et b'))

suivantes :
a) (Qh) est contigue relativement 3 (Pn)

b) (resp : b")) : (Qn) et (Pn) sont complétement séparables

(resp : asymptotiquement singulidres).

Raoult a &tudié dans [4] le problime de l'existence d'une décomposition
forte lorsqu'au lieu de probabilités on considdre une suite de couples
de mesures g"~-finies ; il obtient une condition nécessaire et suffisante
faisant usage d'outils topologiques, mais ne se prétant pas facilement
d des vérifications. Toutefois, il montre que dans le cadre abordé ici
((Pn,Qn)neN suite de couples de probabilités), il existe une décompo-
-sition forte de Raoult de (Qn) relativement 3 (Pn) lorsque la suite des

lois pour (Pn) des densités de l.ebesgue de Qn relativement 3 Pn converge.

Nous nous proposons de montrer dans le paragraphe 3 par une méthode directe
et simple le résultat de Raoult, d'en déduire l'existence d'une décompo-
sition faible dans tous les cas, et de donner un critére de décomposabilité

forte.



2 - POINTS LIMITES DES DENSITES DE I.EBESGUE, CRITFRES DE CONTIGUITE
ET DE COMPLETE SEPARABILITE. ’

Pour chaque n, on note Zn la densité de Lebesgue de Qn relativement
a8 Pp : autrement dit Z, est une variable aldatoire définie sur (Qn,?g)

Php-intégrable, 3 valeurs dans (R ,%§+) telle que pour tout A € ?;
i
on ait :

)+ ol - |

Azn d P + Qn[Aﬂ {zn- w}]

La relation (5) permet donc d'écrire : Q, = a Q'n + (1 - ap) Qg

ol Q'y est absolument continue par rapport i Pp et ol Qg est
étrangére & P, ; cependant en général une telle décomposition (de
Lebesgue) n'est pas une décomposition de Raoult car si (Q"y) et (Py)
sont aymptotiquement étrangéres, il n'y a aucune raison pour que

(Q'y) soit contigue 3 (P,).

Mentionnons pour commencer deux critéres de contiguité et de complite

séparabiliteé.

(2-1) Lemme ([1],[2])

Les propriétés suivantes sont é&quivalentes

a} (Qn) est contigue relativement & (Pp)

b) (zp) est Pp-uniformément intégrable et QulZp=x] + O

¢) (Zg)- est Q-tendue (propridd qui se tradult Lcd par :
lim KMO(lim sup, Qn[Zn>K]) = 0.)

(2-2) Lemme ([1])

Il y a &quivalence entre les assertions suivantes :

a) (p,) et (Q,) sont complitement séparables
b) pour tour X >0 1lim sup Qq [Zn>K] =1



La propriété c¢) du lemme 2-1 permet d'exprimer la contiguitéd d'une
autre maniére :

La suite des lois de Z, pour Qn est un ensemble de probabilités sur
1l'ensemble compact d§+, gﬁ;), cette suite est donc relativement compacte ;
la propriété c) exprime que les points limites de toute sous-suite
extraite sont des probabilités sur GR+,%R+).

On noteradté(resp :7L) l'ensemble des probabilités sur dﬁ*,%§+) points
limites de sous-suites extraites de la suite (un) (resp : (Vn)) ol
un(reSp : vn) est la loi de Zn pour P (resp : Qn).

De 1'inégalité EPn [Za] <1, on déduit immédiatement que la suite (Zp)
est Pp-tendue et donc que-ﬁé)ne contient que des lois de probabilité

sur ®", %R-n-) .

L'examen des ensembles VL& et 7L va nous permettre d'obtenir des critdres
simples de contiguité, de séparabilité compléte ou de singularité asym-
ptotique . Si la méthode est nouvelle, les critéres eux-mémes ne sont

pas essentiellement originaux et peuvent &étre dé&duits de ré@sultats proches
que l'on peut trouver par exemple pour la contiguitéd dans [2] et pour la

singularité asymptotiquedans [4].

(2-3) Proposition :
1) Etant donnZe une probablliti v sur @,%—Q,v&'ﬂéé et
seulement s4L L existe u e avec pour tout A € S

(6) v(a) = J x du(x) + v[a N{=}]
A s
2) Etant donnge une probabilliti u sur GR+,BR+), U € Vb sd et

sewlement s4i AL existe V& 'Y'[, tel que Le couple (v,n) vérigie (6)
3) La cornnespondance établie entre Mo e par (6) est une bifection.

Démonstration :

. ' s —+ L
1) Soit d'abord v une probabilité sur (R ,%§+), Vv appartenant 3 Vs
il existe une suite (Vnk) convergeant en loi versV , comme la suite
Qink) est relativement compacte pour la topologie associde 3 la

O + .
convergence des lois de probabilités sur (® ’%R+)’ on peut extraire



de la suite (unk) une sous-suite qui converge vers une probabilité
M sur GR+, §P+) 3 pour ne pas compliquer la notation, on notera

encore (unk) cette sous-suite.
Pour tout F ¢ %§+ on a la décomposition de l.ebesgue :

Vnk(F) = JF

On veut donc montrer que l'on a encore cette relation i la limite.

On note (L 1'ensemble des A € Bg+ tels que u(da) = v(8a) = 0,

x d unk(x) + v [F O {=}] .

oi G6A est la frontidre de A ; il est facile de voir que (L forme

une algdbre et que la tribu engendrée par (L est ﬁi;.

Soit (ap) une suite de nombres réels positifs convergeant vers

l'infini et tels que pour tout p €N : u {ap} = v{ap} = 0.

sote A€C, an [0,a)] € et aNfap,+] € (L
On a donc : Vi {AFIO,ap]] -+ v[an [o,ap]]

By [A 0[0,ap]] » ufan (0,ap]]

et de méme J x du(x) - j x du(x)
AN [0,ap] k AN[0,ap]
» 4P :ap
onadonc v [A] = J‘ x du(x) + v [A n[ap,+“]]
N“[O,ap]
comme lorsque p - @ j xldu(x) - j x du(x) et que
An[o‘rap] A

via N fay,+] > v[a N{=}] |, on en d&duit que pour tout A € (L

on a la relation cherchée (6).

Maintenant la famille des él&ments de §ﬁ+ qui vérifie (6) est
une classe monotone. Elle contient(], elle contient donc la tribu

engendrée par (L qui est %§+ d'od le résultat.

Réciproquement soit V une probabilité sur R*, ﬁﬁw), et U un

&lément de . tels que 1l'on ait la relation (6) pour le couple (v,u).
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On peut trouver une suite (unk) convergeant vers U ; la suite
(Vnk) est relativement compacte dans 1'ensemble compact des
lois de probabilités sur dﬁ*,gﬁ4), de sorte qu'en extrayant une
sous-suite que l'on note encore (vnk), 11 existe V' € M avec

(vnk) + v' (+pour convergence en loi).

On peut appliquer ce qui précéde 3 v' et 3 H. On a pour tout

A€ Bz : V'(A) = x du(x) + v' [an{=}]
A
on en déduit v = v' et le résultat final de 1).

Remarquons que la correspondance v =+ | considérée définit y comme
1'unique &lément dev%;tel que 1l'on ait (6).
En effet soit u' un autre &ldment de .\ tel que (v,u') vérifie (6):

On a J x du'(x) = J x du(x) pour tout A € §R+ et par
A A

conséquent U = uU'.

Seit u EVUJ, et (unk) une suite extraite de (u,) convergeant

vers L. On peut extraire de (vnk) une sous-suite qui converge

vers un &lément v €/l ; d'aprds ce qui précdde (v,u) vérifie

(6) et on a le résultat voulu.

Réciproquement soit p une probabilité sur GR+,%R+) telle qu'il
existe v €7l avee (v,u) vérifianc (6) ; en appliquant le 1)

de la proposition on peut trouver u' e M tel que (v,u'")

vérifie (6) d'oGt u = ', et u € #“3.

On a d&ja montré que v ~+ u avec (v,u) vérifiant (6) définit u

de fagon unique parmi les &léments de . Le résultat réciproque

2 aussi &t& vu dans la démonstration du 1), 23 U on sait associer

v €70 de fagon unique avec (v,u) vérifiant (6), d'old le résultat

final.



(2-4) Corollaire : (Voir [2] pour des &noncés proches).

Les énoncés suivants sont équivalents.

{a) (Qq) est contigue relativement & (P,)

(b) pour tout ue€Meona E[ =1

(e} tout v €Tl est une probabilits sun (IR*,BR+)

(d) 2'application u + v définie par v(A)-I xdi pour
A € Bp+ applique bijectivement Asurn ’}”f .

Démonstration : En effet (a) et (c) sont &quivalents d'aprés le

lemme (2-1), (c) et {(d) sont &quivalents et (c} et (b} sont équivalents
d'aprds la proposition (2-3).

(2-5) Corocllaire :

Les énoncés suivants sont équivalents :

{a) (Qq) et (Pn) sont complitement séparables
(b) il existe u €M: avee E[m] =0
(¢) 42 existe v €M avee v[{=}]= 1.

Démonstration : D'aprés la proposition (2-3) : (b) == (c).

(b) = (a) : soit u e ter que F[u] = 0 ; on a alors u = &, ol 60

est la mesure de Dirac en Q0 ; considérons une sous-suite (unk) conver-
X

geant vers u; pour tout p €N on a :

uver une sous sous-suite (n ) croissant vers +
On peut donc tro ‘ ( k(p)’ p EN

telle que
: 1
implique 0,3 > 1 - %
o > nk(P) pLiqu Unk [ p] 2 P

8 1 1
Ce qui signifie Pp (Zny < /p] >1 -

1
pour my € [nk(p)’nk(P*'l){ on pose Ap, = {Zq, < /p}

pour n # mp . on pose Ap = {,.



= 1

On a alors P_{a ] + 1, mais an[Ank] f an dPnk < /p
nn {znkel/p}

pour oy € [nk(p), nk(p+1)[

quand k * n *® ng(p) > et p > de sorte que

an [Ank] -+ 0. D'ol 1la compléte géparabilité.

(a) = (¢) : d'aprds le lemme (2-2) on a la propriété :
pour tout K =¥ 1im sup, Q, (Zo2K] = 1 ; donc on peut trouver pour
n

chaque K ny tel que :

ng + +°  avec limg Qny [Zay > K] = 1.
Ce qui s'crit emcore  limg Vng (R,+] = 1.

On peut extraire de la suite (Vng9 une sous-suite (notée encore (VnK))

qui converge vers un &lément V € .

[K,®] est un fermé de R* et donc pour tout K, fixé, on a :
V[Ko,+=] > lim Supg Vny [Ko,*<l =1

pour tout Ko on a donc V([Kg,+® =1, d'ol v[{=}] = 1.

(2-6) Corollaire :
Les énoncés suivants sont équivalents :

(@) (Py) et (qg) sont asymptotiquement singulilres
(b) pour tout wE€M ona E[u =0

(e) La suite (u,) converge vers &, La probabilité de Dirac en 0.

Démonstration :

{(c) = (b) de fagon triviale ; maintenant (b} = (¢} : en effet soit
u E‘AQ E [u]l= 0 est &quivalent 3 u = &, donc M> ne contient qu'un

seul élément d'ol la propriété (c).



(c) = (a) ; pour le voir il suffit de reprendre la démonstration de
la partie (b) = (a) du corollaire (2-5) en remplagant la sous-suite

(unk) ay Par la suite (u,), et en posant :
Ay = {2, < L%} pour n € [n(p), n(p+1) .

¢ ne contient

(a) = (b); on va montrer, ce qui est &quivalent que
que 1'élément v avec V[{»}] = 1 ; soit en effet v € 1 ,v est

' . ' '
limite d'une suite (\Jﬂk)ks__lq ; d'aprés 1l'hypothése (an) et (Pnk)
sont complétement séparables et donc en procédant comme la partie
(a) ®(c) de la démonstration du corollaire (2-5) on en déduit que

Vv [{=}]=1 d'od le résultat.

THEOREMES DE DECOMPOSITION :

Remarque préliminaire : Compte-tenu du lemme (2-1), la décomposition

de Lebesgue Qn = an Q'n + (l-ap) Q"' de (Qn) relativement 3 (Pp)
fournit une d&composition forte de Raoult lorsque la suite (Zp) est

‘Pp~uniformément intégrable ; en effet on a

' S
Q'a(a) Elza] jAZn d P, lorsque

E[Zq] #0 et Q'p =P, sinon ;

1
En posant Zj = g—%‘ ona Q'pfZf == =o0.
n

De sorte que l'on a (Qj) < (Pn).

(3~1) Théorame ([4])

Sous £'hypothese de La convergence en Lod de £a suite (Wp) vers
U, (Qq) admet une décomposition jornte de Raoult nelativement & (Pp).

Démonstration : On a &videmment le résultat si (Qy) est contigue

relativement i (Pp), ou si (P,) et (Q,) sont asymptotiquement singuliéres ;

on supposera donc que l'on est dans aucun de ces cas et par conséquent
d'aprds les corollaires (2-4) et (2-6), on a :

0 <E[u} <1.
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On peut trouver une suite (YP) de nombres réels positifs

paN

possédant les propriétés : a) (Yp) 4+ (quand p * «)
b) u[{Yp}] = 0.

Y Y
P )%
Comme (M.)) * U on a pour chaque p : J dp (x) ~ f x d u(x).
e 0
Ip
Ensuite, comme 1imP+°° I xd u(x) = E[u] = a, on peut extraire
0
de la suite (Mp) wune sous-suite (un(p))pEN telle que :
Yp
n>n(p) = I[ xdpp(x) -af < Y.
0

2 v +
Considérons la suite (un)neN des mesures suivantes sur (R ’%R+)

ﬁ; = W, en restriction 3 l'intervalle [O,Yp] lorsque n€(n

(o) P (p+ 1)t

On obtient facilement les propriétés :

(%) ![Gg - “nll + 0 (distance en variation des mesures)
(Cette propriété découlant directement du fait que la suite

(un) est tendue).

(%K) (ﬁ;) + 11 (conséquence de (¥))

1> o0

x d p,(x)) +J x d u(x) = a.

(X%x%) (J
0

0

Comme a4 n €N correspond un intervalle [n(p), n(p+1)[ on

notera Y le Y, correspondant.

P(n) P P
On remarque que ‘En est '1'image par Zn de la mesure Pn restreinte
a {z .

n = Yp(n)
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On pose pour A € Q.

Q,(a) = Q [a]zg 2 Yp(m)l
ﬁfzn < Ypm)} Zn

O [Zn 2 Yp(a)

12 . ~ -
Qn(a) s'éerit JA z,dP od Z|

quand le second membre de cette &galité a un sens, ce qui est le

cas pour n assez grand, pulsque

Q [z, = Yp(n)] = JO x d i;(x) et que d'aprds (¥ux) J: xciﬂ;(x)

converge vers o > 0. Lorsque Qn [Zn f'Yp(n)] = 0, on pose Zn = 1.

Pour tout n 6; est une probabilité absolument continue par rapport
a Pn, de densité de Radon-Nikodym d Qn/d Pn = Zn.

On va montrer que la suite des lois de E;(sous Pn) converge vers

une probabilité U et que E[u] =1, ce qui d'aprés le corollaire

(2-4), donnera la contiguitéd de (6;) relativement 3 (Pn).

= < VvV
Notoms a Q [Zn < &p(n)]’ et prenons n tel que o > O.

n
P [z, <x] = P [ﬂ{z e .}Znio‘n"]
n—p(n)
= P [2> Yp(n)] +P 2 20 xA Yp(n)]
MY yo=lh + 1 (0,0 «1}
Soit x tel que uf{ax} =0 on a

] - P .
My {[Yp(n),w[} + 0 d'aprés laApropriete de tension de (un)

.En {[O,GH x1} + u{[0,0x]} d'apras (wx) et (wxx),.

Ainsi la suite des lois de E& (pour Pn) converge vers U avec

u {lo,x1} = u {[o,ax]} ; il est claire que Ef] = 1, d'ol le ré&sultat

annoncé de contiguité pour (E;).



On définit alors pour tout n, Q par :

n
- Qn - an Qn

Qn =

quand o # 1.
l -0
n
(On remarque que e <1 dés que n est agsez grand)

et Qﬁ? Qn quand o, = 1.

Lorsque & # 1, on vérifie que Q_ est une probabilité.

(L -oa) Qn(A) = J znﬂ{z >y }dPn +Q [Aﬁ{zn =o}]

A n p(n)
La densité de Lebesgue de an par rapport 3 Pn est Zn avec :
1

Z = —— Z

n 1-a n 11{2 >Y } si a A1
n “n

p(n)

= Zn si an =1,

enfin (Qn) et (Pn) sont asymptotiquement .singuliéres car

Pn [Zn > Yp(n)] - 0 alors que Qn [Zn> Yp(n)] 1 d&s que o # 1.

(3-2) Théoréme :

Poun toute suite (P,,Q,) de couples de probabilitis sun (Qn;};),
(Qn) admet au moins une décomposition faible de Raoult nelative-
ment & (Pn)'

Démonstration : Supposons que l'on ne soit pas dans le cas od (Qn) est
contigue 3 (Pn)’ ou dans le cas,(Qn) et (Pn) compl&tement séparables,
alors on peut trouver U E/%g avec 0 < F[u] <1 d'aprés les corollaires
(2-4) et (2-5). Considérons une sous-suite (un ) qui converge vers u ;

. L. - k
on peut appliquer le théoréme (3-1) & la suite (Pnk’an)kEN'

-~

Onadonc: Q =a Q + (L-a )Q od (Q ) est contigue rela-
"k "k Tk M Tk M

tivement 3 (P ) et ol (Q ) et (P_ ) sont asymptotiquement singuliéres.
0, o, . ,
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Posons pour n #n,  Q =P, & =0 etdonc Q =Q ,1l -0 =1/

donc (6;) contigue relativement 2 Pn (avec AJS contenant les deux mesures
H et 51) puis (an) et (Pn) sont complétement séparables, puisque (Gnk)
et (Pnk) le sont d'od le résultat a

Dans ce qui suit, on va supposer que (Pn) et (Qn) ne sont pas complétement

séparables et sous cette hypothése domner un critére de décomposabilité forte.

(3.3) Théoréme :
On suppose que (Pn) et Q) ne sont pas complitement séparables et que
swn @, %) existe une probabilite fn dtrangine @ B

Pour que Q) admette une décomposition forte de Raoult nelativement
a () <L faut et AL suffit qu'il existe powr tout n, K € ’y:n‘
avec Les deux proprildités :

(L) Pn [Kn] -1

(L4} (z ﬂ.K_n) est P_-uniformément intégrable.

Pour la démonsgtration de ce résultat, on a besoin du lemme.

(3.4) Lemme :

Sé (Pn) et Q) ne sont pas complitement séparables, L existe ao>0
avee La propridté :

- P ; ’7 - o]
our toute suite (K;) ol K_€ '}(n et p [¥] 1 na

z_ 4,1>a

lim inf E
n Pn n Kn

Démonstration : Reprenant les notations du paragraphe 2, on va d'abord

montrer que’'il existe a >0, avec limuenbinf E[pu] >a . Si ce n'est
J Z

s
pas le cas, on peut trouver une suite ( u(p%p cx d'éléments de /Lb
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avec E [ u(p)] >0 ; comme M; est compact, on peut extraire une sous-

P o
suite (U k)p- ey 9qui converge vers U é€lément de Jf(_ﬂ .

on a : tm £ (1] > 1motnf B (BP9 2 E (W]

k

Ceci implique E [uw] = 0 ; d'aprés le corollaire (2.5) (Qn) et (Pn) seraien-
alors complétement séparables d'od la contradiction. Montrons maintenant le

. 3 s ] 1 4
lemme ; en notant toujours un la loi de Zn pour Pn’ puis un...a loi de Zn‘ﬂ.K

n
? [} B , C - \
pour W, on a Hun u n” <2p; [KR ] de sorte que ””n Wl ~o
quand n + o« /bb est aussi l'ensemtle des points limites des suites
extraites de (u'n).
. . <
Supposons que lim infn -Pn[ zZ, 'llKn] o

on peut alors trouver une suite (u'n ) extraite de (-L.Lr'n) telle que
k .
E[“'nk]“‘ a<a , avec u'nk > chA’(J

mais 1lim infk E ['u'nk] >E [u] > o d'aprds ce qui précide, d'ol la

contradiction et le résultat annoncaé.

Démonstration du théoréme (3.3)

A) condition suffisante :

D'aprés le lemme pr&cédent, il existe a>0 et n, tel que pour n > o

I Mg, ] > a . Posons alors :

[p2q L dP [ _ oz Ay
n EPﬂ [ Zn ﬂKn] F n n n E'Fn[ Zn 'ﬂKn]

D'aprés l'hypothdse et le lemme (3.4) (En) et Pn-uniformément intégrable,

a 7 = = ' 8 )
et Qn [Zn ©]= 0, on a donc d'aprés le lemme Q.1) (Qn) O(Pn).
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Posons alors a [.] =¢ [.] Knc] lorsque Qn[ Knc] #0

A c
P [.] lorsque Qn[ Kn 1 =0

en posant 0o = EPh [Zn 11Kn ] ,ona Qn[Knﬁ = (1 - an)

et Q () ma T()+(-a)a ()

enfin on a an(Kn) = 0 d'od le résultat de décomposition.

B) condition nécessaire : (on s'inspire de [4] )

o - Ry - a 2 :
Soit Qn anQn + (1 an) Qn une décomposition forte de (gn).

On note (Kn’Knc) la décomposition de Hahn de Qn pour la mesure Qn - P .

, e .
Considérons An ’F; tel -que Pn [An] - 1 et Qn(An) +0

(B - Q) @) ~1

de sorte que pour n assez grand An c Kn.

On adonc P [K ] -1 etpP [E°] =-o.
n-n n'mn
Soit maintenant B_ € 1; avec P [B] + O
n n n'on
eyl O (B N 1
Pa [B, N & 2 Qn(Bn Kn)
Q Nk .
et donc Qn(Bn Yn) -0

Comme aﬁ[Bn n Kn] -+ 0 , on en déduit

9, (2,7 K] 0.

On pose Q; [.] - Q [.1 Kn] si Q [KJ # 0

=P [.] ‘ si Q[ Kn] =0

n



2 c c
Q, [.] = Q, [. K1 si Q[K "] #0
5 c
=p [.] si Q[Kn]=0
On a alors la décomposition forte .
1 2
Qn[.]" a (.1 +@-a)aql.]

c
avec a_ Q [Kn] et 1 - a Q [Kn ]; en effet, comme

l
Q, [k 1 Z'Epn[ z, ‘nKn] on a en utilisant le lemme (3.4) (Q)) 9 (),

d'autre part (Qi)‘est asymptotiquement singulidre 3 (Pn) car Pn[ Kn] -1
et QZ[K ] =o0.
n n

D'aprds le lemme (2.1) (Zi) est Pn-uniformémeﬁt intégrable avec

1 Zn dlKn
77 = ——— (densité de Lebesgue de Q par rapport 3 P )
noQ [Kn] n n
1 -
< et <
comme Z_ dlKn <z, (Zn'1lgn) est aussi P_-uniformément intégrahle,

d'ol le résultat final.

(3.5) Remarque : lLes deux cas d'existence d'une décomposition forte de
Raoult rentrent dans le cadre d'application du théordme (3.3). C'ést
8vident avec la décomposition de lL.ebesgue lorsque (Zn)‘est Pn-uniformément
intégrable ; (par contre on n'a pas besoin alors de supposer (Qn) et (Pn)

non complétement séparables).

Dans le deuxidme cas (celui du théoréme (3.7)), posons Kn = {Zni yp(n)} ;
] .

alors si M, > M et en posant u' la loi de Zn*ﬁ.Kn _pour Pn on a,

d'aprés la démonstration du théoréme (3.1) u'n > u et E [u'n] +~FE[u]
- : - : - | .S

de sorte que (Zn 11Kn)n €N est Pn uniformément intégrable d'od le

résultat.

(3.6) Remarque : On peut préciser dans l'esprit du paragraphe 2, 1l'ensemble

EL des points limites des lois |1 des densités de lebesgue 2; (pour P)

de 6; relativement i P,, dans le cas d'une décomposition forte,ﬁé désignant
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comme précédemment l'ensemble des points limites des lois U des densités

Z, (pour P ) de Q, relativement 2 E

Commeon l'a vu, V’LL; est encore l'ensemble des points limites des lois de
Zn ﬂKn {(pour Pn) de sorte que My est 1'ensemble des lois U  définies
par p{lo,x1} = w{[o, E[u]lx]} pour € Mo .

4 - CONTIGUITFE ET ABSOLUE CONTINUITFE ASYMPTOTIQUE

Dans ce paragraphe nous supposons que les suites (Pn) et (On) gsont définies
sur le méme espace (9;¥), ol, jusqu'a la remarque (4.3) compris, § est
polonais, F &étant sa tribu borélierne. Nous &tudions d'abord la question
suivante : supposons que (P,) -f» P au sens de la convergence &troite des
probabilités sur {J, que peut-on dire de la suite (Oln) lorsqu'on a conti-

guité de (Q,) par rapport & (Pn)'

Dans la deuxidme partie du paragraphe (,7) est quelconque et on s'in-
téresse au cas o (Pn) 3P (au sens ot pour tout A eR, (Pn(A) - P(A)).

On termine par un résultat de convergence stable.

(4.1) Lemme :

S¢ (P ) est nelativement compacte (dans £'espace des probabilites

sut (Q, %)  mund de £a topologie de £a canvergence gaible des mesunes
et 44 Q) est contigue relativement a (Pn), (Qn) est nrelativement
compacte.

‘Démonstration : Pour que (Qn) soit relativement compacte, il suffit de

montrer que pour tout € >0, on peut trouver un compact ¥ de tel que
c . < . -

Q, [K"] < ¢ pour tout n. soit € , d'aprds la contiguité de (Qn)

relativement 3 (Pn)’ il existe q , n tel que, pour toet Fn € ?-f

our { <o =* 0 F < €
) n >n  , on ait Pn[Fn]__U ‘n[ n]-
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Comme (Pn) est relativement compact, il existe Y‘o compact avec Pn [Koc] <g;

d'aprés ce qui précéde, on a :

[
> G K <
pour n2n,  Q [X 1<

pour n = 1...n°-l, il existe Kl""’KnO—l avec
c
< = .enl_=
Qi[Ki]_a pour i = l...n -1
-1
De sorte que en posant K = ( \J Ki) v I-’.o on a pour tout n,

i=1
Qn [FE] <€, et le résultat annoncé.

(4.2) Théoréme :
On suppose que (Py) E P et que Q) est contigue a (®);
alons, toute probabllité Q point Limite de La sulite (Qn) est
absolument continue par rapport & P.

Démonstration : On note (| 1'ensemble des A € ? tels que P(8A) = Q(8A) =0,
(comme dans la démonstration de la proposition (2.3) C'L, est une algébre

[ S . .
et O(Q‘_) = 1 ; soit (an)k ey une suite extraite de (Qn) qui converge
vers Q, pour tout A € CL ,ona QA = lim, an(A) et

P(A) = 1.;‘Lmk Pnk(A) ainsi :

]
Q(A) = lim JA Zny 9Py * 1im, Qo (A0 {25 == 1] .

Soit €>0, il existe k, € M tel que k>k, implique an [an = o] < ¢

d'apréds la contiguité et il existe X tel que 4P
}

AN {2, > K ng £ €

d'apréds le lemme (2.1) ; ainsi pour k>k, on a la relation :

Qa) < KPg (A) +2¢ d'oidla limite :

(7 Q(a) < KP(A) +2c¢

(Notons que X dépend de & mais pas de A).
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Soit alors ‘€ 1la famille des &lé&ments A de ?? pour lesquels (7) est
vrale ; E? > Cl. et Yf est une classe monotone, d'oil %1 contient 3:

On prend maintenant A € 37 avec P(A) = 0, on déduit de (7) QA <2 ¢ ,
ol € est arbitraire, d'od le ré&sultat d'absolue continuité de Q par rapport

iPp,

(4.3) Remarque : Le résultat obtenu ici est beaucoup plus faible que le
corollaire (2-4) oli est obtenue une propriété d'absolue continuité des
points limites des lois des densités de Lebesgue ; soulignons en quelques

différences :

a) alors que P est l'unique point limite de la suite (Pn)’ Q n'est
y
pas nécessairement unique (ex : soit P une probabilité absolument continue

par rapport 3 une probabilité P, prenoms :

= % on a (Qn) q'(Pn) avec deux points

P = P! an = Ps Q2n+l

limites pour (Qn)')

£ f
b) soit (Pn) =P at (Qn) +Q, l'atsolue continuité Q << P n'implique

pas la contiguité de (Qn) relativement 3 (Pn) ; (ex : prenons Pn = 61-1/n

Qn = 61+1/n ,ona P=0Qa= 61 alors que pour tout n Pn_L Qn et

donc(Pn) et (Qn) sont compl&tement séparables.



Les résultats (4~1) et (4-2) de ce paragraphe sont connus

(4-1) figure par exemple dans Roussas [ 5] ; pour (4-2) la méthode
de démonstration est celle employde par Gihman Skorokhod ([ 6]
chap. 7 p. 444) pour obtenir une propri&té d'absolue continuité ;

je remercie G.K. Eagleson de m'avoir signalé cette référence.
On considire maintenant (R,¥F) quelconque.

(4~5%) Théorime :

On suppose que (P_) B p (pour tout A €F,p (&) » P )

et que (Qr? est contigue relativement & (Pn)’ alors on peut
thouver une sous-sulte (an) e et une probabllité qQ sun (2,7)
Zelles que (Q, ) B Q . ’

De plus Q est absolument continue par rapport & P.

Démonstration : La seconde assertion est &vidente lorsque l'om a
la premiére : en effet soit A €T tel que P(A) =0 ; on a P (a) ~0

et donc par contiguité Qn(A) + 0 donc QnP(A) + 0 ; d'od QA) = Q.

~
Montrons la premilre assertion ; soit P dé&fini sur (Q,F) par

N -n
P = Z 2 Pn ; pour tout n, Pn est absolument continuepar rapport
n>1

n, a,
i P, de sorte que en posant %n = P, on a (Pn) q (?n).

n Y
En effet, notons 2z = dP /dP et z = dP/dP (il est évident que

~ . :
l'on a P<<P). On a pour tout A € F:
n "
j z, d P =+ j zd P,
A A
donc d'aprés un résultat classique (zn) est une suite P-uniformément

intégrable et Pn[zn = »] = 0 de sorte que le critdre b) du lemme (2-1)
fournit la contiguité (Pn) 4 (%n).
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Par transitivité on trouve (Qn) q (%’ ). Soit %ln la densité de
Lebesgue de Qn par rapport 3 ¥ ; (%’n) est ?—uniformément intégrable ;
d'aprés le crit@re de compacité de Dunford-Pettis (voir par exemple
[9] chap. 1 théoré&me 25), on peut extraire de (E’n) une sous-suite
(%lnk) qui converge au sens de la topologie oLl (?), L” (’E\")), il
existe donc Z € L! ('1\") avec, pour tout A€ F

Y a a
J ndP-*J'ZdP.
fa Tk A

Comme (toujours d'aprds le b) du lemme (2-1)) an [Aﬁ{%’nk = =}] + 0
on a donc pour tout A e7F,

Q, () - Qa) = I zdP.
k A

D'aprés le théoréme de Vitali-Hahn-Saks, Q est une probabilité et la

~

démonstration est terminde.

Le théoré@me (4<4) va nous permettre de faire le lien entre contiguité
et convergence ''stable" (voir, pour cette notion introduite par Renyi,
par exemple [7] ).

Commengons par un critére &lémentaire de contiguité :

(4~5) Lemme :

Etant donng (Qn,ﬁl) espaces mesurables queleonques et (B ,Qp)
couple de probabillit® sur (2,,F,), (Qq)est contigue relativement
a (P,) 44 et seulement s4 pour toute suite (gp) de fonctions
bornges par 1, ol g est mesurable de (2, Fp) dans ®*,Rp.), on
a L'implication :

Palgy) =0 = Qn(gn) + 0.

Démonstration : Seule la partie nécessaire demande une démonstration.

Soit €>0 ; Pn(gn) > Pn (gn 1 {gn ) > € Pn { 8n>€]

>e}
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4 i >
done Pn(gn) + 0 implique Pn[ g, e] - 0.

Qn) 4 (P,) entraine Qn[gn>€] - 0.

Maintenant Q (g) = Qn(sn a {g <€}) +Q, (g, 1 {g >g})
n— n

< e+ (gl

d'od le résultat.

(4-6) Lemme :

pour chaque n €N on consdidere (Q,F) , (X.8) , (P ,Q)
couple de probabllitis sur (Qn’ﬁm)’ ’rn(wn,dxn) nrobab Lite

de transition de (Qn,};) dans (%n,:an) , on note R, (resp:'fin)
Les p&ogabiwéb Rn(dwn,dxn) = Pn(dwn) Tn(wn,dxn)

(resp : Rn(dwn'5 dxn) = Qn(du)n) Tn(mn,dxn))

deginies sur @ xE, E ®@); RX" (resp : B0  designent

Les manginales de Rn (resp : ’l\in) AUt (}n,%).

alons ous L'hypothése : Q) contigue relativement a (P )

on a a) (?in) contigue relativement & (Rn)
b) (ﬁ'n BEn) contigue relativement a (R:‘“ )
Démonstration : Elle est immédiate : puisque pour tout Bn G(Bn

(resp : An € :P‘n & (Bn) on a Rnxn(Bn) = Pn(Tn(.,Bn))

(resp : R (&) = Pn(L !

n

An(. ,xn) Tn(. ,dxn)) .

On obtient le résultat désiré en appliquant le lemme (4-5) 3
go() = T (.,B)) (resp : g () = ‘n.A_n(-,xn) Tn(.,dxq)).
: Ed

n
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Ot considdre maintenant (Pn’Qn)nEP’ définie sur un espace (R,F) et
(%(,8) un espace polonais muni de sa tribu borélienne.

Soit (Xn)nEN une suite de variables aléatoires de (f,F) dans (¥,B).

(4-7) Définition :

On dirna que (xn) converge de jagon astable poun (Pn) 54 pour tout
A €T, toute fonction £ continue boande de ¥ dans R La

sudite (EPn M, £EID gy convenge.

On sait montrern alors (voin [8]) qu'il existe une probabilité R
sun (QxETe® telle que :
Ep [‘nA £(x )1 - R('IlA ®f).

n
Cette notion de convengence est intemédiaire entre fa convergence
en Lod de (X,) et fa convergence en probabilité ; on dira que R
est La Limite sxable de (X)) pour ().
On peut tiren de [8] (théonime (2-8) et proposition (2-10), Le
resultat sulvant :

(4-8) Proposition :

Si F oot séparable, 54 (xn) convenge en LoL pour (Pn) et 44
m
P, * P, on peut extraire de (X)) une sous-suite (xnk) qui

converge. de gagon stable.pour (P“k) .

(4= 9) Lemme :

La proposition précidente tient sans hypothése de s&parablilitl
pour T.
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Démonstration :

- m
On considére P 1la probabilits ¥ = § 270 P_, comme P, > P, on

n
n>1
~ L2

N
a P<P, et onnote 7 = dB,/dF , % =dp, .y
Soit ‘¥' 1la sous-tribu de F engendrée par les deux suites (%’n),
n
(Xn) et par Z. W' est une tribu séparable. D'aprds la proposition

(4-8) précédente, il existe une sous-suite (Pn ) et une probabilité
R sur (Qxx,m) telle que pour toute f continue bornée de (%,3)
dans GR"',C%RO, et toute h bornée mesurable de (Q,%') dans GR+,®P+)

W :py (hEE ) > RO

R s'écrit R(dw,dx) = P(dw) T(w,dx) od @ + T(w,dx) est

W '-mesurable, de sorte que la convergence (i) s'écrit :

N2

") AT
(i1) P(n hf(xn)) > P(Z h T(.,f)).

On veut montrer que pour tout A € ’F, on a :

Pnk(ﬂA f(xnk)) > R(‘ﬂA@’ f).

~Posons h = E%[’ﬁAl'}t"] , on a :
P, £(x_)) = F@Z 4, £ - ¥Z on £ )
nk A nk nk A ( nk)) ( nk . nk

et d'aprés (ii) on a la convergence vers %’4(% h T(.,f)), or ce dernier

N oA
terme est P(Z 'IIA T(.,£)) = R(’IiA @ f) ; d'od le résultat.
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(4-10) Théoréme :

Soit (,F), et soit (%,8) un espace polonais muni de sa tribu
borélienne, (Pn,Qn) e sulte de couples de probabllitis sun (Q,7),
(xn) - sulte de variables aliatoines de (Q,F7) dans (£,3) ;
sous £'hypothise de contigudité de (Qn) nelativement a (Pn)

on a Le résultat sulvant :

S4 (xn) converge de fagon stable pour (Pn) , alorns on peut
extraine de (X)) uwne sous-suite (X, ) qui converge de 4agon
stable pounr (an) . De plus s0it R k(n@sp :?i)‘!.a Limite stable
de (x) pour (P) (nesp : de (xnk) poun (an) ), en notant

R(dw,dx) = P(dw) T(w,dx) (resp : £ (dw,dx) = Q(dw) Y(w,dx)

on a Q<<P,.

Démonstration :

On va montrer que les hypothé@ses de (4<8) et (4-9)sont satisfaites pour

une sous~suite de (Xn) pour les probabilités Qn'

Lim stable (Xn) = R implique)en prenant f = 1 dans la définition
(4-7) que pour tout A€ F on a Pn(A) + P(A). D'aprds le théoréme
(4-4), on peut trouver une sous-suite (Qn') de (Qn) et une probabilité

Q<<P sur (Q,F) telle que Q.+ (a) + Q(a) pour tout A€ ¥,

On prend maintenant A = Q, on a alors :

*
EP [f(Xn)] > RT(f).
n
. x
Ce qui signifie que (Xn) converge en loi vers R (pour Pn) ; de sorte
que d'aprés le lemme (4-1) appliqué aux deux suites : suite des lois
de Xn, pour Pn' et suite des lois de Xn. pour Qn" cette seconde
suite &tant contigue relativement i la premidre, il existe une sous-suite

(Xn") extraite de (Xn,) telle que (Xn,,) converge en lqi pour (Qn,.).



Appliquant (4-8) (4-9) 3 la suite (Xn,.) pour (Qn,.)

on obtient une sous-suite (X ) convergeant de fagon stable
0, 155

’

pour (Qn ).
k

Notons g la probabilité@ sur (<ETF8®) limite stable de (Xn ) pour
k

(@ ), avec X(dw, dx) = P (dw) T(w,dx).
K

n
Pour tout A € ¥ on obtient Qn (A) =+ P(A) ; comme d'aprds ce qui

k A
précéde on a : Qn (A) + Q(4) P = Q, et on a la propriété annoncée.

k
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