
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

JEAN MEMIN
Contiguïté et complète séparabilité Décompositions de Raoult ;
comportement asymptotique sous hypothèse de contiguïté
Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1982, fasci-
cule 1
« Séminaire de probabilités », , p. 1-27
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1982___1_A9_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1982, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1982___1_A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Séminaires de Probabilités 1982 

Université de Rennes i 

CONTIGUITE ET COMPLETE SEPARABILITE 

Décompositions de Raoult ; comportement 

asymptotique sous hypothèse de c o n t i g u i t ë 

Jean MEMIN. 

1 - INTRODUCTION : 

S o i t » /jy r i g 2î u n e s u * t e d 'espaces mesurables ; pour chaque n, on 

cons idère un couple ( P n , Q n ) de p r o b a b i l i t é s d é f i n i e s sur ( ^ , , 3 ^ ) . 

(1-1) D é f i n i t i o n : On dit que (o^) zht contiguo. ¡izlativwznt à (p J 

( ( Q n ) < l P n ) ¿¿ pou/i toutz ¿u¿tz ( ^ J ^ auec A n € on a 

V Ájnpticoution : 

(1) PntAj,] + 0 Q n [ A n ] - 0. 

(1-2) D é f i n i t i o n : On dit que ( P n ) zt (Q n ) 4>ont complltmznt ¿ZpaAabizA 

*l on pzut tAouuzn. unz àusitz ftn)nÈlî ^ e c ^ .6 '%L, tzltz que l'on 

(Lit : 

M ^ 1 e t l im i n £ n Q n [ A j - 0. 

(1-3) D é f i n i t i o n : On dit que (P^J zt (Q n ) t>ont <uymptot¿qtxwznt ttngu-

Lilute t><i on pzut txouuzK ( A ^ J ^ ^ a v e c A n . € Tv tzllz que : 

(3) P n [ A n ] - 1 e t c ^ u g - 0 . 

La c o n t i g u i t ë i n t r o d u i t e par Le Cam [3] g é n é r a l i s e l a not ion d 'absolue 

. con t i nu i t é ; a i n s i s i on pose ( & n , l £ ) » (Œ/SO, P a » P e t Q n « Q a l o r s 

( Q n ) <| ( P n . ) es t équ iva len t à Q absolument continue par rapport à P 

( Q « P ) . La s é p a r a b i l i t é complète e t l a s i n g u l a r i t é asymptotique généra­

l i s e n t l a not ion de s i n g u l a r i t é de deux mesures ; a i n s i dans l ' exemple 

précédent , ( P ^ ) e t ( Q n ) sont complètement separables ( ( P n ) A ( Q n ) ) s i et 

seulement s i P e t Q sont é t rangères (P J_ Q) . 
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On aura une i l l u s t r a t i o n du rapport en t re c o n t i g u ï t é e t absolue 

con t i nu i t é ( resp : complète s é p a r a b i l i t ê e t s i n g u l a r i t é ) dans l e s 

paragraphes 2 e t 4 . Dans l e paragraphe 2 nous é tudierons l e compor­

tement asymptotique des l o i s des dens i tés de Lebesgue de r e l a t i v e ­

ment à P N ; i l s ' a g i t de r é s u l t a t s r e l a t ivement c l a s s i q u e s , l o r squ 'on 

s ' i n t é r e s s e uniquement à l a c o n t i g u ï t é , v o i r par exemple [ 2 ] . 

Dans l e paragraphe 4 nous nous in téressons au rapport en t re l e compor­

tement de l a su i t e ( P N ) e t de l a su i t e ( C ^ ) lorsque ( Q ^ ) es t cont igue 

r e l a t ivemen t à 

( 1 - 4 ) D é f i n i t i o n : On appzííz dZcompotÁXion ¿cúblz [KZàp : ionXz) dz 

Raoult dz (Q J xztcutLvmznt à ( P n J , unz décomposition роил chaquz 
n dz лоил ¿a £отг : 

v é r i f i a n t l e s p r o p r i é t é s a ) e t b ) ( resp : a ) e t b ' ) ) 

suivantes : 

a ) (TJ ) es t cont igue re la t ivement à ( P ) 
n n 

b) ( resp : b ' ) ) : ( Q ) e t ( P ) sont complètement separables 
n n 

( resp : asymptotiquement s i n g u l i è r e s ) . 

Raoult a é tud ié dans [ 4 ] l e problème de l ' e x i s t e n c e d'une décomposit ion 

f o r t e lo rsqu 'au l i e u de p r o b a b i l i t é s on cons idère une s u i t e de couples 

de mesures <r - f i n i e s ; i l o b t i e n t une cond i t ion nécessa i r e e t s u f f i s a n t e 

f a i san t usage d ' o u t i l s t o p o l o g i q u e s , mais ne se prêtant pas fac i lement 

à des v é r i f i c a t i o n s . T o u t e f o i s , i l montre que dans l e cadre abordé i c i 

( ( P ^ Q ^ ^ Q J s u i t e de couples de p r o b a b i l i t é s ) , i l e x i s t e une décompo­

s i t i o n f o r t e de Raoult de (Q^) r e l a t ivement à ( Р Д ) lorsque l a s u i t e des 

l o i s pour ( P ) des dens i t és de Lebesgue de Q r e l a t ivement à P converge , 
n n n 

Nous nous proposons de montrer dans l e paragraphe 3 par une méthode d i r e c t e 

e t simple l e r é s u l t a t de Raoul t , d 'en déduire l ' e x i s t e n c e d'une décompo­

s i t i o n f a i b l e dans tous l e s cas , e t de donner un c r i t è r e de dêcomposabi l i t ê 

f o r t e . 
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2 - POINTS LIMITES DES DENSITES DE LEBESGUE, CRITERES DE CONTIGUÏTE 

ET DE COMPLETE SEPARABILITE. 

Pour chaque n, on note Z^ l a dens i t é de Lebesgue de re la t ivement 

à P n : autrement d i t Z n es t une v a r i a b l e a l é a t o i r e d é f i n i e sur ( П д , ^ ) 

P n - i n t é g . r a b l e , à va l eu r s dans QR* ,

f^g+) t e l l e que pour tout A € 

on a i t : 

( 5 ) : 0 [A] - f Z d P • Q [A П {z » • } ] . 
«, П П П П ' A 

La r e l a t i o n ( 5 ) permet donc d ' é c r i r e : a Q f + (1 - a n ) Q^4 

où Q f

n e s t absolument continue par rapport à P n e t où Q^1 e s t 

é t rangère à P n ; cependant en généra l une t e l l e décomposit ion (de 

Lebesgue) n ' e s t pas une décomposit ion de Raoult car s i ( Q " n ) et ( P n ) 

sont aymptotiquement é t r angè res , i l n ' y a aucune ra ison pour que 

( Q ' n ) s o i t cont igue à ( P n ) . 

Mentionnons pour commencer deux c r i t è r e s de c o n t i g u i t ê et de complète 

s é p a r a b i l i t ê . 

( 2 - 1 ) Lemme ( [ 1 ] , [2] ) 

Les p r o p r i é t é s suivantes sont équ iva len tes : 

a) ( Q n ) <u>£ contiguz Kztcutbjwzwt à ( p n ) 

b) (z n ) tàt ?n-uyU&omèm<iyit 1п££дкаЫг zt Q n [ Z n

a 0 0 ] ^ 0 
c) ( Z n ) - гь£ Q n-£endue [ркорк1г£г quui 4a ftiadiuX ici рал : 

l i m K t o o ( l i m s u p n V z n > K l > " °-> 

( 2 - 2 ) Lemme ( [1] ) 

I l y a équiva lence en t re l e s a sse r t ions suivantes : 

a) ( p n ) zt ( Q n ) *ont zomplltojnzYVt лгралаЫгб 
b) povJv tout К >0 l im sup^ Q n [Z n >K] * 1 
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La p r o p r i é t é c ) du lemme 2 - 1 permet d 'expr imer l a c o n t i g u i t é d'une 

autre manière : 

La su i t e des l o i s de Z n pour Q n es t un ensemble de p r o b a b i l i t é s sur 

l ' ensemble compact OR , » c e t t e s u i t e es t donc re l a t ivement compacte ; 

l a p r o p r i é t é c ) exprime que l e s poin ts l i m i t e s de toute sous-sui te 

e x t r a i t e sont des p r o b a b i l i t é s sur G R ^ R ^ * ) . 

On notera ( resp l ' ensemble des p r o b a b i l i t é s sur 0R*,Bjp>) po in t s 

l i m i t e s de sous-sui tes e x t r a i t e s de l a su i t e (y ) ( resp : (v ) ) où 
n n 

U ( resp : v ) es t l a l o i de Z pour P ( resp : Q ) . 
n n n n n 

De l ' i n é g a l i t é EL^ [ Z n ] £ 1 , on déduit immédiatement que l a su i t e ( Z n ) 

es t P n - tendue e t donc que ne con t i en t que des l o i s de p r o b a b i l i t é 

sur OR"*", B R + ) . 

L'examen des ensembles vM: e t "1* va nous permettre d ' o b t e n i r des c r i t è r e s 

simples de c o n t i g u i t é , de s é p a r a b i l i t ë complète ou de s i n g u l a r i t é asym-

p to t i que . S i l a méthode est n o u v e l l e , l e s c r i t è r e s eux-mêmes ne sont 

pas e s sen t i e l l emen t o r ig inaux e t peuvent ê t r e dédui ts de r é s u l t a t s proches 

que l ' o n peut t rouver par exemple pour l a c o n t i g u i t é dans [ 2 ] e t pour l a 

s i n g u l a r i t é asymptotique dans [4] . 

( 2 - 3 ) P r o p o s i t i o n : 

/) Etant donnzz unepKobdbUÂXz v 4u/i (3R > v € ^ 

àzulzmznt il zxÂbtz y G M> avec pouA tout A € 

( 6 ) V ( A ) » x d U ( x ) + v [A 
' A 

Z) Etant donnez une pKobabÂJUXz u OR U e v v b z t 

AZuZwznt t>l IL zx<utz v^Xi toi quz Iz couplz ( v , u ) viilfcz ( 6 ) 

3) La cowiZApondancz ztabtiz znXxz & zt^Xpan ( 6 ) zt>t unz bijzction. 

Démonstration : 

1 ) S o i t d 'abord v une p r o b a b i l i t é sur QR ,Bj£+) , v appartenant à 'Tu; 

i l e x i s t e une s u i t e ( v ) convergeant en l o i v e r s v comme l a s u i t e 

( y n ^ ) est r e l a t ivement compacte pour l a t o p o l o g i e a s soc iée à l a 

convergence des l o i s de p r o b a b i l i t é s sur 0R + »Bjg+), on peut e x t r a i r e 
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de l a s u i t e ( l^n^ u n e sous-sui te qui converge ve r s une p r o b a b i l i t é 

y sur 0R + , Bjp+) ; pour ne pas compliquer l a no t a t i on , on notera 

encore ( y n , ) c e t t e sous-su i te , 
k 

Pour tout F e Bĵ + on a l a décomposit ion de Lebesgue : 

V n ( F ) - x d U n ( x ) + V n [F n { * } ] . 
te J p k k 

On veut donc montrer que l ' o n a encore c e t t e r e l a t i o n à l a l i m i t e . 

On note Cl l ' ensemble des A 6 Bg-+ t e l s que ] i (6A) * v ( 6 A ) * 0, 

où ÔA es t l a f r o n t i è r e de A ; i l es t f a c i l e de v o i r que & forme 

une a l g è b r e e t que l a t r ibu engendrée par a es t B=r. . 

S o i t ( a ^ ) une su i t e de nombres r é e l s p o s i t i f s convergeant ve r s 

l ' i n f i n i e t t e l s que pour tout p € u : y { a p } * v { a p } * 0. 

S o i t A S CL, A H [ 0 , a p ] e(X et An[ap,+o°] € Cl 

On a donc : v n k { A . ^ 0 , a p ] ] v[AH [ o , a p ] ] 

Un k [A n t 0 , a p ] ] - y [AH [ 0 , a p ] ] 

» (• 

et de mime x d u n / x ) •*• x dy ( x ) 
J A r\ [o , a p ]

 k Un[ 0 , a p ] 

f 

on a donc V [A ] » x d y ( x ) + V [A n [ a p , + ° ° ] ] 
J A H [ 0 , a p ] 

comme lorsque p + 0 0 x d y ( x ) x d y ( x ) e t que 
J A n [ 0 * a p ]

 J A 

v [ A H [ a p , + o ° ] ] + v [ A H{oo}] f o n e n déduit que pour tout A € C L 

on a l a r e l a t i o n cherchée ( 6 ) . 

Maintenant l a f a m i l l e des éléments de Bĵ + qui v é r i f i e ( 6 ) es t 

une c l a s s e monotone. E l l e contientCL> e l l e con t ien t donc l a t r ibu 

engendrée par CL qui est Bĵ + d'où l e r é s u l t a t . 

Réciproquement s o i t v une p r o b a b i l i t é sur QR+, R ^ + ) , et y un 

élément d e t e l s que l ' o n a i t l a r e l a t i o n ( 6 ) pour l e couple ( v , y ) . 



- 6 -

On peut t rouver une su i t e ( U n ^ ) convergeant ve r s y ; l a s u i t e 

( v n ^ ) est r e l a t ivement compacte dans l ' ensemble compact des 

l o i s de p r o b a b i l i t é s sur QR + ,Bj£+), de so r t e qu'en extrayant une 

sous-su i te que l ' o n note encore ( v n ) , i l e x i s t e v f 6 /Tl avec 

( v ) v 1 (-*pour convergence en l o i ) . 

On peut appl iquer ce qui précède à v ' e t à y . On a pour tout 

A € Bg+ : v ' ( A ) * x d y ( x ) + V f [AH{oo} ] 

on en déduit v » v ' e t l e r é s u l t a t f i n a l de 1 ) . 

Remarquons que l a correspondance v - • y cons idérée d é f i n i t y comme 

l ' un ique élément de Mjtel que l ' o n a i t ( 6 ) . 

En e f f e t s o i t y ' un autre élément d e ^ t e l que ( v , y ' ) v é r i f i e ( 6 ) : 

On a x d y ' ( x ) » x d y ( x ) pour tout A € e t par 
J A J A 

conséquent y == y ' . 

2) S o i t y GMJ9 e t ( y n ) une su i t e e x t r a i t e de ( y n ) convergeant 
k 

ve r s y* On peut e x t r a i r e de ( v n ) une sous-sui te qui converge 

v e r s un élément v GR\L ; d 'après ce qui précède ( v , y ) v é r i f i e 

( 6 ) e t on a l e r é s u l t a t voulu . 

Réciproquement s o i t y une p r o b a b i l i t é sur 0 R + , B R + ) t e l l e q u ' i l 

e x i s t e v € 7L avec ( v , y ) v é r i f i a n t ( 6 ) ; en appliquant l e 1) 

de l a p r o p o s i t i o n on peut t rouver y ' € >M; t e l que ( v , y ' ) 

v é r i f i e ( 6 ) d'où y » y ' , e t y € . 

3 ) On a déjà montré que v + y avec ( v , y ) v é r i f i a n t (6) . d é f i n i t y 

de façon unique parmi l e s éléments de Mo. Le r é s u l t a t réc iproque 

a aussi é t é vu dans l a démonstration du 1 ) , à y on s a i t a s soc i e r 

V €S7L de façon unique avec ( v , y ) v é r i f i a n t ( 6 ) , d 'où l e r é s u l t a t 

f i n a l . 
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(2-4) C o r o l l a i r e : ( V o i r [2] pour des énonces p r o c h e s ) . 

Les énonces suivants sont équ iva l en t s . 

(a) (Q n ) гь£ contiguz izlcuUvwznt à ( P n ) 

(b) роил tout y &Mson a E[y] » 1 

(c) touX v eîi zàt une pxobabltUi 4ал Û R * , ^ ) 

(d) Vapplication y + v dé^/t ie рал v ( A ) » xdu роил 

A € applique, bijzctivmznt ÎL. 

Démonstration : En e f f e t (a) e t (c) sont équ iva len t s d 'après l e 

lenune ( 2 - 1 ) , (c) e t [d] sont équ iva len t s e t (,c) e t (b) sont équ iva len t s 

d 'après l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 3 ) . 

(2-5) C o r o l l a i r e ' 

Les énoncés suivants sont équ iva len t s : 

(a) (Q n ) z£ ( P n ) 4ог£ complltmzmX *>1ралаЫол> 

avec E [y] » 0 

(c) Il (ixiàtz v e % avec v [ { ° ° } ] * i . 

Démonstration : D'après l a p ropos i t i on (2-3) : (b) ( c ) . 

(b) (a) : s o i t y t e l que E [y] » 0 ; on a a l o r s y я 6Q où 6 

est l a mesure de Dirac en 0 ; considérons une sous-sui te ( y n ) c o n v e r -

géant v e r s y; pour tout p £ Ц on a : 

У п [ о . ь у ' * « о to , i / p ] 
le 

On peut donc t rouver une sous sous-eu i te ( n k ( p ) ) p e ; N c ro i s san t v e r s + 0 0 

t e l l e que 

Ce qui s i g n i f i e Р П к t z n k 1 ^ 1 1 - V 

pour n k e [ n k ( p ) , n k ( p + U t on pose А П к - { Z n k < V p } 

pour n Ф- n^ on p ° s e A n я ^n" 
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On a a l o r s P [ a ] * 1, mais Q f l k ^ k 1 * L_ . b . Z n k d P n k 1 % 

pour n k 6 [ n k ( p ) , n k ( p + 1 ) [ 

quand к * » n k - • n l c ( p ) ^ °° e C p " °° d e s ° r t e 4 u e 

Q „ k [ A ^ ] - 0. D'où l a complète s é p a r a b i l i t ë . 

(a ) » ( c ) : d ' après l e lemme ( 2 - 2 ) °n a l a p r o p r i é t é : 

pour tout К = 11* l im sup n 0^ t z n - K ì " 1 '* d o n c o n P e u t t rouver pour 

chaque К ny t e l que : 

n K + + • avec l i m K Q n R [Znk - K ] * 1 * 

Ce qui s ' é c r i t encore l i m K V n R fc,+<»] " ! • 

On peut e x t r a i r e de l a su i t e ( \ W ? u n e s o u S " s u i t e (no tée encore (v ) ) 

qui converge v e r s un élément v «= • 

[ K , » ] e s t un fermé de Ж+ e t donc pour tout K Q f i x é , on a : 

v [ K o , + « î > l im Sup K v n K [ K o , + 0 ° ] a 1 

pour tout K q on a donc v t R o , * " ] - 1» d'où v [ { « } ] =• 1. 

( 2 - 6 ) C o r o l l a i r e : 

Les énoncés suivants sont équ iva len t s : 

(a) ( P n ) zt ( Q n ) boni cuymptotiquzmznt 6£nguLL$.Kz* 

(b) роил tout y s Д on a E[u] - 0 

(c) £a 4aóte ( y ^ converge чш> 6 0 £a pnobahiUXt dz VAACLC zn 0. 

Démonstration : 

(c) • (b) de façon t r i v i a l e ; maintenant (b) * (c) : en e f f e t s o i t 

У SJM^ E [y] » 0 es t équ iva len t à y » 6 0 , donc J^b ne con t i en t qu'un 

seul élément d 'où l a p r o p r i é t é ( c ) . 
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( c ) ( a ) ; pour l e v o i r i l s u f f i t de reprendre l a démonstration de 

l a p a r t i e (fa) — (a) du c o r o l l a i r e ( 2 - 5 ) en remplaçant l a sous-su i te 

(Un^) P a r l a s u i t e (v^), e t en posant : 

A n * * z n 1 V P ° u r n € [ n ( p ) , n ( p + l ) [ . 

[a] •* (fa); on va montrer, ce qui es t équ iva len t que Tu ne con t ien t 

que l ' é l é m e n t v avec v { { ° ° } ] * 1 ; s o i t en e f f e t v € \ 9 v e s t 

l i m i t e d'une s u i t e C ^ ) ^ ; d 'après l ' hypo thèse ( Q n k ) e t ( P n f c ) 

sont complètement sëparables e t donc en procédant comme l a p a r t i e 

(a) ^ ( c ) de l a démonstration du c o r o l l a i r e ( 2 - 5 ) on en déduit que 

v [ { < » } ] * 1 d 'où l e r é s u l t a t . 

3 - THEOREMES DE DECOMPOSITION : 

Remarque p r é l i m i n a i r e : Compte-tenu du lemme ( 2 - 1 ) , l a décomposit ion 

dé Lebesgue Q n » a n Q ' n + ( l - a n ) Q " n de ( Q n ) r e la t ivement à ( P n ) 

f o u r n i t une décomposit ion f o r t e de Raoult lorsque l a su i t e (Zn) es t 

P n -uniformément i n t é g r a b l e ; en e f f e t on a 

Q ' n ( A ) " l è j J Z n d P n lorsque 
A 

E [ Z n ] ï 0 e t Q ' n * P n sinon ; 

En posant Z ^ » - j S j on a Q f

n [ z n a °°] * 0. 

De so r t e que l ' o n a (Q^) < ( P n ) . 

( 3 - 1 ) Théorème ( [4] ) 

Soaà V kypotkl^z dz la convzfigzncz zn loi dz la Auuùtz (1%) VZIA 

y , ( Q n ) admzt unz dzzompo&itLon fasutz dz Raoult xztativqjnznt à ( P n ) • 

Démonstration : On a évidemment l e r é s u l t a t s i ( Q n ) es t cont igue 

re la t ivement à ( P n ) , ou s i ( P n ) e t ( Q n ) sont asymptotiquement s i n g u l i è r e s ; 

on supposera donc que l ' o n est dans aucun de ces cas et par conséquent 

d 'après l e s c o r o l l a i r e s ( 2 - 4 ) et ( 2 - 6 ) , on a : 

0 < E[y] < 1. 
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On peut t rouver une su i t e ( Y p ) ^ ^ de nombres r é e l s p o s i t i f s 

possédant l e s p r o p r i é t é s : a ) ( Y p ) + + 0 0 (quand p + °°) 

b) y [ { Y p } ] » 0. 

f Y P f YP 
Comme ( y ) y on a pour chaque p : d y ^ ( x ) + x d y ( x ) . 

J.0 J 0 

f YP 
Ensui te , comme 11m . x d y ( x ) « E [y] * et, on peut e x t r a i r e 

p t Jo 

de l a s u i t e ( y n ) une sous-su i te ( P n ( p ) ) p ^ i t e l l e que : 

, f Y P 

n j> n ( p ) ~ | x d y n ( x ) - a| < V • 
J 0 * 

Considérons l a s u i t e ( U n ) n Q î

 d e s mesures suivantes sur 0Pv + , R ] R + ) 

y =» y_ en r e s t r i c t i o n à l ' i n t e r v a l l e [ 0 , Y J lorsque n € [ n , ^ ,n , , x l n n y ( p ) » (p+1) 

On o b t i e n t fac i lement l e s p r o p r i é t é s : 

(*) I |y - y I I 0 (d i s t ance en v a r i a t i o n des mesures) 
n n 

( C e t t e p r o p r i é t é découlant directement du f a i t que l a su i t e 

( y n ) es t t endue) . 

(**) (H ) y (conséquence de ( * ) ) 

. ( * * « ) ( x d y n ( x ) ) •+ x d y ( x ) » a. 
J 0 J 0 

Comme à n £ IT correspond un i n t e r v a l l e [ n ( p ) , n ( p + l ) [ on 

notera Y _ , v l e Y D correspondant. 
p ( n ) * 

On remarque que y est l ' i m a g e par Z de l a mesure P r e s t r e i n t e 
n n n 

à {Z < Y . . • } . 
n — p ( n ) 
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On pose pour A S Q n . 

Q n ( A ) » Q n [ A | z n < Y p ( n ) ] 

f - - X±Vn)> 
"$n(A) s ' é c r i t Z d P où Z„ » — 

j A n n n Q„ [ z n l Y p ( n ) l 

quand l e second membre de c e t t e é g a l i t é a un sens, ce qui est l e 

cas pour n assez grand, puisque 
»00 fOO 

Q [Z« < Y / J " x d y ( x ) e t que d 'après ( * * * ) x du ( x ) n n — p ( n ) J 0 n ^ J 0 n 

converge v e r s a > 0. Lorsque Q N [Z^ £ Y

p ( n ^ * 0, on pose Z^ * 1. 

Hour tout n es t une p r o b a b i l i t é absolument continue par rapport 

à P^, de dens i t é de Radon-Nikodym d C^/d p

n * 

On va montrer que l a su i t e des l o i s de Z (sous P ) converge v e r s 

n n 

une p r o b a b i l i t é y et que E [y] » 1, ce qui d 'après l e c o r o l l a i r e 

( 2 - 4 ) , donnera l a c o n t i g u ï t é de (Q ) r e l a t ivement à (P ) . 
n n 

Notons a * Q [Z < Y , J , e t prenons n t e l que a > 0. 
n n n — p (n ) n n 

P n [ I n ± x ] a P n № { Z <Y , . } Z n ± a n x l 

n~ p(n ; 

- P n [ V W + P n t 2 n — a n X ^ Y p ( n ) ] 

• " t ^ W 1 * + ^ n no , a n x]} 

S o i t x t e l que y { a x } * 0 on a : 

V t [Y / ~* 0 d 'après l a p r o p r i é t é de tension de (y ) 
n p ( n ) . . n 

"y { [ 0 , a x] } + y { [ 0 , a x ] } d 'après ( * * ) e t ( * * * ) . 
n n 

A i n s i l a su i t e des l o i s de Z^ (pour P ) converge ve r s y avec 

y ( [ o , x ] } = y { [ o , o x ] } ; i l es t c l a i r e que E [y] =* 1, d'où l e r é su l t a t 

annoncé de c o n t i g u ï t é pour (o t n ) . 
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On d é f i n i t a l o r s pour tout n, Q r par : 

Q- - a Q 
0 * quand a ^ 1. 
^ 1 - a n 

n 

(On remarque que < 1 dès que n es t assez grand) 

e t Q * Q quand a 9 1. 

Lorsque ot ^ 1, on v é r i f i e que Q es t une p r o b a b i l i t é , 
n n 

(1 - a n ) Q N ( A ) « { Z n * { z } d P a • Q n [ A O { Z N - } ] . 
JA n p ( n ) 

La dens i t é de Lebesgue de par rapport à P^ es t avec : 

Z » 2 -Il r „ ^ v , s i a ¿ 1 
n l - a n IZ >Y , x } n 

n n p ( n ) 

» Z s i a - 1. 
n n 

enf in ( Q ) e t ( P Q ) sont asymptotiquement s i n g u l i è r e s car 

P „ > Y ] + 0 a l o r s que (3 [Z > Y , \ ] » i dès que a . i* 1. 
n n p(n), n n p (n ; n 

( 3 - 2 ) Théorème : 

POLLA toutz suitz ( P n , Q n ) dz coi±ploj> dz pKobabiJLijtzt> 4uA ( Q ^ ^ ) , 

(Q ) admzt au molnA unz décomposition faaiblz dz Raoult izlativz-

mznt a (P ) . 
n 

Démonstration : Supposons que l ' o n ne s o i t pas dans l e cas où (Q^) es t 

cont igue à (P ) , ou dans l e c a s . ( Q n ) e t ( P ^ ) complètement separab les , 

a l o r s on peut t rouver U €i/^7 avec 0 < E < 1 d 'après l e s c o r o l l a i r e s 

( 2 - 4 ) e t ( 2 - 5 ) . Considérons une sous-su i te (u ) qui converge ve r s y ; 
k 

on peut appl iquer l e théorème ( 3 - 1 ) à l a s u i t e (P ,Q )haK* 
n k n k ^ 

On a donc : Q * a Q + (1 - a ) Q où (ÏÏ ) es t cont igue r e l a -
n k n k n k n k n k n k 

t ivement à (P ) e t où (Q ) et (P ) sont asymptotiquement s i n g u l i è r e s . 
n k n k n v 
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«в» Л 

Posons pour n ^ n , Q » P , a « 0 e t donc Q - Q , 1 - a • 1 ; 
le n n n n n / n / 

donc (Q ) cont igue re la t ivement à P (avec ^{s contenant l e s deux mesures 

У e t 6 , ) puis (Q ) e t (P ) sont complètement separables , puisque (Q ) 
I n n П|с 

et (P ) l e sont d 'où l e r é s u l t a t • 
n k 

Pans ce qui s u i t , on va supposer que (P ) e t (Q^) ne sont pas complètement 

separables e t sous c e t t e hypothèse donner un c r i t è r e de dêcomposabi l i té f o r t e . 

( 3 . 3 ) Théorème : 

On ¿uppo¿z quz (P ) et (Q ) nz 6ont рал zomplltmzYit ¿ZpaAablz* zt quz 

4 ил ( n̂>3 n̂) zxJLbtz unz pAobab¿L¿tí ztAangzAz i P^ . 

PouA quz (Q ) admzttz unz dzzompo¿¿t¿on ^oKtz dz Moult Azlativwznt 

à (P ) i l Áaat zt ¿l ¿uÁÁ¿t qu'¿¿ zxÁAtz pouA tout n к e 
n w « * > n n 

avec ¿z& dzux pAopKiztzb : 

U ) P n [ K l - 1 
n n 

( ¿ t ) ( Z n ntj^) ел£ ?^-un¿úoAjnémznt ¿ntígAablz. 

Pour l a démonstration de ce r é s u l t a t , on a besoin du lemme. 

( 3 . 4 ) Lemme : 

S¿ (p ) zt (Q ) ne-¿ont pao complztmznt tipanablzà, ¿i ex¿óte a > 0 
n n 

avec £a pAopnÂAtz : 

Роил toute ¿tute (K„) où к € ^ et p [ к ] 1 on a 
n n n n n 

l im in f E [ Z 4 L ] > a 
n pn n V -

Démonstration : Reprenant l e s no ta t ions du paragraphe 2 , on va d'abord 

montrer q u e f i l e x i s t e a > 0 , avec l t m ^ ^ i n f s [ w l ^ a • S i ce n f e s t 

pas l e cas , on peut t rouver une su i t e ( d 'é léments de 
p ^ Ъ-. 
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avec E [ y ^ ] 0 ; comme \Mj e s t compact, on peut e x t r a i r e une sous-

s u i t e ( y ^ k ) ^ q U ¿ converge v e r s y élément de Ms 

On a : l i a E [ U ( p ) ] > 11m inf, E [ y P k ] > E [ y°°] 
p — k — 

00 

Ceci implique E [ y ] * 0 ; d 'après l e c o r o l l a i r e ( 2 . 5 ) (Q ) e t (P ) seraien-
n n 

a l o r s complètement separables d'où l a c o n t r a d i c t i o n . Montrons maintenant l e 

lemme ; en notant toujours y l a l o i de 2 pour P , puis y' - l a l o i de Zr tL , 

pour y ' n , on a | | y n - y'J| < 2 P n [ K ^ 0 ] de so r t e que | | y n - y ' n | | -*0 

quand n + °°; es t aussi l ' ensemble des poin ts l i m i t e s des su i t e s 

e x t r a i t e s de ( y ' ) . 

Supposons que l im i n f n Ep [ < a 

on peut a l o r s t rouver une s u i t e ( y ' n ) e x t r a i t e de ( y ^ ) t e l l e que 

E Í Vif

 n k ] ^ a < a , avec y ' n k + y E iAG 

mais l im inf^ E T M ' ^ ] ^ E f u i 2^ ot d 'après ce qui précède , d'où l a 

c o n t r a d i c t i o n e t l e r é s u l t a t annoncé. 

Démonstration du théorème ( 3 . 3 ) : 

A) cond i t ion su f f i s an t e : 

D 'après l e lemme précédent , i l e x i s t e a > 0 e t n 0 t e l que pour n >̂  n Q 

E Q [ Z H t / ] > a . Posons a l o r s : 
Pn n — 

L z 4Lv dP f Z 4L* 
q ( F ) a l * * / * * - Z dP avec Z » ° f / 

E P n [ Z n J p n n n E f n [ Z n ^ K n ] 

D'après l ' hypo thèse e t l e lemme ( 3 . 4 ) ( Z ^ ) e t P^-unifornement i n t e g r a b l e , 

e t "Q [ Z 0, on a donc d 'après l e lemme Q..I) (Q ) <* (P ) . 
n n n n 
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Posons a l o r s 5 [ . ] - 0 [ . | K 0 ] lorsque Q [ K ° ] j4 0 
Il n n n n 

» ? [ • ] lorsque Q [ K C ] » 0 
n n II 

en posant a » E [Z„ ] , on a Q ( K ° | » (1 - a ) 
n *n n n n n 

e t Q ( . ) « a Q ( . ) + (1 - a ) Q ( . ) 
n n n n n 

enf in on a Q n ^ K

n ^ * 0 d 'où l e r é su l t a t de décomposi t ion. 

B) cond i t ion nécessa i r e : (on s ' i n s p i r e de [ 4 ] ) 

S o i t C) • a 0 + (1 - a ) Q une décomposit ion f o r t e de (Q ) . 
n n n n n 2n 

On note (K ,K c ) l a décomposit ion de Hahn de SI pour l a mesure Q - P . 
n n n n n 

Considérons A € * f t e l -que P [ A ] 1 e t Q (A ) -*0 
n n n n n n 

( P n - Q _ ) ( A n ) - l 
n n n 

de so r t e que pour n assez grand A C K . 
n n 

On a donc P [ K ] + 1 e t P [ K C ] 0. 
n n 1 n L n J 

S o i t maintenant B • € avec P [ B ] + 0 
n J n n L nJ 

P [B n K ] > 0 (B n K ) 
n 1 n nJ • — TI n n 

e t donc Q ( B H K ) + 0. 
n n n 

Comme Q [ B O R ] 0 , on en déduit 
n n n * 

Q r t [ B n H K ] + 0. 
n , n n 

On pose Q 1 [ . ] - Q [ . I K ] s i Q [ K ] ^ 0 
n n n n 

= P„ [ . ] s i Q [ K ] - 0 
n n 
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Q n [ • ] * Ç n [ • I K n ° 1 s i Q [ K n ° ] * 0 

- P N [ . ] s i Q [ K C ] « 0 

On a a l o r s l a décomposit ion f o r t e 

Q [ . ] - a OÍ t . ] + (1 - a ) Q 2 [ . ] 
n n n n n 

avec a * Q [ K ] e t 1 - a • Q [ K c ] ; en e f f e t , comme 
n n n n 

Q n [ ] j> E p [ Z n 4.K ] on a en u t i l i s a n t l e lemme ( 3 . 4 ) (Q^) <\ (p ) , 

2 n 

d ' au t r e par t (Q ) es t asymptotiquement s i n g u l i è r e à (P ) car P [ K ] + 1 
2 n n n n 

e t Q [ K ] * 0. 
n n 

D'après l e lemme ( 2 . 1 ) ( Z * ) es t P -uniformément i n t e g r a b l e avec 
n n 

1 Z n 4 K n 
2 3 — ~ — - ( d e n s i t é de Lebesgue de Q par rapport à P ) 

n Q l K. J n n 
n n 

comme Z 4 L < Z 1 . (Z 4 1 * ) es t aussi P -uniformément i n t e g r a b l e , 
n iN.n — n 7 n u n 

d'où l e r é s u l t a t f i n a l . 

( 3 . 5 ) Remarque : Les deux cas d ' e x i s t e n c e d'une décomposit ion f o r t e de 

Raoult ren t ren t dans l e cadre d ' a p p l i c a t i o n du théorème ( 3 . 3 ) . C ' e s t 

év iden t avec l a décomposit ion de Lebesgue lorsque ( Z n ) es t P^-uniformément 

i n t e g r a b l e ; (par cont re on n ' a pas besoin a l o r s de supposer (Q ) e t (P ) 
n n 

non complètement s e p a r a b l e s ) . 

Dans l e deuxième cas ( c e l u i du théorème ( 3 . 7 ) ) , posons K * {Z < y , x } ; 
n n— p ( n ) 

a l o r s s i M 11 e t en posant y' l a l o i de Z 41 v pour P on a, 
n n n K-n r n ' 

d ' après l a démonstration du théorème ( 3 . 1 ) y'^ y e t E [ y f ] E [ y ] 

de s o r t e que (Z 41 y ) ¿- es t P -uniformément i n t e g r a b l e d'où l e 
n n *-n'n € Il n * 

r é s u l t a t . 

( 3 . 6 ) Remarque : On peut p r é c i s e r dans l ' e s p r i t du paragraphe 2 , l ' ensemble 

rfdn des po in t s l i m i t e s des l o i s u des dens i t és de Lebesgue Z (pour P ) w n n 
de r e l a t ivement à P n , dans l e cas d'une décomposit ion f o r t e , désignant 
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comme précédemment l ' ensemble des points l i m i t e s des l o i s U des dens i tés 

Z n (pour P n ) de Q n r e l a t ivement à F . 

Comme on l ' a vu, vÀb e s t encore l ' ensemble des po in t s l i m i t e s des l o i s de 

Z n ^ K n (pour P ) de so r t e que vy'H? es t l ' ensemble des l o i s U d é f i n i e s 

par y { [ 0 , x ] } * U.{[0 , E [ y ] x ] } pour y € 

4 - CONTIGUÏTE ET ABSOLUE CONTINUITE ASYKPTOTIQUE 

Dans ce paragraphe nous supposons que l e s su i t e s ( P ^ ) e t (0 ) sont d é f i n i e s 

sur l e même espace ( f i , ^ ) , où, jusqu'il l a remarque ( 4 . 3 ) compris, Si est 

p o l o n a i s , T* é tant sa t r ibu b o r é l i e r n e . Nous étudions d 'abord l a quest ion 

suivante : supposons que ( P n ) P au sens de l a convergence é t r o i t e des 

p r o b a b i l i t é s sur que peut-on d i r e de l a su i t e (t> f l) l o r squ 'on a c o n t i ­

nui té de ( Q n ) par rapport à (P- ) . 

Dans l a deuxième p a r t i e du paragraphe (îî,Tr) es t quelconque e t on s ' i n ­

t é r e s se au cas ov (P' n ) ^ P (au sens où pour tout Â ^ ï , (P (A> P ( A ) ) . 

On termine par un r é s u l t a t de convergence s t a b l e . 

( 4 . 1 ) Lemme : 

S<i (P ) zòt izicutLvzmznt zompacXz [donò VZApacz dzò pKobahîZU&o 

òa/i ( Î2/X) muni dz la £opolog<Lz dz Za canv&igzncz £cUblz dzà .nzàuAZò 

zt ò<i (Q ) zàt coYitLguz KzJbxZlvojnzYvt à (P ) , (Q ) zòt izlaCivQjmznt 
n n n 

compacte. 

Démonstration : Pour que (Q ) s o i t r e la t ivement compacte, i l s u f f i t de 

montrer que pour tout £ > 0 , on peut t rouver un compact K de t e l que 

Q n [ K C ] £ e pour tout n. s o i t e , d 'après l a c o n t i g u ï t é de (Q ) 

r e l a t ivement à (P ) , i l e x i s t e a , n Q t e l que, pour tout F^ € 'Jf 

pour n > n , on a i t P [ F ] < a' 3 * Q [ F ] < £ . 
— o n n — n n 
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Comme (P ) es t r e l a t ivement compact, i l e x i s t e K compact avec P f K ° 1 < e : 
n o n o J — ' 

d ' après ce qui p récède , on a : 

pour n > n Q [ K ] < £ 
— o n o — 

pour n « l . . . n - 1 , i l e x i s t e K . , . . . , K , avec 
* o 1* • n 0 - l 

Qi t K i ° 1 1 £ P o u r 1 a 1 • • - V " 1 

V 1 

De s o r t e que en posant K » ( vJ K . ) U K on a pour tout n, 
i - 1 1 ° 

Q n [ K ] <̂ £ , e t l e r é s u l t a t annoncé. 

( 4 . 2 ) Théorème : 

On 4appose quz ( P a ) £ P et que (Q ) z*t contiguz BL (p ) ; 
n n 

aZotu>, toutz pKobabttltZ Q pculnt tànitz dz la AuÀtz (Q ) z&t 
n 

abAolumznt continuz pan. lœppoKt à p . 

Démonstration : On note CL l ' ensemble des A € p t e l s que P (6A) =» Q(6A) * 0 , 

(comme dans l a démonstration de l a p ropos i t i on ( 2 . 3 ) C L es t une a l g è b r e 

e t a(Qj • 1? ; s o i t ( Q n ^ ) ^ g » u n e s u i t e e x t r a i t e de (Q ) qui converge 

ve r s Q, pour tout A € CL , on a Q(A) « l im^ Q n k ( A ) e t 

P ( A ) » l im P n ( A ) a i n s i : 

Q(A) - l i m k J Z n k d P n k + l i m y Q n k [ A O { z n k - - } ] . 

S o i t £ > 0 , i l e x i s t e k Q € 1! t e l que k>^k 0 implique Q n k [ Z n k * « ] <̂  € 

d 'après l a c o n t i g u ï t é et i l e x i s t e X t e l que 
J A O { Z î 1 1 > K } d P * k i £ 

n k 

d 'après l e lemme ( 2 . 1 ) ; a i n s i pour k ^ k 0 on a l a r e l a t i o n : 

Q(A) < K P n k ( A ) + 2 e d ' o ù a l a l i m i t e : 

( 7 ) Q(A) £ K P ( A ) + 2 £ 

(Notons que K dépend de £ mais pas de A ) , 



- 19 -

S o i t a l o r s ^ l a f a m i l l e des éléments À de ^ pour l e sque l s ( 7 ) es t 

v r a i e ; Ç 2 CL e t ^ es t une c l a s se monotone, d f où ^ con t ien t ¥ 

On prend maintenant A € ^ avec P ( A ) * 0, on déduit de ( 7 ) Q(A) <2 e , 

où £ es t a r b i t r a i r e , d f où l e r é s u l t a t d 'absolue con t inu i t é de Q par rapport 

à P . 

( ^ • 3 ) Remarque : Le r é s u l t a t obtenu i c i es t beaucoup plus f a i b l e que l e 

c o r o l l a i r e ( 2 - 4 ) où es t obtenue une p r o p r i é t é d 'absolue con t inu i t é des 

po in t s l i m i t e s des l o i s des dens i t é s de Lebesgue ; soulignons en quelques 

d i f f é r e n c e s : 

a ) a l o r s que P es t l ' un ique poin t l i m i t e de l a s u i t e (P ) , Q n ' e s t 
%

 n 

pas nécessairement unique (ex : s o i t P une p r o b a b i l i t é absolument continue 

par rapport à une p r o b a b i l i t é P, prenons : 

P n * P, Q« » P, CL ^ , * ^ on a (Q ) <T (P ) avec deux po in t s 
n ^¿n 2n+l n n 

l i m i t e s pour ( Q n ) « ) 

b) s o i t (P ) ^ P e t (Q^) + l ' a b s o l u e con t inu i t é Q << P n ' impl ique 

pas l a c o n t i g u i t é de (Q ) re la t ivement à (P ) ; (ex : prenons P * 6. , , 
n n n i - i / n 

Q * 5. . , , on a P • Q 3 8 6. a l o r s que pour tout n P I Q e t x n 1+1/n * 1 n r n j_ ̂ n 

donc(P ) e t (Q ) sont complètement separables , 
n n 
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Les r é s u l t a t s ( 4 - 1 ) e t ( 4 - 2 ) de ce paragraphe sont connus 

( 4 - 1 ) f i g u r e par exemple dans Roussas [ 5] ; pour ( 4 - 2 ) l a méthode 

de démonstration es t c e l l e employée par Gihman Skorokhod ( [ 6] 

chap. 7 p . 444) pour ob ten i r une p r o p r i é t é d 'absolue con t i nu i t é ; 

j e remerc ie G.K. Eâgleson de m 'avo i r s i gna l é c e t t e r é f é r e n c e . 

On cons idère maintenant (iî,10 quelconque. 

( 4 - 4 / Théorème : 

On áuppoAZ quz ( P ) * P (poaA tout A € (A)- + ?(A) ) 

QX que. (Q^) zst contLguz leZcuUvmznt à. ( P Q ) , aZoKà on pzut 

tsiouvzn. une 4ooó-4ct¿te (Q ) zt unz pKobabUÂXz Q *UA (oiz\ 

tzUz* quz (Q ) | Q . • 
k 

Vz pluA Q z&t absolument conttnuz peut K&ppoKt à P. 

Démonstration : La seconde a s se r t ion est év iden te lorsque l ' o n a 

l a première : en e f f e t s o i t A S Y t e l que P ( A ) * 0 ; on a P ( A ) + 0 
n 

e t donc par c o n t i g u ï t é Q N(A) + 0 donc Q N (A) 0 ; d'où Q(A) * 0. 

Montrons l a première a s se r t i on ; s o i t P d é f i n i sur (£2,10 par 

r» —Il 

P 3 8 ¿ 2 P ; pour tout nJ P es t absolument continuepar rapport 
n>l 

à P, de so r t e que en posant % » ]?, on a (P ) « ( ? ) . 

n n n 

En e f f e t , notons ZR » d? n /dP et z » dP/dP ( i l es t év iden t que 

l ' o n a P « P ) . On a pour tout A € F î 

z d £ + z d P, 
J A n J A 
donc d 'après un r é s u l t a t c l a s s ique ( z ) es t une s u i t e ^-uniformément 

n 
i n t e g r a b l e e t P J * « ] - 0 de s o r t e que l e c r i t è r e b) du lemme ( 2 - 1 ) 
fou rn i t l a c o n t i g u ï t é (P ) < ( ^ ) . 

n n 
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Par t r a n s i t i v i t é on t rouve (Q ) < ! ( ? ) . So i t 2f l a dens i t é de 
n n n 

Lebesgue de Q n par rapport à P ; ( Z ^ ) es t P-uniformêment i n t e g r a b l e ; 

d 'après l e c r i t è r e de compacité de Dunford-Pet t i s ( v o i r par exemple 

[9] chap. 1 théorème 25), on peut e x t r a i r e de (2?̂ ) une sous-sui te 

( Z n ) qui converge au sens de l a t o p o l o g i e ( T d * 1 ( ? ) , 1 L ° ° ( ? ) ) , i l 

e x i s t e donc Z S I 1 ( P ) avec , pour tout A € T 
t r 

о* л, a, 
Z n d P Z d P . 

i a a k JA 

Comme ( toujours d 'après l e b) du lemme (2-1)) Q n [ AH{zf • *}] 0 
к к 

on a donc pour tout A € 7 : 

Q n (A) - Q(A) - í Z d ? . 
к JA 

D'après l e théorème de Vi ta l i -Hahn-Saks , Q es t une p r o b a b i l i t é e t l a 

démonstration es t terminée. 

Le théorème (4-4 ) va nous permet t re de f a i r e l e l i e n en t re c o n t i g u ï t é 

et convergence " s t a b l e " ( v o i r , pour c e t t e not ion i n t r o d u i t e par Renyi , 

par exemple [ 7] ) . 

Commençons par un c r i t è r e é lémenta i re de c o n t i g u ï t é : 

( 4 - 5 ) Lemme : 

Etant donni (Я 9У) Zòpaczò телилаЫсд quelconque et (? ,Qn) 

couple de. probabilità бил (£^,1^), (Qn)£o¿ contigue, relativement 

£ ( P n ) 4-c e¿ seulement òi роил toute ¿uite (gn) de fonction* 

Ьошееб рал i , où g n tòt телилаЬ1е de (ЯдЛ^) <&л* С ^ + , В ^ + ) , on 

а Vimplication : 

Démonstration : Seule l a p a r t i e nécessa i r e demande une démonstration. 

S o i t e > 0 ; P n ( g n ) > P n ( g n * { g n > £ } ) > e P n { g n > e ] 
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donc P n ( g n ) ~* 0 implique p

n t 8 n

> £ l "* 0. 

0 n ) <l ( P R ) en t ra îne Q n I g n > e l * 0. 

Maintenant Q n ( g n ) - ^ „ ^ { g ̂ ^ V ^ n ^ î g > e } } 

d'où l e r é s u l t a t . 

( 4 - 6 ) Lemme : 

pou* chaque, n € IÏ on con<Uctè*e (fi ,T) , (3É ,3 ) , (P ,Q ) 
n II II n * n II 

couple de pMbabiSLLW* ÒUA (ß T n(o ) n , d x n ) pKobabltitl 
dz tKayu^tion dz (fi , 7 ) d ^ C96 ¿8 ) , on no-te R (resp:R ) 

n , J n n ^ n n r n 
ZZÒ piobab-itttzo R (dcu ,dx ) * P (du> ) T (u> ,dx ) 

^ n n n n n n II II 

( resp : R n ( d V d x n ) - Q n (dco n ) T n « - n , d x n ) ) 

MilniZA 4>uA ( f i n x ï n , ]T < s ; 3 n ) ; R N

 n ( resp : R N

N ) dUlgnzrvt 

Zzò maAQ4.YiaJLz6 dz R q ( resp : R R) 4u* 

aJLou 40OÓ Vkypothlbz : (Q ) contiguz KztcutivmzYVt à (p^) 

OKi a : a) (R ) contigue sizlcutivejnznt à (R ) 
n n 

fa)(R ̂ n ) contenue *e£attuernen£ à ( R ^ ) 
n n 

Démonstration : E l l e es t immédiate : puisque pour tout € (B 

( resp : A ß ) on a R ^ C B ) - P ( T ( . , B n ) ) 
n n n n n n n n 

( resp : R n ( V - P n ( [ * A ( . , x n > T n < . , d x n ) ) . 

*n n 

On o b t i e n t l e r é s u l t a t d é s i r é en appliquant l e lenirne ( 4 - 5 ) à 

g n ( 0 - T

n ( - . V ( r e s p : s n ( , ) * I J - . X n ) ^(..dxn)). 
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On cons idère maintenant (P .Q ) d é f i n i e sur un espace e t 
n n та 

un espace po lona i s muni de sa t r ibu b o r ê l i e n n e . 

S o i t ( X ^ ^ g j une su i t e de v a r i a b l e s a l é a t o i r e s de (Œ/F) dans ( ï , 3 3 ) . 

( 4 - 7 ) D é f i n i t i o n : 

On dira quz ( X n ) converge dz façon stablz роил (P ) si роил tout 
A € У, toutz fonction f continuz bornez dz "X dans 1R+ la 
suÀXz ( E p B L A £ ( х п ) 1 ) ^ сот/елде. 

On salt топХлол aZors [\JOIK [ 8 ] ) qu'il zxlstz unz probabilité P. 
SUA (Дх*,7ев) £e££e <*ue : 

Ep [-U A f ( X n ) ] - R(-U A * f ) . 
n 

Czttz notion dz convzrgzncz zst InZznmédlalrz zntrz la convzrgzncz 

zn loi dz ( X n ) zt la convzrgzncz zn probabilité ; on dira quz R 

zst la IbuXz stablz dz ( x n ) роил (p ) . 

On pzmt tlrzr dz [8] [tkéorémz (2-Я) e£ proposition (2-10) , £e 

résultat suivant : 

( 4 - 3 ) P r o p o s i t i o n : 

S>c 3* ea£ 4ералаЬ£е, (x ) convzrgz zn loi pour (p ) et 4^ 
m 

P n P , on peot zxXralrz dz- ( Х Д ) une SQUÂ-SUÀXZ ( x n ) quvc 

converge de ^açon stablz*pour (P ) , 
к 

( 4 - 9 ) Lemme ; 

La proposition précédzntz tlznt sans kypothész dz séparablllté 
роил У.. 

file:///joIk
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Démonstration : 

On cons idère ^ l a p r o b a b i l i t é £ » Y 2~ n P , comme P„ ™ P, on 
*• n" n 

a P « P , e t on note * dPQ /dP , £ » 

S o i t O 5 ' ^ a sous- t r ibu de 7 engendrée par l e s deux su i t e s 
% _ t

 n 

( X n ) e t par Z. es t une t r ibu separab le . D'après l a p r o p o s i t i o n 

(4-8) p récédente , i l e x i s t e une sous-sui te (P ) e t une p r o b a b i l i t é 

R sur ( Q x ^ î S S ) t e l l e que pour tou te f continue bornée de ( £ , & ) 

dans 0 R 4 " , ( ^ R + ) , e t toute h bornée mesurable de ( f i , 4 ?*) dans ( R * , ^ * ) 

( i ) :. P n (h f ( X ) ) + R(h#f ) 

n k n k 

R s ' é c r i t R(doû,dx) * P(doo) T ( í D , d x ) où Q) + T ( ü ) , d x ) es t 

' -mesurable , de so r t e que l a convergence ( i ) s ' é c r i t : 

( i i ) : P(Z h f ( Z ) ) - P ( Z h T ( . , f ) ) . 
k k 

On veut montrer que pour tout A £ 7, on a : 

P n (H f ( X n ) ) - R f l l , ® f ) . 
k k A 

Posons h * E£ [ " ï l A 10» *3 , on a : 

? n (<û. f ( X ) ) » £ (Z 4L f ( X ) ) = ? ( Z h f ( X n ) ) 
k n k n k A n k n k . n k 

e t d 'après ( i i ) on a l a convergence v e r s P(Z h T ( . , f ) ) > o r c e de rn ie r 

terme es t P (Z <L T ( . , f ) ) - R(4l ® f ) ; d 'où l e r é s u l t a t . 
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(4-1Q) Théorème : 

Soit zt òoit (ï,&) un zòpacz polonais mimi dz 4a tAÀbu 

boiitlznnz, ( p

n ) Q n ) n a î Auitz dz couplzò dz probabilità ÒUA (Q97), 

(X ) tuitz dz vcuUablz* alzato ln.zò dz donò (*,2>) ; 

40OÓ Vkypotk&z dz corvtigultZ dz (Q ) Azlatlvwznt à (p ) 
n. n 

on a Iz A&ultat suivant : 

SI (X ) converge dz façon òtablz pouA (P ) , alou on pzut 

zxtAalAZ dz (X ) unz Aouò-òuÀtz (X^ ) qui zon\JZAgz dz façon 

òtablz pouA ( Q n ) . Dz pluò òolt R k ( * e ó p :R) la làrutz òtablz 
k 

dz (X ) pouA (p ) [K<up : de (x ) pouA (o ) ) , en notant 
n n n k n k 

R(d(jj,dx) » P(do)) T(a) ,dx) ( resp : R (da),dx) » Q(dcu) ^( to ,dx) 

on a Q « P . 

Démonstration : 

On va montrer que l e s hypothèses de (4*8) e t (4-9)sont s a t i s f a i t e s pour 

une sous-su i te de ( X ^ ) pour l e s p r o b a b i l i t é s Q^. 

Lim s t ab l e ( X ^ ) » R impl ique ; en prenant f » 1 dans l a d é f i n i t i o n 

( 4 - 7 ) que pour tout A € y on a p

n ( A ) + P ( A ) . D'après l e théorème 

( 4 - 4 ) , on peut t rouver une sous-sui te ( Q n ? ) de (Q^) e t une p r o b a b i l i t é 

Q « P sur ( Q , T ) t e l l e que Q̂ t (A) Q(A) pour tout A e Y. 

On prend maintenant A * $2, on a a l o r s : 

E [ f ( X n ) ] - R * ( f ) . 

Ce qui s i g n i f i e que (X ) converge en l o i v e r s R (pour P ) ; de sor te 
n n 

que d 'après l e lemme ( 4 - 1 ) appliqué aux deux su i tes : su i t e des l o i s 

de X , pour P , e t su i t e des l o i s de X , pour Q f , c e t t e seconde 
n n n n 

su i t e étant cont igue re la t ivement à l a première , i l e x i s t e une sous-sui te 

( X n M ) e x t r a i t e de ( X n ? ) t e l l e que ( X n , ? ) converge en l o i pour (Q „ ) . 
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Appliquant (4-8) (4 -9 ) à l a s u i t e ( X n ? f ) pour (Q f f ) 

on o b t i e n t une sous-sui te (X^ convergeant de façon s t ab l e 
k 

pour (Q ) . 
n k 

Notons R l a p r o b a b i l i t é sur (Qx£,7&î>) l i m i t e s t a b l e de (X ) pour 
n k 

(Q ) , avec R(du), dx) * P (dcu) T ( o ) , d x ) -
n k 

Pour tout A € If? on o b t i e n t Q ( A ) P ( A ) ; comme d 'après ce qui 
n k * 

précède on a : ^ Q(A) P * Q, e t on a l a p r o p r i é t é annoncée. 
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