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REPARTITION D'ETAT
D'UN OPERATEUR DE SCHRaEDINGER ALEATOIRE

DISTRIBUTION EMPIRIQUE DES VALEURS PROPRES
D'UNE MATRICE DE JACOBI -

Emile LE PAGE

I - INTRODUCTION

Soit (Xn) une sutte de variables aléatoires indépendantes et de

n€lZ
méme loi yu 3 support compact définie sur un espace probabilisé (gz;ﬁ{, P).

Considérons l'opérateur aux différences aldatoires défini sur

22(2) = {u = (w) € c%/ 7 lun2| <+ w}
n€z

(H(w) u)n i SRR S + xn(m) u n € 2.

L'opérateur H(w) est auto-adjoint. Notons ES la résolution de l'identité
de H(w).

D'autre part, pour tout entier L>0, soit LH(w) 1l'opérateur défini sur
22(2) par la restruction de la matrice de H(w) 3 [-~L,L] c'est-d-dire

pa la matrice de Jacobi :

- ¢0)
X, L
-l “.
. X
JL(w) = ~L+1 i
(0) N ‘



Notons alors Nl(‘w) la fonction de répartition de la distribution
L
empirique des valeurs propres (Ai(w))_LiiiL de la matrice JL(@)
L
(w) 1 »
N (t) = Z 1 1
L 2L+1 jaep, [AJ(@)<e]

On peut alors émoncer en notant ((-31()1’.ez la base Economique de 22(2) ’

2
v = (vn)nezeﬂ (Z) 1le

et <u,v> = ) u v ol EQZ(Z) et

o€z n u= (un)nEZ

théoréme (1-1)

1) TZ existe un ensemble Q, E‘f Zel que P(R,) = 1 et tel que pour tout
REQ  onait: |

lim sup N(w)(t) -N(e)| =0
L tER L

od N(t) =E < Et 80,8 >, AL continue.

7) Le spectre de presque towt opératewr H(w) est gal au support de La
probabllits de fonction de répantition N(t) = E < E. eoseq >
et ce suppornt est [ -2,2] + suppront de u.

La fonction de répartition N(t) figurant dans 1'énoncé précédent est
appelée répartition d'état de l'opérateur E. A
Les résultats figurant dans le théoréme (l-1) sont contenus dans [ 15]
et [7].

L]

Soit J un intervalle compact de R tel que [ -2,2] + supportu C J .
Considérons la suite de processus Y (t) = Y 2L+l [NL(t)—N(t)] 1>0,
t€R. Pour tout L>1, t & Jma ¥, (t) = 0. |
L'objet du présent travail est de préciser la convergence figurant au 1)
du théoréme (l1-~1), en &tudiant la suite de processus YL(t) I>1 t&2J

3 valeurs dans 1l'espace @(J) des fonctions de J dans R continues &



droite et possédant une limite 3 gauche, muni de la topologie de
skorokhod [2] %

Cette étude est mende au paragraphe l, sous l'hypothdse supplémentaire
que H admette une densité continue : on &tablit la convergence en loi

de la suite de processus (YL) vers un proc¢essus gaussien Y, presque

L>1
sirement 2 trajectoire continue. Notons que le résultat obtenu est
analogue au théoréme classique concernant la distribution empirique de
variables aléatoires réelles inddpendantes, qui correspond & 1l'étude de

la distribution empirique d'une matrice diagonale.

La méthode utilisée pour &tablir le résultat précédent nécessite 1l'dtude
de certains produits de matrices aléatoires indépendantes 2 X2 de déter-
minant un dépendant d'un paramétre, et de chalnes de Markov définies

3 partir de ces produits. "les techniques mises en place 3 cette occasion

nous permettront de prouver la formule de Thouless [ 6] au paragraphe 2.

L'étude de la suite de processus (Y été abordée dams [15].

)10 2

Paragraphe 2 - DISTRIBUTION EMPIRIQUE DES VALEURS PROPRES D'UME MATRICE
de Jacobi :

2-1  Avec les notations définies au paragraphe 1, et en appelant de

plus Sy le support de M nous pouvons &noncer le :

Théordme (2-1) : S{ W admet une densdité continue p & support compact :

La suite de processus () converge an Loé dansD(3) vers un processus

gaudsdien centné Y.

1.>0

De plus 44 ty<ty <.. <t €1 =2, 2[ + 5,
La matrice de covariance de (Y(tp),¥(t2),...,Y(ty))  est positive non
dégénénie.

Enfin powr tout y <% ona’ ps lim b~ sup lY(e)-1(s)| = 0
h+0 It -s| <h
t,s€7J

et en particulien Y est presque sirement & thajectoinres continues.



2-2) Démonstration du théoréme (2-1)

Il est clair que 1'étude des distributions empiriques des valeurs propres

des matrices JL(w) L>1 est équivalente 3 1'8tude des distributions

empiriques des matrices

/ xo(w) -1 (0)
Yw) = {’ -1 Xl(w)\ \_‘-1 , L>0
L+l \ (0 Tt Tx W/

\ :

Nous nous placerons désormais dans ce cadre, les notations adoptées
précédemment &tant modifiées de fagon convenable par 1l'adjonction

d'un tilde.

Soit pL+l(t) le polynome caractéristique de }L+1

on a la relation :

Pre (®) = (X =t) p () = p;_,(0) L>0

avec p_l(t) =0 po(t) = ]

c'est~3-dire que pour tout L>O :

{ Prer (8 - t t  ___ .t 1
i 8, 211 & (0}
\ pp (®)
X, ~t -1
ou g; = k O<k<L.
' 1 0

Les valeurs propres de 3;+l sont les zéros de pL+1(t)' De plus

nous pouvons &noncer la proposition suivante dont la justification

figure dans [1].



Proposition (2-1)

al pL+1(t) possede (L+l) zB8ros ndels deux & deux distincts c°<cl<..s t

b] Le nombre de changements de signes de La suite {p (®) P (E) 5. -’PL+1(t)}

est &gal & 0 44 t<te  , T4l 8L £ <t<t 0<t<L,. et a (L+l) 44

+1

> .
ttL

v

Si 1l'on note PGRZ) 1'espace projectif deiRZ,

I = FeP®)  x = (cos 8,sin @) - % e< 0}

et X 1'image dans PGRZ) du vecteur x_ = (1,0). On en déduit le :

corollaire (2-1)

1] ¥t €R

L
N .l t t t —~— 1
N, - 537 kzo (e 8y 8% | ST

Z) Dans Le cas ol La Lol de u est diffuse, on a de plus :

o L
1 t t -
5 \ - — .
¥t ER ps N, (€) ) kzo II(gk.... g8,-%,)

ol goX désigne l'action de la matrice g de SL(2,R) sur 1l'é&lément ¥
de P®R?).

L'assertion 2 du corollaire (2-1) est une conséquence immédiate de la
proposition (2-1), et l'assertion 2 résulte du fait que si la loi de
U est diffuse, on a pour tout k€N et pour tout t €R P(pk(t)=0) =0

Remarquons que les &noncés précédents sont analogues au théoréme d'oscilla-

tion de Sturm dans la théorie des &quations différentielles du second ordre.

Le corollaire 1 permet de ramener 1l'étude du comportement asymptotique de

"
N; (£),L>1 & celui d'une fonctionnelle additive des &tats d'une chaine de

Markov.



Nous allons scinder la preuve du théoréme (2-1) en deux parties :

1<t2<. . .<tk

le comportement en loi de la suite de vecteurs al&atoires

&‘n(cl), Q‘n(cz),...,?n(:k)), o an(c) = /ol [?fn(c) - N(t)]

I) On commence par &tudier pour un nombre fini de réels t

n>l, t€R.

II) On établit la relative compacité@ faible des lois de la suite de

A
processus Y (t) t€J, n2l, 3 valeurs dans D (3) muni de 1a

métrique de Skorokhod [2].

2~2~1) PREMIERE PARTIE :

On étudie pour €y <ty <<ty le comportement en loi de la suite de
vecteurs aléatoires ("Yn(tl), ?fn(tz), ceey Q‘n(tk)) qui en raison du

corollaire (2-1) est le méme que celui du vecteur aléatoire.

n €1 %4 1
Py . LR . - +1 N t
(9 1, (gJ 85 1 g, - Xo) (n+l) N(ty1) )
3=0 /a1 1<i<k

- : NEL \
Pour cela considérons la chaine de Markov (xa.-) j20, @ valeurs dans

Xk = [P(JRZ)]k de probabilité de transition définie de la fagon suivante :

. k - k
= = E
sit (tl’tZ""tk) R et x (xl’XZ""xk) b

- ! t2 T
‘ P.E f(x) = Jf(g1 (w).xl, g (w).:.:z,...,g1 (w).xk) dP (w)

- ff(g.E) du,_(g)

ol M. désigne la loi du vecteur alé@atoire (gtl(w),gt (w),...,gt (w)) €[ SL.(2 ,R)]
2 k

et f une fonction borélienne bornée sur xk

k



Nous noterons P _ . x € ¥, (resp. P, ¢ 0@ Vv  est une probabilité sur ¥)
‘=

? -

la loi sur XN des trajectoires de (3(3':- j >0) issuesde x (resp. de loi
de départ Vv ).

Soit € (Xk) 1l'espace de Banach des fonctions continues sur Xk muni de 1la

norme de la convergence uniforme sur Z° [£] = sup e £
xEX”

X
Pt: opére sur ‘g(xk) et posséde les propridtéds suivantes :

Proposition - (2-2) S4 u  admet une densité, L'opérateun P est
quasd compact sur € (xk) et L'on a : -

¥a>1  w¥£eBxH

n - n
’E’£ £ \)E(f) + Qt(f)
ol Ve est L'unique probabilite 1=*t invariante pontée par xk et Q,

est un opérateur de rayon spectral sinictement inférieun & 1 et tel que

v£Q£=O

Démponstration de la proposition (2-2)

Commengons par é&noncer des résulsats utiles pour cette preuve :

a)
Proposition (2-3) S4 u admet une densitéd, (L existe un entien noz_l

el que fa probabilité u.° obtenue en convolant n_ foid wu

dans Le groupe [ SL(2 R) K posside une densité dans [SL(2,R)] k
qui sera justifiée i la fin du paragraphe (2-2-1).

b)
Proposition (2-4) S{ u  charge au moins 2 points ; M, admet
une unique probabilité inmvardiante v Sut xk et L'on a

vieC @ sup |

[P™ £(x) = v.(E)] = 0
X EX° t L



Démonstration de la proposition (2-4)

Pour 1<j<k notomns M.~ la loi de la matrice aléatoire
t |
j'(m) € SL(2, R). S1i M charge au moins deux points, le sous-groupe

fermé H de SL(2, R) engendre par le support de U, est non compact

3

et ne contient pas de sous-groupe d'indice fini ayant une action irréductible

sur R? [13] . Munissons R? de la structure euclidienne définie par la norme

o X

Hx”” (x% + x )1/2 oi x = le} , et définissons la distance d sur PC.’RZ)
2

par

d(x,y) = |sin_ 9(;,}'”
ol {}\:‘,’}\; sont deux vecteurs de ]RZ de norme !, d'image x,y 'dans
POR-%), et 9('}\5,;’) est l'angle de ces deux vecteurs.
On a alors : [9]

¥ 1<j<k 1lim sup I d(g.x,g.y) u: (dg) = 0
0 x,y € PC!RZ) b

k. .
Par conséquent si maintenant d, est la distance sur ¥ dé&finie:par

k

- = . oy e ek
4, (x,7) 121 d.(xi,yi) o x (xl’x2""’xk’ )4

= (77ps.eax) € XS
il en résulte que

lim §_ = 1im sup J' d, (g.%,g.y) u-(dg) = 0
o n n X,S’- e xk k t

Pour toute fonction f Lipschitzienne sur ."k et toute suite (;n)n>

de‘Xk on a : ¥ n,m>1
n+m - n -
!PE f(x ) - P£ £(x )| <2 8y,



11 en résulte que pour toute fonction f Lpschitzienne, la suite de

fonctions (P:f)n>l, converge uniformément vers une constante L(f)

sur xk. Par densit8&, le résultat reste vrai pour toute fonction £
deg(xk). Clairement la fonctionnelle f = I.(f) de (Xk) dans R
définit l'unique probabilité P_ invariante portée par x* ; d'ol

la proposition (2-4).

c)

¥ est un espace homogéne compact de [SL(Z,]R)]k ; comme u:o admet une

densité dans [SL(ZJR)]k, il en résulte que l'opérateur on est un

< k P ;
opérateur compact sur (X ) [17] ; par comséquent, P, est une contraction,

quasi-compacte sur'%Z(Xk). Les seules valeurs spectrales de Pt de -

module 1 sont alors des poles simples. Le ré&sultat de la proposition (2-4)
montre que 1 est la seule valeur spectrale de module 1. Les autres valeurs
spectrales de Pt ayant toutes un module - majoré par un nombre stricte-
ment inférieur 3 1, on en dé&duit la proposition (2-2).

La chalne de Markov définie par Pt satisfait donc 3 la condition de
Doeblin.

Adoptons maintenant les notations : pour A= (X))

1)1<1<k
K k
' - ' s = '
MM« € A,AT> E_l AoMy
et pour x € Xk, X = (xl,...,xk) FI(§)= (lI(xl),II(xz),..,II(xk))

et considérons alors l'opérateur on (A) dé&fini par

PN @ - Je“*’FI(S")’f(gm?(dg) o £e€CEy, Aerk
v £

-

on opére surb (Xk) car p™° a une densité dans [SL(2 JR)]k.



- 10 -

no «
Par ailleurs Pt (X) est un opérateur qui est obtenu par perturbation

analytique de 1l'opérateur on(o) = P:O. S1 1l'on désigne par r(L) le

rayon spectral d'un opérateur L sur‘?(xk), on peut alors en tenant
compte de la proposition (2-2) et des résultats de la théorie des per-
turbations analytiques d'opérateurs [3],[10] conclure que : il existe
un voiéinage V de o dans‘Rk tel que :

veeCxdy waev ¥ p>l

no P . W N p
()[R 1T = B ) N WOE + GO0t

ol tt(k) est l'unique valeur propre de plus grand module de

no
on(l) et vérifie ltt(x)|> 31£§9__l

a,
Nt(k) est la projection sur le sous—-espace propre de dimension 1

N
correspondant i kt(l)

o
8t(>\) est un opérateur deﬁ(Xk) de rayon spectral r('(\ft(k);‘iﬁi’.ég_)

vérifiant b’t(x) Sft(x) = 0.

"\ N A,
De plus les applications A > kt(x), A > NC(K), A Qt(l) sont analytiques.

La décomposition précédente va nous permettre de justifier la

Proposition (2-5)

Sous Les hypothdses du théondme (2-1) pour toul x= (xl,xz,..,xk) € xk

on a

: 1 n t. tj tj
oes im0 ] 1(e) g prpey k) = (Y (D) =W(e)
" pel ik 7 agisk agisk

1 1 3
= (=7 75 k] D
ng 1 Bkj T 1<i<k



- 1] -

, B £yt t,
2) Le vecteur aliatoire (= | 1,(s,° 8 o1 glJ xj) -1 N(cj))
/n p=l P F 1<i<k
k

convenge en Lo vers une Lod de Gauds Y, centrle pontée par R

et de matrice de covaniance [ = (9, )
’ 37141, 54k

deginie par : 1<1,j<k

o 5" 52 {-axia)\j [k.E] (o) + TN [k£] (0) y5=- '\j (o)}

= L{z g, £ - PtifiPt g1 dv, o

h 1773
< oy n -1
od f£,= § P (Ip-v (D)= (I-P ) (1=, (1)
n=o i i i i

Démonstration de la proposition (2-3).

L'existence des limites précédentes se déduisent de résultats connus [10]
concernant le comportement asymptotique des fonctionnelles additives
d'états de chalnes de Markov satisfaisant & la condition de Doeblin. Par
ailleurs l'expression de ces limites 3 l'aide de dérivées de kt(k)
s'obtient en passant i la limite selon la sous-suite (n no)n>1 et en
utilisant la décomposition {1) : (voir [10] et [l7] pour une &tude

détaillée).

Nous achéverons la premiére partie en prouvant la

proposition (2-6)

Sous Les hypotheses du théorime (2-1) pour Zoud £, <6< tkel-2,2[+8u
¥, est non dégénénie.

Démonstration de la proposition (2-<6)

Elle repose sur plusieurs lemmes.


http://matu.ce
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1) lemme (2-1) :

Sous Les hypothlses du théondme (2-1), a4 t1<t2<..<tkE]—2,2[ + Sy

Le suppornt de v, et ggal a X,

dont nous donnerons la preuve & la fin du paragraphe 2-2-1.

2) lemme (2-2) :
sous Les hypothises du théondme (2-1), 44 £, <ty <. <ty € 1-2,2[ + Su
il existe une boule B centrfe en o dans R~ telle que powt A€ B - {d
on ait lkt()\) |<1.

Démonstration du lemme (2-2)

Pour tout A € V, il existe une fonction ¢)\Eﬁ (Xk) telle que pour tout

n>l
no n n
(2) [P_t. ] e, = [k.'.:.()\)] 2 ¢ # 0.

Supposons que A#0 et [kt(K)! = 1 ; il résulte alors de (2) que pour

tout n>1

P o | > o]

d'od l'on obtient en faisant tendre n vers +®, que :

ONNIAEIN

De (3) 1l résulte puisque l‘bkl et (Xk) et que suppy = Xk d'aprés le
lemme (2-~1) que : B

(4) v ye ¥k

19, [ = swp o, M >0
yE€xk
en tenant compte de (2) et (4) on a :

¥ x € Xk, ¥n>1 ¥ g € sup u:no

HFNILED 0 (@ = e, 1%, @
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soit

?, (gx)

- n _=i<AF (g;5>

En utilisant le fait que le premier membre de (5) est un cocycle multi-
plicatif sur [SL(Z,]R)]k x Xk, on voit que

k o

¥ n>l, ¥x €X°, ¥g € supp p:n

oA Fr(gx) >

I
ce qui dds que [[A]l < 7T entraine que <>\,Fl.(g x> =0

k

c'est-i~dire que ¥ x € Y <A,FI(;)>- 0,

ce qui est impossible si A # 0, d'old le lemme (2-2).

3) Lemme (2-3) :

Si A €R“-{o} et 40 "A TA=0 42 existe une meswre de probabilits 9%
SUL R telle que pour toute fonction ¢ continue bornie sur R on alt :
v

lim Evt [@(S&(A))] = 65 % 9% (®)

n

>t

..t 2 Ve —
G E L [CEXSSTEY

et $%  ost La probabilits symetrique de 6%

>t
>

Démonstration du lemme (2-3)

Posons Fy = <A,FI> - J<X,F1(x)>Y£(d§7 :

comme vt(FA) = O et en raison du fait que Pt satisfait 3 la condition

de Doeblin, nous pouvons &galement dé&finir :

n -1
by = Z PL(FY = (1-2)7 (7Y
n<o - .
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On a alors :

o§ = EAZA = J{Pi(hx)z(;) - [P;':hx(;)lz} Va(d;)

D'autre part on a : pour tout X € xk et tout j>0 :
",

B [ Gp) -2 G2 = 2le nf - e’ @

Par conséquent si O,Z}\ = 0, il existe. une constante K>0 telle

que pour toutj >0 :

[V V] 2 j
Sup E- [h}\(xjﬂ) - Pghk(xj)] <Kp
zexk

c'est-3-dire que pour tout j>0

A, N N 2 i.
sup kE—x- [hx(xj"'l) - h)\(x_]) + F}\(XJ)] _Xp
xEX

d'od l'on déduit 34 l'aide de 1'inégalité de Schwarz que pour tout j>O

(¥ e U
(6) %lgxk E= |n <9<j*1) hy () + Fk&j)l </Xop
Zn—l ",
Posons alors Tn,n = jZn FA(Xj)

De (6) il résulte que :
v 2n j/2
) = DI <VF L e

"
Sup E- ITn + [h)\(X )
j=n

3 exk 8] 2n+l

. n N
On en déduit que la suite de variables aléatoires (T —[h)\(xn)-hk(XZn)])

n>0 converge vers O en P\) probabilité quand n tend vers +=.
t

Par ailleurs, ¥ k,mn €N on a

kY ¥ n ko o~ -
[hx (X, (@) 1" (@) Py (@ - jPE (8)) G0y (D) v, (6

d'od ¥ k,m €N.
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k
lim Jh§(§2n+l(w)) hm(%n(w)) de (w) = YE(hx) Vt(hm)-

n t

La fonction h, &tant bornée, il existe sur R une unique probabilité

6% telle que pour tout k>0 Jxk 65(dx) = vt(ht) et la suite des

lois par rapport i Pv de la suite des variables ald@atoires
t

>Fa S

(hk(in) - hx(kzn)> n>l converge vers 6% *

L'assertion du lemme (2-5) résulte immédiatement de ce qui précdde car
les variables aléatoires T, o of S&(l) ont méme loi par rapport
b
apP. .
Vt

4) Terminons maintenant la démonstration de la proposition (2-6).

1l l-cosx .,

2 ’
p.9

Soit ¥ la fonction continue bornée sur R définie par Y(x) =

elle a pour transformée de Fourier
- L[ i 1 - b st Julg1
Y(u) = T e P(x)dx = {

- 0 sinon.

Pour tout n>l, on a :

v 27

l ' n n_ =~ (x)
E (W(SE )y = L J J (1-]ul) e-iunnoY£(<K,FI>)(?E?(Xu)) e(x)dudyg
t mno -1 xk

oif e est la fonction identique 3 1 sur Xk.

S1 A€ B-{o} et si u € [-1,1]-{0}, on a en raison du lemme (2-2) et de (1)

- k

¥xEX lim-[ P2°(>\u)]ne(?a = 0.

n —
En utilisant le thdoréme de Lebesgue, on peut alors conclure que si
A € B-{o}
t
lim E  (Y(s=_ (X)) = 0.
. t nno

v
n

-—
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v .
Comme pour toute probabilité § sur R, on a § * £(¥)>0, le lemme (2-3)

montre alors que si A € B-{o}
EXIM O

ce qui &tablit la proposition (2-6).

Les conclusions des propositions (2-5) et (2-6) justifient toutes les
assertions conténues dans (2-1) concernant le comportement em loi du

vecteur aldatoire (Yn(tl),Yn(tz),,..,Yn(tk)) a>1 lorsque o0 ++® od

t,<e,<..< t

1 72 k’

I1 nous reste cependant i donner les démonstrations de la proposition

(2-3), et du lemme (2-1).

Démonstration de la proposition (2-3

Elle repose sur les lemmes suivants :

1) lemme (2-4) :

Si padmet une densits, Le sous groupe fenmd G, de [SL(2,R)] ¢
engendré par £e suppont de  u_ est dgal 2 [SL(E,JR)]k

Démonstration du lemme (2-4)

On raisonne par récurrence sur k.

a) Supposons que k=1 ;

pour t ER, q € supp U on a

q-t -1
gt(q) = ( ) = exp(q-t)x 8o
1 0
,01) S0 -1
od x = et g = ( )
loo ° Y1 o
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b)
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On en dé&duit que si q,q' € supp M
-1 "y = '
g, () g.(q") = exp(-q'+q)Y € G,

- 0 0
oi Y (1 0)

-1
et g, (q) g "(q') = exp(q-q') x € G,

Comme le support de U X M (ﬂ étant le probabilité symétrique de u)
contient un voisinage ouvert de 0, l'algdbre de Lie de Gt contient
X et Y. Or X et Y engendrent l'algébre de Lie de SL(2,R) qui est

connexe, par conséquent Gt = S L(2,R).

Supposons le résultat du lemme (2-4) &tabli pour tout entier 1<k<kg
: ko+l |
Soient alors t1<t2,..<tk°+1 € R H

notons_g(k°+1) = ()t ) et pour 1<p<ky+l

2""tko+l

H =1 X SL(2,R) xI N Gt(k°+l) oi I

P p-1 = (1,I,.,I) I &tant

ko*tl-p k

la matrice identité de SL(2,R). Hp est un sous-groupe distingué de

GE(ko+l) et en raison du a) également du groupe Ip_1§ SL(2,R) kao+l-p’

Or ce dernier groupe est semi simple, donc on a :

soit : H = I

. = g x
soit : Hp Ip-l x SL(2,R) Ik°+l-p

Distinguons deux cas :
' = X X
@) S'il existe un entier P tel que H . ;pc-l SL(2,R) Ik°+1—po’
on peut affirmer compte~tenu du fait que grice 3 1'hypothése de

récurrence Gt(k°+l) se projette surjectivement sur le groupe

[sL2®1P™! x 1 x [s1(2,R)] *o™1Po

que = (st ®)]"

GE(ko+1)



B) Si ¥p, 1l<p<ky+l Hp est 1'identité de [SL(ZJR)]k, alors
compte~tenu de a), il existe des isomprphismes (Xt ) 2<4<k +1
i
de SL(2,R) sur lui-méme tels que tout élément g de Gt(koﬂ.)

s'écrive sous la forme :

(31’Xt2(31)’xtz(31) , tk°+1(81)) g, € SL2R)

Montrons que ceci n'est pas possible, ce qui assurera que seule

la situation &) se présente et achdvera la preuve du lemme (2-4).

Pour tout q € SU on a nécessairement

N th(gtl(q)) = exP(tl—tz)X 8t1(4q)

il en résulte que pour tous q,q' € S, on a :
X, (g, (@ gzl(q’) = X, (exp (g=¢")DO = exp(q-q')X
2 1 1 2

xtz(g;i(q) qtl(q')) - xtz(exi: (q-q")¥) = exp(q-q")Y

\'A .
Le support de U * I contient un voisinage ouvert de o, par

conséquent pour tout h€ER,

Xe (exp hx) = exp hx, X (exp hy) = exp hy
2 2

d'od il résulte que pour tout g € SL(2,R) X, (8) =g,
2

ce qui en contradiction avec (7) puisque t # £ye

2) Soit ’j,k 1l'algébre de Lie de [S'L(Z,IR)]k et notons Ad l'action
adjointe de [SL(Z,]R)]k sur (’j,k. L'algébre de Lie "k est &gale
. @ la puissance kiéme de l'algdbre de Lie de SI.(2,R).

A"
Appelons X 1'&lément (X,X,..,¥) de "jk.
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Nous pouvons alors énoncer le

Lemme (2-5)

Soit U une partie de [SL(2 R)] k engendrant topoldagiquement
[SLRI® i eviste alons un entier n et des Eldments
81185+++8n, d¢ U Zels que Le sous-espace vectorniel de K engendré

N, .
par Les ELEments {Ad(gl.gz.gp) (X) 1<pzny} s04t Egal & %k

Démonstration du lemme (2-5):

Pour n>l et W = (81’82""’gn) € t® notons Hn(cu) le sous-espace vectoriel

de 31( engendré par les &léments (Ad(gl.gz...gp) 1$:9) l<p<n).
On a pour tous m,n>l la relation :

(®) B (0u) = H (@) + Ad(g,.8y,.--,8 ) (B (4") o w'e U.

n
Si Wy = (81589s++438ny) € U © est tel que la dimension de Hpy (w))
soit maximum il résulte alors de la relation (8) que .
a1 a M : = ! = : de plus en
Ad(gl.gz,...gno) (Lno(wo)) .Ino(wo) en faisant w = w Wy s p

faisant W= w on voit que Ad(g] "8y1-- .,gno) (Hn(m') C Hy (W)
et donc d'aprés la remarque précédente on a Hn(w') - F‘no(wo)’

Par conséquent pour tout g € U, on a Ad(g) (Hno(wo)) C Hpg(wy) -

Comme U engendre [ S1.(2,R)] k, Hno(wo) est un idéal de b}k ; de plus

}Lno(wo) a une projection non ré&duite 3 O sur chacun des facteurs de % K

et done Hno(wo) = Q}k

3) Terminons maintenant la démonstration de la proposition (2-3)

. k L A
Soit q =+ gt(q) 1'application de R dans [ SL(2,R)]  dé&finie par

g (0 = (gtl(q), gtz(q). ---,gtk(q))

k - g
Pour tout n>l l'application Mn analytique de R" dans [SL(Z R)] définie par
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M apapead)) = 8 (a) 8,(ap) -8 (a)

a en tout point (ql,qz,.,qn) € R" un rang égal 3 la dimension du sous-

espace vectoriel engendré par les &léments

{ad [3_;_(‘11) g_t_(qz)..gs(gp)]'l $3) 1<p<n} de %k.

-

En appliquant le lemme (2-5) i U = Lgt(Su)]‘l, ce qui est possible

d'aprés le lemme (2-4), il existe un entier no'et des réels ql,qz,-,qn;E SH

tels que le rang de Mno au point (ql’qZ""’qno)e Su soit &gal i la dimen-

sion de G}k' L'ensemble des points ol le rang de Mn est strictement
o

inférieur est, puisque M, est analytique, une réunion dénomkrable de
0

P n : - - 5
sous-variétés de R © de dimension inférieure ou égale 3 n_ - l, et donc

0
négligeable. On en déduit que si U a une densitd, il en est de méme
n
o
pour U,

Donnons maintenant la :

Démonstration du lemme (2-1)

Si X, est un point de support de vc, en raison du fait que v; est

l'unique probabilité invariante par ut, le supporﬁ de vt est égal 2

'I.‘u ‘X Ol Tu est le semi-groupe fermé engendré par le support de
t t '

M. La démonstration du lemme (2-1) sera donc actevée si l'on prouve
X = xk.

—

que pour tout &lément x de Xk ona T

He

Justifions ce dernier résultat en raisonnant par récurrence sur ¥.

1) La propriété est vraie si k=1 ; en effet sous les hypothéses du
lemme (2-1), il existe un &lément q de SU tel que la matrice

8tl(q) soit elliptique et poss@de pour valeurs propres J2ma

-i2ma
e

avec a € Q, et 1'on a alors HJ x 2 {g@ (q).x n>ot = ¥
. 1 =
t

d'ot le résultat. L
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2) Supposons le résultat &tabli jusqu'd l'ordre ko’ et montrons

qu'il reste alors vrai i l'ordre k = k°+l.
B -]

Soit q_ € s~F of F={q/ Hgickyrl ;5 |q-ty|= 2}

et soient T(qy) = {i ; 1<i<ky+l lao-t1]<2} et

T'(qo) = {1 ; 1<isky+l lgo-t1]>2}.

On peut supposer que T(qy)# p d'apréds les hypoth&ses du lemme ; on
peut également admettre sans restriction que les matrices g, (qo)
i

-1
tiET(qo) possédent les valeurs propres eizwai, et e i“"ai telles

que (l,ai) iE’r(qo) soient linéairement indépendants sur les

rationnels (en effet sinon il suffit de substituer 3 gq, un &lément

q € SU voisin de gy, choisi de sorte que T(q) = T(qo), T'(q) = T'(qo).)

Notons card(T(qy)) (resp card T'(qy)) le cardinal de T(qy) (resp de
T'(q0)) -
L'orbite de tout &lément de xcard(;(qo)) sous les puissances positives
. ™
de (2¢,(d0)) jer(qy) © [s02,R)] $274(T(90)) oot dense dans x°274(7(20))
1490

card(T'
D'autre part si card T'(qo)#o pour tout y = (yi)ﬁET'(qo)E X (T'(q0).

n .
la suite . n>0 converge vers un point zo.
(gti(qo) -Yi) jieT! (qo)

Si card T'(qo)=0 le résultat cherché est obtenu immédiatement en raison-
nant comme dans le 1) ; si card T' (qo)#o les considérations précédentes

montrent que pour tout x € Yko L TU .x  contient la fibre
t

x XcardT(qo) 1'hypoth&se de récurrence montre de plus que
xcard(T'(qo))
1€T' (qo0) .

0

d'od le résultat cherché.
u(ti)

La démonstration du lemme (2-1) est ainsi achevée.
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2-2-2) DEUXIEME PARTIE :

A) Pour terminer la démonstration du thdordme (2-1), 11 reste 3 &tablir

la relative compacité faible des lois de la suite de processus
%n(t) t€ J n>l 3 valeurs dans Dw.

Précisons une condition suffisante permettant d'assurer cette

compacité [2].

Donnons tout d'abord quelques notations :
Pour tout intervalle K de R et toute fonction & de J dans R

on pose :

W(a,K) = sup |a(s) - a(e)]
s, tEX

et 1'on définit alors pour toute fonction & de J dans R et &0

wJ(a,é) = Sup (W(a,[t,t+8]) ; [t,t+djC1}
si les conditions (i) et (ii) suivantes sont vérifides :

(i) 1l existe un réel toEI, tel que quel que soit €0, on puisse

trouver un réel a>o tel que : pour tout n>l

P(]?n(to)l>a).§ €

(1i) Pour tous n>o, et e>o0 il existe un §, 0<8<l et un entier ng

tels que pour n>ng

pai ¥ ,0) 2 < e

alors les lois de la suite (? ) a1 sont relativement compactes pour la
topologie de la convergence faible sur;D(J) ; de plus toute valeur

d'adhérence de cette suite est une loi de processus continu.

La condition (i) r&sulte imm&diatement de la convergence en loi de la

suite de variables aléatoires ?n(t) n>1l, tSR, &tablie dans la premidre

partie.
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D'aprds le corollaire (2-1), on a pour tout t€R n>1

Pg Ql’n(t) = %'n(t)
n+l
- v
o %n(:) - 7;#1—1 (jZSI 1} XD - (asl) (D).

Pour démontrer (ii), nous utiliserons en outre les deux propositions

suivantes qui seront justifies ult@rieurement.

Progpéition (2-7)

Pourn tous o<a< i et p=1,2 <L excste une constante Ak(a) telle que

pourt Lous n>1 et t,s€J

. -a | O
£, L - %‘21 (< A, () (Jes [P s le=s|®
w 2 pn-1

Proposition (2-8)

Sous Les hypothdses du théonime (2-1) La répantition d'dtat w admet
une densité continue.

ainsi que lemme suivant [2].

lemme (2-6) :
Solent (?i) L<i<n des va/u.ab!_eé aléatoines, Sk = 314-%«#..4-% 1<k<m
et M = Sup |s |

n 1<k<m k
S'iL existe des nels posdltifs (u)), ... ,Y20 et g>1 tels que

8 e
Els,-s, |T< (] ) 1gigi<m
1] 1R <j *

alons pourn Lout A>0 on a

Ky, 8 8
P(M >N < ——I—g{— (u tup*e o ruy)
od X(y,B) 4L une constante.
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Pour tout n>1 1'application ¢t "2"2 n_l(t:) + ¥2n N(t) est croissante ;

donc pour s<t<s+h € R on a

~¥om [N(s+h) - N(s)] < 'N}'Zn_l(t) - ?Zn_l(s) ngn_l(s-bh) - ?Zn_l(s)

+ ¥2n [N(s+h) - N(s)].
On en déduit, en tenant compte du fait (proposition (2-8)) que N a
une densité@ continue 3 support compact, qu'il existe une comstante c>o

telle que pour s<t<s+h €R, on ait :

Y "N A, _
lYZn_l(t) - ?Zn_l(s)l < IYZn_l(s+h) - YZn—l(s)l +c/7nh

et par conséquent pour tous m>l h>o s €R
v N N :
(9) sup v len_l(t) - an_l(s)| < 3 sup |Y2 _1(s+ih) - ?2 _l(s) +ch/2n
t€[ s, s+ak] i<m <M n

o1 . SRR
soit ?<Ct<l ; posons €, 3+c)

De la proposition (2-7) on déduit que

- a
si ILE_P< _l_ lt-slz et si t,s €J
2n~-1 = €

A 2y oy 4 1 20
a0 HY, [ -¥ 1% =wE, (0 -, (0" <4, @0 s

1
Y
Par conséquent si h vérifie les inégalités ( ) "< h < ,
2n-1" - -
7/ 2n
si [s,stmh] CJ oif m est un entier >1, il vient en tenant compte du

(9) et de (10) et en appliquant le lemme (2-6) aux variables aléatoires

3, = ¥, (stkh) - ?2n_l(s+(k-1)h) 1<k<m
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y
SE P(supte[s,s+mh]|§én£§)-%én-l(s)|'Z (3+e) (g)) ")

< P(sup [%;n_l(s+ih) - ?Zn-l(s)| > (El)y& )

4

i<m
1. (mh)%%®
< K(4,20) A, (o) (1+ty (BRL
- 2 El 214/‘3

Choisissons maintenant 0<¢<1l de sorte que

20

(12)  E(6,204, () (141
£
1 El (04

Comme a>y& il existe un entier n tel que pour n>n; il existe un

1
L

4 . ep) Yo (e) o
.réel h, et un entier m, tels que m h = § et (ep) < hp < 1)

Donc d'apréds (l1) et (12) pour nzpl on a

PO, ()9 > ) <k

Comme pour tous n>l t€R  on a de plus :

- A (8)
N /2 ~
Y2n (&) = ZnEl ?Zn-l(t) * ;n+1 o¢ ‘An(t)l-§ 2

on en déduit facilement (ii).

Les résultats de lapremid@re partie et la relative compacité pour la
topologie de la convergence faible sur 3)(J), des lois (?n) de la
suite de processus (?n(t) t € J) n>1 permettent de conclure que la
suite '(?n) n>l converge faiblement vers la loi d'un processus
gaussien Y, centré presque sirement 3 trajectoire continue et ayant
les propriétés de non-dégénérescence précisés dans 1l'énoncé du théoréme

(2-1).
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De plus, de la proposition (2-8), il ré&sulte que pour tous s,t € J
0<a<l, on a :

E (¥(s) - ¥(0)]% < A (o) [e-s]®

d'od découle ([12] la dernidre affirmation du théordme (2-1).
La suite de ce paragraphe va &tre consacrée 3 la preuve des propositions
(2-7) et (2-8). Pour cela il nous sera nécessaire d'introduire et

d'étudier les propriétés de certains opérateurs :

B) Pour toute fonction f mesurable bornée sur XZ tout u €R, s,t € J,
X = (XI’XZ) € XZ on définit :

i +(g$ ‘X1 )= .
P, (@) £(x;,xy) = [of BOTETW X)W 2]

f(gS(w).x1, g%(w).x3) P(dw)

Notons que P (o) n'est plus un opérateur quasi-compact sur a4 (XZ)

t,t

ainsi que l'est P (o) s#t. Nous ferons donc agir Ps

st (u) ou

»t
les puissances de Ps t:(u) sur un autre espace de Banach.

3

Pour O<o<l et £ €% (x%)

soit ma(f) =  sup [£(x) = £(y)]
X,YEXZ dg' (x,y)
X#y

et ia ={fe @ ; el = [£] + m (£) < +=}

:Z:a est une algébre de Banach unitaire munie de la norme || ”a'
Désignons par i (ia’ia) 1l'espace des applications linéaires continues
de ia dans i . Si T Ei (ia’ia) on note ”'I'Ha= Sup “TfHa. Nous

o
£ la=1
pouvons alors énoncer les deux propositbns suivantes :
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Proposition (2-9)

1) Pour tout O<a<l Pi t(“) est un optrateur continu daiada.rus ia

L'application u > Pg ¢ (W de R dans z (ia’ia) est analytique ; de
plus on a pour tout k>0
k
sup “-——(P (u)) “a <+
s,t€J
u€R
et L existe une constante C(a) telle que

sup  ||p2 (W - P (ul)l < c(a) fu-uy| wu,u; ER.
s, t&J s,t lx

2) Poun Ztous O<a<l 0<r<l «E exdiste une constante C'(a) Lelle que
pour toute jonction Gga et tous s,t €J on alt pour u €R, k>0

k 2 k
< wie - <5 vl i < '@ |e-s]®|le]]
k 13 o3
du™ s,t du’ (l1-r)a

Proposition (2-10)

Pour tout oO<a<l, Pi t(u) est un opdrateurn quasi-compact de ia

dans ia. 12 existe de plus un voisinage compact W de o dans R
tel que : pour tous u € W,f eia,' n>l on alt :

92“ (W = [k LI N (WE + Q“ NOT:

od k, [(a) st L'unique valeur propre de plus grand module de P t(u)

Ng, t(u) est La profection sur Le sous-espace propre de d,umemsx.on 1
correspondant a kg, £ ()
Qg, () est un operateur do_z darwi verigiant Q, W N (u) = 0.

b

1L exdste par ailleurs une constante o<D£(0t) <1 telle que Q (uw) att
un rayon spectral r (Q (W) satisfaisant a

1+20, (0)
r,(Q (W) <—F—— <1

su
P a 's,t

(s,t)EIXJ
u €W
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et telle que
2 +py ()
Inf |k t(u)[ 2 =5
(s,£)E€Ix3 % ,
u €W

Parn ailleuns Les applications u =+ kg t(u), >N t(u)

u -+ Qs,t(u) sont analytiques surn W

Donnons tout d'abord la

démonstration de la proposition (2-9)

Soient Rk k=1,2,3,4 les sous-ensembles de Xz

= I X CI, R

définis par

R = CIXI, R, = CL XCI, R, = IxI

3 4

1 2

Pour toute fonction £ mesurable bornée sur KZ, s,t€J, u€R

on a l'égalité :

iu iu

Ps’t(u)f(s) = e Tl,'s’tf(x) + e TZ,S,tf(x) + T3’s’tf(x) + Ta’s’tf(x)
x € XZ

2
ol Tk,S,tf(x) Jle(gx)f(gx) us,t(dg) k=1,2,3,6.

Pour &tablir la proposition (2-9) il suffit de montrer que pour tout

k=1,2,3,4 Tk 5.t vérifie les propriétés suivantes :
3 3

(1) Pour tout O<a<l, lec .t est un opérateur borné sur za, et
> ’
: 2
su T < + ®
T A

s,tEIXJ

(ii) Pour tout O<a<l, 1l existe une constante Ck(a) telle que pour toute

fonction f e%u’ tout 0<r<l s,t € J, on ait :

2 2 o
||—Tk,s,t - ITC ] sf"(l-r)a < i(a) |e-s| || £]] o
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Mous nous contenterons d'dtablir (i) et (ii) dans le cas ol k=4,
la démonstration &tant analogue pour les autres valeurs de k.

Nous nous appuierons pour cela sur le lemme (2-6).

Lemme (2-6) :

1) 12 existe une consdtante C, telle que pourn x,y € XZ

2
sup Jll (gx) - 1, (gy)| & _(dg) < ¢, d,(x,y)
s, t€J Ry R4 s,t 4 72

2) 1L exisite une constante ¢’y (@) telle que pour £ € i%, s,t € J
on alt :

sup 2 ITZ

2 i
£(x) - T £(x)| < ¢l lI£]], Is-t]
L€ ¥ 4,s,t 4,s,8 4 Lx

que nous prouverons par la suite.

Soit f € ia on a facilement : pour x,yEXZ, s,t&€J

2
ITi,S,tf(X) - Ti,s,tf(y)l f_ma(f)Jdg(gx,gy) us,t(dy)

+ |£] JllRa(gx) - lka(g}'f! Ui,t(dg)

o
d'ol il résulte puisque K@ = sup sz(gx,gy)

x',yEX2
s,t€J

> _
3 us,t(dg) < 4o
d;(x,y)

et en raison du lemme (2-6) que pour s,t € J

(13) m, (Ti’s’t(f)) <l @ + ¢,

Comme d'autre part om a:

| 7%

4, el S 1E]

la propriété (i) est démountrée pour T, st
’ bl
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2 € on a, e t
Prouvons maintenant (ii). Pour x,y€X s,t&J n tenan

compte de (13) et du lemme (2-6) 2)

2

2
2 L Ew - eo) - (1 £0) T Ty g ff O

|[T b,s,s 4,s,t
& dJ(x,y))
h lefHa Inf(C; (o) ls=t|% , (®(a) + C4) 9p(%s¥
o1 a
<2l swplci(@, K@ + ¢,) Img(fs-tl s &)

d'ol il résulte que pour 0<r<l

(12 £ -1 £) < zllfllasup(CL(a)‘, K(a) + C,) |s=t |

(14) m 4.s,t 4s,s

(l-r)a

Cette inégalité, jointe au 2) du lemme (2-6) permet de conclure.

Pour terminer, donnons la

démonstration du lemme (2-6)

M. T
Pour x € PGRZ) notons &(x) l'angle de l'intervalle ]}~ &, é] tel que

cos 8(x) _ , ‘
. 1
sin 9(x)) €’ aic pour image x dans P(R®). Soit de plus

F(x) = J p(q) dq 1la fonction de répartition de Uu.

-0

le vecteur (

. = = 2
On a alors : si x (xl,xz), y (yl,yz) €X
JII (gx) - 1, (gv)] v _(dg) = [[Il 1 1
R R t
4 4 S,t ) {q1<Inf(S + qz-s—tge(xl) ) * qz_t-tge(xz)}
" Mqy<tag(s + : » BT 1____| plaplq,)dg dq,

qz"s‘tge(}’ 1) qz‘t‘tge(y 2)

d'ol il ré@sulte que



- 3] -

JI1R4<gx) - g, (a0 [ (@)

1
qz—t-tgG(x

1
- Ip(qz) | Inf{F(s + q2_S_tgg(xl)), F(c + 2))}

1
qz-s'tge(yi)

1
qZ't’tge(y2

- Inf {F(s + ), F(t +

)} dqp

1 1
< 1ree s SeedGy) T T T ety )| P

+ JIF(C + L ) - F(t +

q,~t-tgd(x,) ) )| play) da,

1
qz-t-tge(yé

1 1
J |F(s + 3‘:;:;533 - F(s + E;ZE:?Eﬁf)I plq,) dgq,

d'ol 1'on déduit, puisque p est 3 support compact, qu'il existe une

constante K_1 telle que :

1 1 . '
Zég J!F(s + E;:;:;g@;) - F(s + E;:g:ggg{)lp(qz) dqz_j &} {31n(91-91)[

On a domnec :

(15) sup IllR (gx) = 1,

(gy) | du2 t(g)_<_ K, dx,y)
s, t&J 4 4 S

d'od le 1) du lemme (2-6).

Par ailleurs; on a pour x = (xl,xz)e Xz s,t&J, £ E:g

a

ITh o (£ =T, | ] <m (D) J4f(g§(m)g§(w).xz,gj(w)gf(w)xz)P(dw)

+ g j|11<g§<w>g§<w>x2> - 1,(g5 (w)gf (Wxy) | P(dw).
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Or il existe une constante X, telle que

sup Jdi%g;(u) g} () x,.8; (We] (Wx,))P(dw) < Fyle-s]

xZEX

et une constante K3 telle que

sup J|11<g§<m)g§<w>x2) - 1;(25(W g5 Wxy) | P(dw)
Xy X -

1 1
= sup [P(q ) |F(e + E:z:zzgz;;? - F(s + E:;:;ggz;;y)' dq

xzex

< Ky le-s]

F admettant une dérivéep 3 support compact.
Par conséquent on a :

(16) sup |T2

£(x) - T2
xexz 4,5,t

™ a 7
b5, st @1 SNl @yle=s]™ + vy le=s]

ce qui ach&ve la preuve du lemme (2-6) et de la proposition (2-9).

Démonstration de Iz proposition (2-10):

1) On commence par &tablir que les conclusions de la proposition (2-10)
sont vérifiées pour la valeur u=0.

Pour cela, on utilise le

lemme (2-7) : Pour tout O<a<l <L existe une constante 0<pla)<l
telle que

dg(gx’g}') a l/ .
ta fewp [ W @) - 0.
n s,t&J dz(x,y) S

x#yEX2
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démonstration du lemme (2-7)

on a 1'inégalité :

(17

et de

(18)

o
d,(gx,gy) d{(gx, ,87)) a
Sup |5 Mg t(dy).ﬁ 2 sup f—a-—~—-- us(dy)
s,t€J d2 (x,y) ’ s€J d1 (xl,yl)
x$yEX2 x, #y,€X
plus
a%(gx, ,8y,)
1 =71
sup f—a———k—-——- u:(d ) £ sup f—-—l-za ug(dg)
x, #y,€X x,€X

Considérons alors l'opérateur Ts(Za) sur'js(X) défini par

(19

T Q) = ﬁ;za

(g,%) £(g.X) W (dg)

x€y¥, fEQ(X), s€J

ol c(g;;) = Héiﬂ , H [|étant la norme euclidienne associée

; . : 2
au produit scalaire canonique sur R™, et x un vecteur de

norme 1 d'image ';‘ dans PGRZ).

Pour 0<a<l, l'opérateur Ts(2a) est de rayon spectral rs(Za)

-

strictement inférieur 3 1 §oirl'appendice). I'application

s > TS(ZG) est de plus continue ; il en résulte alors: que

l'application s -+ rs(2a) est semi-continue supérieurement

et donc que pour O<o<l

sup rs(Zu) <1

&J

d'od l'on dé&duit que (20) 1lim [ sup
' n s€J

>4
s

Y
T2(2a)e(x)] T <.

On obtient le lemme (2-7) en tenant compte de (17), (18),

(19), (20).
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Nous en déduirons alors immé&diatement le

lemme (2-8) : Pour fout 0<a<l <€ existe un entien n ()21
et une consiante  0<p, (a)<l tels que :

VfEia, ¥ s,t€ 7

n (@)

Iz, .

0 £ll, = o (@ [[£]l + [£]

Par ailleurs si L est une partie bornée de (ia’” |L1)

PI; t:(.0) (L) est une partie bornée et &quicontinue de € Y.Z)
9

et donc d'aprds le théordme d'Ascoli une partie compacte de

€, D.

En tenant compte du fait que Ps t(O) est une contraction de

,

(Xz,l |7, on déduit alors du lemme (2-8), et de la remarque
précédente, 3 l'aide du th&or@me de Ionescu-Tulcea et Marinescu [ 13]
que PS,t(O) est un opérateur quasi-compact surg o Comme
d'aprads la proposition (2-4), 1 est la seule valeur propre de

module 1 de Ps t(O), nous pouvons conclure que
»

g n . , n
(21) 1_33.0 Ps,t(O) Vot (Q s’t)

?

ol Q's . est un opérateur de ga,ll ”02 de rayon spectral strictement
’

inférieur 3 1, et tel que Q's t:l = 0.

Nous achéverons la premidre partie de la démonstration de la propo-

sition (2-10) en montrant que sup r_ (Q' )<l.
o) s,t
s,t€7

Pour A tel que |A| =1 et t,s€J notons R(X,Q'S t) la

résolvante (I - XQ'S t)-l sur za' On a alors le

lemme (2-9) :
R(A,Q' ) = C < 4+
0 HrROGar D, = cg@

IX|=1



-35 -

démonstration du lemme (2-9)

1z € UxJIxJ
I1 suffit d'établir que pour toute suite (An’sntn)n.?_l

ol U= {z€C ; |z|=1} ona sup [|R(A < e

,Q I
nzl n Sn,t [0}

n

Soit g Ega - {0} ; comme aucun nombre complexe de mudule 1l
n'est dans le spectre de Q's ¢ » Pour tout n>1 il existe une
ot

fonction fn Gia telle que :

An fn - er;,t'n fn =8
£
L. n_ . .
Posons fn qu-,ona.
1
(22) f£'_ = Q £' o+ TE—T
) n Xn sn,tn n fn

d'ol il résulte d'aprés le lemme (2-8) et (21)

liell
' N23a
e Iy <oy lie lly 2+ TET

c'est-3-dire : 181},

PTTET
£
@3 [e' [, < -

o - l-ol(a)

Montrons que  sup }fn] < +®, Sinon d'aprds (23), la suite
n
Hf'n” a n>1 est bornée, et 1l existe une sous-suite

(nk)k>1 de N telle que la suite (fnk)k>1 deia converge

vers une fonction £ de ia' On peut de plus supposer sans in-

- - e =
convénient que lim >‘n )\o U et l:Lm(sn ’tn) (so,to)EJxJ.

k k k k k
On a alors :
- Y t . - 1 f = .
(2-4) lim len'k’ ;_' fnk Q so,to l 0
k

En effat, on peut écrire :

f|<p| £-Q" -t fl-o-IQ'S ¢ (fn-f)|

] ;”'
$nys top B NSo,ty =g s
ng/ ‘ox Tk So0to %kt“k. 0’0 o’y Tk
- -y . -
< g @ E-r £ |vsn Y (£) so’to(f)|+ zlf_nk £]
e Tk ° e "k
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Comme lim |P (0 f - P £l =0 et que puisque pour
k *a ’tn so’to
k Tk
tous s,t€J us . admet une unique probabilité invariante
2 -
Vs,t sur X° on a également lim Ivs (£) - vs ¢ (£)] 0.

nk’ nk o’ o
(24) est donc é&tablie.

En passant 3 la limite suivant la sous-suite (nk)k>1 dans

1'égalité (22) on obtient alors :

f = 5;- Q' £ avec |f|= 1, ce qui est impossible car r(Q' )<l
t ,s -t ,8
) 0’ o . e’

Par conséquent on a d = sup |f_| < +
n
n>1
L'inégalité (23) peut alors s'écrire :
2d + ||gll
a
llfnlla < 77-5-1—(55 n>1

ou encore

2l < 2 lelly o

IR ,Q" <
n 1-p,@®

s _,t
n’ n

Le théoréme de Banach-Steinhaus permet alors de conclure que :

25) sup IR LQ', Dl < e
n>1 n’n

ce qui &tablit le lemme (2-9).

Du lemme (2-9), il résulte que pour tout A € T et tout N € ¢

tel que |uj <z ta) A + u appartient i l'ensemble résolvant
5

de Q'S . pour tous s,t€J. Il existe donc un réel p'z(a)<l tel

b

que pour tous s,t€J, le spectre’ de Q's : soit contenu dans.
]

{z€eC /lzl_<_p'~2(a)} . Les conclusions de la proposition (2-10) sont

2
donec prouvées pour la valeur u=0 (on pose Qs g’Q's t)-
’
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2) La théorie des perturbations analytiques d'opérateurs [10],[ 18]

va nous permettre de terminer la preuve de laproposition (2-10).

Soit N l'opérateur défini par N (£) = v, (£) e.

l,s,t

l,s,t
v G . . 2
£€9,, ol e est la fonction identique 3 1 sur X".

Pour lzl > o'z(a) et z#1l, la résolvante de Pi t:(0) est :

?

Qn+1
(26) R (z) - —.—1—- N + ._.s_ti
s,t z-l "1,s,t  a>0 zn+1
(27) si H L(0) - P (uII
|Rs t:(z) o
P k
La série ) R, ¢ (2) {[P -t (u) (O)] R (z)} converge
dans i (i 2 ) et détermine la résolvante R (z,u) de Pi t(u).

Considérons alors les cercles Il et I2 de centre 1, et Q respecti-

1 - oé(a)
3 b}
1+2 oz'(a)
3

vement et de rayons
rl(Ot) =

rz(a) =

De plus soit 6>0 tel que &<r (OL) et P'(@) + 48 < rz(a) ;

et soit M, = sup sup ||R (z)[] < + o d'apras (26).
s, t€J ze{z,lz|>o ?(or.) + 8; Jz-1]>6}

D'apras la proposition (2-9) 1) si J|ul| < C(é)M
$

2

on a llPs,t

(W -2 (0] <& pour s, € J et donc les
s,t MG
cercles 1'.1 et I:2 appartiennent 3 l'ensemble résolvant de

P (u) s,t€J.
S,t

Considérons alors les projections :

1 .
(28) - Nl s, (u) = ST jll Rs,t(Z’U) dz

1
(29) Nz’s, (u) = —— fI P.S’t(z,u) dz
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- L
D&s que (30) ”Nl,s,t(u) Nl,syt(o)l|< L 1limage Es,t,u
de Nl,s,t(u) est comme celle Nl,s,t(o) de dimension 1 [10]
et on a :
= N =
(31) PS,t(U) l,S,t(u) es:t)u Jl:s,c(U) Psst(u) es:tsu ks,t(u) eS,t
ol es,t, € i engendre Es,t,u

D'aprés (26), (28) et la proposition (29) 1) on a pour s,t€J

et Iul C(a)b’
c \uIM

k
N - N 0 < r, () ML (C M) = M
ey o =8 (@], < kgl 5(Cqlul¥g r(a)a——l—[—

et donc (30) est réalisde dé&s que u€W ol :

1
W (ueR ; Jul < Cla)¥g[27) ()M + 1] }

Par ailleurs on a pour tout n>l s,t€J u€W

2 n 2 n 2 n
‘Es’t(u)) = [Ps’t(u)] Nl,s,t(u) + [Ps’t(u)] N

2,s,t

n n
= [ks,t(u)] Nl,s,t(u) * Qs,t(u)

< n 1 n
ol Qs,t 51T JI z‘ Rs’t(z,u) dz
2

et od donc ra(Qs,t(u)) <r, (@) <1

(w) N, o () e(xy,x%g)

En outre k__(u) = ,S £ L.s,
s,t I“l,s,t() e (x,,%0)
2+ d,(®)
> - W e—————
et |k, @] >1 -5 3

(u)’ u > Q (u),

' : ad d i
L'analyticité des applications u -+ Nl,s,t s,t

u - ks t:(u) résulte de l'analyticité de 1'application u - P t(u)
) : : S,

(-3
de W dans i (ia’iﬁ)’ qui entraine celle de u ~ RS t(z’u)’ et
b}
des formules précédentes.

La preuve de laproposition (2-10) est ainsi terminée.
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Donnons maintenant la

C) DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION (2-7).

Considérons la famille d'opérateurs

-iu [N(8)~N(t)] P () s.t €J uEw

A
P t(u) - e s,t

S,
En raison de la proposition (2-8) (admise pour le moment mais
indépendante de la proposition (2-7)) 1l'application s -+ N(s)
est Lipschitzienne sur R. .11 en résulte que les opérateurs @s’t(u)
possédent les mémes propriétés que celles décrites dans les
propositions (2-9) et (2-10) pour les opérateurs Ps,t(u)‘ On
modifie les notations adoptées pour décrire les propriétés des

opérateurs Ps t(u) en leur adjoignant un tilde. On a alors :
?

N

' =
(32) k s,t(O) 0
De plus la transformée de Fourier de zZn—l(t) - ZZn-l(s)
0>l t,s€J est :
n
iu(Z (t) - % (s)y . %2n , u
(33) E(e 23—1 2n-1""") Ps,t(7§;0 e(xqy,%,) n>1

d'od il résulte que :

2p
¥ - 2p __1 4 2n
(30 By, (® - D) T g Pec@le Gox)

Pour terminer la preuve de la proposition (2-7), nous utiliserons le

lemme (2-10) : Sodent O0<a<l, O0<r<l, p>0 et K un compact dans
2'ensemble résolvant de %‘g o (0) opZrant sur za et :’f(l-r)a'
12 existe alons une constante c(a,r,R)  telle que pour Loute fonction

;g p
¢ e 5 M alt L'inégalite :
LAY P o
P S - — (R . d
= s »lldup (R, (2,000 - =5 (£ (z.0)) ' (1-rya
z€K

: q0]
< cp (o,x,K) It-Sl Hq’”a
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démonstration du lemme (2-10)

a) On traite tout d'abord le cas p=0.
Dans't (£ i) et i (‘\gl ra’ i(l-r)a) On a 1a relation :

39 E, o =K (20 =K o B o) - @1 ¥, (2,0

’ )

s,t€J, zEK

D'autre part en raisonnant-comme dans la preuve du lemme (2-9) on a :

(36) 'sup || K
s,t€J s
z€K

CID N P

~
sup ||K_ (z,0)|], <+ =
s,teg St a

z€K

De (35) et de l'analogue de la proposition (2-9) pour %s t(u)

on déduit alors que si ¢ G‘za, s,t€J et z€X, on a :

BN ¥, (2,000 - LR EROL

a

<sup 4| R 8'(&) t-g| X su IlR (z,0)

— s,tEJﬂ s’t(z!o)ll (l-r)OL [ l s, EGJ s,t H
z€x , zEK

c'est-3-dire le ré&sultat souhaité.

2
b) Pour IIP OV p ROIIIERE II%Q (@ = P (Ol (e <1

, &

on a 1'38alité suivante valable dansi (i ‘z) et i( (1- r)ai(l-r)a)

A"
(38) R (2,0 = [ ¥ (@ (F @ -B o] § (@) esx

n>0 ’

On en déduit que d_k... (/1;: (z,0)) est une somme finie d'opérateurs
du
de la forme :
il iz N
X d° (3 -
£ (2 <*- @ ) ¥ () <% (F5 (@) Rg ¢ (2))
? u

5,

ij n,
& i'(%s,t(o)) R, e(2)
du™d
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Oﬁ i1_>.l, 1231, . ijzl i1+il+..+ij = p’ lijik'

Les considérations de la partie a) et l'analogue de la proposition

a
(2-9) pour PS t(u) permettent alors de conclure immédiatement

3 la validité du lemme (2-10) pour p2>l.

Soient 0<a<l, 0<r<l, L'analogue de la proposition (2-10) pour

",
P t(u) permet d'obtenir la décomposition

y
NZnt(u) s,t €7, u€YW, wvalable dans i(fh&) et

suivante de P
).

qd

(1-r)a’ (l-r)a

?

39) B = E It N s ® @ w
on 40 ¥ = = J? R, (2.0 da
1
1 ny
(41) 32’t(u) ol J%Z.z Rs’t(z,u) dz .
: ju 2 R_ (z,u)e(x0,xq)d
N %‘i t(u)' Ns t(u) e(xo’xo) ’fl s, t 0,Xg/)d2z
(42) ks,t(u) = N (W) elxo,%,)

J’%l&s’ t(z !u)e(XQ,XQ) dz

v

Du lemme (2-9) et des formules précédentes résulte alors le

lemme (2=11) : Powt fout p20 4L existe une comstante C' (r,a) felle
que  pour toute fonction ¢ € 3

aP A EL <C'(r G)lt'slru i ol
(2 ¢ - = - ’

4P dP an
’ :L:I;EJ ”dup(ag,t(c,))(p duP(Qt,t(o)mH(l-rM

< o B k-s|® loll,

ol ?)‘Z(r,a) <1l est Le rayon du cencle }‘2.

3) {"1‘521 (o) - ﬁi‘fi(o)l et (r,0 le-s|®
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En raison de (39) et (32), on a :

&
du2

2 A
d [PZn

2 s,t](°)e(x°’x°) =0 tg,t(O) +

(43) [@ 1 (0)elx,,%0)

et

4

(44) i’Z’ [%i?g (0)e(x4,%5) = 3n(n-1) [fl\é;',t(O)]2 + n{kifi(o)
u

£

2

d . 2
+ 3k§?1<°) Eﬁfﬁs,tl(°)e(x°’x°)+4k§ai(0) du

[Qs’t](o)e(xo,xo)

4 4
. SOTICHE f? CHRIOIENENE

du
1 4 aon
De plus on a (45) kg t(o) = lim = — [P " ](0)e(xo,x0)
A ’ n O du2 t,t

\
= 2 lim E(Z,

() =%, (n? =0

Des 8galités précédentes, du lemme (2-10) et du fait que d'aprés
(34) on a :

- 2p 2p
N a 2p 1 d 1v2n d y2n
E(Z (¢) -2 (s))°F = ——[ ——== (PT" ) (0)e(xqy,x0)—= (P ) (o)
2n-1 2n-1 2P, P duzP s,t ° duZp ts
e(xq,x%0)]

on déduit que pour tous O<ab<1 ﬁ = 1,2

Il existe des constantes C’p(a,r) telles que pour tous s,t€I

\
(46) E(Z2n

ra
© =¥, )P <cien (es]P v Ll

-1
Tout ao,o<a1<1 s'dcrivant sous la forme o, = 2a

0<r<l 0<a<l, la proposition (2-7) est ainsi démontrée.

D) DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION (2-3)

On commence par construire une approximation de la probabilité E;

b

de fonction de répartition N(t) = E(<F_ e5,eq”).
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Pour cela on consid@re les opérateurs symétriques sur [-L,L]
définis par

LHX'LH-XTTL x €ER.

) L . I 2
T, @&tant la projection définie par HL(u) w olu (un)nezel (2)

Soit (pn(L,A))n>l la solution de 1'@quation :

- - - €
un+1 un-l * Xn Yn Aun nSZ

égale 3 O en ~L-l et i 1l en -L.

Les valeurs propres de la matrice symétrique définissant LH
-4

sont les zéros du polynome (L,A\) - x PL(L,A).

PL+1

La relation [1] :

L
2 d
(47) 0 < kg_L P (LA = pL(L.’)\) x (Prg(LA)) - pT_.+1(T"">‘)di(pL(T">‘))

établit que les racines de pT+1(L,A) - x p;(L,}) sont simples.
Les soug-espaces propres sont donc de dimension 1 et si A est

une valeur propre, le vecteur
ur propre, pn(L,A)

L 5 1
(Z  p(L,}) /2
k=-1, -L<n<L

est propre de norme l.

- . L < .
Par conséquent si Ex(t) est la résolution de 1l'identité de IHx

T,
la probabilité U;‘o de fonction de répartition <LEx(t)e°,eo>

est 8gale 3 :

2
Lx . J Py (L,A)
%o, 0 (5, A= 1,0} L ®A
’ ’ PL+1(L1 ) X pL( 9 ) ( Z plz&(L,}\))

k=~L
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Montrons que pour tout x€ R 1la suite de probabilités

L < -
X v
( oo,o)L>1 converge &troitement vers la probabilité co,o de

fonction de répartition <E . eg,e5> .

Pour cela on utilise la méthode des moments ; pour tout p2l om a :

’

p Lx ) = L P
J A X . (dA) <(THY) e ,e >

. L T P - 1 P - p
Or si L>p+l oma : ( Lx) e, ("H) e, H e

et par conséquent : si L > p+l
L
pr 05,0(dN) = <iPe_,e > = pr Oy o (M)
ce qui &tablit le résultat cherché.

De méme si T est une probabilité sur R  la suite de probabilités

T
L -

o] = j g X dTx) L>1 converge étroitement vers C s

0,0 0,0 - 0,0

’

L

T ———
et on a également 1lim E (LG )y =0 .
L 0,0 0,0

En choisissant T &gale 3 la loi de Cauchy sur R, on peut obtenir une

..T ,
expression assez simple de 'O 0.0 En effet pour toute fonction ¢
s
continue 3 support compact on a, en tenant compte de (47)

2
p (I‘,X) p (In,)\) -1
ol (@ =1 J—diz ! 2y Eet e
’ 1+x AE{pL"’l \) axpL()\) } pL(L,}\) pL ’

+00 pi (L,A)
[ d(\) dA

[
= |

2 2
~o0 pL(L,A) + pL+1(L,K)

La derniére égalité est obtenue'par changement de variable en
remarquant que dans chaque intervalle ouvert dé&fini par la partition

de R par les zéros de. pL(L,k) 1'application . PL+1(L,X)
Py (1,2)

croit strictement de -» 3 +~ d'aprés (47), et que LOo o Ne change
k]

les zéros de pL(L,A) car p (L,A) et PL(L,K) n'ont pas de zéro commun.
L+l
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Le résultat précddent peut encore s'dcrire sous la forme

A A A 2
LT (<8, &) - Bp oo™ g()) dA
(48) "g. (9) ==
0,0 m A A A |l2
= HEL g1.-1 -1, %o

<> désigne le produit scalaire canonique sur R,

Il en résulte que :

2
+c0 l<gx y X >|
L ( ) [ Q Q

L - L+l
(49) E ( G:,o €))) :?lr' [ T}\(Z)e(gxo)u; (dg) dA

o | 1gxo0 ] |2

or on peut écrire (voir l'appendice)

2L L
= >
TA (2)e ek,2 + RX,Ze L>1

od ex’ze €(x) est telle que 1§_a)eu e, et RT;\ ’ est un

»

opérateur de norme spectrale, strictement inférieure 3 1.
- 2 — - L
Pour x € X on définit <cos” X par cos” x = cos x -ol

x est un vecteur de norme 1, d'image x dans X.

On a alors :

50) EC?Lg. (8)) = L rmo(x)[ [cosz(gio) ey (gF)eM (dg)] dA
0,0 LI A,27%%0 7 A
L ‘chp(x)[ Jcosz(g;o) Rt e (@i u ) )l @
Comme lI:I:m Jgosz(s;o) ey 2 (&%) u§1'+1(d8) - JcosZE ex’z(i)\)k(d;)
et —111.; [Jcosz(g;o) Ri,ze(g.;o) uiLﬂ(dg)] < TLE ||R§I’2]| = 0.

on déduit de (50) que :

2L T - ' 1 — - —
lim E(""0 C>’Q(<I>)) = co’o(Q) == JQ(X)[Jcoszx e)\’z(x)vx(dx)] dA

ce qui &tablit que o~ o admet pour densité la fonction
b}

- J cos’ X e ,(R)V, ().
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lL.a continuité de l'application A - Ti(z) de R dans l'espace

i (f(X),.g(X)) des applications linéaires continues. def(x) dansﬁ (09)]

entraine la continuité de A -+ ey, et de A - Vy, et par conséquent
bl

la densité de co o est continue.
’

Paragraphe 3 - LA FORMUILE DE THQOUIFSS

En reprenant les notations déji définies, nous pouvons &noncer le

Théoréme (3-1)

S4 u est d support compact et charge au moins deux podints

1) Pour Zout t €ER , et tout x € R%- {o} , on a

o1 N | ot t =
Pps liagy Log [P, ()] = Lim 37 Tog leg -+ gxll = v

ol o<y(t) = —J log o(g,x) Ut(dg) vt(dx).

Z) Pour tout te R, on a L'igalits suivante "Formule de
Thouless"

Y(e) = j Log |t-x| Nex)

Démonstration du théordme (3-1)

1) Justifions tout d'abord 1'affirmation 1)
Si W charge au moins deux points, le sous-groupe fermé engendré

5 par ut est non compact et ne contient pas de sous-groupe d'indice

fini ayant une action réductible sur TRZ [14].
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Donc d'apras le théor&me du Fiirstenberg [ 4 ] pour tout
x € Rz-{O} on a

1 t t t
(51) Pps 1lim — 1lo g .o x| = t
ln T glle; 8y -+ g x|l = v

od (52) y(t) = - f log d(g,x) W (dg) v (dx) >0

Par ailleurs, pL+1(t) est un coefficient de la matrice

t t t _
8 81_1 *°* 8y > il résulte alors de [ 5 ] que 1l'on a &galement

(53) Pp s lim 1 log lpL+l(t)| = y(t)
L L+1 _
2) La justification du 3) 'sera basée sur plusieurs ré&sultats

préliminaires :

lemme (3-1) : Pour fout t €R, Z'intégnake Jllog It-xl N(dx)
est convengente. '

Démonstration du lemme (3-1)

Pour tous L>1, t€R MEN on a :

- 1 . Y Y
(54)i:110g lpL+1(t;| = Ilog | t-x| NL(dx) < f sup (log ,t-x,,—M) NL(dx).

P-presque srement les probabilités de fonction de répartition

)

L>1® convergent étroitement vers la probatilité de fonction de

répartition N (théoréme 1-1) ; elles ont de plus leur support dans

.un compact fixe J. Par conséquent on déduit de 1'inégalité précédente

et en tenant compte du !} que pour tout M EN :

(55) 0 <‘y(t) < f sup (log |t-x|,- M) N(dx)
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ce qui assure puisque N est 3 support compact
1'intégrabilité par rapport 3 la probababilité dN

de la fonction x - Ilog||t-x|

Soit A 1la mesure de Lebesgue sur R ; on a alors le

lemme (3-2) :
Pour X presque tout t on a :

y(t) = J log lt-xl M(dx)

Démonstration du lémme (3-2)

Comme la suite de fonctions de répartition (NL)L s1 ° converge

étroitement vers la probabilité de fonction de répartition N,

on en déduit que pour tout b >0 , on a :

b
(56) Pps 1lim J dt If log |t-x[ ﬁi(dx) - [ log It—xlN(dx)l = 0
L b

Le lemme (3-2) se déduit alors de (53) et de (56).

Avant d'énoncer une proposition qui nous sera &galement utile,

précisons une notation :
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Pour tout intervalle ouvert la,bl de R, nous noterons ;gloc(]a’b[)

1'espace des fonctions f de la,f dans R telle que pour tout
intervalle compact T € ]Ja,bl, il existe une constante 0<a(T)<1l, de
sorte que l'application t€T + £(t) soitlipschitzienne d'ordre o(T).

On a alors la

proposition (3-1) : {'application t + y(t) appartient & ogloc(JR)
dont nous donnerons la preuve 3 la fin du paragraphe 3.

Achevons alors la preuve du théoréme (3-1).

Soit A>0 tel que ]-A,A[ DJ.

La fonction x + lIJA(x) = 1] AL A (x) N(x) appartient i l'espaceiz(lR)
k]

des fonctions de carré intégrable sur R. Elle admet donc [11] une

transformée de Hilbert ;‘\;A EiZCIR) définie par ’le = 1im ‘wA €(t)
€0 :

A presque siirement, oi
1 wA(x) dx

(t) J
|t.—x|>€ t-x

A€
I1 résulte du lemme (3-2) par intégration par parties que :
Aps  y(t) = log |a-t| - w (t),

A

c'est-3~dire

=2

(57) Aps (£) = QA(t)

Ya
oi (58) ¢,(t) = -%(log la-t| - v(t)) € szGR)-

D'aprés la proposition (3-2) et 1'égalité précédente, la fonction

®, appartient 3 loc(]-A,A[). Si 1'on pose

A
o, (t)
1 A
b0 = 3 |

|x—t|>€

on déduit de la théorie de la transformée de Filbert [11] dansagzok)

que Aps la limite % (x) = 1lim 3 (x) existe ; de plus
A €20 Ae

comme QA appartient 3 agloc(]-A,A[) la limite précé&dente existe
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pour tout x € ]-A,A[ et $A Eioc(] -AA[).

La formule d'inversion de la transformée de Hilbert permet de conclure que :

Aps l] -A,A[N(x) = %A(x).

Mais comme x =+ N(x) est continue et de plus 3 AE iloc(] -A,A[), on a :
n,

¥x € ] -a,4] le(x) = 1]-A,A{ N(x) = %'A(x) .

Ceci &tablit en particulier puisque A peut &tre choisi arbitrairement que

NE ocaR)'

Comme le eiloc(] -A,A[), on en déduit que QJ'A(t) est définie pour tout

t € 1-A,A0 et que wA € .floc(] -A,A[).

Les deux membres de (57) sont alors des fonctions continues de ¢t

sur ]-A,Al et l'on a donc :

(59) v t€]-4a,4 Y(t) = log|a-t| - QJ’A(t)

"\
Comme on a log IA-:I - mpA(t) = J log|t-x| dN(x), par intégration

par parties, on obtient donc :
(60) ¥ t € ]-4,A y(t) = Jlog lt-x| dN(x)
et le théoréme (3~1) est ainsi démontré.

Avant de prouver la proposition (3-1), énongons sous forme de proposition

un résultat acquis au cours de la démonstration précédente.

Proposition (3-2) : L'application t -+ N(t) appartient & zlocGR).

v Démonstration de la proposition (3-1) : elle est calquée sur la preuve

de la proposition (2-10).

1) On commence par é&tablir le

lemme (3-1) : 4sous £es hypothdses du théonéme (3-1) pour tout compact
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TCR 4L existe un 28el 0<a(T)<l el que pour 0<a<AT)

1
lim [ sup j SESEELEZl u®(dg) I'h . p(T,a)
n teT du' (x ) t
Ay X >y

avec p(T,a)< 1

démonstration du lemme (3-1) :

Pour 0<a<l on a 1'inégalité

. -
sup J 4 (gx,gy) U Z(dg) < sup j . U:(dg), n>i.

wvex | a%(x,y) <€ | P%g,x)

tE€T t€T

Comme la suite de fonctions -% Jlog 0(g,x) uz(dg) n>l, converge
uniformément sur XxT vers Y(t)>0 (2°) du théoréme (3-1))

il existe un entier No tel que :

N
8 = Inf Jlog g(g,x) uto(dg) >0

t€T
*&X
Si &8(g) = sup 0(g,x) on a l'inégalité :
¥€X
{ N N
) oS )
sup J'—Z§~"__‘ u, (dg) < 1 - 2a5>+2a2 Jéz(g) e 208 (g) My (dg)
t€T ' 0“7 (g,x)
*€X

d'old puisque B3>0, il existe un réel 0<a(T)<1l tel que pour

O<aga(T)

N
(61) - sup J‘a—l—— uto(dg) < 1
tE€T g (g,x)
x€X

Par ailleurs la suite (sup f —E—i___ u :(dg)) n>1
x8X

est sous multiplicative, donc on a :

1 n %é
[ ——

. Y
lim (sup J —_t u Z(dg)) % = Inf (sup ( )
o (g,x

n g7 (g,x) n  t€T

ce qui - compte-tenu de (61) - &tablit le lemme (3-1).
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Le rdle de ce lemme est analogue i celui du lemme (2-7).

On considire de méme que dans le paragraphe 2 B) pour

0<0<1 1l'alg&bre de Banach '£ 'a des fonctions Lipschitziennes
d'ordre @ sur ¥ ; les notations sont identiques 3 celles du
paragraphe 2 B) et uniquement modifiées par 1l'adjonction
d'un prime.

On &tudie alors la famille des opérateurs Pt : t€R

(62) Pt f(x) = Jf(gx) ut(dg) x € X,

oi f ‘est mesurable bornée sur X.
Ces opérateurs satisfont alors aux propriétés énoncées dans les
propositions suivantes et dont la preuve est la méme que celle

des propositions (2-9) et (2-10- (cas od u=0), en substituant
le lemme (3-1) au lemme (2-7).

Proposition (3-2) :

1) Pour tout o0O<a<l P, est un operateun borné sun £ "

et 44 T est un compactde R on a :
' <
sup [P Il < 4

i

Z) S4 0O<a<l , 0<r<l et 44 T et un compact de R, <L existe

une constante C(T,a) <zelle que pour toute fonction & Ei'a
et tous s,t €T

to
P2 = ol | _yoS (T fe=s|™ |lo]|_

Proposition 3-3 : Soit T un {ntervalle compact de R . Pour
tous t€T &t o0<ac (1), P, est un opérateur quadi-compact
de i'a dans i'a et tel que pour tout n>l on alt :

n n
2 U o+
Pt t Qt

ol Q, esl un opdrateun dei'a dans i'a verdigiant

Qe =0, vQ =0

De plus &4 r'a(Qt) est Le rayon spectral de Qt dans £ 'a on a :
Ry (Q) <1
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On en déduit le

corollaire (3=1) : S<& T est un intervalle compact de R, 44
0<a<a(T), 44 O0<r<l , i€ existe une constante C(r,a,T) <zelle que
pour toute gonction ¢ E;Z'a on alt pour tous s,t de T

v (® - v (0] <cre,n [e-s|™ [o]]",

dont la preuve est la méme que celle du lemme (2-11) 1).
Ce corollaire nous permet de terminer la preuve de la proposition

(3-1). En effet, on a :

(63) y(t) - Y(to) = Jlosd(s,X) ut(dg)vt(dx) - Jlogc(z,X)ut'(dg)vt (dg)
Q Q

=V ) - v (@) + v, (& - ¢t°)
Q [o)

ol Qt(x) = J log 0(g,x) dut(g).

Comme l'application (t,x) = Qt(x) de R X X dans R est continument

différentiable, on en déduit que pour tout intervalle compact T de

R, on a :
sup ||@ || <+ @, sup [0 (x) - ¢ (x)]| < K(D)|t-t
t€T £ a x€X t %o - °|

ot k(T) est une constante.

Par conséquent en tenant compte du corollaire (3-1), on obtient que
si O<a<a(T), O<r<l, t,t €T

(64) |y(e) = y(e )] < c(r,a,7) sup [[o" |

{t-to|ra + k(T) |e-t |
t€T o

a

ce qui prouve bien que la fonction t = y(t) appartient 3 45 ®) .

loc



- 55 =

APPENDICE

Dans cet appendice, nous précisens des résultats concernant certains
opérateurs, utilis@s au cours des démonstrations du lemme (2-7), et de
la proposition (2-8). Les notations utilisées sont les mémes que pré-

cédemment.

Soit p une probabilité sur SL(2,R) ayant une densité 3 support
compact. On consid&re 1l'opérateur T(20) d&fini surfg(x) par

T(2a) £(x) = j e, 0 £(gD p(dg)

£ E‘e(x), X€X, a€R.

On a alors la

Proposition Al'

1) Powr tout o« €R, T(2 ) est un opérateur eompact positif surB (x);
Son rayon spectral r(2a) est tel que La fonction o + log r(2a)
S04t convexe, et que

r(0) = r(2) = 1, r(2a) < 1 pounA

0<a<l

Z) L'opératewr T(2) peut 4'Ccrnire sous La forme :

T(2) [£ ] = m(f) e, + Ry(£f)

2
ol m eAt La probabilité sun X Lnvarnlante par Les rotations.,

e, {L'unique fonction positive de g€ (X) telle que T(2)e, = e,

2
et m(ez) = 1.
R, esZ un opérateur de € (X) de nonme spectrale sinictement

Anfenieune a 1 et tel que :

l'nR2 = RZ(eZ) = 0.
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Démonstration de la proposition Ay

1) Pour &tablir la compacité de l'opérateur T(21), on commence par
supposer que p a une densité continue : dans ce cas T(2Q) est
défini par un noyau continu [18], d'od le résultat.

Le cas général s'obtient en approximant la probabilité p en
variation 3 l'aide d'une suite de probabilités p, 02l, admettant

des densité continues dans un méme compact fixe.

L'inégalité de Holder permet facilement d'obtenir que pour

o ER, ‘B €R, 0<t<1 n>1 on a

Log ||TM(2ta+2(1-t)8) || < t log||T(20) || + (1-t)log ||T™(2(1-t)B) ]

1
d'ol la convexité de la fonction a +1logr(2a) = lim log||T?(2a) | l'/n
n

2) Pour terminer la démonstration, nous utiliserons la propriété suivante

des opérateurs T(2a)

lemme A : IL exdiste un nZel a >0 tel que powr |af<oa  £'opErateur
T (2a) n>l  peut 4'Ccrire sous La forme

™@2a) = A2 Voo () epy * R™(2a)

o : A(2a) >0 est L'unique valeur propre de plus grand module de
T(2a)

Vy, L'unique probabllit? swr X Zelle que v, T2a) = A2y

220 2'unique Eement de (x) tel que
T(2a) ey AQ2w) &y’ Vog (e2u) = 1

R(20) est un opérateun de‘é’(x) de nayon spectrhal strictement
inferieur & A(2a) Ztel que

e

Vo Q(gg) = 9" Q2a) &y = 0

De plus Les applications o + v
analytiques.

sont
2a a - e , o > RQ2w)
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Démonstration du lemme A :

L'&noncé du lemme A est satisfait pour l'opérateur T(o) ; on a :

™) = v e + R* n>l
of vV est l'unique probabilité p invariante portée par X.

D'autre part l'application a - T(2@) est analytique. La thdorie
des perturbations amalytiques d'opérateurs assure qu'il existe 'un

réel Go tel que pour |a| < o, T(2a) admette une unique

valeur simple isolée de module &gal au rayon spectral de T(2a),

et de sous-espace propre de dimension 1.

Comme d'autre part, T(2®) est un opérateur positif, cette valeur
propre est &gale au rayon spectral de T(20) et admet une fonction

propre positive [17].

L'énoncé du lemme A se d&duit alors immédiatement de ce qui précéde

et de la théorie des perturbations analytiques d'opérateurs.

Etablissons le 2) de la proposition Al‘ Pour cela on raisonne

par dualité. Nous notons t(20) l'opérateur défini de fagon analogue 3
- - v

T(2a), mais en remplagant la probabilité p par sa symétrisée p. Il est

clair que ¥(20) a les mémes propriétés que T(20).
Si @ est une mesure bornée sur X, et si VY Etf(x), on note :
4,v) = j ¥(x) d&(x).

On a alors la relation :

"y  @m, Q) ) = (vom, FX0) [0]) = C¥.m) "1 (0) ,9)

ot o, ve€®, k0.
-1
Cette relation résulte du fait que az(g,x)= 955——3-(23
m

x€%, g eSL(2R).
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Si A est une valeur spectrale non nulle de l'opérateur compact T(2),

il existe un entier k>1 et une fomctiom ¥y Eig(x) telle que
AT ky

(AT -T(2)I" ¥y =0

m(yy ) = L.

On en dé&duit d'aprés (1') que :

v k
(y.m)[AX T ~ T(o)] = 0.

v
L'adjoint de T(o), admet 1 pour unique valeur propre de module
supérieur ou &€gal 3 1 ; cette valeur propre est simple, et le

sous—-espace propre corréspondanc est engendré par l'unique probabilité

v v
p invariante vV portée par X. Il en résulte que si |A] >

v
on a A=l, k=l et Wlm = vy, Posons e, = Wl > 0.

Comme la dimension de l'espace des mesures bornées & sur X
satisfaisant 3 ¢[I - T(2)] = 0, est la méme que celle de 1'espace
vectoriel des fonctions £ 61:(X) satisfaisant 3 [I - T(2)] £ = O,
c'est~3-dire 1, et que d'aprés (1') ona m T(2) =m, on en

déduit le 2) de la proposition A;-

L'application a - A(Q) est dérivable et 1l'on a [4], [18]
AT (o) = - j logag (g,x) p(dg) v(dx) < 0.

Comme d'autre part on a d'aprés ce qui précdde (o) = r(2) = 1,
et que l'application a + logr(2a) est convexe, %l est clair que

O<a< é irem
pour 1 on a nécessairement 0<r(20)) <1
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