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REPARTITION D'ETAT 

D'UN OPERATEUR DE SCHRÔEDINGER ALEATOIRE 

DISTRIBUTION EMPIRIQUE DES VALEURS PROPRES 

D'UNE MATRICE DE JACOBI • 

Emile LE PAGE 

I - INTRODUCTION 

S o i t ( X n ) Q g 2 u n e s u l t e de v a r i a b l e s a l é a t o i r e s indépendantes e t de 

même l o i y à support compact d é f i n i e sur un espace profaabi l isé ( Q P ) . 

Considérons l ' o p é r a t e u r aux d i f f é r e n c e s a l é a t o i r e s d é f i n i sur 

A 2 ( Z ) » {u - (u ) € C 2 / Y |u 2 | < + » } 
n n € Z n 

(H(u>) u ) n » - u n + l - u n _ L + x n ( t t ) u n n € Z. 

L 'opé ra t eu r H(co) es t au to -ad jo in t . Notons l a r é s o l u t i o n de l ' i d e n t i t é 

de H(u>). 

D 'au t re pa r t , pour tout e n t i e r L>0, s o i t ^H(co) l ' o p é r a t e u r d é f i n i sur 
2 

l ( Z ) par l a r e s t r u c t i o n de l a mat r ice de H(cu) à [ - L , L ] c ' e s t - à - d i r e 

pa l a mat r ice de Jacobi : 

J L ( w ) - " * . X - L + l * ' ^ 

\ ( 0 ) * > / 

\ ^ / 
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Notons a l o r s N l a fonc t i on de r é p a r t i t i o n de l a d i s t r i b u t i o n 
L T 

empirique des v a l e u r s propres ^ i ( U ) ) ) . T < i < L

 d e l â ma t r i ce J L (u ) : 

On peut a l o r s énoncer en notant ( е ^ ) ^ ^ д ^ a base économique de J^(ZZ) , 

e t < U ' V > " J Z

 U q Vn 0 Û U - € ' 2 ( Z ) e t V ' (Vn€2Z S 2 2 ( Z Z ) 1 6 

théorème ( 1 - 1 ) 

1) I£ ex^Ate un гпьетЫг й0е*$ tzl quz Р(й 0 ) • l et te£ que роил toot 
П € д on ait : о 

11m sup | N ( Q j ) ( t ) - N ( t ) I » 0 
L t<=]R L 

ой N ( t ) » E < E t e 0 , e 0 . > , eôt continue.. 

2) Le 4pect*e de рдение toctt opé/ioteuA н(и>) e6t zqcdL au лирроАХ de £a 
pKobabititz de ^onctcon de хгра/itition N ( t ) » E < E e 0 , e 0 > 

et ce buppoit eat [ - 2 , 2 ] + шрролЛ de у. 

La f onc t i on de r é p a r t i t i o n N ( t ) f iguran t dans l ' énoncé précédent es t 

appelée r é p a r t i t i o n d ' é t a t de l ' o p é r a t e u r H. 

Les r é s u l t a t s f igu ran t dans l e théorème ( 1 - 1 ) sont contenus dans [15 ] 

e t [ 7] . 

о 

S o i t J un i n t e r v a l l e compact de Ж t e l que [ - 2 , 2 ] + support У С J . 

Considérons l a s u i t e de processus Y L ( t ) » / 2 L + 1 [Nj ( t ) - N ( t ) ] L>0 f 

t € -R. Pour tout L j> 1, t ? J ш a Y T - ( t ) =» 0. 
lu 

L ' o b j e t du présent t r a v a i l es t de p r é c i s e r l a convergence f igu ran t au 1) 

du théorème ( 1 - 1 ) , en étudiant l a s u i t e de processus ^ ( t ) L>1 tSJ 

à va l eu r s dans l ' e s p a c e S ( J ) des fonc t ions de J dans 1R continues à 
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d r o i t e e t possédant une l i m i t e à gauche, muni de l a t o p o l o g i e de 

skorokhod [ 2 ] *? 

Ce t t e étude es t menée au paragraphe 1, sous l ' hypo thèse supplémentaire 

que y admette une dens i t é continue : on é t a b l i t l a convergence en l o i 

de l a s u i t e de processus ( ^ ) L > 1 v e r s u n P r o c e s s u s gaussien Y , presque 

sûrement à t r a j e c t o i r e cont inue. Notons que l e r é s u l t a t obtenu es t 

analogue au théorème c l a s s ique concernant l a d i s t r i b u t i o n empirique de 

v a r i a b l e s a l é a t o i r e s r é e l l e s indépendantes, qui correspond à l ' é t u d e de 

l a d i s t r i b u t i o n empirique d'une mat r ice d i agona l e . 

La méthode u t i l i s é e pour é t a b l i r l e r é s u l t a t précédent n é c e s s i t e l ' é t u d e 

de c e r t a i n s p rodui t s de mat r ices a l é a t o i r e s indépendantes 2 x 2 de d é t e r ­

minant un dépendant d'un paramètre, e t de chaînes de Markov d é f i n i e s 

à p a r t i r de ces p r o d u i t s . ' L e s techniques mises en p l ace à c e t t e occasion 

nous permettront de prouver l a formule de Thouless [ 6 ] au paragraphe 2 . 

L ' é tude de l a su i t e de processus ( ^ ) ^ > Q a é t é abordée dans [15] . 

Paragraphe 2 - DISTRIBUTION EMPIRIQUE DES VALEURS PROPRES D'UNE MATRICE 

de Jacobi : 

2-1 Avec l e s no ta t ions d é f i n i e s au paragraphe 1, e t en appelant de 

plus Sy l e support de y nous pouvons énoncer l e : 

Théorème ( 2 - 1 ) : S<L y admet une denàite contenue p CL buppoKt compact : 

La *uite de pKoczAALLà ( \ ) l > 0 converge on loi dan*ïb(J) VQAA un pKocebàuà 

gauA4><ien cent/iê, Y. ~~ 

Ve plu* tl<t2 <* • • < t k € ] - 2 , 2 [ + S u 

la mat/Uce de covanÀance de ( Y C t p , Y ( t 2 ) , . . . , Y ( t k ) ) e&t po*<L£lve non 

degenexee. 

Zn&ln poux tout y < V2 on a : p s l im h~Y sup | Y ( t ) - Y ( s ) | » 0 
h+0 |t - s | <h 

t , s € j 

et en panJxcuLLeA Y e*t piebque AuAwent à txajectoÂJie* continue*. 
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2-2) Démonstration du théorème ( 2 - 1 ) : 

I l es t c l a i r que l ' é t u d e des d i s t r i b u t i o n s empiriques des va l eu r s propre 

des mat r ices JT (co) L>1 es t équ iva l en t e à l f étude des d i s t r i b u t i o n s 

empiriques des mat r ices 

/ X (w) - 1 . ( 0 ) \ 

J (w) - / -1 „ X x ( u ) x ^ - l L > 0 

L + 1 \ ( 0 ) " ^ - 1 < « > / 

Nous nous p lacerons désormais dans ce cadre , l e s no ta t ions adoptées 

précédemment é tant mod i f i ée s de façon convenable par l ' a d j o n c t i o n 

d'un t i l d e . 

S o i t P-L+j^t) l ô polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de 

on a l a r e l a t i o n : 

P L + l ( t ) " ( V ° P L ( t ) * P L - l ( t ) 

avec P - X ( t ) » 0 P Q ^ J " 1 

c ' e s t - à - d i r e que pour tout L>0 : 

I g L g L - l — * *o 1 o) 
l P L ( t ) / 

t ( \ ' t " l \ 
o ù 8v " 1 q<k<L. 

\ 1 0 j 

Les va l eu r s propres de 3̂  sont l e s zé ros de p, , ( t ) . De plus 
v L+1 L + l 

nous pouvons énoncer l a p r o p o s i t i o n suivante dont l a j u s t i f i c a t i o n 

f i g u r e dans [ 1] . 
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P r o p o s i t i o n ( 2 - 1 ) : 

a) P L + 1 ( t ) poààldz ( L + l ) zVio* n&zl* deux à. deux dUtinct* t Q < t 1 < . t L 

fa) Le nombie de changement* de tlgneb de la àuÂJte { p Q ( t ) , p x ( t ) . , p L + 1 ( t ) > 

zàt Igal i o u t < t , r + i *l t < t<t . o<t<L,,. et à ( L + l ) *<l 
o r r+ l — — 

2 2 
S i l f o n note P(R ) l ' e s p a c e p r o j e c t i f d e l , 

I » { 3 c € P 0 R 2 ) x » (cos d , s in e) - | < <?< 0 } 

— 2 
e t x^ l ' i m a g e dans PCR ) du vec teu r x * ( l , o ) . On en déduit l e : 

o o 

c o r o l l a i r e ( 2 - 1 ) : 

7) vt e n 

2) Pana £e caa ou la loi de \x e*t di^uàe, on a de pluà : 

v t e m ps ïL( t) [ i ( g J . . . . 8 J . Î 0 ) 
k~0 

où g 0 x dés igne l ' a c t i o n de l a mat r ice g de SL(2.]R) sur l ' é l é m e n t x 

de P Q R 2 ) . 

L ' a s s e r t i o n 2 du c o r o l l a i r e ( 2 - 1 ) es t une conséquence immédiate de l a 

p r o p o s i t i o n ( 2 - 1 ) , e t l ' a s s e r t i o n 2 r é s u l t e du f a i t que s i l a l o i de 

U es t d i f f u s e , on a pour tout k ^ U e t pour tout t S i P ( p ^ ( t ) * 0 ) » 0 

Remarquons que l e s énoncés précédents sont analogues au théorème d ' o s c i l l a ­

t i o n de Sturm dans l a t h é o r i e des équations d i f f é r e n t i e l l e s du second o rd re . 

Le c o r o l l a i r e 1 permet de ramener l ' é t u d e du comportement asymptotique de 

N ^ ( t ) > L > 1 à c e l u i d'une f o n c t i o n n e l l e a d d i t i v e des é t a t s d'une chaîne de 

Markov. 
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Nous a l l o n s sc inder l a preuve du théorème (2-1) en deux p a r t i e s : 

I ) On commence par é tud ie r pour un nombre f i n i de r é e l s t i < t 2 < ' # # < t k 

l e comportement en l o i de l a s u i t e de vec t eu r s a l é a t o i r e s 

( * n ( t l } > V V ' - ' - ' V V ^ o ù
 K ( t ) " / ï ? n & l U > - N ( t ) ] 

n > l , t ^ l R . 

I I ) On é t a b l i t l a r e l a t i v e compacité f a i b l e des l o i s de l a s u i t e de 

processus ^ q C O t ^ J , n ^ l , à va l eu r s dans 3} ( J ) muni de l a 

métr ique de Skorokhod [ 2] • 

2-2-1) PREMIERE PARTIE : 

On é tud ie pour t i < t 2 < , # * < t : k ^ e c o m P o r t e m e n t : e n <*e s u i t e de 

vec teu r s a l é a t o i r e s $ n ( c i ) t ^n^C2^ * ^ n ^ k ^ qui en-raison du 

c o r o l l a i r e (2-1) es t l e même que c e l u i du vec t eu r a l é a t o i r e . 

t . t . t 

( £ l x ( g j 1 g 1 , l •« g 1 - xp) - (n+1) N ( t j ) 
j = 0 / n + 1 

^ t 

Pour c e l a considérons l a chaîne de Markov ( x j ) j>o-, à va l eu r s dans 

k 2 k 

X * [POR ) ] de p r o b a b i l i t é de t r a n s i t i o n d é f i n i e de l a façon suivante : 

s i t » ( t 1 , t 2 , . - , t k ) ]R k e t x » ( x 1 , x 2 , . - , x k ) € xk 
f t l *2 \ 

P t f ( x ) » J f ( g t ( o a ) . x 1 , z l ( c a ) . x 2 , . . . , g 1 ( a ) ) . x k ) dP (a j ) 

f ( g . x ) du (g ) 

où u dés igne l a l o i du vec teu r a l é a t o i r e (g ( ca) ,.g ( a ) ) , . . . , g (u>) ) 6 [ SL(2 JR)] k 

e t f une f o n c t i o n bo ré l i enne bornée sur 'X^ 
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Nous noterons P x € x, ( r e s p . P où v es t une p r o b a b i l i t é sur X) 

l a l o i sur X 1 * des t r a j e c t o i r e s de (Щ j ^>0) issuesde x ( r e s p . de l o i 

de départ v ) . 

S o i t (X k ) l f e s p a c e de Banach des fonc t ions continues sur X k muni de l a 

norme de l a convergence uniforme sur X k | f | * sup | f ( x ) | 

s* к X € X k 

P opère sur о (X ) e t possède l e s p r o p r i é t é s suivantes : 

P r o p o s i t i o n - (2-2) Si y admet une denAiti, l'op&iateuA p eàt 

quabi compact 4uA 4? (X k ) et V on a : ~ 

V n > l H S ' t (X k ) 

P j f - V t ( f ) + Q * ( f ) 

ou eat Z1 unique piobabi&Lte p^ ^nua^cante pottêz pat x k et Q 

e*t un opiiateuA de лаусж 4peatta£~4 t>Uctement ^п^еллеал à J et te/ que 

Démonstration de l a p r o p o s i t i o n (2-2) : 

Commençons par énoncer des r é s u l t a t s u t i l e s pour c e t t e preuve : 

a ) 
P r o p o s i t i o n (2-3) Si y admet une denMiti, it existe un entier n >l 

с n O— 
tel que la pnjobabiLLte u t ° obtenue en convolant n Q ^acô y 
dan* le дкоире [ SL(2 Д ) ] k роШаг une densité dam [ SL(2 ДО] k 

qui sera, j u s t i f i é e à l a f i n du paragraphe (2-2-1). 

b) 

P r o p o s i t i o n (2-4) Si y change au moinA Z pointa ; y admet —"—™———"™^—™— ^ ^ 
une unique p/iobabctctë lnv<vilantz v 4ил X e t ^ o n а 

v f 6 (X k ) sup , | p ° f ( x ) - v . ( f ) I - 0 
x ex1"' - -
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Démonstration de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 4 ) : 

Pour 1 < j < k notons u l a l o i de l a mat r ice a l é a t o i r e 

g J ( ca ) € S L ( 2 , 1R). S i y charge au moins deux p o i n t s , l e sous-groupe 

fermé H L de S L ( 2 , UR) engendré par l e support de Uj e s t non compact 

e t ne con t i en t pas de sous-groupe d ' i n d i c e f i n i ayant une a c t i o n i r r é d u c t i b l e 
2 2 

surlR [ 13 ] . Munissons 1R de l a s t ruc ture euc l id ienne d é f i n i e par l a norme 

| |x|h» ( x 2 + x ^ ) 1 ^ 2 où x » , e t dé f in i s sons l a d i s t ance d sur P(3R 2) 

par 

d ( x , y ) - | s i n . 6 ( x , y ) | 
*\j % 2 

où x , y sont deux vec t eu r s de 1R de norme 1, d image x , y dans 

PQR:.) , e t 9 ( x , y ) es t l ' a n g l e de ces deux v e c t e u r s . 

On a a l o r s : [ 9 ] 

V l < j < k l im sup d ( g . x , g . y ) ( d g ) » 0 
n x , y e POR 2 ) 1 3 

k 

Par conséquent s i maintenant d^ est l a d i s tance sur X d é f i n i e par 

k 

d k ( x , y ) » l d ( x i , y i ) où x » ( x 1 > x 2 , . - . , x k ) ^ Z k 

y 3 8 ( y 1 > y 2 » - - - » x k ) 6 x k 

i l en r é s u l t e que 

l im $ » l im sup d, ( g . x , g . y ) y ^ ( d g ) * 0 
n • x , y 6 X j — 

Pour tou te f o n c t i o n f L ip sch i t z i enne sur } ! k e t tou te s u i t e & n ) n > 1 

k 
de X on a : ¥ n,m>l 
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I l en r é s u l t e que pour tou te fonc t ion f L ^ s c h i t z i e n n e , l a su i t e de 

fonc t ions ( P n f ) x 1 , converge uniformément v e r s une constante I . ( f ) 

sur X • Par d e n s i t é , l e r é s u l t a t r e s t e v r a i pour toute fonc t ion f 

d e € ( X k ) . Clairement l a f o n c t i o n n e l l e f + T ( f ) de ( X k ) dans 1R 
k 

d é f i n i t l ' u n i q u e p r o b a b i l i t é P inva r i an te por t ée par X* ; d'où 

l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 4 ) . 

c ) 

k k no 
X es t un espace homogène compact de [SL(2JR)] ; comme admet une 

dens i t é dans [ S L ( 2 , ] R ) ] k , i l en r é s u l t e que l ' o p é r a t e u r P^° es t un 

opérateur compact sur (X ) [17] ; par conséquent, P es t une c o n t r a c t i o n , 

quasi-compacte sur (X ) . Les seules va leu r s spec t r a l e s de P de 

module 1 sont a l o r s des pô le s s imples . Le r é s u l t a t de l a p ropos i t i on ( 2 - 4 ) 

montre que 1 es t l a seule va leur s p e c t r a l e de module 1. Les autres va l eu r s 

s p e c t r a l e s de P^ ayant toutes un module - majoré par un nombre s t r i c t e ­

ment i n f é r i e u r à 1, on en dédui t l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 2 ) . 

La chaîne de Markov d é f i n i e par P s a t i s f a i t donc à l a cond i t ion de 

Doeb l in . 

Adoptons maintenant l e s no ta t ions : pour X * ^ i ^ i < i < k 

x ' - ( X ' i W € * k < x > x , > ~ h x \ 

e t pour 7 € x k , x - ( x 1 , . . . t x k ) F I ( x ) - ( l j ^ ) . I J C X J ) , . • , l r ( X j . ) ) 

e t considérons a l o r s l ' o p é r a t e u r P n o ( A ) d é f i n i par 

P ! ° (X) f ( x ) - f e 1 < X ' F I ( 8 ^ ) > f ( g x ) n ° ( d g ) où f ^ ( x k ) , X € ] R k 

1 J Pc 

P n 0 opère s u r t > ( X k ) car p n o a une dens i t é dans [ S L ( 2 , ] R ) ] k . 
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Par a i l l e u r s P ^ ° ( Z ) es t un operateur qui es t obtenu par per turba t ion 

ana ly t ique de l ' o p é r a t e u r P ^ ° ( o ) * p £ ° . S i l ' o n dés igne par r ( L ) l e 

rayon s p e c t r a l d'un opérateur L s u r ^ ( X k ) , on peut a l o r s en tenant 

compte de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 2 ) e t des r é s u l t a t s de l a t h é o r i e des p e r ­

turbat ions ana ly t iques d 'opéra teurs [3] , [10] conclure que : i l e x i s t e 

Ir 
un v o i s i n a g e V de o dans H t e l que : 

V f € ^ ( X k ) V X € V V p > l 

( 1 ) [P*° ( X ) ] P f » k | ( A ) î y X ) f + 3 Ç a ) f 

où ^ t ( A ) es t l ' un ique va l eu r propre de plus grand module de 

P * ° ( X ) e t v é r i f i e |Et(\)l> 2 + r ^ " 0 ) 

N ( À ) es t l a p r o j e c t i o n sur l e sous-espace propre de dimension 1 

correspondant à ^ t ( ^ ) 

Q (X) e s t un opérateur d e £ ( X k ) de rayon spec t r a l r (Q ( X ) ^ 1 * 3 ^ °^ 

v é r i f i a n t Q t ( A ) N c ( X ) = » 0 . 

'V % *\» 

De plus l e s a p p l i c a t i o n s X + k t ( X ) , X + N t ( A ) , .X Q (X) sont a n a l y t i q u e s . 

La décomposit ion précédente va nous permet t re de j u s t i f i e r l a 

P r o p o s i t i o n ( 2 - 5 ) : 

Sotu Izà hypothlàQA du tkzotàtnz ( 2 - 1 ) pouA tout x = ( x 1 , x 2 , . . , x f c ) € x k 

on a : 

J) ps l im ( i . T l T ( g J g i - f g , J x . ) ) » (V ( I ) ) - t a ( t , ) ) 

i < j < ^ J i < j < 1 - i < j < k 

- ( i ( T Î I T [ k t ] < « > » , . < t 
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n t . t t 
2) Le vzUzjua aJLlaXolfiz ( ~ l UigJ g„ i* g , J x . ) - n N ( t . ) ) 

/ n p-1 p 1 j J i < j < k 

conve/ige en ve^ une £04. de Gauà* Y centre ponXlz pax 1R 

et de matu.ce de cova/u.ance I * (tf, J 

di&iYiiz paA : l<t9i<\a 

0 

[ f f - P -f .P f . ] dv 
J X 2 i J t ± i t . 2 t v t . 

00 

n«o i i i i 

Démonstration de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 5 ) . 

L ' e x i s t e n c e des l i m i t e s précédentes se déduisent-de r é s u l t a t s connus [10] 

concernant l e comportement asymptotique des f o n c t i o n n e l l e s a d d i t i v e s 

d ' é t a t s de chaînes, de Markov s a t i s f a i s a n t à l a cond i t ion de Doebl in . Par 

a i l l e u r s l ' e x p r e s s i o n de ces l i m i t e s à l ' a i d e de d é r i v é e s de k ( A ) 

s ' o b t i e n t en passant à l a l i m i t e selon l a sous-sui te (n n ° ) n > ^ e t e n 

u t i l i s a n t l a décomposit ion ( 1 ) : ( v o i r [10] e t [17] pour une étude 

d é t a i l l é e ) • 

Nous achèverons l a première p a r t i e en prouvant l a 

p r o p o s i t i o n ( 2 - 6 ) : 

Soo4 Izà kypoJtkl&eA du tkîoKlma ( 2 - 1 ) pouA touÂ t 1 < t 2 < . . . < t k

€ l - 2 , 2 [ + su 

Y eô-t non dégénérée. 

Démonstration de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 6 ) : 

E l l e repose sur p lus ieurs lemmes. 

http://matu.ce
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1) lemme ( 2 - 1 ) : 

SotU Izà hypotkzAZA du tlizox&nz ( 2 - 1 ) , *i t 1 < t 2 < . . < t f e € ] - 2 , 2 [ + S y 

Iz AupposU dz v zAt zgal à X k . 

dont nous donnerons l a preuve à l a f i n du paragraphe 2 - 2 - 1 . 

2) lemme ( 2 - 2 ) : 

60U6 Iza hypothzàZA du thioKùnz ( 2 - 1 ) , *<L t

1

< t 2 < - - < t : i c

 6 1-2,2[ + 

Il zxiàtz unz boulz B ce/L#iëe zn o danà W' tzllz quz pouA X € b - (ot 

on cuX |k ( A ) | < 1 . 

Démonstration du lemme ( 2 - 2 ) : 

f k 

Pour tout X € v, i l e x i s t e une fonc t i on « (x ) t e l l e que pour tout 

n>l : 

( 2 ) [ P j ° ( X ) ] n $ x - [ k t ( X ) ] n $ x $A * 0. 

Supposons que X^O et |k (X) | » 1 ; i l r é s u l t e a l o r s de ( 2 ) que pour 

tout n>l 

i \ \ \ 

d f où l ' o n o b t i e n t en f a i s an t tendre n v e r s + 0 0 , que : 

( 3 ) v J * J > | # x | 

De ( 3 ) i l r é s u l t e puisque |$ x | e^î ( X k ) e t que suppv t » X k d ' après l e 

lemme ( 2 - 1 ) que : 

( 4 ) v x - e x

k \*XŒ)\ - sup | « x ( y ) | >o 

7 s x k 

en tenant compte de ( 2 ) e t ( 4 ) on a : 

V x 6 X

k , Vn>l V g € sup u" n ° 

e i < A , F I ( g . x ) > ^ ( g - ) _ [ k £ ( X ) l n « x W 
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s o i t 

En u t i l i s a n t l e f a i t que l e premier membre de ( 5 ) es t un c o c y c l e m u l t i ­

p l i c a t i f sur [SL(2,lO] k x X k , on v o i t que 

V n > l , ¥ l € X k , Vg. € supp p * n 0 

e i < X F x ( g x ) > 9 l 

n 

ce qui dès que | |X | ( < en t ra îne que < À , F I ( g x > * 0 

c ' e s t - à - d i r e que V x 6 x k < X , F I ( x ) > * 0, 

ce qui es t imposs ible s i X ï 0, d'où l e lemme ( 2 - 2 ) . 

3) Lemme ( 2 - 3 ) : 

St X € ] R k - { o } zt tX ZX = Q ¿1 zxUtz unz mzàuAZ dz pnjobabMJAl 9 j 

AUAIR tzttz qaz pouA toutz {oncXÀJon $ corvUmiz boAnzz *UA TEL on ait : 

v 
l i m E v [ * ( S | ( X ) ) ] - 9j * (#) 

n _t 

Où s£ (X) « | { < X , F I ( X j ) > - | < À , F I ( 7 ) > v t ( d ? ) } 

et § j e4-t Za pKobcibJUUXz 6ymz£/Uqu.z dz 6^ 

Démonstration du lemme ( 2 - 3 ) : 

Posons F x » <X ,F I > - < X , F I ( x ) > v t ( d x ) ; 

comme v ( F , ) * 0 e t en ra i son du f a i t que P s a t i s f a i t à l a condi t ion 
t A ^ 

de Doeb l in , nous pouvons également d é f i n i r : 

n^o — — 

X —"•* 
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On a a l o r s : 

a* » CXZX - { P t ( h x ) 2 ( x ) - [ P ^ h x ( x ) ] 2 } v t ( d 7 ) 

D'aut re par t on a : pour tout x € x e t tout j > 0 : 

2 

Par conséquent s i 0" ^ * 0 , i l e x i s t e , une constante K>0 t e l l e 

que pour tout j >0 : 

x 6 X k 

c ' e s t - à - d i r e que pour tout j > 0 

sup t V ^ j + l * " h X ( ^ j ) + F X ( ^ j ) ] 2 _ K P ^ 

d 'où l ' o n dédui t à l ' a i d e de l ' i n é g a l i t é de Schwarz que pour tout j_>0 

( 6 ) Sup |h âj+l) - \(xp + F x (3f j ) | < / K p V 2 
x ^ X 

2n-l ^ 
Posons a l o r s T - T F , ( X . ) • n,n j - n X j 

De ( 6 ) i l r é s u l t e que : 

lul v k % i T n ,n +
 [ V W - W ] I ^ f P'J / 2 

x ^ X K Ĵ n 

On en déduit que l a s u i t e de v a r i a b l e s a l é a t o i r e s ( T ^ n ~ t ^ ( X ^ - h ^ C X j ^ J ) 

n>0 converge v e r s 0 en P^ p r o b a b i l i t é quand n tend v e r s + 0 0 . 

Par a i l l e u r s , V k,m € H on a 

h X ( ^ 2 n ( a j ) ) P v ( d a j ) " | P t < h ^ * ) h A < * > v

t

( d ^ 

d'où V k ,a € U . 
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l i a f ^ ( X 2 n + 1 ( w ) ) h m $ n ( w ) ) d P y <o>) - \(h\) v t ( h m ) . 

Tl ' t 

La fonc t ion étant bornée, i l e x i s t e sur3R une unique p r o b a b i l i t é 

6j t e l l e que pour tout k>0 x k 6^(dx) - v

t ^ h ^ e t l a s u i t e d e s 

l o i s par rapport à ?^ de l a su i t e des v a r i a b l e s a l é a t o i r e s 

v 

( h ^ ( X n ) - M ^ n ^ n - 1 c o n v e r 8 e v e r s * f * • 

L ' a s s e r t i o n du lemme (2-5) r é s u l t e immédiatement de ce qui précède car 

l e s v a r i a b l e s a l é a t o i r e s T et S^(X) ont même l o i par rapport 
n,n n 

" Y 

4) Terminons maintenant l a démonstration de l a p rppos i t ion ( 2 - 6 ) . 

1 1—CO SX 
So i t ij> l a fonc t ion continue bornée sur 1R d é f i n i e par ij>(x) * ^ — ; 

n x 2 

e l l e a pour transformée de Four ier 
, f + a o

 i u x 1 - W s i | u | < 1 
* ( u ) « j J e 1 U X iJKx)dx - { 

-<*> 0 sinon. 

Pour tout n > l , on a : 

E ( « S i ( X ) ) > J L f1 f a . | u | ) r i u n n 0 v t ( < X > F I > ) ( P n O ( X u ) ) n e ( x ) d u d V t : « 

où e es t l a fonc t ion ident ique à 1 sur X . 

S i X € B - { o } e t s i u € [ - l , l ] - { o } , on a en ra ison du lemme (2-2) et de (1) : 
V x € X k l i m ~ [ P ^ ° ( X u ) ] a e ( x ) =- 0. 

n — 

En u t i l i s a n t l e théorème de Lebesgue, on peut a l o r s conclure que s i 

X € B - { o } 

l im E 0KS;=- ( X ) ) ) = 0. 
n V t n n o 



- 16 -

V 
Comme pour toute p r o b a b i l i t é S sur m, on a 6 * l e lemme (2-3) 

montre a l o r s que s i X € B - { o } 

ce qui é t a b l i t l a p ropos i t i on ( 2 - 6 ) . 

Les conclusions des p ropos i t ions (2-5) e t (2-6) j u s t i f i e n t toutes l e s 

a s se r t ions contenues dans (2-1) concernant l e comportement en l o i du 

vec teur a l é a t o i r e O ^ C ^ ) ,Y ( t 2 > , . . . . > Y

n ( * k ) ) n > 1 lo rsque n + où 

t l < t 2 < . . < V 

I l nous r e s t e cependant à donner l e s démonstrations de l a p r o p o s i t i o n 

( 2 - 3 ) , e t du lemme ( 2 - 1 ) . 

Démonstration de l a p ropos i t i on (2-3) 

E l l e repose sur l e s lemmes suivants : 

1) lemme (2-4) : 

Si \xaximzZ une dzyuiXi, Iz 6otu gioupd hzmz G dz [ S L ( 2 , H ) ] k 

-£ k 
engendré pa/t Iz àuppoit dz \i z&£ zg&l à [ SL(2,IR)] 

Démonstration du lemme (2-4) : 

On raisonne par récurrence sur k. 

a ) S u p p o s o n s g u e k » ! ; 

pour t € ]Rf q € supp ]i on a 

, q - t - l i 
g , . ( q ) - I - e x p ( q - t ) x g 0 

c 1 1 0 1 

, 0 11 ,0 - l i 
où x - ; e t g » 

\o 0> ° [ l 0 1 

file:///xaximzZ
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On en déduit que s i q , q ' e supp y 

g ^ ( q ) g t ( q ' ) " e x p ( - q ' + q ) Y € G t 

où t - (J °0y 

e t g t ( q ) g ^ ( q f ) » e x p ( q - q ' ) x € G t 

Comme l e support de y * u (y é tan t l e p r o b a b i l i t é symétrique de u) 

con t ien t un v o i s i n a g e ouvert de 0, l ' a l g è b r e de L i e de con t ien t 

X e t Y . Or X e t Y engendrent l ' a l g è b r e de L i e de SL(2 ,R) qui es t 

connexe, par conséquent * S L (2 . ]R) . 

b ) Supposons l e r é s u l t a t du lemme (2-4) é t a b l i pour tout e n t i e r l£k<ko 
lr +1 

Soient a l o r s t ] L < t 2 , . . < t k + 1 € tbt° ; 

notons - t ^ k ° + 1 ^ * ( t 1 , t 2 , , t ^ + 1 ) e t pour l<p<ko+l 

H p = x SL(2 ,R) x I i C q + 1 . p

 n G

t ( k o + 1 ) o ù \ m ( I . I , . » D I é tant 

l a matr ice i d e n t i t é de SL(2 . ]R). es t un sous-groupe d i s t ingué de 

G t ( k o + l ) e t e ^ ra i son du a ) également du groupe *p_i* SL(2,1R) ^ ^ o + l - p ' 

Or ce dern ie r groupe est semi s imple , donc on a : 

s o i t : H

P ' \ + i 

s o i t : H

P - . V i x S L ( 2 ' R ) X V - p 

Distinguons deux cas : 

a ) S ' i l e x i s t e un e n t i e r p t e l que H » I , *SL(2 ,R) *! , _ui > 

on peut a f f i r m e r compte-tenu du f a i t que grâce à l ' hypo thèse de 

récurrence G^dcQ+l) se p r o j e t t e surject ivement sur l e groupe 

[ S L ( 2 . ] R ) ] P o " 1 x i x [ S L ( 2 . 3 R ) ] k ° + 1 " " P o 

que G » [ S L ( 2 ^ ) ] k ° + 1 
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6) S i Vp, l<p lko+ l H • es t l ' i d e n t i t é de [ S L ( 2 , J l ) ] k , a l o r s 

compte-tenu de a ) , i l e x i s t e des isomprphismes ( X . ) 2£ i£k Q +l 

de 5L(2,JR.) sur lui-mime t e l s que tout élément g de G

t ( k o + l ) 

s ' é c r i v e sous l a forme : 

( g i . X , . ( g , ) . x t ( g , ) , t ( g , ) ) g. 6 SL(2 ,R) 

Montrons que c e c i n ' e s t pas p o s s i b l e , ce qui assurera que seule 

l a s i t u a t i o n a ) se présente e t achèvera l a preuve du lemme ( 2 - 4 ) . 

Pour tout q € on a nécessairement 

( 7 ) X . ( g . ( q ) ) - e x p ( t - t ) X g ( q ) 
t 2 t 1 i c 1 . 

i l en r é s u l t e que pour tous q , q ' S Sy on a : 

X . ( g r ( q ) g " l ( q * > - Xr (exp ( q - q ' ) X ) - e x p ( q - q ' ) X t 2 t x t 1 t 2 

Xr ( g " L ( q ) q . ( q * ) ) ' Xr (exp ( q - q ' ) Y ) - e x p ( q - q ' ) Y 
2 C l

 Zl 2 

v 

Le support de y * y con t ien t un v o i s i n a g e ouvert de o , par 

conséquent pour tout h^lR, 

X*. (exp h x ) » exp h x , (exp h y ) » exp h y 
Z2 Z2 

d'où i l r é s u l t e que pour tout g € SL(2 ,R) ( g ) 3 8 g , 

ce qui en con t r ad i c t i on avec ( 7 ) puisque t^ # t^. 

r k 
2) S o i t <q. k l ' a l g è b r e de L i e de [SL(2JR>] e t notons Ad l ' a c t i o n 

ad jo in t e de [ S L ( 2 r R ) ] k sur L ' a l g è b r e de L i e G j k e s t éga l e 

à l a puissance kième de l ' a l g è b r e de L i e de ST,(2JR). 

Appelons x l ' é l é m e n t ( X , X , . . , X ) de 
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Nous pouvons a l o r s énoncer l e 

Lemme ( 2 - 5 ) : 

Soit и unz paAtiz dz [ 5 Ь ( 2 Д ) 1 к zngzndAant topoZagiqumznt 
[SL(2 ,JR)] k , il zicutz atoKà un zntizt n Q zt dzà ilimzntà 
g 1 , g 2 . . . g I l o dz и tzlb que Iz 4<ж*-е4расе vzztoiizl dz ^ k zngzndAê 

рал Iz* llb\ZYità { A d ( g 1 - g 2 . g p ) ( X ) 11Р£П 0 } boit IgaJL a e j k . 

Démonstration du lemme ( 2 - 5 ) : 

Pour n>l e t ш * ( g l f g 2 > • • • » S n ) € U n notons ^ ( ш ) l e sous-espace v e c t o r i e l 

de engendré par l e s éléments ( A d ^ .g^ . • . g ^ ) (30 l £ P f n ) . 

On a pour tous m,n>l l a r e l a t i o n : 

( 8 ) H . (шаО « H (ш) + A d ( g l . g 9 , . . . , g ) ( H ( t o f ) ) où w f 6 U*. итт n i z w n m 

S i ш о » ( g j ,g , . . . , g n Q ) € и П ° es t t e l que l a dimension de H n o ( a j Q ) 

s o i t maximum i l r é s u l t e a l o r s de l a r e l a t i o n ( 8 ) que -

A d ( g 1 . g 2 , . . . g n o ) ( H n ^ ( o ) 0 ) ) » H n 0 ( w 0 ) e n f a i san t ш я ш' - o a Q ; de plus en 

fa i san t (D » on v o i t que Ad(g^ . g 2 , . . . , g n Q ) ( Н п ( ш Т ) С н

П о ^ ш о ^ 

e t donc d 'après l a remarque précédente on a H (u) f ) С H- ( 4 ) . 
n l l o о 

Par conséquent pour tout g € U, on a A d ( g ) ( H n Q ( o J 0 ) ) С Н П о ( ш 0 ) « 

Comme U engendre [ SI.(2 JR)] k , Н^.Са^) es t un i d é a l de < ^ k ; de plus 

Н П о(а) о) a une p r o j e c t i o n non rédu i t e à 0 sur chacun des fac teurs de ^ 

e t donc Н П о ( ш о ) " 

3) Terminons maintenant l a démonstration de l a p ropos i t ion ( 2 - 3 ) : 

So i t q + g ( q ) l ' a p p l i c a t i o n de Ж dans [ S L ( 2 ^ l ) ] k d é f i n i e par 

g..(q) я ( g f ( q ) t s r ( q ) » . . . f g « . ( q ) ) 
- c l C 2 t

k 

к 
Pour tout n>l l ' a p p l i c a t i o n M n ana ly t ique de ЖП dans [SL ' (2 ,R)] " d é f i n i e par 
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M n ( q i , q 2 , . , q n ) « g , ( q i ) g 1 ( q 2 ) . . g 1 ( q n ) 

a en tout poin t (q^ ,q^ , • , q n ) € Pv11 un rang éga l à l a dimension du sous-

espace v e c t o r i e l engendré par l e s éléments 

( A d [ g t ( q i ) g t ( q 2 ) . . g £ ( g p ) ] - 1 0 0 l lP<n> d e ( | k -

En appliquant l e lemme ( 2 - 5 ) a U * Dg^(S^ ) ] ce qui es t pos s ib l e 

d 'après l e lemme ( 2 - 4 ) , i l e x i s t e un en t i e r n Q et des r é e l s ^ ^ * * , q n < ^ 

t e l s que l e rang de M au point ( q , , q 9 , . . . , q ) € S1f s o i t éga l à. l a dimen-
no 1 ^ -no \i 

sion de L'ensemble des points où l e rang de est s t r ic tement 

i n f é r i eu r e s t , puisque M n Q est ana ly t ique , une réunion dénombrable de 

sous-var ié tés de H n ° de dimension i n f é r i eu r e ou éga le à n - 1, et donc 

n é g l i g e a b l e . On en déduit que s i U a une dens i t é , i l en est de même 
n o 

pour U t

u 

Donnons maintenant la : 

Démonstration du lemme ( 2 - 1 ) : 

Si x Q est un point de support de v^, en raison du f a i t que est 

l ' un ique p r o b a b i l i t é invar ian te par U^, l e support de est éga l à 

T u . x 0 où T est l e semi-groupe fermé engendré par l e support de 

JL 1 
y ^ . Lâ  démonstration du lemme ( 2 - 1 ) sera donc achevée s i l ' o n prouve 

y. , 
que pour tout élément x de X* on a T • x » 3 . 

Jus t i f ions ce dernier r é su l t a t en raisonnant par récurrence sur k. 

1) La p r o p r i é t é est v r a i e s i k=l ; en e f f e t sous l e s hypothèses du 

lemme ( 2 - 1 ) , i l e x i s t e un élément q de 5^ t e l que l a matr ice 

g t ^ ( q ) s o i t e l l i p t i q u e et possède pour va leurs propres e ^ ^ et 

e-i27ra a v e c a £ e t i » o n a a i o r s Yj ~ D { g n ( q ) , x n>o} * X 

t l 1 

d'où l e r é s u l t a t . 
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2) Supposons l e r é s u l t a t é t a b l i jusqu 'à l ' o r d r e k Q , e t montrons 

q u ' i l r e s t e a l o r s v r a i à l ' o r d r e k * k + 1 . 
o o 

S o i t q Q 6 S ^ F où F - { q / ïl<l<k0+l ; I q - t - J * 2 } 

e t so ien t T ( q Q ) » { i ; l < i < k 0 + l U o - t i l ^ } e t 

T ' ( q Q ) - { i ; l f i £ k 0 * l k o - t i l ^ -

On peut supposer que T ( q Q ) ^ p d ' après l e s hypothèses du lemme ; on 

peut également admettre sans r e s t r i c t i o n que l e s matr ices g . ( q Q ) 

i2TO 7̂T 

t^ï{q0) possèdent l e s va l eu r s propres e* ^ i , e t e * i * , 7 r a i t e l l e s 

que (1,0.^) i € T ( q Q ) so ien t l inéa i rement indépendants sur l e s 

r a t i o n n e l s (en e f f e t sinon i l s u f f i t de subs t i tuer à q 0 un élément 

3 G S y v o i s i n d e So» c h o i s i de s o r t e que T ( q ) » T ( q 0 ) , T T ( q ) » T f ( q 0 ) . ) 

Notons c a r d ( T ( q Q ) ) ( resp card T ' ( q 0 ) ) l e ca rd ina l de T ( q Q ) ( resp de 

T ' ( q 0 ) ) . 

L ' o r b i t e de tout élément de v c a r c i ^ ^ o ^ ) sous l e s puissances p o s i t i v e s 

de ( g t l ( q o ) ) 1 6 T ( q 0 ) ^ t S L ( 2 J R ) ] C a r d ( T ( q o ) ) es t dense dans x ^ ^ o » . 

D 'au t re par t s i card T ' ( q 0 ) * o pour tout y - (y±)±ej;f( } 6 x c a r d ( T ' ( q o ) . 

l a s u i t e (gî! / v x n>0 converge v e r s un poin t z 0 . 
t i ( q 0 ) . y i ) . e r f ( q o ) -

S i card T ' ( q 0 ) * o l e r é s u l t a t cherché es t obtenu immédiatement en r a i s o n ­

nant comme dans l e 1) ; s i card T ' ( q 0 ) ^ o l e s cons idéra t ions précédentes 

montrent que pour tout x 6 X 1 * 0 * 1 T -x con t ien t l a f i b r e 
U_t 

z 0 x x

c a r d T ( q o ) ^ .hypothèse de récurrence montre de plus que 

T ~ Q , x c a r d ( T ' ( q 0 ) ) ^ d f o û l e r é s u l t a t cherché. 
^ ( t i ) i € T , ( q o ) 

La démonstration du lemme ( 2 - 1 ) es t a i n s i achevée. 
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2 -2-2) DEUXIEME PARTIE : 

A) Pour terminer l a démonstration du théorème ( 2 - 1 ) , i l r e s t e à é t a b l i r 

l a r e l a t i v e compacité f a i b l e des l o i s de l a su i t e de processus 

Y ( t ) t € J n>l à va l eu r s dans 
n 

Préc i sons une cond i t ion su f f i s an t e permettant d 'assurer c e t t e 

compacité [ 2] . 

Donnons tout d 'abord quelques no ta t ions : 

Pour tout i n t e r v a l l e K de 1 e t tou te fonc t ion a de J dans R 

on pose : 

W(a ,K) » sup |ot(s) - a ( t ) | 
s , t€K 

e t l ' o n d é f i n i t a l o r s pour toute fonc t i on a de J dans 1R e t 6>o 

W ( a , ô ) » Sup { W ( a , [ t , t+6] ) ; [ t , t + C ] C l > 

s i l e s cond i t ions ( i ) e t ( i i ) suivantes sont v é r i f i é e s : 

( i ) i l e x i s t e un r é e l t 0 ^ I , t e l que quel que s o i t £>o, on puisse 

t rouver un r é e l a>o t e l que : pour tout n>l 

P ( | Y n ( t Q ) | > a ) < £ 

( i i ) Pour tous n>o, e t £>o i l e x i s t e un 6, o<6<l e t un e n t i e r n 0 

t e l s que pour n>n 0 

P ( W T ( $ ,6) > n) < £ J n — — 

a l o r s l e s l o i s de l a s u i t e $ n ) n > 1

 s o n t r e l a t ivemen t compactes pour l a 

t o p o l o g i e de l a convergence f a i b l e sur<S (J ) ; de plus tou te va l eu r 

d 'adhérence de c e t t e s u i t e es t une l o i de processus cont inu. 

La cond i t i on ( i ) r é s u l t e immédiatement de l a convergence en l o i de l a 

s u i t e de v a r i a b l e s a l é a t o i r e s ^ n ( t ) n > l , t^R, é t a b l i e dans l a première 

p a r t i e . 
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D'après l e c o r o l l a i r e ( 2 - 1 ) , on a pour tout t e B " i 1 

*s ? n ( t ) " * n ( t > 

o ù * n ( t ) - T s è r ( ^ 1

 xx ~ ( n + 1 ) N ( t ) ) ' 

Pour démontrer ( i i ) , nous u t i l i s e r o n s en outre l e s deux p ropos i t i ons 

suivantes qui seront j u s t i f i é e s u l t é r i eurement . 

P r o p o s i t i o n ( 2 - 7 ) : 

Poua touà o<a< i zt p -1 ,2 il zxlàtz anz constante. \(a>> tzM>e> <?ae 

pouA totià n>l zt t , s S J 

E ( Z 2 , ( t ) - L ( s ) <_A ( a ) ( | t - s | p a ^ i ^ ) 
2 n - l 2 n - i - P 2 n - 1 

P r o p o s i t i o n ( 2 - 8 ) : 

Souxô £e6 kypotk&zà du tkzoAlmz ( 2 - 1 ) £a AzpaAtitlon d'ltat n admet 

one dzYUiitz continuz. 

a i n s i que lemme suivant [ 2] . 

lemme ( 2 - 6 ) : 

Soiznt (?.)," , de* vcuUablzà alzatoiAzA, s. » i<k<m 
*x ljci<m k 1 7 K 

Zt M - Sup | S k | 

lj£k<m 

S'^£ existe de* * 2 e & po*<Lttfc ( u

i ) 1 < i < m >Y>o et 6>i te&s que 

E|S . -S . | Y < ( I u g ) 8 . l<i<Jlm 

<x£0/l4 pOOA tOOt X>0 QVi CL 

n v X ) 1 m ^ i ( u 1 + u 2 * . . - H » B ) B 

où k( y, B) eat une constante. 
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Pour tout n>l l ' a p p l i c a t i o n * 2 n - 1 ^ + ^ N ^ e s t c r o l s s a n t e î 

donc pour s<t<s+h € B, on a 

- ' v £ T [ N ( s + h ) - N ( s ) ] < ^ 2 n - 1 ( t ) - ^ 2 n - l ( s ) ~ ^ 2 n - l ( s + h ) ~ ^ 2 n - l ( s ) 

+ /2n [ N ( s + h ) - N ( s ) ] . 

On en dédu i t , en tenant compte du f a i t ( p r o p o s i t i o n ( 2 - 8 ) ) que N a 

une dens i t é continue à support compact, q u ' i l e x i s t e une constante O o 

t e l l e que pour s^t^s+h € ]R, on a i t : 

l * 2 n - l ( C ) ' * 2 n - l ( 3 ) I ^ l * 2 n - l ( s + h ) " ^ 2 n - l ( s ) I + C ^ h 

e t par conséquent pour tous m>l h>o s € ]R 

( 9 ) «g» K l l ? 2 n - l ( t ) - * 2 n - l ( s ) l ± 3 S7 ^ 2 n - l ( 3 + i h ) - ^ 2 n - l ( 3 ) + C h ^ 
t€[s,s+mh] .i£m 

1 / ri N a 
s o i t 2 <ot<l ; posons » \3+c 

De l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 7 ) on déduit que 

s i ' f ~ f < ~ | t - s | 2 a e t s i t , . € j 

(10) E t ^ n _ l ( t ) - ^ ( s ) ] 4 - B l ^ C t ) - ^ ( t ) ] 4 < ^ ( « X l ^ l t - I 2 0 

Par conséquent s i h v é r i f i e l e s i n é g a l i t é s ( - — r ) < h £ , 
2 1 1 - 1 ~ / 2 n 

s i [ s , s + m h ] C J où m es t un e n t i e r >1 , i l v i e n t en tenant compte du 

( 9 ) e t de (10) e t en appliquant l e lemme ( 2 - 6 ) aux v a r i a b l e s a l é a t o i r e s 

\ " ^ 2 n - l ( s + k h ) ~ ^ 2 n - l ( s + ( k - 1 ) h ) 1 — m : 
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( H ) P ( s u P t € [ s > s + m h l 1 ^ ) ^ ^ ( 3 ) 1 > ( 3 . c ) ( e 1 ) V a ) 

< P(sup |Y0n-1(s-Hih) - ^ 2 n - l ( s ) l > ( £ l ) 1 / a } 

i<m 

< K ( 4 , 2 a ) A ( a ) ( l ^ ) l m t l 

2 zx e^/a 

Choisissons maintenant 0<<5<1 de so r t e que 

(12) K ( 4 , 2 a ) A 9 ( a ) ( l * — - ) 2— < e 
£ 1 £%L 

Comme a > l / 2 e x i s t e un e n t i e r n^ t e l que pour n>n^ i l e x i s t e un 

r é e l h r t e t un e n t i e r nu, t e l s que m h 5 3 5 e t v l ' < hn < K V 

n Tl n n — 7TT/ 7T— 
( 2 n - l ) V a /2n 

Donc d f ap rès (11) e t (12) pour n>n^ on a 

P ( W J ( * 2 n - l ) < 5 ) > n ) K £ 

Comme pour tous n>l t ^ l R on a de plus : 

on en déduit fac i lement ( i i ) . 

Les r é s u l t a t s de lapremière p a r t i e e t l a r e l a t i v e compacité pour l a 

t o p o l o g i e de l a convergence f a i b l e sur ^D(J), des l o i s ( ^ ) de l a 

s u i t e de processus $ n ( t ) t € J) n>l permettent de conclure que l a 

su i t e ( ^ ) n>l converge fa iblement v e r s l a l o i d'un processus 
n — 

gaussien Y , cent ré presque sûrement à t r a j e c t o i r e continue e t ayant 

l e s p r o p r i é t é s de non-dégénérescence p r é c i s é s dans l ' énoncé du théorème 

( 2 - 1 ) , 
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De p lus , de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 8 ) , i l r é s u l t e que pour tous s , t £ J 

0<a<l , on a : 

E [ Y ( s ) - Y ( t ) ] 2 < A 2 ( a ) | t - s | a 

d f où découle [12] l a d e r n i è r e a f f i r m a t i o n du théorème ( 2 - 1 ) . 

La s u i t e de ce paragraphe va ê t r e consacrée à l a preuve des p r o p o s i t i o n s 

(2-7) e t ( 2 - 8 ) . Pour c e l a i l nous sera néces sa i r e d ' i n t r o d u i r e e t 

d ' é t u d i e r l e s p r o p r i é t é s de ce r t a in s opérateurs : 

2 
B) Pour toute f o n c t i o n f mesurable bornée sur X tout u € H , s , t € J, 

2 
x 3 8 ( x ^ , x 2 ) € x on d é f i n i t : 

P (u ) £ ( . , * , ) - i a l » [ l l < g - ( « - ) . x i > . H ( g t ( M ) . x 2 ) ] 
S , t 1 2 j 

f ( g s ( ü ) ) . x i , g t ( o ) ) . X 2 ) P(dtü) 

2 
Notons que P ( o ) n r e s t plus un opérateur quasi-compact sur '% (X ) 

t , t 

a i n s i que l ' e s t P ( o ) sit. Nous ferons donc a g i r P (u ) ou 
s, t s, t 

l e s puissances de P (u) sur un autre espace de Banach. 
S , L 

Pour 0<a<l e t f € ^ ( X 2 ) 

re\ l f ( x ) - f ( y ) l s o i t m ( f ) * sup - L — L—J-
a x , y e x 2 d* ( j e ,y ) 

X5 4 y 

e t \ - { f S ( X 2 ) ; | | f H a - | f | + m a ( f ) < + • } 

^ es t une a l g è b r e de Banach u n i t a i r e munie de l a norme || || . 

Désignons par ) l ' e s p a c e des a p p l i c a t i o n s l i n é a i r e s continues 

ut m 
de Í dans 3 . S i T e 4 ( Í , ¿ ) on no te ||t|| - Sup | | T f | | . Mous 

a a a a a | j f | | a - 1 

pouvons a l o r s énoncer l e s deux propositions suivantes : 
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P r o p o s i t i o n ( 2 - 9 ) 

/) Роил tout 0<а<1 P 2 (u ) eàt an opíiateuA conZinu de*£ dan& 
s , t 1 а а 

V application u P* (u ) de Ж donó l£ $ Д ) eót analytique ; de 

p£oó on а роил tout k>0 
s u p " T ^ s t ( u ) ) H a < + °° s , t € j du k s ' c а 

et il zxJUtz une conàtantz с (ce) tiJULi oue 

sup | |p* (u ) - P* h ( u i ) | l 1 C(a) | u - u i | u . U ! € Ж . 
s . t S J S ' C S ' 

2) Роил -touó 0<а<1 o<r<l il zxibti une contante С (а) ¿e¿£e que 

роил -tóate fonction Ф e¿ -toaó s , t € J on alt роил и е ж , к>0 

[p ( U ) ] # . i î L [ Р2 ( и ) ] фц ^ с , ( а ) | с - 3 | г а | | Ф | | а 

du s , t dufc ' ( l - r ) a 

P r o p o s i t i o n (2 -10) 

Роил toot 0<а<1, P 2

 t ( u ) eàt un орелаХеиЛ quabi-compact da ^ 

dañó 4 • Il exÁAte de plu¿ un voisinage compact w de o dañó ж 
te£ que : роил touó и s w,f / n>l on ait : 

oc 
p 2

S ? t ( u ) f - K t M ] n
 N s , t ( u ) f + í , t ( u ) f 

ой к ( и ) ¿ót V unique vaíeuA рлорле de pluà giand module de P (u) 
S y t S y и 

N s > t ( u ) e¿t £a p/iojection дил le ьоиа-еьрасе рлорле de ctimen¿ion l 

cowieàpondant à k g ^ t ( u ) 
Q s > t ( u ) eót un opZiateu/i de«&a d a n ¿ ^ vé^¿á>¿ant Q g t ( u ) N g t ( u ) » o. 

U ex¿óte рал aittewu une constante o<p'(ct)<l telle que q (u ) a¿t 
2 » 

un ла£/оп 4pect^a¿ r

a ( Q s t ( u ) ) aatcóá^ósant à 

l+2p ' (a ) 
sup r (Q ( u ) ) < ~ < 1 
C e , t ) 6 j x j a J 

и € W 
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i 

eX telle, que 
2 + p l ( a ) 

In f |k ( a ) I > f 
( s , t ) € j x j s > c J 

u € W 

Рал. cUZlejjuu le* appticationà u + к ( u ) , u n ( U ) 
S , t О S , t 

u + Q (u) *ont analytiques лил W s, t 

Donnons tout d 'abord l a 

démonstration de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 9 ) : 

2 

Soient R^ к я 1,2,3,4 l e s sous-ensembles de X d é f i n i s par 

Rj • I x C I , R 2 » C l x l , R 3 - C I x C I f R 4 » i x l 

2 

Pour tou te fonc t i on f mesurable bornée sur X , s , t £ J, u £ Ж 

on a l ' é g a l i t é : 

P e f t ( u ) f ( . ) - . t o T l e e f t f ( x ) + e - i u T 2 j S > t f ( x ) * T 3 ^ t f ( x ) + T 4 f e e t £ ( x ) 

x 6 X 2 

où T k ^ t f ( x ) » 1 ( g x ) f ( g x ) U 2

> t ( d g ) к - 1 , 2 , 3 , 4 , 

Pour é t a b l i r l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 9 ) i l s u f f i t de montrer que pour tout 

к я 1,2,3,4 T. v é r i f i e l e s p r o p r i é t é s suivantes : 
K., s, t 

( i ) Pour tout 0<а<1, T 2 es t un opérateur borné sur , e t 
к, s, с ce 

( i i ) Pour tout 0<а<1, i l e x i s t e une constante ^ ( c O t e l l e que pour toute 

fonc t ion f . tout 0<r<l s . t € J, on a i t : 
а 

K . s . c -f « 1 < 1 - г > . 1 « " > l « - l e l l « l l e 

К , S , S fcC 
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Nous nous contenterons d ' é t a b l i r ( i ) e t ( i i ) dans l e cas où k » 4 , 

l a démonstration étant analogue pour l e s autres va leurs de k. 

Nous nous appuierons pour c e l a sur l e lemme ( 2 - 6 ) . 

Lemme ( 2 - 6 ) : 

7) 11 zxlAtz une conàtantz c 4 tzllz que pouA x , y € x 2 

~Î6j ! ' v s x ) • v g y ) | w 2 s ' t ( d g ) 1 ° 4 d 2 ( x , y ) 

2) Il zxlbtz une coviàtantz C ' 4 ( a ) tzllz quz pouA f € «2 s , t ^ J 

on &ct : 

sup |T2 f ( x ) - tJ f ( x ) | < C ^ « x ) Hf l^ | s - t | a 

x ^ X 4 , s , t * ' 

que nous prouverons par l a s u i t e . 

S o i t f € on a fac i l ement : pour x , y € x 2 , s , t £ j 

l T 4 , s , t f ( x ) - ^ , , f t £ ( y ) I ± m a ( f ) K ^ . g y ) u 2

s > t ( d y ) 

+ | f | | | i R 4 ( g x ) - i R 4 ( g y : | y 2

g j t « i g ) 

d'où i l r é s u l t e puisque » sup f d 2 ( 8 X , ë y ) 2 \ . ^ 

s ^ f s j J d 2 ( x ^ > 

e t en ra i son du lemme ( 2 - 6 ) que pour s , t € j 

(13) m a ( T ^ s > t ( f ) ) < | | f | l a ( K ( a ) + C 4 ) 

Comme d ' au t re part on a: 

l a p r o p r i é t é ( i ) es t démontrée pour T, . 



- 30 -

„ ^ ^ s . t ^ J on a, en tenant 
Prouvons maintenant ( i i ) . Pour x , y « * * 

compte de (13) e t du lemme ( 2 - 6 ) 2) 

< 2 | | f | | a I a f ( C j ( c O | s - t | a , ( K ( a ) + C 4 ) « £ < * . y » 

< 2 | | f | | 0 s u p ( C ^ ( a ) , K(a) + c 4 ) I n f ( | s - t | a , d j ( x , y ) ) 

d'où i l r é s u l t e que pour 0<r<l 

< l 4 > ' d - r , ^ , , , . ' - < > S > S F ) < 2 | f l U s u p ( c ; ( a ) , K«0 . C 4 > | « | » 

Cet t e i n é g a l i t é , j o i n t e au 2) du lemme ( 2 - 6 ) permet de conc lu re . 

Pour t e rminer , donnons l a 

démonstration du lemme ( 2 - 6 ) 

Pour x € POR 2 ) notons 6(x) l ' a n g l e de l ' i n t e r v a l l e ]-?k?k] t e l que 

COS $ ( x ) 2 9 

l e vec teu r ( ^ ^ &(xy € a i t P o u r i m a 8 e x dans PQFr) . S o i t de plus 

F ( x ) = I p ( q ) dq l a f o n c t i o n de r é p a r t i t i o n de y. 
' —00 

2 
On a a l o r s : s i x » ( x ^ x ^ , y ( y ^ y ^ € X 

| l ( g x ) - 1 ( g y ) | U 2 ( d g ) - | f | l , 1 1 1 

J R 4 * 4 S ) t J J { q l ^ I n f ( s + q 2 - s - t g ^ ( x 1 ) ' t +

 q r t - t g ô ( x ^ 

" 1 { q 1 < i n f ( s + U -> t + i — I p < q 1 ) p ( < î 2 ) d q 1

d c i 2 

d f où i l r é s u l t e que 
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. i V 8 X > - V 8 y ) | u 2 s, t

( d 8 ) 

» 

+ J ^ + q 2 - t - t g ^ ( x 2 ) ) '
 F ( t + q2-t-tUy2)

 } ' P ( q 2 } ^ 2 

Or on a : 

' ' F ( S + - F < s + v h i 5 [ > l P ( < 2 > d « 2 

f 1 A 
\ P ( s + - i - ) — s a - | P ( y + s ) d s 

J 'tg^ u y ( u - y ) 2 

d f où l ' o n dédui t , puisque p es t à support compact, q u ' i l e x i s t e une 

constante t e l l e que : 

SsS f | F ( S + q2-s-*gV ' F ( s + q 2 - s - t g ^ } | p ( q 2 > d « 2 ± K i I 

On a donc : 

(15) sup | l _ ( g x ) - 1 ( g y ) | du 2 (g) < K d ( x , y ) 
a,tt6J J R 4 R 4 s ' t 

d'où l e 1) du lemme ( 2 - 6 ) . 

Par a i l l e u r s , on a pour x » ( x ^ x ^ e X 2 s,tf=J, f 

| T 2 f ( x ) - T 2 f ( x ) | < m ( f ) fd"(g5(u))gJ(u).x2,g!(u)gf(io)x2)P(du> 
1 4 , s , t 4 , s , s — Ct J « l Z I ^ ^ • 1 ^ 

+• | f | f | l I ( g ^ ( t u ) g J ( t o ) x 2 ) - l I ( g 2 ( w ) g ^ ( c o ) x 2 ) | P ( d w ) . 
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Or i l e x i s t e une constante K 2 t e l l e que 

sup d^Cg^Gû) g j ( a » x 2 , gJ (o ) )gJ(a ) )x 2 )P (da) ) < K 2 | t - s | a 

x 2

 e X ' 

e t une constante t e l l e que 

sup | l 1 ( s | ( w ) g j ( u ) x 2 ) - l 1 ( g j ( ù i ) g j ( w ) x 2 ) | P ( d « ) 

» 

' ~ P

6 x J p ( q ) | F ( t + ^ ^ - F ( s + ^ ^ ) l d q 

i K 3 | t - s | 

F admettant une d é r i v é e P à support compact. 

Par conséquent on a : 

(16) sup | T 2 f ( x ) - T 2

 b f ( x ) | < | | f | | {7 I t - s T + K. | t - s | ) 

X ^ ^ > S , u H , S , S £ J 

ce qui achève l a preuve du lemme (2-6) e t de l a p r o p o s i t i o n (2-9). 

Démonstration de la?propos i t ion (2-10) : 

1) On commence par é t a b l i r que l e s conclusions de l a p r o p o s i t i o n (2-10) 

sont v é r i f i é e s pour l a va leur u=»0. 

Pour c e l a , on u t i l i s e l e 

lemme (2-7) : PouA tout 0<a<l ML zxl^tz une. covutantz 0<p(ct)<l 

tzSULz quz 
r < * 2 ( g x , g y )

 n 1/ 
l im [sup —• u ( d g ) l n » p (a ) . 

n s , t € j J d ~ ( x , y ) S ' C 

X7éy€x2 1 
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démonstration du lemme (2*7) : 

on a l ' i n é g a l i t é : 

r d ^ ( g x , g y ) f d ^ g x i . g y i ) 
(17) Sup y* ( d y ) < 2 sup - ± S l— y * ( d y ) 

s , t 6 j J d ! : ( x , y ) S ' C s€J ' d r C x - . y . ) 3 

x*y€x2 z x ^ e x 1 1 1 

e t de plus 

fd?(gx , gy ) f i n 
(18) sup - ± * — y * ( d ) < sup i-z- y ^ ( d g ) 

& U« (x y ) . s " sEJ J||gXl||
2a S 

x ^ y ^ X 1 1 x ^ x 1 

Considérons a l o r s l ' o p é r a t e u r T g ( 2 a ) sur (X) d é f i n i par 

(19) T ( 2 a ) f ( x ) » | a 2 C t ( g , x ) f ( g . x ) y ( d g ) x € x , f € f c ( X ) , s ^ j 
s J s 

où a ( g » x ) * jjgxjl » Il II ^ t a n t ^ a norme euc l id ienne a s soc iée 

2 
au produi t s c a l a i r e canonique sur 1 , e t x un vec teur de 

— 2 
norme 1 d ' image x dans PQP ) • 

Pour 0<a<l , l ' o p é r a t e u r T (2a) es t de rayon spec t r a l r (2a) 
s s 

s t r i c tement i n f é r i e u r à 1 fcoirl'appendice). L ' a p p l i c a t i o n 

s T (2a ) es t de plus continue ; i l en r é s u l t e a l o r s que 
s 

l ' a p p l i c a t i o n s + r g ( 2 a ) es t semi-continue supérieurement 

e t donc que pour 0<a<l 

sup r (2a ) < 1 

d'où l ' o n déduit que (20) 11m [sup T n ( 2 a ) e ( x ) ] n < 1. 
n s€j s 

On o b t i e n t l e lemme ( 2 - 7 ) en tenant compte de ( 1 7 ) , ( 1 8 ) , 

( 1 9 ) , ( 2 0 ) . 
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Nous en déduirons a l o r s immédiatement l e 

lemme ( 2 - 8 ) : PouA touX 0<a<l II zxi&tz an zntizn. n ( a ) > l 

zt anz zonàtayvtz 0 < p 1 ( a ) < l tzt&.quz : 

v f e 4 v s f t € j 

n ( a ) 

Par a i l l e u r s s i L es t une p a r t i e bornée de («£^, || | ^ ) 

P n CO)(L) es t une p a r t i e bornée e t équicontinue de ^ ( X 2 ) 
s , t 

e t donc d 'après l e théorème d ' A s c o l i une p a r t i e compacte de 

( £ ( X 2 ) , | | ) . 

En tenant compte du f a i t que P ( 0 ) es t une con t r ac t ion de 

s, t 

( X 2 , | | l > , on déduit a l o r s du lemme ( 2 - 8 ) , e t de l a remarque 

précédente , à l ' a i d e du théorème de Ionescu-Tulcea e t Marinescu [ 13] 

que P g ^ ( 0 ) es t un opérateur quasi-compact s u r ^ ^ . Comme 

d 'après l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 4 ) , 1 es t l a seule va l eu r propre de 
module 1 de P ^ ( 0 ) , nous pouvons conclure que 

s, t 

(21) Vn>0 P n (Q) - v + (Q 1 ) n 

s , t s, t s, t 

où Q ' g ^ es t un opérateur de ^a>ll 11̂  ^ e r a y ° n s pec t r a l s t r i c tement 

i n f é r i e u r à 1, e t t e l que Q f 1 =* 0. 
s , t 

Nous achèverons l a première p a r t i e de l a démonstration de l a propo­

s i t i o n (2 -10) en montrant que sup r (Q f 

s , t€ j 

Pour X t e l que | X | » 1 e t t , s € J notons R ( X , Q ' ) l a 
S , L 

r é s o l v a n t e ( I — XQ' ) sur 
. On a a l o r s l e 

s , t a 
lemme ( 2 - 9 ) : 

sup | | R ( X , Q ' ) N - c . ( a ) < + - . 
t , s € j x j s ' c a 3 
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démonstration du lemme ( 2 - 9 ) : 

I l s u f f i t d ' é t a b l i r que pour toute su i t e (X ,s t ) ^ i € U * J X J 

n n n n î 
où U - { z € c ; | z | - l } on a sup ||r(X ,Q || < + 0 0 

n>l n V n 

S o i t g ^ a - { 0 } ; comme aucun nombre complexe de module 1 
n ' e s t dans l e spec t re de Q' , pour tout n>l i l e x i s t e une a s n» c n 

t e l l e que : 
n a ^ 

X f - Q f « g . 

Posons f ' * 1 r

n i ; on a : 
n | f n l 

( 2 2 > f ' n - f % t f ' n + T h 
n n, n n 

d'où i l r é s u l t e d 'après l e lemme ( 2 - 8 ) e t (21) : 

c ' e s t - à - d i r e : | | g | l 

Montrons que sup |f | < + 0 0 . Sinon d 'après ( 2 3 ) , l a su i t e 
n 

llf 1 II n>l es t bornée, e t i l e x i s t e une sous-sui te 

( n , ) , ^ de l î t e l l e que l a s u i t e ( f ) d e * ^ converge 
k k>l n k k > ! a 

v e r s une f o n c t i o n f de 0 n peut de plus supposer sans i n ­

convénient que 11m X » X € U e t l i m ( s , t ) - ( s ^ , t ) € j x j . 
k n k ° k n k n k 0 0 

On a a l o r s : 

( 2 - 4 ) l i * | Q ' s • f - Q ' s o > t o f | - 0 . 
k n,. n k k 

En e f f e t , on peut é c r i r e : 

IQ' f - 0 * 'fl<b' f-Q' . f | + lQ' (f 
1 V ' . . ^ o . V ' - ^ V V C o V X ^ 

i l P s , t ( o ) f " P s , t fl + > \ , t < « • ' " V s 0 , t ( f ) l + 2 I V f l 
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Comme l im |p ( 0 ) f - P f | » 0 e t que puisque pour 
n k n k 

tous s , t ^ J u admet une unique p r o b a b i l i t é i nva r i an t e 
s, t 

v sur X 2 on a également l im | v ( f ) - v ( f ) | » 0. 
S « £ « S , t S « t 

(24) e s t donc é t a b l i e . 

En passant à l a l i m i t e suivant l a sous-su i te ( n ^ ) ^ ! ^ a n s 

l ' é g a l i t é (22) on o b t i e n t a l o r s : 

f * -T- Q' f avec | f | * 1, ce qui es t imposs ib le car r ( Q ' )<1 
A t » S " t • S 

O O O . 0 * 0 

Par conséquent on a d * sup | f I < +°° 
n>l n 

L ' i n é g a l i t é (23) peut a l o r s s ' é c r i r e : 

ou encore 

! ! « * > . , t '
8 » a i 

n ' n 1 - p ^ a ) 

Le théorème de Banach-Steinhaus permet a l o r s de conclure que : 

(25) sup | |R(A Q' ) | | < 
n>l n* n 

ce qui é t a b l i t l e lemme ( 2 - 9 ) • 

Du lemme ( 2 - 9 ) , i l r é s u l t e que pour tout X € U e t tout y € (C 

t e l que | y | < ̂  ^ X + y appar t ien t à l ' ensemble r é so lvan t 
5 

de Q' pour tous s , t € J . i l e x i s t e donc un r é e l p ' ~ ( c O < l t e l 
s, t ~ . 

que pour tous ' s,t€EJ, l e s p e c t r e ' de Q' s o i t contenu dans 
S , L 

{z€(C /Izj^p^Cût)} . Les conclusions de l a p r o p o s i t i o n (2 -10) sont 

2 

donc prouvées pour l a va leur u^O (on pose Q Ĵ Q' • 
s, c s, w 
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2) La t h é o r i e des per turba t ions ana ly t iques d 'opéra teurs [10] , [ 18] 

va nous permet t re de terminer l a preuve de l a p ropos i t i on (2-10). 

S o i t N. l ' o p é r a t e u r d é f i n i par N. a Ai) - v ( f ) e . 

f ^ ^ , où e es t l a fonc t ion iden t ique à 1 sur X 2 . 

Pour | z | > p' (a) e t zt*1, l a r é s o l v a n t e de P (0) es t : 

£m S J W 
Q n+1 

< 2 6 ) R s , t ( z > - I i r N l , s , t + L "fer 

— z 

« 7 ) si | | p 2

3 > c ( 0 ) - P 2

s > t ( „ ; | | < p - i ^ ^ 

+00 

La s é r i e \ R ( z ) { [ P 2 ( u ) - P 2 (0)] R a Az)}k converge 
„ q S , u S ,L S > t S,C 

dans i $v»3L) e t détermine l a r é s o l v a n t e R ^ ( z , u ) de P 2 ( u ) . 

Considérons a l o r s l e s c e r c l e s e t de cent re 1, e t 0 r e s p e c t i ­

vement e t de rayons : , f , . 
1 - Pl(ot) 

r l ( a ) . ^ — , 

1 + 2 p » ( o ) 
r 2 ( a ) " 3 

De plus s o i t 6>0 t e l que 6 < r . (a) e t P 1 (a) + <5 < r ? ( a ) ; 
1 2 Z 

et s o i t M~ » sup sup ||r ( z ) I I < + 0 0 d 'après (26). 
0 S j u Ct 

s , t£J z s { z ; | z | > p * ? ( a ) + 5; |z-l |><S} 

D'après l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 9 ) 1) s i |u | < 

on a (u) - t ( 0 ) | | < ~ pour s , t € J e t donc l e s 
c e r c l e s 1^ e t I 2 appartiennent à l ' ensemble r é so lvan t de 
P (u) s,t<= J. 

s , t 

Considérons a l o r s l e s p r o j e c t i o n s : 

( 2 8 ) N l , s , t ( u ) - 2 1 ? j l j R s , t ( 2 ' u ) d z 

(29) N 2 > S ) t ( u ) - J L { R g i t ( z , u ) dz 

2 



- 38 -

Dès que (30) ||h, . f ( u ) - N. ( 0 ) | | < 1 l ' i m a g e E 

de N (u) es t comme c e l l e N ( 0 ) de dimension 1 [10] 
1, s, t 1 9 s f t 

e t on a : 

(31) P (u) N. (u ) e „ * N 1 # ( u ) P . . (u ) e „ » k (u) e 
s , t ' ' l , s , t v s , t , u l , s , t s , t v s , t , u s , t v ' s , t , u 

où e € ^ engendre E ^ 
s , t , u a ° s , t , u 

D'après ( 2 6 ) , (28) e t l a p r o p o s i t i o n (29) 1) on a pour s , t € j 

e t donc (30) es t r é a l i s é e dès que u ^ W où : 

W " { u € ] R ; ' ul < C(a)Ma[2rJ(a)M6 + I ] } 

Par a i l l e u r s on a pour tout n>l s , t ^ J u€W 

- [ k s , t ^ i n N l , s , t ^ + l t ( u ) 

0 Ù Q s , t ' i k L R

S > t ( z ' u ) à z 

2 

e t où donc r

a ( Q s t . ( « ) ) 1 r 2 ( a ) < 1 

P s t ( u ) N l s t ( u ) e ( x o » x o ) 
En out re k (u ) - — , > 1 > 8 ' , r 

s , t N l , s , t ( u ) e ( x o » x o > 

2 + f f 2 ( o ) 
e t | k s > t ( u ) | > 1 - r x ( a ) » — * 

L ' a n a l y t i c i ï é des a p p l i c a t i o n s u N, ( u ) , u Q (u ) 
i , s , t s , t ' 

u k (u ) r é s u l t e de l ' a n a l y t i c i t é de l ' a p p l i c a t i o n u P ( u ) 
s » c s , t 

de W dans ^ : C ^ , ^ ) , qui e n t r a i ne c e l l e de u R „ ( z , u ) e t 

des formules précédentes . 

La preuve de l a p r o p o s i t i o n (2 -10) es t a i n s i te rminée . 
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Donnons maintenant l a 

C) DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION ( 2 - 7 ) . 

Considérons l a f a m i l l e d 'opéra teurs 

? ( u ) - e - i " t N U > - N ( t ) ] p g > t € j 

S ,1 s, t 

En ra ison de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 8 ) (admise pour l e moment mais 

indépendante de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 7 ) ) l ' a p p l i c a t i o n s N ( s ) 

es t L i p s c h i t z i e n n e sur Ж. . I l en r é s u l t e que l e s opérateurs % (u) 
s, t 

possèdent l e s mêmes p r o p r i é t é s que c e l l e s d é c r i t e s dans l e s 

p r o p o s i t i o n s ( 2 - 9 ) e t ( 2 -10 ) pour l e s opérateurs P h ( u ) . On 
s, t 

mod i f i e l e s no ta t ions adoptées pour d é c r i r e l e s p r o p r i é t é s des 

opérateurs P (u) en l eu r adjoignant un t i l d e . On a a l o r s : 
s, с 

(32) 1c' ( 0 ) - 0 
s, t 

De plus l a transformée de Four ie r de Z- t ( t ) - Zn As) 
z n - i 2n—1 

U>1 t , s € J es t : 

(33) E ( e i u ( ^ 2 n - l ( t ) - * 2 n - l ( s ) ) - e ( x 0 , x 0 ) n>l 

d'où i l r é s u l t e que : 

(34) Ed. . ( t ) , ( s ) ) 2 p ~ - [ P ^ t ( 0 ) ] e ( x 0 , x o ) 

2n- l 2n-l ( 2 n ) p d u 2 p s , t 
Pour terminer l a preuve de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 7 ) , nous u t i l i s e r o n s l e 

lemme (2 -10) : Soiznt 0<a<l , 0 < r < l , p^p et К an compact danA 
V znAmblz tâAolvant de p2 ( u ) opzAant Аил *§a zt ^ Q _ r ) a -

Il zxlAtz atoAA une constante c ( a , r , K ) tzllz que роил toutz fonction 

Ф e ù£ on ait VinzgaZitz : 

l l ^ ( R s , t ( Z . 0 ) ) $ - - ^ ( ^ ( 2 , о ) ) Ф | | 
s, t € J du du 
z € K 

< С ( a , r , K ) | t - s | r a | | Ф | | 
~" p et 
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démonstration du lemme (2 -10) : 

a ) On t r a i t e tout d 'abord l e cas p -0 . 

Dans i (£a,^a)
 e t i ( ^ i - r ) a * ^ l - r ) a } 0 n a l a r e l a t i o n : 

(35) R s > t ( Z , o ) - R 3 > s ( z , o ) » R S ) t ( Z , o ) [ ? 2

S ) t ( 0 ) . J Z ^ ( 0 ) ] ^ ) S ( z , o ) 

a , t € j , z € K 

D'aut re par t en raisonnant comme dans l a preuve d u lemme ( 2 - 9 ) on a : 

(36) sup H Bt . ( z , o ) | | < » e t 
s , t € J S ' C U ) a 

sup | | è ( z , o ) | | < + » 
s . t S j S ' C a 

z<=K 

De (35) e t de l ' a n a l o g u e de l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 9 ) pour F" ( u ) 
s, t 

on déduit a l o r s que s i $ £ , s,t€EJ e t z € K , on a : 
OC 

(37) | | * s > t ( z , o ) $ - * i f 8 ( « . o ) « | | ( l _ r ) a 

< sup .f|fc ( z , o ) H f . . * ' (<*) I t - s l ^ x sup l l R s , t ( Z , o ) | | 
s , t € j s ' c U - r ; a s , t € J 

c ' e s t - à - d i r e l e r é s u l t a t souhai té . 

b) Pour | | ? 2

g > t ( u ) - ? 2

> t ( o ) | | a < 1 e t | | ^ f C ( « ) - * 2

s , t ( ° > U ( 1 - r ) a < 1 

on a l ' é g a l i t é suivante v a l a b l e dans ^a'^v) e t ^ ( ^ ( l - r ) a ' " ^ ( l - r ) a ) 

(38) ï . > e ( . . . ) . î » , . ( . ! l « | , l W î ! 1 « ( » 1 î . . « M l ' . z £ K 

On en dédui t q u e (R (z o ) ) es t une somme f i n i e d 'opéra teurs 

d u k S ' C ' 
de l a forme : 

du J 



- 41 -

où i ^ l , i 2 > l - , i j> . l i ^ i ^ - . + i j - p , l£J<k. 

Les cons idé ra t ions de l a p a r t i e a ) e t l ' ana logue de l a p ropos i t i on 
a» 

(2-9) pour P ( u ) permettent a l o r s de conclure immédiatement 
s, t 

à l a v a l i d i t é du lemme (2-10) pour g > l . 

Soient 0<a<l, 0<r<l . L 'analogue de l a p ropos i t i on (2-10) pour 

P ( u ) permet d ' o b t e n i r l a décomposit ion 
s, t 

su ivante de - ^ ^ O 1 ) s , t ^ J , u ^ w , v a l a b l e d a n s ^ C ^ ^ ) e t 

^ ^ ( l - ^ a ^ l - r ) ^ ' 

(39) ^ % ( u ) - & в > с < « > ] П ^ ( и ) + ^ ( и ) 

où (40) ? T S j t ( u ) « 2 ^ f * . f t U . u ) dz 
X l 

2 > 2 8

S t ( z , u ) e ( x 0 , x 0 ) d z 
* *s t ( u ) ' N s t ( u ) e < x O ' x o > J f l 

(42) к Л и ) - S ' C „ H — 7 ч " T—^ ; — 
N s , t ( u ) e ( x o . x 0 ) % t ( z , u ) e ( x 0 , x 0 ) dz 

Du lemme (2-9) e t des formules précédentes r é s u l t e a l o r s l e 

iptnme (2-11) : Роил tout p̂ >0 II zxLbtz une constante. c f ( r , a ) -ûe££e 

que роил. boitte ^опел^оп Ф 

D s u p l l ^ . t ( o > > . - ^ e t < o ) ) « L < C ' ( r , a ) | t - s | - 11.11 
e.ttSJ du P S ' C du p С ' С ̂ - r > a 

2) sup 1 1 £ г ( ^ с ( о ) ) Ф - ^ 1 : ( о ) ) Ф ! | ( 1 _ г ) а 

s.tfiJ du p s ' du p z , z U - r ; a 

< С ' р ( г , а ) ^ ( г , а ) > - s | a | | Ф | | а 

ой р 2 ( г , а ) < 1 гл£ 1ч п-ацоп da селене i^. 

3) | k ( p )

t (о) - ^ ( о ) | <С ( г , а ) | t - s | a 

s, с с,с р 
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En ra i son de (39) e t ( 3 2 ) , on a : 

2 2 
(43) i-y ( P 2 n J ( o ) e ( x 0 , x 0 ) » n k " ( o ) + [Q* J ( o ) e ( x Q , x 0 ) 

du ' ' du ' 

e t 

4 

(44) i— t^ n J (o )e (x_ ,x 0 ) - 3n(n-l) [£" r ( o ) ] 2 + n{k< 4 ' ( o ) 
S , t s , t S , t 

2 
+ 3 k s 3 t ( o ) duA t 1 ( o ) e ( x 0 , x 0 ) + 4 k ^ ( o ) -i-jlfr t ] ( o ) e ( x 0 , x 0 ) 

* * ' du ' 
4 4 

+ S A t H o ) e ( x 0 , x 0 ) • ^ flÇ t l ( o ) ( x 0 , x 0 ) . 
du V du * 

2 
De plus on a (45) k" ( o ) - l im ^ ~ - [ P 2 n J ( o ) e ( x 0 , x 0 ) 

c , c n n du U , C 

- 2 l i m E # 2 ^ ( t ) - ^ 2 n - l ( t ) ) 2 * ° " 
n 

Des é g a l i t é s p récédentes , du lemme (2-10) e t du f a i t que d 'après 

(34) on a : 

E ^ 2 n > > « *2n 1 ( S ) ) 2 P » - T T l 4 ^ ^ t ) ( o ) e ( x 0 , x 0 ) - 4 ( » ( o ) 2n-l 2n-l 2 p n p d u 2 p s , t o d ^ 2 p t f 

e ( x 0 , x o ) ] 

on dédui t que pour tous 0 < a Q < l p * 1,2 

I l e x i s t e des constantes C ? p ( a , r ) t e l l e s que pour tous s , t ^ I 

(46 ) E ( 2 f 2 n - l ( t ) - ^ 2 n . 1 ( s ) ) 2 p < C ^ ( a , r ) { | t - s | p r a

 + ^ ^ } 

Tout a ,o<aT<l s f é c r i v a n t sous l a forme a * 2a 
o i o 

0<r<i 0<a< l , l a p r o p o s i t i o n ( 2 - 7 ) es t a i n s i démontrée. 

D) DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION ( 2 - 8 ) 

On commence par construire une approximation de l a p r o b a b i l i t é cr̂  ^ 

de f o n c t i o n de r é p a r t i t i o n N ( t ) » E ( < E t e 0 , e 0

> ) -
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Pour c e l a on cons idère l e s opérateurs symétriques sur [ - L , L ] 

d é f i n i s par 

2 
TT^ é tant l a p r o j e c t i o n d é f i n i e par ^ (u ) » u^ où u » ^rJr&Z^ ^ 

S o i t (p ( L , X ) ) - l a so lu t i on de 1 'équat ion : 
n n>l 

- u , - u , + X u * Xu n € ZZ 
n+1 n-1. n n n 

é g a l e à 0 en - L - l e t à 1 en - L . 

Les va l eu r s propres de l a matr ice symétrique dé f in i s san t L „ 

sont l e s zé ros du polynôme P , . ( L , X ) - x P T ( L , X ) . 

La r e l a t i o n [1] : 

(47) 0 < l p 2 ( L , X ) - p L ( L , X ) ± ( p L + 1 ( L , X ) ) - P L + 1 ( L , X ) ^ - ( p L ( L , X ) ) 
k » - L 

é t a b l i t que l e s rac ines de P T + ^ ( L ^ X ) - x p ^ ( L , X ) sont s imples . 

Les sous-espaces propres sont donc de dimension 1 e t s i X es t 

une va leu r propre , l e vec teu r . _ x 

* P n ( L , X ) 

L ~ ; 
cz p r a , x ) ) V 2 

k—L * -L<n<L. 

e s t propre de norme 1. 

Par conséquent s i L E ( t ) es t l a r é s o l u t i o n de l ' i d e n t i t é de L H 

x x 

l a p r o b a b i l i t é ^ 0

 d e f onc t ion de r é p a r t i t i o n < L E x ( t ) e 0 , e Q > 

es t é g a l e à : 

a ° ' ° U ; P L + 1 ( L , X ) - x p L ( L , X ) } ( J p2
 X 
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Montrons que pour tout x € Ж l a su i t e de p r o b a b i l i t é s 

( L a x ) T ^ , converge é t ro i tement ve r s l a p r o b a b i l i t é cr de 0,0 L > 1 r 0,0 

fonc t ion de r é p a r t i t i o n <E t e 0 , e 0 > • 

Pour ce l a on u t i l i s e l a méthode des moments ; pour tout p>l on a : 

\P V n (dX) - < ( L H ) P e . e > J 0,0 x о о 

Or s i L>p+1 on a : ( Ч у p e Q - (T*H) P e Q - H p e Q 

e t par conséquent : s i L > p+1 

X p L a $ , 0 ( d A ) » < H P e 0 , e 0 > - f\P a (dX) 

ce qui é t a b l i t l e r é su l t a t cherché. 

De même s i T es t une p r o b a b i l i t é sur Ж l a su i t e de p r o b a b i l i t é s 

I х f I 
40 » 'cr x d t ( x ) L > 1 converge é t ro i tement ve r s С 

0,0 J 0,0 — 0 0,0* 
L T — 

et on a également l im E ( О ) ш О 
s

 L 0,0 0,0 
En chois i ssan t T éga l e à l a l o i de Cauchy sur Ж, on peut ob ten i r une 
express ion assez simple de 'o . En e f f e t pour toute fonc t ion Ф 

0,0 
continue à support compact on a, en tenant compte de (47) : 

L T . . . 1 fdx Г P o ( I " X )

 f d A + 1 ( L ' * > Г * л о n (Ф) - - 7 L —~ — l-rr ( - — / т л л ) > Ф(Х) 

* W X € { p L + 1 ( X ) » x p L ( X ) } pJa.X) d X PL ( L * X ) 

,-н» p 2 ( L , X ) 

= \ — ^ = Ф(Х) dX 
J — p £ ( L , X ) + P £ + i ( L ' X ) 

La de rn iè re é g a l i t é es t obtenue par changement de v a r i a b l e en 

remarquant que dans chaque i n t e r v a l l e ouvert d é f i n i par l a p a r t i t i o n 

de ]R par l e s zéros de p T ( L , X ) l ' a p p l i c a t i o n . P T , + 1 ^ L > ^ 
L P L ( I . , X ) 

c r o i t s t r ic tement de - 0 0 à +°° d 'après ( 4 7 ) , e t que ^ 0 Q ne change 

l e s zéros de p T ( L , X ) car p ( L , X ) e t P . ( L , X ) n 'on t pas de zéro commun. 
L+l 
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Le r é s u l t a t précédent peut encore s ' é c r i r e sous l a forme 

, A « V e m 1 r ( < « o « 1 " g - L x o > x ° > ) 2 • < * ) dX 

(48) o ( • ) - - M A A A | | 2 

2 

< > dés igne l e produi t s c a l a i r e canonique sur 1R . 

I l en r é s u l t e que : 

C+oo t | <gx ,x > | 2

 T _ T . 
(49) E ( V ( « ) ) - i *(X) ° ° , T ^ ( 2 ) e ( g x )ur ( d g ) dX 

°>o ^ J I I ̂  I |2 A O A 

or on peut é c r i r e ( v o i r l ' a p p e n d i c e ) 

T X L < 2 ) e - e X , 2 + R X , 2 e L * 

où e^ 2 € f (x ) es t t e l l e que T*©e^ 2 ~ ÔX 2 ô t ^ 2 Ô S t U n 

opérateur de norme s p e c t r a l e , s t r ic tement i n f é r i e u r e à 1. 
2 — 2 

Pour x € x on d é f i n i t cos*" x par cos x » cos x où 

x es t un vec teur dé norme 1, d ' image x dans X. 

On a a l o r s : 

(50) E( 2 V ( * ) ) - I $ ( X ) ( c o s 2 ( g x 0 ) e, , ( g x ) y ? L + 1 ( d g ) ] dX 

° > O M ~ A , Z O À 

+ i «(X)[ c o s 2 ( g 7 0 ) F 2 L

2 e ( g x 0 ) u ^ 2 L + 1 ) ( d g ) ] dX 

2 21 *̂ 1 ' 2 1 

Comme l im Icos ( g x Q ) e x 2 ( g x Q ) Mx ' ( d g ) - cos it 2 ( x ) v x ( d x ) 

» 

e t [ j c o s 2 ( g x o ) R 2

) 2 e ( g . ï ï Q ) U 2 L + 1 ( d g ) ] < j | R 2 I

2 | | - 0. 

on déduit de (50) que : 

l im E( 2 V (*)) « (*> f*(X)[ f c o s 2 x e , 0 ( x ) v , ( d x ) ] dX 
L u > u o , o n J J A , 2 A 

ce qui é t a b l i t que admet pour dens i t é l a fonc t ion 

1 2 — — — 

J cos x e , 2 ( x ) v x ( d x ) . 
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2 
La c o n t i n u i t é de l ' a p p l i c a t i o n X T ^ ( 2 ) de H dans l ' e s p a c e 

( £ ( X ) $ 0 O ) des a p p l i c a t i o n s l i n é a i r e s cont inues d e ' C ( X ) dans^o ( X ) 

en t r a îne l a c o n t i n u i t é de X e^ 2 e t de X + v ^ , e t par conséquent 

l a d e n s i t é de O e s t con t inue . 
0,0 

Paragraphe 3 - LA FORMULE DE TKOITTFSS 

En reprenant l e s no t a t i ons déjà d é f i n i e s , nous pouvons énoncer l e 

Théorème ( 3 - 1 ) ; 

Se y zàt à AuppoAt compact zt ckoAgz au moine deux pointa : 

2 

7) VOUA tout t € n , et toctt x ê » - {0} , o n a 

P P s l im L o g | P L + 1 ( t ) | - 11m ^ Tog | | g j ; g*x | | - y(t) 

où o<y ( t ) = - l o g a ( s , x ) y t ( d g ) v t ( d x ) . 

Z) Poa/i tout t g 3R , on a l'zgatitz Auivantz "FoAmuZz dz 

ThoutzAA" 

Y ( t ) = L o g | t - x | N ( d x ) 

Démonstration du théorème ( 3 - 1 ) : 

1) J u s t i f i o n s tout d 'abord l ' a f f i r m a t i o n 1) 

S i y charge au moins deux p o i n t s , l e sous-groupe fermé engendré 

" par y e s t non compact e t ne c o n t i e n t pas de sous-groupe d ' i n d i c e 
2 

f i n i ayant une a c t i o n r é d u c t i b l e sur H [ 14 ] . 
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Donc d ' ap rès l e théorème du Fùrstenberg [ 4 ] pour tout 

x € R 2 - { 0 > on a 

(51) P p s l i m ^ ^ l o g | | g£ g ^ . . . gSc || « Y ( t ) 

où (52) y ( t ) * - | l o g a ( g , x ) y t ( d g ) v t ( d x ) > 0 

Par a i l l e u r s , P ^ + ^ t ) e s t un c o e f f i c i e n t de l a ma t r i ce 

g L 8 L - 1 8 o * 1 1 r ë s u l t e a l o r s de [ 5 ] que l ' o n a également 

(53) P p s l im l o g | p - . - ( t ) ' | « y ( t ) 
" L L+ l L 1 

2) La j u s t i f i c a t i o n du 3) sera basée sur p lus i eu r s r é s u l t a t s 

p r é l i m i n a i r e s : 

lemme ( 3 - 1 ) : PouA tout t € ]R, VlYitZQKdtd l o g | t - x | N ( d x ) 

2At COnVQAgZntZ. 

Démonstration du lemme ( 3 - 1 ) : 

Pour tous L > 1 , t € ]R M £ II on a : 

W J L ^ l o g | p L + 1 ( t ; | - l o g | t - x | N L ( d x ) < | sup ( l o g | t - x | , - M ) N ^ ( d x ) . 

P-presque sûrement l e s p r o b a b i l i t é s de f o n c t i o n de r é p a r t i t i o n 

^ L ^ L > 1 * c o n v e r 8 e n t é t ro i t emen t v e r s l a p r o b a b i l i t é de f o n c t i o n de 

r é p a r t i t i o n N (théorème 1-1) ; e l l e s ont de p lus l eu r support dans 

un compact f i x e J. Par conséquent on dédui t de l ' i n é g a l i t é précédente 

e t en tenant compte du 7) que pour tout M € H : 

(55) 0 < ' y ( t ) < sup ( l o g | t - x | , - M) N ( d x ) 
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ce qui assure puisque N es t à support compact 

l f i n t é g r a b i l i t ê par rappor t à l a p r o b a b a b i l i t é dN 

de l a f o n c t i o n x | l o g | | t - x | 

S o i t X l a mesure de Lebesgue sur H ; on a a l o r s l e 

lemme ( 3 - 2 ) : 

PouA X piuquui tout t on a : 

y ( t ) * l o g | t - x | N ( d x ) 

Démonstration du lémme ( 3 - 2 ) : 

Comme l a s u i t e de f o n c t i o n s de r é p a r t i t i o n ( ^ J ^ ^ > converge 

é t ro i t emen t v e r s l a p r o b a b i l i t é de f o n c t i o n de r é p a r t i t i o n N , 

on en dédui t que pour tout b > 0 , on a : 

(56) P p s l i m dt | l o g | t - x | N _ ( d x ) - l o g | t - x | N ( d x ) | » 0 
L j - b > L j 

Le lemme ( 3 - 2 ) se dédui t a l o r s de ( 5 3 ) e t de ( 5 6 ) . 

Avant d 'énoncer une p r o p o s i t i o n qui nous sera également u t i l e , 

p réc i sons une n o t a t i o n : 
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Pour tout intervalle ouvert ]a,b[ de TR, nous noterons ^ i o c ^
a » b [ ) 

l'espace des fonctions f de ]a,b[ dans 1R telle que pour tout 

intervalle compact T C ]a,b[ , il existe une constante 0<a(T)<l, de 

sorte que l'application t€T + f(t) soit Lipscbitzienne d'ordre a(T). 

On a alors la 

proposition (3-1) : Vapptidjoutlon t + y(t) appa/itLcnt à (R) 

dont nous donnerons la preuve à la fin du paragraphe 3. 

Achevons alors la preuve du théorème (3-1). 

Soit A>0 tel que ] -A,A[ 3 J , 

La fonction x •+ 4>A(x) • -a A[ ̂  N ^ appartient à l'espace¿2(R) 

des fonctions de carré integrable sur ]R. Elle admet donc [11] une 

transformée de Hilbert €¡£20R) définie par $ * lim 3/ (t) 

À presque sûrement, où 

y i f V x ) d x 

iti (t) = — — 
* A ' £ * J|t-x|>e fc-x 

Il résulte du lemme (3-2) par intégration par parties que : 

Aps y(t) - log |A-t| - ^ A ( t ) t 

c'est-à-dire 

(57) Àps ^ A(t) * $A(t) 

où (58) * A(t) = (log |A-t| - y(t)) € ^20R). 

D'après la proposition (3-2) et l'égalité précédente, la fonction 

$ A appartient à *£^qc(]-A,A[ ) . Si l'on pose 

* 1 f * A ( t ) 

on déduit de la théorie de la transformée de Filbert [11] dans3£2(IR) 

que Aps la limite ^ A(x) - lim $ (x) existe ; de plus 
A e+Q A-e 

comme $ A appartient à ^ ^ o c ^ "
A > A f ) -*-a limite précédente existe 
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pour tout x € ] - A , A [ e t & A

 € ^ o c G - A , A [ ) . 

La formule d f i n v e r s i o n de l a transformée de H i l b e r t permet de conclure que : 

A p S 1 ] - A , A ( N ( X ) - V X ) ' 

Mais comme x N ( x ) es t continue e t de plus % ^ - A , A ( ) , on a : 

V x € ] - A , A [ $ A ( x ) - L ] - A , A { N ( X ) * ^ A

( x ) -

Ceci é t a b l i t en p a r t i c u l i e r puisque A peut ê t r e c h o i s i a rb i t ra i rement que 

Comme ^ € ^ (1 - A , A ( ) , on en déduit que e S t ^ ^ ^ i n ^ e P o u r t o u t 

t e ] - A , A { e t que ^ £ ^ l o c d - A , A { ) . 

Les deux membres de (57) sont a l o r s des fonc t ions continues de t 

sur ] - A , A [ e t l f ' on a donc : 

(59) » t 6 ] - A , A [ Y ( t ) « l o g | A - t | - 7T îjfA(t) 

Comme on a log | A - t | - T T $ A ( t ) * l o g | t - x | d N ( x ) , par i n t é g r a t i o n 

par p a r t i e s , on o b t i e n t donc : 

(60) V t € ] - A , A [ Y ( t ) - l og | t - x | dN(x) 

e t l e théorème ( 3 - 1 ) es t a i n s i démontré. 

Avant de prouver l a p ropos i t i on ( 3 - 1 ) , énonçons sous forme de p ropos i t i on 

un r é s u l t a t acquis au cours de l a démonstration précédente . 

P r o p o s i t i o n ( 3 - 2 ) : L'application t N ( t ) appartient ci iQC^) • 

Démonstration de l a p ropos i t i on ( 3 - 1 ) : e l l e es t calquée sur l a preuve 

de l a p ropos i t i on ( 2 - 1 0 ) . 

1) On commence par é t a b l i r l e 

lemme ( 3 - 1 ) : 40Oà le* kypothè.6CA du thloKlmc ( 3 - 1 ) pouA tout compact 
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Т С ж il zxiàtz ил filzl 0<a(T) <1 teZ que. роил 0<a< c<7) 

l im [ sup J d ° ( g x , g y ) M n ( d g ) ] / п , р ( т > а ) 

x / y e x d ( x > ? > 

avec р ( Т , а ) < 1 

démonstration du lemme ( 3 - 1 ) : 

Pour 0<а<1 on a l ' i n é g a l i t é 

s u p [ Ag*i~S7) y n ( d g ) u p ( _ l n ( d g ) ) n > b 

xïyex 1 d a ( x , y ) C xÉX ' a 2 0 t ( g , x ) 
t € T t€T 

Comme l a su i t e de fonc t ions — log a ( g , x ) U ^ ( d g ) n> 1, converge 
П J u 

uniformément sur X * T v e r s y ( t ) > 0 ( 2 ° ) du théorème ( 3 - 1 ) ) 

i l e x i s t e un e n t i e r Nq t e l que : 

f N o б - In f [ l o g a ( g , x ) u ( d g ) > 0 

*£X 

S i 5 ( g ) » sup a ( g , x ) on a l ' i n é g a l i t é : 
xSX 

sup u / C d g ) < 1 - 2 с 6 * 2 а 2 [<5 2 (g) e 2 а 6 ( s ) i / ° ( d g ) 
tST i c T a ( g , x ) J c 

xëX 

d'où puisque 3>0, i l e x i s t e un. r é e l 0<а(Т)<1 t e l que pour 

0<а<а(Т) : 

(61) .sup — ± U ° ( d g ) < 1 
*=T J c r a ( g , x ) Z 

х<=Х 

f 1 n 
Par a i l l e u r s l a su i t e (sup — \i t(àg)) n>l 

tÉT J a ( g , x ) 
xax 

est sous m u l t i p l i c a t i v e , donc on a : 

f 1 n 4i f 1 n V n l im (sup ——• У ^ ( d g ) ) П » Inf (sup — l i ! ! ( d g ) ) 5 

n t | g 1 a a ( g , x ) C n t€T J < A g , x ) 

ce qui - compte-tenu de (61) - é t a b l i t l e lemme ( 3 - 1 ) . 
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Le rS l e de ce lemme es t analogue à c e l u i du lemme (2-7) . 

2) On considère de même que dans l e paragraphe 2 B) pour 

0<a<l 1 ' a lgèbre de Banach ^ ' a des fonct ions Lipschi tz iennes 

d 'o rdre a sur X ; l e s notat ions sont identiques à c e l l e s du 

paragraphe 2 B) e t uniquement modif iées par l ' ad jonc t ion 

d'un prime. 

On é tudie a lo r s l a f a m i l l e des opérateurs P : t £ Ж 

» 

(62) P T f ( x ) » f ( g x ) U t (dg) x € x, 

où f es t mesurable bornée sur X. 

Ces opérateurs sa t i s fon t a lo r s aux p ropr ié tés énoncées dans l e s 

propos i t ions suivantes et dont l a preuve est l a même que c e l l e 

des propos i t ions (2-9) e t (2-10- (cas où u«0) , en substituant 

l e lemme (3-1) au lemme (2-7). 

Propos i t ion (3-2) : 

J) Роил tout o<a<l P t zàt ил о pilot шл Ьокпг лил ¿£ 1 , 

zt *¿ T z&t un compact dz Ж on a : 
sup |.|p H' „ < + 0 0 

2) St 0<a<l , 0<r<l zt ¿I т z¿t un compact dz Ж, Il zxtàtz 
unz conàtantz C ( T , a ) tztlz quz роил toutz fonction Ф € ¿ ' a 

zt to ил s , t € t 

I 'V - V l l ( i - r ) * ¿ C ( T , a ) l < : - s | t a | | ф | | а 

Propos i t ion 3-3 : Soit t un intznvcü&Lz compact dz Ж . Роил 
toub t € т zt 0<a< (t), p- z&t un opznjojtzuA qua&i-compact 
dz ¿ ' a danA £ 1 zt tzl quz роил tout n > l on ait : 

ой Q t ut un op&iatzuA d e ^ ' a dan* ¿ ' v initiant 

Q t e - 0 f v t Q t » 0 

Vz pluA *i r' a^J ^ i < L KOilJon ApZZ&í&t dz Q danà ^ 1 on a : 

S » r a « V < 1 
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On en déduit l e 

c o r o l l a i r e ( 3 - 1 ) : S<i T zàt an intz/cvaltz compact dz E , U 

0<a<a(T) , *l 0<r<l , IL vcUtz unz conàtantz C ( r , a , T ) tzttz quz 
роил toutz {ondtion Ф on ait роик touÂ s , t dz T 

" ̂ * et 
| v t(0) - * в(Ф)| < C ( r , a , T ) | t - s | r a | | « | Г а 

dont l a preuve est' l a même que c e l l e du lemme (2-11) 1 ) . 

Ce c o r o l l a i r e nous permet de terminer l a preuve de l a p ropos i t ion 

( 3 - 1 ) . En e f f e t , on a : 

с г 
(63) Y ( t ) - Y ( t ) - l o g a ( g , x ) u (dg )v (dx) - log<J(g,x)u >(dg)v (dg ) 

° J c c J c o о 

- V . (Ф J - V (Ф ) + V (Ф - Ф ) 
z c c

0 о ° 

où Ф с ( х ) » log a ( g , x ) d v t ( g ) . 

Comme l ' a p p l i c a t i o n ( t , x ) Ф £ ( х ) de Ж x X dans Ж est continûment 

d i f f é r e n t i a b l e , on en déduit que pour tout i n t e r v a l l e compact T de 

Ж, on a : 

sup I K | I ' < + sup |Ф ( x ) - Ф ( x ) I < k(T) | t - t I 

où k ( T ) est une constante. 

Par conséquent en tenant compte du c o r o l l a i r e ( 3 - 1 ) , on ob t ien t que 

s i 0<a<a(T) , 0<r<l , t , t € т — о 

(64) | y ( t ) - Y ( t ) | < C ( r , a , T ) sup I H ' J I | t - t | r C t + k ( T ) | t - t I 

t€T t ut о о 

ce qui prouve bien que l a fonct ion t + y(t) appart ient à Нэ, QR). 
loc 
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APPENDICE 

Dans ce t appendice, nous p réc i sons des r é s u l t a t s concernant ce r t a ins 

opéra teurs , u t i l i s é s au cours des démonstrations du lemme ( 2 - 7 ) , e t de 

l a p ropos i t i on ( 2 - 8 ) . Les nota t ions u t i l i s é e s sont l e s mêmes que p r é ­

cédemment* 

So i t p une p r o b a b i l i t é sur S L ( 2 J l ) ayant une dens i té à support 

compact. On considère l ' o p é r a t e u r T ( 2 a ) d é f i n i sur ^ (X) par 

T ( 2 a ) f ( x ) - O ^ C g . x ) f ( g l ) p ( d g ) 

f e £ ( x ) , x € x, a еж. 

On a a l o r s l a 

P r o p o s i t i o n A ^ . 

7) PouA tout a € IR, т(2 ) Zàt an opziatzuA compact pobitli лил ̂  (X) ; 

Son кауоп bpzctAaZ r ( 2 a ) zbt tzl que la fonction a log r ( 2 a ) 

boit convexe, zt quz 

r ( 0 ) » r ( 2 ) » 1, r ( 2 a ) < 1 роил 
0<a<l 

2) L'opzAatzwi T ( 2 ) pzut à'zcnÂAZ ьоиь la fiosunz : 

T ( 2 ) [f ] - m ( f ) e 2 + R 2 ( f ) 

où m zàt la pAobabilitz лил X invaAiantz рал lz& lotationb. 

e 2 Vaniquz fonction pobitLvz dz £ (X) tzltz quz T ( 2 ) e 2 » e 2 

Zt m ( e 2 ) » 1. 

Ж 2 zàt an opziatzuA dz ^ (x) dz noAmz bpzctAalz btAictmznt 

^izAizuAZ a 1 zt tzl quz : 

m R 2 - 0 R 2 ( e 2 ) - 0. 
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Démonstration de l a p ropos i t ion A ^ . 

1) Pour é t a b l i r l a compacité de l ' opé ra t eu r T(2a) , on commence par 

supposer que p a une densi té continue : dans ce cas T(2a ) est 

d é f i n i par un noyau continu [18] , d'où l e r é s u l t a t . 

Le cas généra l s ' o b t i e n t en approximant l a p r o b a b i l i t é p en 

v a r i a t i o n à l ' a i d e d'une su i te de p r o b a b i l i t é s p Q n>1, admettant 

des dens i té continues dans un même compact f i x e . 

L ' i n é g a l i t é de Holder permet faci lement d ' ob t en i r que pour 

a € n , 3 € n , 0<t<l n>l on a 

Log | | T n ( 2 t a + 2 ( l - t ) S ) | | < t l o g | | T n ( 2 a ) | | + ( l - t ) l o g | | T n ( 2 ( l - t ) S ) | | 

L 
d'où l a convex i té de l a fonct ion a log r(2a) » l im l o g | jT n(2a) | | n 

n 

2) Pour terminer l a démonstration, nous u t i l i s e r o n s l a p rop r i é t é suivante 

des opérateurs T (2a ) : 

lemme A : II zxÂAtz un tâoJL a Q >0 tzi quz pout | a | < a Q VoplKatzuA 

T n ( 2 a ) n>l peut A'zcAÂJiz aoua la {onmz 

T n(2a) - À n ( 2 a ) v 2 a ( ) e 2 a + R n ( 2 a ) 

ou : X(2a) > 0 z*t l'unique valzuA pKopiz dz pluà giand moduZz dz 

T(2a) 

v l'uniquz pKobahllltl 4UA x tzllz quz v T ( 2 a ) » X ( 2 a ) v a 2 a a 

e 2 a > 0 l'uniquz zlwznt dz*£ (X) tzt quz 

T < £ > e 2 a - X(2a) e ^ , v 2 a ( e ^ ) - 1 

R(2a) zàt an opziatzuA dz*£ (x ) dz layon 6pzctAaJi àtAlctzmznt 

In^ZKlzun. à A(2a) tzl QUZ 

v 2 a Q ( 2 a ) " Ô Q ( 2 a ) e 2a * ° 

Vz pluà Izà applications a + v 2 a , a ^ e 2 a , a + R(2a) *ont 

analytiques. 
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Démonstration du lemme A : 

L 'énoncé du lemme A es t s a t i s f a i t pour l ' o p é r a t e u r T ( o ) ; on a : 

T ^ o ) » V e + R n n>l 

où v es t l ' un ique p r o b a b i l i t é p inva r i an te po r t ée par X. 

D 'aut re par t l ' a p p l i c a t i o n a + T(2a) e s t ana ly t ique . La t h é o r i e 

des per turbat ions ana ly t iques d 'opéra teurs assure q u ' i l e x i s t e un 

r é e l oĉ  t e l que pour | a | < a Q T ( 2 a ) admette une unique 

va leur simple i s o l é e de module éga l au rayon spec t r a l de T ( 2 a ) , 

e t de sous-espace propre de dimension 1. 

Comme d ' au t re pa r t , T(2ct) e s t un opérateur p o s i t i f , c e t t e va leur 

propre es t éga l e au rayon spec t ra l de T(2a) e t admet une fonc t ion 

propre p o s i t i v e [17] • 

L 'énoncé du lemme A se déduit a l o r s immédiatement de ce qui précède 

et de l a t h é o r i e des per turbat ions ana ly t iques d 'opéra teurs . 

3) E tab l i ssons l e 2) de l a p ropos i t i on A . . Pour c e l a on raisonne 

par d u a l i t é . Nous notons T ( 2 a ) l ' o p é r a t e u r d é f i n i de façon analogue à 

T(2a), mais en remplaçant l a p r o b a b i l i t é p par sa symétr isëe p . I l est 

c l a i r que ?(2ct) a l e s mimes p r o p r i é t é s que T ( 2 a ) . 

S i £ es t une mesure bornée sur X, e t s i Y € ^ ( x ) , on note : 

(0,40 - ¥(x) dHx). 

On a a l o r s l a r e l a t i o n : 

( D (* .m, T k ( 2 ) m > - a-m, T k ( o ) [$] ) - ( C F . m ) v k T ( o ) , « ) 

où f S ^ ( X ) , k>0. 

Ce t t e r e l a t i o n r é s u l t e du f a i t que a ( g , x ) = » m ( x ) 
dm 

x € x, g € S I, ( 2 , H ) • 
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S i X es t une va l eu r s p e c t r a l e non n u l l e de l ' o p é r a t e u r compact T ( 2 ) , 

i l e x i s t e un e n t i e r k>l e t une fonc t ion ^ € * £ ( X ) t e l l e que 

[ X I - T ( 2 ) ] k ^ \ - 0 

»0i>X ) « L 

On en dédui t d 'après ( 1 ' ) que : 

0 [ ; x . m ) [ X I - T ( o ) ] k » 0. 

v 

L ' a d j o i n t de T ( o ) , admet 1 pour unique va l eu r propre de module 

supérieur ou é g a l à 1 ; c e t t e va leur propre es t s imple , e t l e 

sous-espace propre correspondant es t engendré par l ' un ique p r o b a b i l i t é 
v v , . 
p i nva r i an t e v po r t ée par X. I l en r é s u l t e que s i J A| 

v 
on a X - l , k » l et H^m =« v . Posons e 2 » V >̂ 0. 

Comme l a dimension de l ' e s p a c e des mesures bornées 9 sur X 

s a t i s f a i s a n t à $[I - T ( 2 ) ] * 0, es t l a même que c e l l e de l ' e s p a c e 

v e c t o r i e l des fonc t ions f (X) s a t i s f a i s a n t à [ I - T ( 2 ) ] f * 0, 

c ' e s t - à - d i r e 1, e t que d 'après ( 1 ' ) on a m T ( 2 ) - m, 0 n en 

dédui t l e 2 ) de l a p r o p o s i t i o n À ^ . 

4) L ' a p p l i c a t i o n a X ( a ) es t d é r i v a b l e e t l ' o n a [4] , fia] 

X ' ( o ) « - l o g a ( g , x ) p ( d g ) v ( d x ) < 0. 
4 

Comme d ' au t r e part on a d 'après ce qui précède r ( o ) * r ( 2 ) * 1, 

e t que l ' a p p l i c a t i o n a ]og r ( 2 a ) es t convexe, i l es t c l a i r que 

pour 0<a<l on a nécessairement : 0 < r ( 2 a ) < l 
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