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PROBLEMES PROBABILISTES LIES A L'ETUDE

DES OPERATEURS AUX DIFFERENCES ALEATOQIRES

par Jean LACROIX

Soit L l'opérateur défini sur les suites complexes (Un)n>0

par  (LO), = - Uy + b, Uy =y Uy, (u_

= Q) ola et b sont des suites
1 . n n _

réelles données avec & >0.

De nombreuses questions relatives 4 des phénoménes de propagation dans une suite
de particules conduisent & 1'édtude du spectre de l'opérateur L sur certains sous-
espaces hilbertiens de ¢ N. En particulier, il est important de déterminer s'il

existe une base de vecteurs propres pour L.

Dans (I) nous montrons que ce probléme peut se ra.menér d l'étude du comportement
asymptotique de certains produits de matrices de S1(2, R). Cette &tude &tant,
sauf cas particuliers, relativement difficile, on décide dans la partie (II)

.z P , .
de considérer (a.n, bn)n o comme les réalisations d'une suite (An’ B,)

n>0

¢ |V

de variables aléatoires & valeurs ]R2 indépendantes et de méme loi, on prouve
alors des propriétds presque slires relatives au spectre et aux fonctions propres
de L.

Ces questions ont &té traitées par de trés nombreux a.ufeurs (dont on trouvera la
liste dans [ 1] ). Nous nous proposons ici, en nous plagant dans un cadre simple,
de donner une version simplifide et améliorée de leurs résultats. En effet, on

peut poser le méme probléme sur R ol des difficultés techniques parfois sérieuses

masquent souvent les arguments essentiels.

Quelques exemples d'opérateurs L

On rencontre le genre de probléme mentionné plus haut lorsque l'on veut



dtudier les valeurs du paramétre A pour lesquelles 1l'dquation Lu = Au
admet une solution "localis@e" (c'est-d-dire satisfaisant 3 une condition
limite nulle & l'infini). On doit alors touver les valeurs propres &ZL sur des

espaces de suites tendant vers zéro & l'infini.

Dans les exemples ci-dessous 4 désigne le laplacien discrétisé soit

AU = U -2u_+ U
n n n-

n+1 1

-~ Equation des cordes vibsantes (ou' chaine harmonique)

k &tant une constante positive, yn(t) l'ordonnée de 1la n'“"° particule

de messem les solutions du genre yh(t) = Uh eldt 4o 1'équatson

¢

2 b

m i3 = A¥  satisfont & Lu = A%y aveca = 2= X
n 5t2 n n 2 m

¥
(de méme pour l'équation de la chaleur C -2 = 3 et pour les solutions du
3t ¥n

n
genre y (t) = U e %)

- Equation de Schrodinger :

a étant une suite réelle donnée, il s'agit de trouver les valeurs propres

de l'opérateur -A + q soit de résoudre

Iu = Au avec & = 1 et b =2 + a,
n n



le Spectre de l'opérateur L (non aléatoire)

On montre dans l'annexe (A) que si la suite a_ est bornée (Hypothése que

l'on fera dans toute la suite) L est un opérateur autoadjoint sur l'espace de

U2 Uy,
Hilbert H = f{u/ ] lZEL_ < +o moni du produit scalaire < u,v> =) : 2

n n
et de domaine D= {u / Lu€ H }

En notant par e, la base orthonormée canonique de H, E_ la résolution de

t
1'identité de L et O la mesure de fonction de répartition t + < Etem,e >

’ n

on prouve sans peine que {Ln eo} 0>0 est total dans H et que par conséquent

0 La probabilité ¢ = %90 &

donc pour support le spectre de L et pour support ponctuel les valeurs propres

le spectre de L est simple d'&lément générique e

de L. Si 1l'on peut prouver que o -est une mesure ponctuelle, on en déduit

immédiatement que .H posséde une base orthonormée de vecteurs propres.

Pour étudier ¢ qui résume les propriétés de spectre L on en construit des
approximations par restriction de L aux intervalles finis et on démontre [ voir
annexe B ] que si pn(z) est la solution de (L ~ zI)p = 0 avec po(z) = 1

on a les propriétés :

. do P, P
(L) m,n _, _n_m .
P D .
(J.L) La suite des mesures N« , de densités M
g L 2 2
m.n an®m Py tpyl

par rapport & la mesure de Lebesque, converge &troitement vers %non quand N + +=
k]

On en déduit les deux conséquences importantes

a
(F,) puisque o est une probabilité on a f P 2 do = 2~ par conséquent
S n,n s n ao
en posant C(A) = X —%? » C(X) est finie Q@ presque surement (puisque o
n

intégrable) et ]pn(A)Li C(A) n



Log(p2 +p 2)

Il s'en suit que pour o presque tout A, lim 1 <0
. n on n n+1’ —
(Fz) Soit I un intervalle ouvert deR et o € ]0,2]
Si ‘ < +» alors la restriction 0 & I est ponctuelle
n>0 I a,
a
puisque pour © presque tout A dans I, Z l-éL[ <+» et donc P, € H )

n n

ce qui équivaut & )\ valeur propre. (on ne peut utiliser @ = 2 car

2
D
2w i
n 0

()
| A I

La fonection A - 1I(A étant s.c.i. , la série de terme général

/ |7§'l do  est convergente dés qu'il en est de méme de celle de terme général
21 T2

Dans la suite nous introduisons la suite de matrices de S1(2, R)

b - A
na -9
A = n
&n
1 0
en remarquant que Pn+1 = A A X 1
4 q P, €y -+ & *p avec x, 3(0) on voit que les

formules précédentes font apparaitre des produits de matrices dépendant d'un
paramétre ) . Sauf cas particuliers, ce dernier probléme &tant sans solutions
nous passons & l'étude de l'opérateur L 3 coefficients aléatoires qui se

révélera plus aisée.



II

Le Spectre de l'opérateur L aléatoire

On suppose maintenant que (An’B ) est une suite de variables

n'n>0
aléatoires indépendantes de loi v & valeurs dansiR2 définies sur um espace @ ;
par conséquent pour chaque w oOn a un opérateur L& défini par

(L, u), = -A (WU __

+ Bn(u)Un - An(m)Un+ U,.=0

1 1 -1

Dans la suite on note par Gw la mesure spectrale de I et l'on supposers que

3 .+ P4
les.An sont 4 valeurs dans un compac%im ne contenant pas zéro.
Les différents espaces H , %ont alors tous &gaux 3 laGN).

Nous utiliserons la version suivante d'un théoréme di & Furstenberg (voir par

exemple [2] pour retrouver les hypothéses classiques)

"Soit Un une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi yu ,

non portée par un point, et vérifiant [ Log(1 + |x|)du(x)< +=

1 0

Soit &, la suite de matrices g, =(Un -1) et x un point non nul deZBQ.
Alors pour presque tout w la suite % Log lgn... &, xl a une limite

strictement positive”.

THEOREME 1 : S{ v  edZ non pontée pan un pointet AL La fLoi marginale de B
s0it vy virigie [ Log(1 + lxI)de(x) < 4o alors poun toute mesure de

Radon positive 8 SurR , Les mesures g, 4ont onthogonales 4 &  pour
presque tout o .

A ..
Preuve : On pose W = {(m,x)l % Log lg;... &, xol a une limite
strictement positive } . W est mesurable dans 9 x R et d'aprés la propriété

F, de (I) on sait que pour tout w , g, (Wm) = 0.

B -2
Le résultat de Furstenberg est applicable aux A pour lesquels A n'est

b -

- Ade <+

pas portée par un point et [ Log(1 + |



La seconde condition est toujours vérifiée d'aprés les hypothéses faites.

Toujours sous les hypothéses faites 3 A ne peut &tre portée par un point C
que pour une seule valeur de A au plus (ordonnée 3 l'origine de la droite

portant v ).

Dans ce cas, la solution de Lu = Au est donnée par

-a Un—l + (Can + A)Un -a Un+1 = XUn

soit  -U__,+CU -U . =0 (U_, = 0)

1 n n+1 -1

Une telle suite 'Un ne tend jamais vers zéro & l'infini et par conséquent n'est

pas dans H et donc le A précédent n'est pas valeur propre.

Soit XO cette valeur exceptionnelle de X\ si elle existe. Alors pour A # Xo

on & d'aprés Furstenberg P(Wx) =1, XO n'étant pas valeur propre le théorsdme
de Fubini appliqué au calcul de P ® 6 (CW) donne le résultat.

Cette preuve trés simple (quand on la compare 3 celle donnée par Ishii pour
l'équation de Schrddinger qui de plus n'envisageait que le cas de la mesure de

Lebesque pour 8 ) est inspirée de [3]

-~

Si maintenant on veut passer 4 une propriété plus précise du spectre 3 savoir
0, DPponctuelle pour presque tout « , il nous suffit de prouver que pour une

famille d'intervalles ouverts I recouvrant R (sauf peut-&tre un nombre fini

de points) on a

les constantes a, C, p pouvant dépendre de I avec a € 10,2[ , C>0 et
p € 10,11

1

2 2,2 .
+ pn+1) on voit que :

En écrivant que ]pnli'(pn

E [ —J——L-——- ar < f T

I py pN+1

2 A\ 1)(x ) dx

ol les opérateurs T x ~sont les opérateurs introduits par Nagaev,
’

. . . 1
Tutubalin... et associés & l'action de S1(2,R) sur l'espace projectif P par la



formule :

- ] [ Y - X
T f *_}_(___ i »
e 0= f e fex) o (o)
Dans cette formu;e f est une fonction bornée suriP’, X est l'image dans IP1 de
1l'élément x de R, P, est la loi image sur S1(2,R) de la probabilité v par
1l'application

b=X =1
. a
(a,b) -
1 0

w est un réel positifl et G est le groupe S1(2,R).
I1 est facile de constater que TY définit un opérateur borné de CGP1) dés

SA
que f'bIY de(b) <4

Nous allons tout d'abord &tablir une propriété des opérateurs TY ) pour
» 3 3 b4
"y petit” qui n'exige que des hypothéses trés faibles sur Vv en utilisant des

méthodes inspirées de [L4] .

LEMME 2 : On suppose que v et non ponctuelle et que vy @ un moment
d'ondre strnictement positi.

Soit I un intervalle compact ne contenant pas La valeun exceptionnelle A
(64 elle existe).

12 existe alons € >0, C >, p€ 10,11( avee

|TZ,A1(-£)[ < co® VIEJP1, Vi e, Voen

Preuve : On recopie pratiquement la démonstration donnée dans [U4] avec
quelques vérifications supplémentaires dues & la présence du paramétre X . Nous

nous contenterons donc de donner les &tapes essentielles.

Tout d'abord pour A € I, il existe une uhique probabilité m, avec Py * LI

(voir [51]). v
. ., # . . 1 3 . -
Si on considére. la probabilité de transition QA sur GxP définie par

Qkf(g,;) = [f(u,gx) dpA(u) elle admet donc l'unique probabilité invariante

p, @ T et 1'on a la relation :



avec o(g,x) = Log(l—lsfl-'-)

Le point essentiel de la démonstration est de prouver que cette expression

converge uniformément pour A € I, x € ]P1 vers pAG T'A(O)-

Pour ceci on &tablit que An étant une suite de I de limite AO’ et ;n une

suite de ZIP1 ,» la suite de probabilités

n
1 k -
v, T3 ¥ an((e,x,n , *)
kel

converge &troitement vers P, ® m
0 0]

Dans ce but, on vérifie que la suite Vo est, équitendue en remarquant gque la
. k - . o]

famille {QX ((e,x), *) est de type produit sur GXP , la composante sur G

étant R il suffit alors de constater que {pl},\éI est é&quitendwe sur G.

Ensuite en utilisant la relation

1 _ -
R [Qi:;‘((e,xn,') - an((e,xn),’)]

on vérifie que taute valeur d'adhérence &oite & Vo est QA invariante (en

remarquant que si ‘P est continue & support compact sur G xP' l'application

A > IQ)‘tfﬁ est continue)

On en déduit (aprés approximation de o par des fonctions continues bornées de

type Cf o avec C( continue & support compact) que vn(c) converge vers

Prg @ Mgfo) ce qui &tablit la convergence uniforme demandée.

On sait par ailleurs (voir [5] ) que la quantité D, ® "A(G) est strictement

positive , comme elle est continue en X on en déduit qu'il existe un entier N

et un nombre 8 avec

Ixt
A

E -- Log( T
I5N0-1 Y- 7 xi

N ) <8 <0

s ep, Vi e 1.

0



En appliquant la majoration (a- >0 et Y > 0)
2
al <1 +YLog a + %% (Log a)? eYILog e

& la fonction

Yy = ( Ixq )Y
A A
|3N0_1...go xl
puis en prenant . l'espérance on prouve avec les hypothéses de moment faites sur v

qu'il existe p < 1 et € > 0 avec

]
. H Y . .
La sous multlplchtiV&dbmembre de gauche de cette inégalité donne le résultat

énoncé.
Si ce lemme permet l'édtude de TY ) pour Y petit, il semble que pour
b
T2 A on ne puisse conclure facilement que dans le cas ou B posséde une densité.
’ - -A
On dira que v induit une densité pour 2 € I sile loi de n a une

densité sur R pour tout A dans I. (Par exemple dans le cas de Schrddinger si

V. a une densité ou dans le cas des cordes vibrahptes Si a une densité et si

B VB
I ne contient pas zéro. )
Lemme 3 : S{ v .induit .une densit? pour un intervalle compact I et AL

Vg dun moment d'ondre deux, <& exdiste une constante C'  avec :

T 1(x)| < C Vier', Vi e, Yonenw
T2, |

Preuve : Sous les hypothéses écrites, T est un opérateur compact de

2,
CGP‘) ne possédant qu'une valeur propre simple positive égale i 1 et dont toutes

les autres valeurs propres ont un module strictement inférieur & 1. (voir([6]).

Si Cfx est la fonction harmonique d'intégrale 1 par rapport & la loi de Cauchy

on peut &crire :
oy + Q% 1
2,2 C{)A A

1 .
Q, #&tant la restriction de T;'A au sous espace de C(P ) des fonctions
s ,

d'intégrale nulle pour la loi de Cauchy et de donc de rayon spectral strictement


http://�ndu.lt
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inférieur & 1.

La continuité de l'application A\ =+ T, fournit celle de 1 ~ CPA
b)

et A - QA

Le rayon spectral de Qk étant alors une fonction semi-continue - supérieurement
de A, et la suite IQAnI gtant sous-multiplicative on prouve facilement le

résultat annoncé.

Lemme 4 : S{ v anduitune densitl poun un intervalle compact 1 et &L vp @
un moment d'ordre un, {£ existe C">0, p € ]0,1] avec
- - 1
]'1'1“A 1x)] <c"p® Vier, VYier, VYnen
14
-~ -~ 3 & ”
Preuve : Sous les hypothéses &crites, T(1 ) est un opérateur compact de
] ' . . ,\ . ”
CQP ) et donc son rayon spectral est inférieur 3 celui de Tl opérant sur les

1,
fonctions de carré intégrable pour la loi de Cauchy dont on saitqu'il est

strictement inférieur d 1. (voir [S] ).

La semi continuité supérieure du rayon spectral et la sous multiplicativité

de IT1 % { fournissent le résultat annoncé.
1]

A
Théoréme 5 : S4 v induit une densditi poun une famille d'intervalles I
recouvrant R {sauf peut-étre un nombre {ini de points) et 44 vg aun

moment d'ondre deux afons pour presque tout w , o ~est ponctuelle.
Preuve : En utilisant les résultats des lemmes 3 et 4, on obtient

B I

. pn
E [lp]aw <1H2 g }'——-!—-I——z > & <Ko
I

pN+1 * pN

Théoréme 6 : Sous Les hypothises de thiondme 5, pourn presque fout w  Les
fonctions propres de Lm sont & décrodssance exponentielle.

Preuve : En reprenant la formule écrite dans le théoréme 5 et en choisissant
p <p' < letra= %; on obtient

E( [} |pn| r 2 dg) <
In
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Donc pour presque tout @ , si A est une valeur propre de Lm appartenant i

I, on a:

) an(A)' r <4 et donc |pn(X){ <K' e
n ;

Commentaires: :

(i) Le lemme 2 n'a pas .&té& utilisé pour établir le théoréme S mais il
constitue une &tape essentielle dans la preuve d'un théoréme du méme genre sans
hypothése de densité car il suffirait alors de prouver que les opérateurs T2 N

: k 4

sont de rayon spectral égal & 1 (ce qui parait une conjecture raisonnable)

pour avoir le résultat.

(ii) On peut facilement prouver (voir [ 3] ) qu'il existe un fermé F tel que
pour presque tout ® 1le spectre de Lm soit &gal & F. En reprenant les
notations du théoréme 1, si m est la mesure de Lebesgue sur R on a m(CV"u) =0
pour presque tout w .

Si I est un intervalle ouvert nondigjoint de F,on a

o(1) 5lim / )

N 2 2
I oy *Py4y
et donc pour presque tout w la famille -——1-——-2 n'est pas équiintégrable
Py P
sur I. N N+t

2 ) vers
n+1 une

constante strictement positive puisse avoir lieu presque surement uniformément

I1 est donc & fortiori exclu que la convergence de -:? Log(pf +p
sur I ce qui donne trés facilement un résultat &tabli par Golsheid dans [7I]

(iii) Les problémes identiques posés sur 2 donnent lieu aux mémes solutions
que dans cet exposé, la seule différence tenant i ce que le spectre de L est
dans ce cas de multiplicité“&ce qui conduit & manipuler des expressions
légérement plus compliquées dans la partie I, la partie II &tant presque

inchangée.
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ANNEXE A

L'opérateur L vérifie la formule de Green suivante :

N (LY, Tn N Un(LV)n -
a =1 - ~ Uger 'y * Uy Vi
0 n 0 n

Si D0 désigne les suites n'ayant qu'un nombre fini de termes non nuls et LO
la restriction de L & DO’ 1'opérateur (LO,DO) est symétrique. Il s'agit de savoir
dans quelles conditions on peut affirmer que sa fermeture ne posséde qu'une

seule extension auto-adjointe, c'est-i-dire lorqu'il a (0,0) pour indices .

Pour ceci on vérifie que l'adjoint (L* , D') est défini par D" ={ UEH / LU € K}
et sur p* on a LU = L*U ; L 8tant & coefficients réels et les solutions de

L*U = 2U formant des espaces de dimension O ou 1 dans H 1les indices sont (0,0)
ou (1,1) suivant qu'il existe ou non des solutions de cette gquation dans H
pour Imz # O. Il est facile de constater que si la suite a est bornée alors

L est symétrique sur D” et par conséquent (L, D’) est l'unique extension

auto~adjointe, mais on peut trouver des conditions plus faibles (par exemple

X ;L = +o ) qui assurent que zLO,DO) a une unique extension auto-adjointe{ qui
n *
n'est plus (ﬁ: D).
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ANNEXE B

Si on suppose la suite a8 bornée, il est facile de construire par
approximation les mesures spectrales a(m a)* Pour ceci, on note NL 1n
”

restriction de L aux suites nulles hors de : [0, N] et NLx 1l'opérateur

NL - xaNnN' (o@ mU est la Nemecomposante de U, x€ R).

On vérifie que NiX  est symétrique sur H ([0, N] ) et que si No?m 1)
?
est la mesure spectrale associée (m et n < N) ,

on a

) N
l\‘b)(:m,n) = I Py Py 7 : (1

2 -1
/aa L&
(M/Pyyq (M)=xpy (M)} n k=0 %%

) e

En effet les sous espaces propres de NLx sont de dimension 1 et A est valeur

propre si et seulement si pN+1(A) = x pN(A) le vecteur propre normalisé &tant

N p2 -
px) (] -E /2
k=0 %k

(On en d&duit en particulier que le m Iynome (x\) - x pN(A) a ses racines

pN+1
réelles et distinctes).

On remarquera que l'on ne peut avoir p,{A) et p_ . (1) simultanément nuls.
N N+t

La formule écrite ci-dessus permet de constater que

Pour &tablir la convergence &troite de ces restrictions, un procédé classique
consiste & utiliser les résolvantes NR: et Rz . Pour ceci, si (NU) est une suite
nulle hors de [O N] et en prolongeant par O les suites définies sur [0 N] )

on prouve la relation :

N x N, N\ N ‘ N

("u zI)(Cu) = (L - zI)(CU) - x oy <("u), ey>ey + /aN oy <("u), > et
. . N N_x .. . \f P

En choisissant "U = Rz e (n fixé < N) et Imz # 0 la suite U est bornée

dans H par TE%;T elle est donc faiblement compacte et toute valeur
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s P N,
d'adhérence faible U vérifie e = (L - 2I}y, par conséquent U converge

faiblement vers Rz e .

n
I1 s'en suit que les mesures ch convergént &troitement vers o et
. (m,n) (m,n)
pn(x) étant un polynome en X (donc continu) on en déduit que
Py Py
g = a o
ma " %o
n m

Les approximations No?m 2) sont peu maniables, mais on peut en fabriquer de
’

nouvelles en prenant par exemple des barycentres sur x pour une probabilité

'7; sur R .

. N . N x . N . .
Si on pose G(m;n) = f c(m a) dZZx) la suite c(m,n) converge étroitement

vers o( et en choisissant convenablement ‘¢ on peut espérer trouver

m,n)
des mesures % m n) relativement simples.
’ .

Soit alors N fixé, (h1"'hN) les racines de pN(A) et Ik (k=0,..., N)

1l'intervalle ]hk’ LN [ (ol on a posé By = ==, by, =+e= ).

2
, ¥ op 3 3
La formule g & * Py 3x Pye1 T Pyer an Py

P

. . +1 P,
montre que dans chaque intervalle Ik s la fonction il ayant une dérivée
I3

. oy . . N
strzctement positive est strictement croissante de - » & + » , par conséquent

chaque intervalle Ik contient une solution et une seule de 1l'@quation Pyeq = % Py
soit A (x) .
Si maintenant q; est une fonction continue & support compact contenu dans Ik’
on a
N~ 3 PN+ =1
P C R R TEWE) T o) () ] a¢x)

W(A) = —— 5 (A) p (A) €P(A) X e
avec /——am a Py pn (f pN2 (A)

si ‘¢ a une densité continue f£(x) le théoréme du changement de variable dans

R donne immédiatement :

N ' pN+1
q(m,n)(?) = f () f(-;;—- (x) ) ax
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En choisissant pour 2: la loi de Cauchy on a :

Nv 1 pm(A)Pn(J\) CF(Q)
U(m’n)(?) = /-r——- 2 (X)+ > (A) da
e % Py P+

Comme aucune mesure Nc?m Q) Pe charge les points (hT""hN) la formule
?

écrite ci-dessus est vraie pour Cf continue & support compact quelconque.
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