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Prépubl icat ion 

A parai tre dans 1 1 L a s A n n a l e s Inst i tut E l i e C a r t o n 1 1 n °7 Nancy 

PROBLEMES P R O B A B I L I S T E S L I E S A L'ETUDE 

DES OPERATEURS AUX DIFFERENCES ALEATOIRES 

p a r J e a n LACROIX 

S o i t L l ' o p é r a t e u r d é f i a i s u r l e s s u i t e s c o m p l e x e s (U ) A 

n n > u 

p a r (LUJ Q - - a Q U q _ 1 + b Q U q - a Q U Q + 1 ( U Q ) Q Ù & ^ B S O N T D E G G U I T E G 

— I n * n 

r é e l l e s d o n n é e s a v e c a > 0 . 

n 

De nombreuses q u e s t i o n s r e l a t i v e s à d e s phénomènes de p r o p a g a t i o n dans une s u i t e 

de p a r t i c u l e s c o n d u i s e n t à l ' é t u d e du s p e c t r e de l ' o p é r a t e u r L s u r c e r t a i n s s o u s -

e s p a c e s h i l b e r t i e n s de <p . E n p a r t i c u l i e r , i l e s t i m p o r t a n t de d é t e r m i n e r s ' i l 

e x i s t e une b a s e de v e c t e u r s p r o p r e s pour L. 

Dans ( I ) nous montrons que c e prob lème p e u t s e ramener à l ' é t u d e du comportement 

a s y m p t o t i q u e de c e r t a i n s p r o d u i t s de m a t r i c e s de S l ( 2 , B ' ) . C e t t e é t u d e é t a n t , 

s a u f c a s p a r t i c u l i e r s , r e l a t i v e m e n t d i f f i c i l e , on d é c i d e dans l a p a r t i e ( I I ) 

de c o n s i d é r e r ( a , b ) ~ comme l e s r é a l i s a t i o n s d ' u n e s u i t e (A . B ) n n n n ^ u n ' n n ^ O 
p 

de v a r i a b l e s a l é a t o i r e s à v a l e u r s B i n d é p e n d a n t e s e t de même l o i , on p r o u v e 

a l o r s d e s p r o p r i é t é s p r e s q u e s û r e s r e l a t i v e s au s p e c t r e e t aux f o n c t i o n s p r o p r e s 

de L. 

Ces q u e s t i o n s o n t é t é t r a i t é e s p a r de t r è s nombreux a u t e u r s ( d o n t on t r o u v e r a l a 

l i s t e dans [ 1 ] ) • Nous n o u s p r o p o s o n s i c i , en nous p l a ç a n t dans un c a d r e s i m p l e , 

de donner une v e r s i o n s i m p l i f i é e e t a m é l i o r é e de l e u r s r é s u l t a t s . En e f f e t , on 

p e u t p o s e r l e même p r o b l è m e s u r B où d e s d i f f i c u l t é s t e c h n i q u e s p a r f o i s s é r i e u s e s 

masquent s o u v e n t l e s arguments e s s e n t i e l s . 

Que lques e x e m p l e s d ' o p é r a t e u r s L 

On r e n c o n t r e l e g e n r e de prob lème m e n t i o n n é p l u s haut l o r s q u e l ' o n v e u t 
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é t u d i e r l e s v a l e u r s du p a r a m è t r e X pour l e s q u e l l e s l ' é q u a t i o n Lu » Xu 

admet une s o l u t i o n " l o c a l i s é e " ( c ' e s t - à - d i r e s a t i s f a i s a n t à une c o n d i t i o n 

l i m i t e n u l l e à l ' i n f i n i ) . On d o i t a l o r s t o u v e r l e s v a l e u r s p r o p r e s 4cL s u r d e s 

e s p a c e s de s u i t e s t e n d a n t v e r s z é r o à l ' i n f i n i . 

Dans l e s e x e m p l e s c i - d e s s o u s A d é s i g n e l e l a p l a c i e n d i s c r é t i s é s o i t 

AU • U - 2U + U , 
n n+1 n n-1 

- E q u a t i o n d e s c o r d e s v i c i a n t e s (ou c h a i n e harmonique) : 

k é t a n t une c o n s t a n t e p o s i t i v e , > n ( t ) l ' o r d o n n é e de l a n ^ e m ^ p a r t i c u l e 

de massem l e s s o l u t i o n s du g e n r e y ( t ) * U e 1 ^ t de l ' é q u a t i o n 
n n n 

< 

2 ta 
m d,. » k Ay s a t i s f o n t à Lu * X^u a v e c a * ~ » — 

n w . 2 n n 2 m 
3t n 

( d e même pour l ' é q u a t i o n de l a c h a l e u r C q — ~ - Ay^ e t pour l e s s o l u t i o n s du 

g e n r e 3T n ( t ) a U n e 

- E q u a t i o n de ScfarocLinger : 

q^ é t a n t une s u i t e r é e l l e d o n n é e , i l s ' a g i t de t r o u v e r l e s v a l e u r s p r o p r e s 

de l ' o p é r a t e u r -A + q s o i t d e r é s o u d r e 

Lu * Xu a v e c a = 1 e t b = 2 + g 
n n Tl 
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I 

Le S p e c t r e de l ' o p é r a t e u r L (non a l é a t o i r e ) 

On montre dans l ' a n n e x e (A) que s i l a s u i t e a^ e s t b o r n é e ( H y p o t h è s e que 

l ' o n f e r a dans t o u t e l a s u i t e ) L e s t un o p é r a t e u r a u t o a d j o i n t s u r l ' e s p a c e de 

,U | 2 u ' ! n . 
H u b e r t H « { u / £ ' N' < -H» muni du p r o d u i t s c a l a i r e < u , v > » [ — 

a a 
n n 

e t de domaine -D * {u / Lu € H } 

En n o t a n t p a r e l a b a s e o r t h o n o r m é e c a n o n i q u e de H , E. l a r é s o l u t i o n de 
n t 

l ' i d e n t i t é de L e t or l a m e s u r e de f o n c t i o n de r é p a r t i t i o n t + < E^e , e > 

m,n t m n 

on p r o u v e s a n s p e i n e que { L n e^} ^ e s t t o t a l dans H e t que par c o n s é q u e n t 

l e s p e c t r e de L e s t s i m p l e d ' é l é m e n t g é n é r i q u e e^ . La p r o b a b i l i t é a * O^Q * 

donc pour s u p p o r t l e s p e c t r e d e L e t pour s u p p o r t p o n c t u e l l e s v a l e u r s p r o p r e s 

de L. S i l ' o n p e u t p r o u v e r que a e s t une mesure p o n c t u e l l e , on en d é d u i t 

immédiatement que .H p o s s è d e une b a s e o r t h o n o r m é e de v e c t e u r s p r o p r e s . 

Pour é t u d i e r a qu i résume l e s p r o p r i é t é s de s p e c t r e L on en c o n s t r u i t d e s 

a p p r o x i m a t i o n s par r e s t r i c t i o n de L aux i n t e r v a l l e s f i n i s e t on démontre f v o i r 

a n n e x e B ] que s i P Q ( z ) e s t l a s o l u t i o n de (L •» z l ) p a 0 a v e c P Q ( Z ) » 1 

on a l e s p r o p r i é t é s : 

• d a P P 

W d o 0 ^ 

{I I ) La s u i t e d e s m e s u r e s , d e d e n s i t é s — J1 ^ —— 

m ' n ïï a n a * p N

 + p l ï 5 1 

par r a p p o r t à- l a mesure de L e b e s q u e , c o n v e r g e é t r o i t e m e n t v e r s a quand N + • 

On en d é d u i t l e s deux c o n s é q u e n c e s i m p o r t a n t e s : 

2 a n -
(F^) p u i s q u e a e s t une p r o b a b i l i t é on a / p da s — ' par c o n s é q u e n t 

en p o s a n t C(X) = ¿ —— , C(A) e s t f i n i e (T. p r e s q u e sûrement ( p u i s q u e a 
n 

i n t e g r a b l e ) e t | p ( A ) | < . C ( A ) n 
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I l s 1 en s u i t que pour a p r e s q u e t o u t X, 1-im - Log(p + p ) < 0 
n n n n+1 — 

( F 2 ) S o i t I un i n t e r v a l l e o u v e r t de B e t a € ] 0 , 2 [ 

^ £ / da < + • a l o r s l a r e s t r i c t i o n a à I e s t p o n c t u e l l e 
n>0 I 1 a 1 r 

n p n a 
p u i s q u e pour a p r e s q u e t o u t X dans I , £ |——| < e t donc p € H , 

a n 
n n 

c e q u i é q u i v a u t à X v a l e u r p r o p r e , (on ne p e u t u t i l i s e r a » 2 c a r 

/ £ n ! to , _L ) 

I P n ( X ) l 
La f o n c t i o n X + 1^(X) | | é t a n t s . c . i . , l a s é r i e de t e r m e g é n é r a l 

n 
i p ici 

J } —TS-»-J da e s t c o n v e r g e n t e d è s q u ' i l en e s t de même de c e l l e de t e r m e g é n é r a l 
X 

a. *•»„ 

N I / a

n

 0 0 

Dans l a s u i t e nous i n t r o d u i s o n s l a s u i t e de m a t r i c e s de S l ( 2 , B ) ( b - X 
— - 1 \ 

a n 
en remarquant que [ p g . . , g i x f t / 1 \ , 

\ P n / n 0 0 a v e c x Q

 s [ Q ) ° a v o 1 ^ < l u e l e s 

f o r m u l e s p r é c é d e n t e s f o n t a p p a r a î t r e d e s p r o d u i t s de m a t r i c e s d é p e n d a n t d ' u n 

p a r a m è t r e X . S a u f c a s p a r t i c u l i e r s , c e d e r n i e r p r o b l è m e é t a n t s a n s s o l u t i o n s 

nous p a s s o n s à l ' é t u d e d e l ' o p é r a t e u r L à c o e f f i c i e n t s a l é a t o i r e s q u i s e 

r é v é l e r a p l u s a i s é e . 
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II 

Le S p e c t r e de l ' o p é r a t e u r L a l é a t o i r e 

On s u p p o s e m a i n t e n a n t que (A ,B ) л e s t une s u i t e d e v a r i a b l e s 
n n rs>p 

2 

a l é a t o i r e s i n d é p e n d a n t e s d e l o i v à v a l e u r s dans В d é f i n i e s s u r un e s p a c e fl ; 

p a r c o n s é q u e n t pour chaque ш on a un o p é r a t e u r L d é f i n i par 
(si 

( L U ) • -A U ) U + B N ( U ) U - A U ) U U 1 - 0 
ai n n n—i n n n n+i •» 

Dans l a s u i t e on n o t e par а

ш l a m e s u r e s p e c t r a l e d e L e t l ' o n s u p p o s e r a que 

l e s . A q s o n t à v a l e u r s d a n s un compact B * ne c o n t e n a n t рал z é r o . 

2 
Les d i f f é r e n t s e s p a c e s H s o n t a l o r s t o u s é g a u x à 1 0Ю. 

ш 
Nous u t i l i s e r o n s l a v e r s i o n s u i v a n t e d ' u n t h é o r è m e dû à P u r s t e n b e r g ( v o i r par 

e x e m p l e [ 2 ] pour r e t r o u v e r l e s h y p o t h è s e s c l a s s i q u e s ) : 

" S o i t une s u i t e de v a r i a b l e s a l é a t o i r e s r é e l l e s i n d é p e n d a n t e s de l o i \i , 

non p o r t é e par un p o i n t , e t v é r i f i a n t / Log( 1 * | x | ) d u ( x ) < 

S o i t g l a s u i t e de m a t r i c e s g *f n ~ 1 \ e t x un p o i n t non n u l de 1 ^ . 
n l 1 0 / 

1 

A l o r s pour p r e s q u e t o u t ш l a s u i t e — Log I g ^ . . . g Q x ! a une l i m i t e 

s t r i c t e m e n t p o s i t i v e " . 

THEOREME 1 : S í v u t non poKtlz рал un po¿n£tt a¿ la lo¿ maAg¿naZt di В 

4 0 ¿ t v _ vísUfcl I L o g ( l + | x | ) d v n ( x ) < -H» aZonA роил touti телиле. di в в 
Radon pobitívi e Лил в , 1гА тглилгь a àorvt oithogonalib í 9 роил 

ш 
p * e ¿ q u e tout ш • 

1 A А M 

P r e u v e : On p o s e W a { (CJ,A ) | — Log ' g n " * &Q *Q a U N E l i m i t e 

s t r i c t e m e n t p o s i t i v e } . W e s t m e s u r a b l e dans Ü * В e t d ' a p r è s l a p r o p r i é t é 

F . de (I) on s a i t que pour t o u t ш , a (W ) = 0 . 
В — X 

Le r é s u l t a t de P u r s t e n b e r g e s t a p p l i c a b l e aux X pour l e s q u e l s — - — n ' e s t 

p a s p o r t é e p a r un p o i n t e t / L o g ( l + | - * | )dv <+<* 
a 
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La s e c o n d e c o n d i t i o n e s t t o u j o u r s v é r i f i é e d ' a p r è s l e s h y p o t h è s e s f a i t e s . 
B *- X 

T o u j o u r s s o u s l e s h y p o t h è s e s f a i t e s — - — ne p e u t ê t r e p o r t é e par un p o i n t C 

que pour une s e u l e v a l e u r de X au p l u s ( o r d o n n é e à l ' o r i g i n e de l a d r o i t e 

p o r t a n t v ) . 

Dans c e c a s , l a s o l u t i o n d e Lu * Xu e s t donnée par 

- a U i + (Ca + X)U - a U ^ * XU 
n Q—l n n n n+1 n 

s o i t - U + C U - U » 0 (U - • 0 ) 
n -1 n n+1 - 1 

Une t e l l e s u i t e n e t e n d j a m a i s v e r s z é r o à l ' i n f i n i e t p a r c o n s é q u e n t n ' e s t 

pas d a n s H e t donc l e X p r é c é d e n t n ' e s t p a s v a l e u r p r o p r e . 

S o i t XQ c e t t e v a l e u r e x c e p t i o n n e l l e de X s i e l l e e x i s t e . A l o r s pour X ? X^ 

on a d ' a p r è s P u r s t e n b e r g P ( ^ ) * U * 0 n ' é t a n t p a s v a l e u r p r o p r e l e t h é o r è m e 

d e F u b i n i a p p l i q u é au c a l c u l de P ô 8 (CW) donne l e r é s u l t a t . 

C e t t e p r e u v e t r è s s i m p l e (quand on l a compare à c e l l e donnée par I s h i i pour 

l ' é q u a t i o n de S c h r ô d i n g e r q u i de p l u s n ' e n v i s a g e a i t que l e c a s de l a m e s u r e de 

Lebesque pour 9 ) e s t i n s p i r é e de [ 3 1 . 

S i m a i n t e n a n t on v e u t p a s s e r à une p r o p r i é t é p l u s p r é c i s e du s p e c t r e à s a v o i r 

p o n c t u e l l e pour p r e s q u e t o u t oj , i l nous s u f f i t de p r o u v e r que pour une 

f a m i l l e d ' i n t e r v a l l e s o u v e r t s I r e c o u v r a n t B ( s a u f p e u t - ê t r e un nombre f i n i 

de p o i n t s ) on a : a 

|P I 
l i m E / - H ^ dx £ C p n 

l e s c o n s t a n t e s o , C, p p o u v a n t d é p e n d r e de I a v e c a € ] 0 , 2 [ , C > 0 e t 

P € ] o , 1 [ 

X 
2 2 £ 

En é c r i v a n t que |p I < (p + p •) on v o i t que : 
n* — n n+i 

o ù l e s o p é r a t e u r s T. , s o n t l e s o p é r a t e u r s i n t r o d u i t s p a r N a g a e v , 
Y, A ^ 

T u t u b a l i n . . . e t a s s o c i é s à l ' a c t i o n de S l ( 2 J R ) s u r l ' e s p a c e p r o j e c t i f F par l a 
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f o r m u l e : 

Dans c e t t e f o r m u l e f e s t une f o n c t i o n b o r n é e s u r P 1 , x e s t l ' i m a g e dans de 
2 

l ' é l é m e n t x de В , p x e s t l a l o i image s u r S l ( 2 , B ) de l a p r o b a b i l i t é v par 

l ' a p p l i c a t i o n 
(b - X - П 

a 
( a , b ) 

l 1 0 / 

"Y e s t un r é e l p o s i t i f " e t G e s t l e g r o u p e S I ( 2 J R ) . 

I l e s t f a c i l e de c o n s t a t e r que ^ d é f i n i t un o p é r a t e u r b o r n é de C ( P 1 ) d è s 

que / | b | Y d v B ( b ) < + • 

Nous a l l o n s t o u t d ' a b o r d é t a b l i r une p r o p r i é t é d e s o p é r a t e u r s T , pour 

"y p e t i t " q u i n ' e x i g e que d e s h y p o t h è s e s t r è s f a i b l e s s u r v en u t i l i s a n t d e s 

méthodes i n s p i r é e s de [ k] . 

LEMME 2 : On 4uppa6e que v u t non poncXacltz zt que v B a un moment 

d'oidnz à&Uctzmzrtf. po4<cU£. 

Soit I un intzAvaJLLz compact ne contenant раб la vaZzwi zxczptlonnzZJLz XQ 

(4^ e££e e x ^ ^ e ) . 

U е х а Х е а£ол4 e > о, с >o, p € ]o,H avec 

JT1 1 < c P

n \/ ! ew\ VA e I, \ / n е ж 

P r e u v e : On r e c o p i e p r a t i q u e m e n t l a d é m o n s t r a t i o n donnée dans [ k] a v e c 

q u e l q u e s v é r i f i c a t i o n s s u p p l é m e n t a i r e s dues à l a p r é s e n c e du p a r a m è t r e X . Nous 

nous c o n t e n t e r o n s donc de donner l e s é t a p e s e s s e n t i e l l e s . 

Tout d ' a b o r d pour X € I, i l e x i s t e une u n i q u e p r o b a b i l i t é ir^ a v e c p ^ * 

( v o i r [ 5 ] ) • 

S i on c o n s i d è r e . l a p r o b a b i l i t é de t r a n s i t i o n s u r G x F d é f i n i e par 

Q . f ( g , x ) * / f ( u , g x ) dp, (u ) e l l e admet donc l ' u n i q u e p r o b a b i l i t é i n v a r i a n t e 

Л A 
S ir e t l ' o n a l a r e l a t i o n : 
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1 ' g 1 • • • Sn x 1 n î, -

a v e c o ( g , x ) «
 L o s ( ^ f ^ ) 

Le p o i n t e s s e n t i e l de l a d é m o n s t r a t i o n e s t de p r o u v e r que c e t t e e x p r e s s i o n 

c o n v e r g e un i formément pour À 6 I , x 6 p v e r s p ^ 0 ïï\^a^9 

Pour c e c i on é t a b l i t que X é t a n t une s u i t e de I de l i m i t e X^, e t x une 
1 n O n 

s u i t e de P , l a s u i t e d e p r o b a b i l i t é s 

k-1 

c o n v e r g e é t r o i t e m e n t v e r s p , ® TT 
A 0 A 0 

Dans c e b u t , on v é r i f i e que l a s u i t e v e s t . é q u i t e n d u e en remarquant que l a 
k - n 1 

f a m i l l e {Q^ ( ( e , x ) , • ) e s t de t y p e p r o d u i t s u r G x p f l a c o m p o s a n t e s u r G 

é t a n t , i l s u f f i t a l o r s de c o n s t a t e r que { P ^ ^ g j e s " f c é q u i t e n d t e s u r G. 

E n s u i t e en u t i l i s a n t l a r e l a t i o n 

on v é r i f i e que t o u t e v a l e u r d ' a d h é r e n c e étroite de v e s t Q. i n v a r i a n t e ( e n 
n X 0 

remarquant que s i e s t c o n t i n u e à s u p p o r t compact s u r G l ' a p p l i c a t i o n 

X + JQ^II e s t c o n t i n u e ) 

On en d é d u i t ( a p r è s a p p r o x i m a t i o n de a p a r d e s f o n c t i o n s c o n t i n u e s b o r n é e s de 

t y p e o a v e c Cç c o n t i n u e à s u p p o r t c o m p a c t ) que v

n ( a ) c o n v e r g e v e r s 

P ^ Q ^ Ï Ï ^ G ) c e q u i é t a b l i t l a c o n v e r g e n c e u n i f o r m e demandée . 

On s a i t p a r a i l l e u r s ( v o i r [ 5 ] ) que l a q u a n t i t é <3 i r ^ ( ( J ) e s - t s t r i c t e m e n t 

p o s i t i v e , comme e l l e e s t c o n t i n u e en X on en d é d u i t q u ' i l e x i s t e un e n t i e r N Q 

e t un nombre S a v e c : 

E i L O S ( , X ' X ' A •> i * <° 

\ / x e p 1 , V x € i . 
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En a p p l i q u a n t l a m a j o r a t i o n ( a > 0 e t Y > 0) 

a * _< 1 * Y l o g a + ^ (Log a ) 2 e Y | L o g 

à l a f o n c t i o n 

Y + ( f!xg j Y 

' 8 N 0 - r - - g 0 X l 

p u i s en p r e n a n t l ' e s p é r a n c e on p r o u v e a v e c l e s h y p o t h è s e s de moment f a i t e s s u r v 

q u ' i l e x i s t e p < 1 e t e > 0 a v e c 

N 0 _ 
sup T 1 ( x ) .p 

La s o u s m u l t i p l i c â t è V f c u membre de g a u c h e de c e t t e i n é g a l i t é donne l e r é s u l t a t 

é n o n c é . 

S i c e lemme permet l ' é t u d e de T pour Y p e t i t , i l s e m b l e que pour 
Y э л 

T 0 . on ne p u i s s e c o n c l u r e f a c i l e m e n t que dans l e c a s où p. p o s s è d e une d e n s i t é . 
' В - X 

On d i r a que v i n d u i t une d e n s i t é pour \ e I s i l a l o i de — - — a une 

densLté s u r Б pour t o u t A dans I . (Par exemple dans l e c a s de S c h r ô d i n g e r s i 

V

B a une d e n s i t é ou d a n s l e c a s d e s c o r d e s v i b r a h t e s s i a une d e n s i t é e t s i 

I ne c o n t i e n t p a s z é r o . ) 

Lemme 3 : Se v ¿ndu.lt . une dznbitz роил un bitZAvaltz compact I zt 

v a un momznt d'oKd/iz deux, IL zxi&tz une conàtantz С avec : 

x 1 ( х ) | £ С V X € P 1 , \/л € I , Vil € 1 

P r e u v e : Sous l e s h y p o t h è s e s é c r i t e s , , e s t un o p é r a t e u r compact de 

С (F ) ne p o s s é d a n t q u ' u n e v a l e u r p r o p r e s i m p l e p o s i t i v e é g a l e à 1 e t dont t o u t e s 

l e s a u t r e s v a l e u r s p r o p r e s o n t un module s t r i c t e m e n t i n f é r i e u r à 1 . ( v o i r [ 6] ). 

S i ^ e s t l a f o n c t i o n harmonique d ' i n t é g r a l e 1 par r a p p o r t à l a l o i de Cauchy 

on p e u t é c r i r e : 

¥ 1 x Cf + Q n 1 

Ь / К é t a n t l a r e s t r i c t i o n de T au s o u s e s p a c e de CQP ) d e s f o n c t i o n s 
A 2 , A 

d ' i n t é g r a l e n u l l e pour l a l o i de Cauchy e t de donc de rayon s p e c t r a l s t r i c t e m e n t 

http://�ndu.lt


10 

i n f é r i e u r à 1. 

La c o n t i n u i t é de l ' a p p l i c a t i o n A + T f o u r n i t c e l l e de A Q> 
d , A 'A 

e t A + Q x 

Le rayon s p e c t r a l de é t a n t a l o r s une f o n c t i o n s e m i - c o n t i n u e s u p é r i e u r e m e n t 

de A, e t l a s u i t e ÎQ^ 1 1 ' é t a n t s o u s - m u l t i p l i c a t i v e on p r o u v e f a c i l e m e n t l e 

r é s u l t a t a n n o n c é . 

Lemme h : Si v ¿ndiUtJüfiz dznàitl роил un ¿ntzAvaZiz zompacZ I e t ¿<¿ v_ a 

an momznt d* oxdJiz an, i l zxiàtz C" > 0 , p € ] 0 ,1 [ avec 

1 Т Л K x ) | 1 С" р П V A € I , V I € P 1 , V n € 3N 

P r e u v e : Sous l e s h y p o t h è s e s é c r i t e s , T, * e s t un o p é r a t e u r compact de 

CQP ) e t donc son r a y o n s p e c t r a l e s t i n f é r i e u r à c e l u i de T o p é r a n t s u r l e s 
i ,A 

f o n c t i o n s de c a r r é i n t e g r a b l e pour l a l o i de Cauchy d o n t on s a i t q u ' i l e s t 

s t r i c t e m e n t i n f é r i e u r à 1. ( v o i r [ 5 ] ) • 

La semi c o n t i n u i t é s u p é r i e u r e du r a y o n s p e c t r a l e t l a s o u s m u l t i p l i c a t i v i t é 

de ! T . П 1 f o u r n i s s e n t l e r é s u l t a t a n n o n c é . 

Théorème 5 : Si v induit anz dznAitz роил anz {artùJULz d'inteAvaZtzÁ I 

KZZouvKant. Б Uau¿ pzu¿-iùiz an потЬлг {inJL di poiyvtb) zt Ai v_ a un 
D 

momzrut d% otidjiz dzax aioió роил pKzàquz tout OJ , u t poncXuzttz. 

P r e u v e : En u t i l i s a n t l e s r é s u l t a t s d e s lemmes 3 e t U, on o b t i e n t 

I 1 P N+1 + % 

Théorème 6 : SouA ItA hypoti&btA de tiiioKbnz 5, роил. pKZAqui tout u> l u 

¿oncZionb рлорлел de L ¿ont а. <&сло<(Лдапсг. zxponzntLttíí. 

P r e u v e : En r e p r e n a n t l a f o r m u l e é c r i t e dans l e t h é o r è m e 5 e t en c h o i s i s s a n t 

p < p1 < 1 e t г » on o b t i e n t : 

E ( i l | P I г " П do ) < 4» 
I n n 
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Donc pour p r e s q u e t o u t w , s i * e s t une v a l e u r p r o p r e de L^ a p p a r t e n a n t à 

I , on a : 

£ lp < X ) I r ~ n < *~ e t d o n c l p n ( x ) l iK' 1,11 

n 

Commentaires; : 

( i ) Le lemme 2 n ' a p a s . é t é u t i l i s é pour é t a b l i r l e t h é o r è m e 5 m a i s i l 

c o n s t i t u e une é t a p e e s s e n t i e l l e dans l a p r e u v e d 'un t h é o r è m e du même g e n r e s a n s 

h y p o t h è s e de d e n s i t é c a r i l s u f f i r a i t a l o r s de p r o u v e r que l e s o p é r a t e u r s T- ^ 
2 , A 

s o n t de r a y o n s p e c t r a l é g a l à 1 ( c e q u i p a r a i t une c o n j e c t u r e r a i s o n n a b l e ) 

pour a v o i r l e r é s u l t a t . 

( i i ) On p e u t f a c i l e m e n t p r o u v e r ( v o i r t 3 ] ) q u ' i l e x i s t e un fermé F t e l que 

pour p r e s q u e t o u t ^ l e s p e c t r e de L^ s o i t é g a l à F . .En r e p r e n a n t l e s 

n o t a t i o n s du t h é o r è m e 1 , s i m e s t l a mesure de L e b e s g u e s u r TR on a m(CVT ) » 0 

pour p r e s q u e t o u t u> . 

S i I e s t un i n t e r v a l l e o u v e r t non d i s j o i n t de F , o n a 

a(i) < lis / â* 
N L 2 2 

1 % + % M 

e t donc pour p r e s q u e t o u t w l a f a m i l l e — - n ' e s t pas é q u i i n t é g r a b l e 

s u r I . P N + P N + 1 

1 2 2 

I l e s t donc à f o r t i o r i e x c l u que l a c o n v e r g e n c e de — Log(p^ + P n + 1 ) v e r s une 

c o n s t a n t e s t r i c t e m e n t p o s i t i v e p u i s s e a v o i r l i e u p r e s q u e sûrement uni formément 

s u r I c e q u i donne t r è s f a c i l e m e n t un r é s u l t a t é t a b l i par G o l s h e i d dans [ 7l . 

( i i i ) Les p r o b l è m e s i d e n t i q u e s p o s é s s u r Z donnent l i e u aux mêmes s o l u t i o n s 

que dans c e t e x p o s é , l a s e u l e d i f f é r e n c e t e n a n t à c e que l e s p e c t r e de L e s t 

dans c e c a s de m u l t i p l i c i t é o e u x c e q u i c o n d u i t à m a n i p u l e r d e s e x p r e s s i o n s 

l é g è r e m e n t p l u s c o m p l i q u é e s dams l a p a r t i e I , l a p a r t i e I I é t a n t p r e s q u e 

i n c h a n g é e . 
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ANNEXE A 

L ' o p é r a t e u r L v é r i f i e l a f o r m u l e de Green s u i v a n t e : 

N (LU) Vn N U (LV) 
V S = V - S S. - u V + U V 
£ a n a N+ 1 N N N+1 O n O n 

S i D Q d é s i g n e l e s s u i t e s n ' a y a n t qu 'un nombre f i n i de t e r m e s non n u l s e t L Q 

l a r e s t r i c t i o n de L à D Q , l ' o p é r a t e u r ( L Q , D Q ) e s t s y m é t r i q u e . I l s ' a g i t de s a v o i r 

dans q u e l l e s c o n d i t i o n s on p e u t a f f i r m e r que s a f e r m e t u r e ne p o s s è d e q u ' u n e 

s e u l e e x t e n s i o n a u t o r a d j o i n t e , c ' e s t - à - d i r e l o r q u ' i l a ( 0 , 0 ) pour i n d i c e s . 

Pour c e c i on v é r i f i e que l ' a d j o i n t (L , D ) e s t d é f i n i p a r D » { U € F / LU € F } 

e t s u r D on a LU « L U ; L é t a n t à c o e f f i c i e n t s r é e l s e t l e s s o l u t i o n s de 

L U « zU formant d e s e s p a c e s de d i m e n s i o n 0 ou 1 dans H l e s i n d i c e s s o n t ( 0 , 0 ) 

ou ( 1 , 1 ) s u i v a n t q u ' i l e x i s t e ou non d e s s o l u t i o n s de c e t t e é q u a t i o n dans H 

p o u r Imz 5* 0. I l e s t f a c i l e de c o n s t a t e r que s i l a s u i t e a e s t b o r n é e a l o r s 

L e s t s y m é t r i q u e dur D e t p a r c o n s é q u e n t ( L , D ) e s t l ' u n i q u e e x t e n s i o n 

a u t o - a d j o i n t e , m a i s on p e u t t r o u v e r d e s c o n d i t i o n s p l u s f a i b l e s ( p a r e x e m p l e 

J — » + » ) q u i a s s u r e n t que ( L n , D n ) a une u n i q u e e x t e n s i o n a u t o - a d j o i n t e ( q u i 
a u u 

n ' e s t p l u s ( ET, D ) . 
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ANNEXE B 

S i on s u p p o s e l a s u i t e a b o r n é e , i l e s t f a c i l e de c o n s t r u i r e p a r 
a N 

a p p r o x i m a t i o n l e s m e s u r e s s p e c t r a l e s a , \ • Pour c e c i , on n o t e L 1,1 

r e s t r i c t i o n de L aux s u i t e s n u l l e s h o r s de i [ 0 , N] e t L l ' o p é r a t e u r 
N è 

L - xajjffji ( ° ù fr^U e s t l a N c o m p o s a n t e de U, x € B ) . 

N x N x 
On v é r i f i e que L e s t s y m é t r i q u e s u r H ( [ 0 , N] ) e t que s i 0, x 

vm,n; 

e s t l a m e s u r e s p e c t r a l e a s s o c i é e (m e t n £ N) , 

on a 

M: X a T „ 1 " 4 

°<«.»> l KKlh ~% *X 

U/P N + 1 U ) 3 x p N(A)}
 m n k ° ^ 

N x 

En e f f e t l e s s o u s e s p a c e s p r o p r e s de L s o n t de d i m e n s i o n 1 e t X e s t v a l e u r 

p r o p r e s i e t s e u l e m e n t s i P N + 1 ( X ) 3 8 x P^U) l e v e c t e u r p r o p r e n o r m a l i s é é t a n t 

P(X) ( I 1 2 

k*0 

(On en d é d u i t en p a r t i c u l i e r que l e polynôme P N + 1 ( * ) - x P N ( X ) a s e s r a c i n e s 

r é e l l e s e t d i s t i n c t e s ) . 

On remarquera que l ' o n ne p e u t a v o i r P^U) e t P N + 1 ( X ) s i m u l t a n é m e n t n u l s . 

La f o r m u l e é c r i t e c i - d e s s u s permet de c o n s t a t e r que 

N x m

 P n P m N x 
a ( m , n ) a 0 / r - r - a ( 0 , 0 ) 

n m 

Pour é t a b l i r l a c o n v e r g e n c e é t r o i t e de c e s r e s t r i c t i o n s , un p r o c é d é c l a s s i q u e 
+ N x N 

c o n s i s t e à u t i l i s e r l e s r é s o l v a n t e s R e t R . Pour c e c i , s i ( U) e s t une s u i t e 
z z 

n u l l e h o r s de [ O N ] e t en p r o l o n g e a n t p a r 0 l e s s u i t e s d é f i n i e s s u r [ O N ] ) 

on p r o u v e l a r e l a t i o n : 

( V - Z I ) ( N U ) = (L - * I ) ( N U ) - x a N < ( N U ) , e N > e N + / S ^ - < ( N U ) , e N > e N + 1 

En c h o i s i s s a n t N U s ^R X e (n f i x é • < N) e t Imz / 0 l a s u i t e e s t b o r n é e 
1 2 n 

dans H p a r | e l l e e s t donc f a i b l e m e n t compacte e t t o u t e v a l e u r 
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d ' a d h é r e n c e f a i b l e U v é r i f i e e^ 3 (L - zl) u » par c o n s é q u e n t N U c o n v e r g e 

f a i b l e m e n t v e r s R e . 
z n 

N x >. 
I l s ' e n s u i t que l e s m e s u r e s o, x c o n v e r g e n t é t r o i t e m e n t v e r s a , v e t 

vm,n; \ m , n ; 
p^(A) é t a n t un polynôme en * (donc c o n t i n u ) on en d é d u i t que 

P n P^ n m „ o « a n • • cr 
m ' n 0 /TT 

n m 

N x . Les a p p r o x i m a t i o n s a , , s o n t peu m a n i a b l e s , ma i s on p e u t en f a b r i q u e r de 
vm,n; 

n o u v e l l e s en p r e n a n t p a r e x e m p l e d e s b a r y c e n t r e s s u r x pour une p r o b a b i l i t é 

s u r B . 
r N x "77 №>• ^ 

S i on p o s e °V -, \ 3 J ex, > d U x ) l a s u i t e a/ % c o n v e r g e é t r o i t e m e n t 
^ l m , n ; ' ( m , n ; vm,n; 

v e r s a , x e t en c h o i s i s s a n t c o n v e n a b l e m e n t ^ on p e u t e s p é r e r t r o u v e r 

d e s m e s u r e s a , N r e l a t i v e m e n t s i m p l e s . 
l m t n ; 

S o i t a l o r s N f i x é , ( ^ . . . h ) l e s r a c i n e s de P N ( A ) e t I ( k » 0 , . . . , N) 

l ' i n t e r v a l l e 1 ^ » ^ o n a P ° s ^ ho * ~ °° ' ^N+1 3 * 0 0 ) • 

t ^ i ? P ^ 3 5 La f o r m u l e [ — - p N — p N + 1 - ^ — ? N 

P N+1 

montre que dans chaque i n t e r v a l l e L ., l a f o n c t i o n a y a n t une d é r i v é e 

a t n c t e m e n b p o s i t i v e e s t s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e de - 0 0 à + » , p a r c o n s é q u e n t 

chaque i n t e r v a l l e 1^ c o n t i e n t une s o l u t i o n e t une s e u l e de l ' é q u a t i o n p N + 1

 = x p^ 

S o i t * * k ( x ) • 

S i m a i n t e n a n t £p e s t une f o n c t i o n c o n t i n u e à s u p p o r t compact c o n t e n u dans 1 ^ , 

on a : 

" % . n > « f > - / ^ ' è ^ " l W r ' 

a v e c • ( * ) * 1 p (A) p (A) CP(A) x — ! 
/ m n » 2 / « \ 

^ a a (M 
m n 

S i ^ a une d e n s i t é c o n t i n u e f ( x ) l e t h é o r è m e du changement de v a r i a b l e dans 

B donne immédiatement : 
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En c h o i s i s s a n t pour 2* l a l ° i d e Cauchy on a : 

N x Comme aucune mesure a, x ne c h a r g e l e s p o i n t s ( h . . .h,..) l a formule vm,n; » I» 
é c r i t e c i - d e s s u s e s t v r a i e pour c o n t i n u e à s u p p o r t compact q u e l c o n q u e . 



16 

REFERENCES : 

[ 1 ] Kunz e t S o u i l l a r d "Sur l e s p e c t r e des o p e r a t e u r s aux d i f f é r e n c e s 

f i n i e s a l é a t o i r e s " 

Commun Maths P h y s . 7 8 , 201-246 (1980) 

( 2 ] Y o s h i o k a Y. "On t h e s i n g u l a r i t y o f t h e s p e c t r a l m e a s u r e s o f a s e m i 

i n f i n i t e random s y s t e m " 

Proc Japan Acad 49, 665 (1973) 

[ 3 ] P a s t u r " S p e c t r a l p r o p e r t i e s o f d i s o r d e r e d s y s t e m s i n t h e o n e body 

a p p r o x i m a t i o n " 

Commun. Math P h y s . 7 5 , 179 -196 (1980) 

[ 4 ] Le P a g e "Théorèmes l i m i t e s pour l e s p r o d u i t s de m a t r i c e s a l é a t o i r e s " 

S é m i n a i r e s de Rennes 1981 

[ 5 ] G u i v a r c ' h "Quelques p r o p r i é t é s a s y m p t o t i q u e s d e s p r o d u i t s de m a t r i c e s 

a l é a t o i r e s " 

L e c t u r e N o t e s i n Math. 774 

[ 6 ] Raugi " P r o d u i t s de m a t r i c e s a l é a t o i r e s " 

Cours à l ' E . N . S . 1980 

[ 7 ] G o l d s h e i d " A s y m p t o t i c p r o p e r t i e s o f t h e p r o d u c t o f random m a t r i c e s 

d e p e n d i n g on a p a r a m e t e r " 

"Mult icomponent Random S y s t e m s " 

Advances , i n Proba Vol 6 


