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SUR_LA_NON-REVERSIBILITE DU_PROCESSUS
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§l. Introduction et résultats.

Dans ce qui suit, nous complétons l'article précédent de Gravereaux
[1] em prouvant qu'il n'existe pas de processus d'Ornstein-Unlenbeck
"généralisé" réversible (ou "symétrique", au sens des processus de Markov
stationnaires) qui scit discontinu: le résultat est donc le méme que ceux
du §5 de [1], mais sans aucume restriction et avec une méthode différente
et un peu plus simple.

Par "processus d'Ornstein-Uhlenbeck généralisé" mous entendons le pro=-
cessus solution de l'équation suivante

X = V

(1.1) aX, = h(Xt) dt + d2 0

t t ’

ou 2 est un processus a accroissements indépendants stationnaires (en
abrégé: PAIS) d-dimensionnel, défini sur un espace filtré (ﬂ,g,g =
(I_j't)t> O,P) , o V est une variable F,-mesurable & valeurs dans R4 ,

et oﬁ’h est un opéfateur- linéaire sur JRd . Pour simplifier on suppose
que F est la filtration engendrée par le processus Z (on peut toujours

s€ ramemer a ce cas).

- On sait que la solution X est un processus fortement markovien homo-
géne, ot qu'il admet l'expression explicite suivante:

t
(1.2) X, = (v + / e~SP 4z ).
v s
0
De plus on sait exactement quand ce processus- X admet une probabilité .
stationnaire (woir [1]}, théoréme (4.1)).

-

Plus précisément, on associe & B la décomposition (unique) suivante

d d

de IR~ en somme directe: IR° = E@QF avec

E et F sont stables par h; ,
(1.3) la restriction de h 4 E (resp. F) n'a que des valeurs pro-
pres  telles que Re(Q)<O (resp. Re(2)z0).



Tout vecteur de ]Rd s'écrit de maniére unique x = xE+xF avec xX € E

et xFeF: on a ainsi zt, = ZE+21: , @tc... Alors:

(1.4) THEOREME : Pour gue le processus X admette une probabilité station-
naire, il faut et il suffit que:

(1) E[Log(1+]3|)]< ®;

(11) zF soit déterministe, de la forme ZE = th(a) avec ac¢PF.

Passons maintenant a la réversibilité: on dira que l'équation (1.1)
est réversible s'il existe un choix de la variable V pour laquelle le
processus solution soit un processus de Markov stationnaire réversible (ou
symétrique): cela équivaut & dire qu'il existe une probabilité stationnai-
re % par rapport 4 laquelle le semi-groupe du processus de Markov solu-
tion soit auto-adjoint; ou encore qu'il existe une probabilité stationnai-
re 7 tel que la solution stationnaire X ait méme loi (en tant que pro-
cessus) que le retourné de X 4 chaque temps fixe.

Remarquons que pour l'étude de la réversibilité, il faut se placer sous
les conditions de (1l.4): la composante XF est donc trivialement de la
forme Xg = eth‘(VF—a) +a, et le choix vF z-a donne une valeur cons-
tante a Xf : auquel cas XE est indépendant de XF, et réversible si
et seulement si X 1l'est. Afin d'éviter des complications fastidieuses
et triviales, on suppose donc que E:IRd s, ¢ qui revient & dire que

eth‘—-—y 0 quand tTcn.

Soit aussi (b,C,H) 1les caractéristiques de Lévy-Khintchine de Z:
on a beIRd, C est un opérateur linéaire symétrique sur IRd , B est une
mesure positive sur ]Rd , D® chargeant pas {0O] et intégrant la fonction

\x[a/\’l , avec:
E(expicu,Z,>) = exp tj(u)
(1-3) (W) = i<u,b> - =cu,C + [E(ax) (e %> i1 - icu,x51 ]
E = ) 2(11, u> [e - <1, X> {lxls’l}

(1.6) THEOREME: Supposoms gue toutes les valeurs propres de h aient leur
o~ sh*

partie réelle strictement négative. Dans ce cas C = /O eShCQ ds
existe, et 1'équatiom (1.1) est réversible si et seulement si

(i) H=0 (€===> Z eost continu)
(it) he est auto-adijoint.

Ce théoreme sera démontré dans le §3. Contentons-nous maintenant de

citer, sans justification, le résultat dans le cas géméral:



Pour que l'équation (1.l) soit réversible, il faut et il suffit que:
(i) H:O;

(11) b = h(a) pour un aeIRd (automatiquement satisfait dans (1.6)
car h est inversible);

~ ® sh,. sh* ~ ‘
(111) C = e- Ce " ds existe, et hC est auta-adjoint.
0

On vérifie aisément que ces conditions impliquent les conditions de (1.4).

§2. Une "solution" statiommaire anticipative de (1.1).

Dans ce paragraphe, nous allons supposer que:
(2.1) Re(?) >0 pour toute valeur propre de h.

L'objectif est de construire une solution stationnaire de (1.l). Bien en-
tendu, (2.1) implique que F‘=]Rd , donc d'aprés le théoréme (l.4) ce n'est
en principe possible que lorsque 2Z est déterministe.

Toutefois, si on n'impose plus & V d'&tre gb-mesurable, l1'équation

(1.1) devient "anticipative; elle n'a donc peut-8tre pas de sens, mais
sa solution "formelle" explicite (1.2) est, quant 4 elle, toujours biemn
définie. On a alors la

(2.2) ?ROPOSITION: Soit (2.1 et supposons gque
(1) BE[Log(1+|2[)] < o .

. ®
Alors l'intégrale stochastique V = -/[ e'Sh.dzs axiste, et le processus
X défini par (1.2) vérifie aussi 0

®
(2.3) X, = - eth/ o~SB 4z,
. ’ t S

la loi de Xt ne dépend pas de t, et la filtration engendrée Eaf X
est -G-z(gt)t;O’ avec

(2.4) - g = EVrm.
(dans 1le cas du processus d'Ornstein-Uhlenbeck "classique', ou 2 est
un brownien, cette construction nous a été suggérée par H. Follmer).

Démonstration. Le fait que 1l'intégrale défimissant V ci-dessus existe
découle d'un résultat de Jurek (3] (voir la démonstration du théoréme
(3.1) de {1]). La formule (2.3) est alors évidente, et sur cette formule
il est clair que la loi de Xt est égale a celle de XO:=V.

Définissons G par (2.4), et soit g? la filtration engendrée par X,



t <sh oo th
I1 est clair que g . Par ailleurs e .dzs = (X -Xo) est

Qi‘mesurable: donc 2 est adapté a g~ . “Comme F est la filtration
engendrée par 2, on en déduit que , donc G-t-.-_t\/a'(xo)c c_;}é:

X
t

o~

Jirtg |
o pd

tC

(1]

par suite, gx=c_; . 8

(2.5) REMARQUES : 1) On peut montrer bism mieux que cette proposition; notam-
ment le fait que si X est défini par (1.2) avec une variable aléatoire
V quelconque, et si la loi de Xt ne dépenda?as de t, alors on a la
condition (i) ci-dessus et V est égal a o 'Sh.dz notamment aussi
le fait que le processus X construit ci-dessus est markovien homogéne
(stationnaire, bien-siir) par rapport & la filtration G: ceci est démon-

tré dans (2].

2) Une autre question se pose: est-ce-que le processus X
ci-dessus est effectivement solution del'équation (1.1) ? si on veut que
(1.1) soit une équation stochastique "usuelle", il faut que la condition
initiale V soit mesurable par rapport a4 la tribu initiale, ce qui con-
duit 4 remplacer la filtration F par la filtration G définie par (2.4).
Le probléme se raméne donc 3 vérifier que 2Z est une G-semimartingale,
auquel cas l'équation (1l.1l) a un sens et le processus X défini par (1.2)
en est la solution. Ce probléme est résolu par l'affirmative dans le cas
uni-dimgensionnel dans l'article [2]. &

Rappelons que la mesure H est la '"mesure de Lévy" de 2, relative-
ment a4 la filtration F: woir (1.5). On rappelle que, si P(F) désigne
la tribu F-prévisible de xIR_, pour toute fonction P(F)@B(]R ) -mesu~-
rable positive W sur QxIR+xIRd on a

t
(2.6) E[zs‘t W(s,42,) "L{AZ AO}] = E[/O ds /H(dx) W(s,x)] .
= 8

Par rapport a la filtratiom G, le processus continu & droite et limité
a4 gauche X, qui est G-adapté, admet aussi une mesure de Lévy G-prévisi-
Ble v(w;dtxdx) , caractérisée par la propriété suivante: pour toute fonc-
tion g(_e_)@g.(md) -mesurable positive W elle vérifie 1l'égalité

t
(2.7) E[Zs£t W(s,aX)) /l{AXs.éO}] = E[/o [Rd V (ds«dx) W(s,x)] .

(2.8) PROPOSITION : Soit les hypothéses de (2.2)., Pour que la G-mesure de
Lévy de X se mette sous la forme v (s;dtxdx) = dtxH'(dx), ou H est

une mesure positive sur ]Rd s 1l faut et il suffit que H =0, ce gqui

revient 4 dire que 2 (ou X ) est continu.

Démonstration. D'aprés (2.3) on a AX = A2, donc dans (2.7) on peut rem-



placer AX par A4Z dans (2.7). La condition suffisante est alors évidente
car si 2 est continu on peut prendre V=0. Montrons la condition néces-
saire. Soit ~ la loi de V . Soit A un borélien de IRd ne contenant
pas O et tel que H(A)<® . La formule (2.7) écrite pour W(w,s,x) =
1,(x) 15(V()) entraine que pour tout borélien B on a '

(2.9) B0 31,4207 = tE(8) (@) .

fo s}
-rh . - - .
Soit Vs = -/s e .dzr ;s soit TO =0 et Tn+1. =inf(t >’J?n : Azte a) .

Ona V=1V + e‘Tnh(-AZT + Xn ) dtaprés (2.3) si T,<®, et

T -
n n n
(Tn) croit vers +m , chaque T  étant p.s. fini. D'aprés (2.9), on a
tB(A) 7 (8) = EB[Z . L <t 15(N) ]
S 1.(V -Tnh( X )]
= ’ + - +
nz1 E[l{Tnf t} ‘B - T ° AZ'rn Tn))
-Tp b
= Znn /’2(“) B ncey plVp ot o 0 (-aZy v 2))]
car XT est indépendante de ET et de loi 7, d'aprés (2.3). Soit
alors W (u s ,X) = ’lB(V (w) + Sh(-x+z)) 1, (x) : cette fonction
ast P(F)oB(]R ) -mesurable positive, danc (2.6) entraine.
t H'(A) 7(B) = /(dz) E[Zs‘t W (s,AZ )]

/‘n(dz) E[/ ds/H(dx) W_(s,2)]
/ ds / H(dx) /‘q(dz) E[1,(v, + " (z-x))] .

Par ailleurs, pour toute fonction boréliemme positive sur ]R et tout
80 on a

() = E[f(N] = E[£(V, + e B(x )] =ﬁ(dz>g[f(vs + e78(2))]

(2.10)

car Xs ‘es.t indépendant de gs et de loi ” . En remplagant dans (2.10)
avec f(z) = 1B(z-e'5h(x)) , on obtient

t t
/ ds /H'(dx) /ol(dz) = / ds /H(dx) /‘7 (dz) ‘.I.B(z-e"Sh(x)) .
0 A B o] A

En prenant d'abord g =R » on en déduit que H'(A) =H(A) pour tout A,
donc H'=zH. On em déduit ensuite que pour dsxH(dx)-presque tout (s,x),

' /n(dz) ‘J.Bk(z-e'Sh(X)) = 7(B) ¥B ¢ g(md) .

Donc " est invariante par la translation = e-sh (x): ce n'est possible
pour une probabilité qu'a condition que e™® (x)= 0, donc si H ne char-
ge que O, donc si H=0. R



§§. Démonstration du théoréme (1.6).

Commengons par démontrer une_ partie de la condition nécessaire. On sup-
pose que les valeurs propres de h ont toutes leur partie réelle stricte-
tement négative.

(3.1) LEMME : Si l'équation (1.1) est réversible, le processus Z est con-
tinu.

Démonstration. Supposons (l.1l) réversible, et comsidéroms la solution X
stationnaire (pour laquelle X°=V suit la loi stationnaire 7 ). Nous
allons faire.un retournement du temps 4 un temps fixe T ., Soit t<T et

Pl A
L = Xp_y Zy = Zp_y < Zp .
Th T _en (T-t)h -t _en
Oon a XT =@ (V+/ e .dZs) at xT-t =8 (v +/ e .dZs),
(o] 0
donc
T
-th (T=r)h
xT-t = e (XT - /T_t e -dzr) .

Un calcul simple, utilisant les sommes de Riemann car l'intégrand est con-
tinu, permet de montrer que

i, t
./ o(T-D)B 4y . / eS8 42,
t r 0 s

A
la seconde intégrale ayant aussi un sens car (zt)0<t- T est encore un
PAIS. Finalement, on a

t
2 -th 4 sh 2
(3.2) X, = e (xO +/o e .dZS)

pour tout £<T. On peut toujours prolonger /Z\ au dela de T de sorte

que ce soit un PAIS indicé par R, , et on étend /it pour tout teJR+

par la formule (3.2): ainsi, % est un processus donné par l'équation

(1.2), avec 2 et -h au lieu de 2Z et h, et avec /‘}=§{\o: en parti-

A

culier, -h vérifie (2.1). De plus, la loi de X, est la loi stationnaire

m pour tout t=T, domec pour tout t€JR+ comme on le voit de proche en
, A ~th,¢ T+t sh A

proche sur l'équation (3.2): en effet, on a xT+t=° (XT+ e .dzs)

A .
gl t<T, et XT suit -la oi % , donec /it suit la loi 7 Tpour tout
te[T,2T7], et ainsi de suite...

Comme eth-———»o quand tlo , lea variables eth(/}it)- convergent en
t s

loi, donc en probabilité, vers O . Par suite /}\(0+ e h.dﬁs converge
0

vers O en probahilité, ce qui implique que

@D
/1\(0 = /“f t= -/ GSh.d%
0 8

(cette imtégrale a bien un sems, car la stationnarité implique qu'on ait
la conditiom (2.2,i)). Autrement dit, le processus % est le processus



construit en (2.2), avec -h et 2 d'aprés la proposition (2.8), 1le
systéme de Lévy de X par rapport & sa filtration propre ne peut pas se
mettre sous la forme dsxH'(dx), 4 moins que H'=0, auquel cas }/(\ est
cantinu.

Mais l'hypothése de réversibilité implique que les processus X et /f
ont méme loi, donc aussi méme systémes de Lévy (par rapport a leurs filtra-
tions propres). Comme AX=AZ, le systéme de Lévy de X est dtxH(dx) ,
et d'aprés ce qul précéde ce n'est pbssible que si H=0, donc si Z est
continu.m

Etant donné ce résultat, dans la démonstration du théoréme (1.6) on
peut supposer que H=0. Etant ?Donnée la condition sur les valeurs pro-
pres de h, l'opérateur | ¢ = oSt ¢ oS8 ds est bien défini, et de
méme /co e5B(b) ds = 4-h"l(b) o D'aprés le théoréme (3.1) de {1], 1l'uni-
que progabilité invariante " admet la fonction caractéristique eY(u)

avec

® ~
y(u) = / }(eSh*u) ds = - i<u,h-1(b)> - %<u,Cu >
0

et en particulier ™ est gaussienne. Il suffit alors d'appliquer la
proposition (5.2) de [l] pour obtenir que l'équation est réversible si et
seulement si l'opérateur h?f est auto-adjoint.
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