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PROBABILITES DE LEVY SIR RS
ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES LINEAIRES

J.B. GRAVEREAUX

INTRODUCTION

La notion de probabilité de Lévy surIRd est une généralisation de celle
de loi de la classe L sur R développée dans le chapitre 6 de [1].
(Voir aussi [3] p. 331 3 338). Les probabilités de Lévy sont indéfini-
ment divisibles. Leur &tude a été faite par K. Urtanik dans (6] . (Voir
aussi [5] et [7]).

On montre ici qu'3d toute probabilité de L.&vy n pleine sur ®on peut associer

. ~ X
un processus de Markov d-dimensionnel (Q,T,(Ft)tzp,(xt)tzp(P ) epd’

dont le semi-groupe admet N comme probabilité invariante. Ce processus

est solution d'une &quation différentielle stochastique de la forme :

dXt = h(Xt) dt + dZt, oG h est un opérateur linéaire sur 'Rd tel que

1lim eth = 0 (eth désigne l'opérateur exponentiel de th) et ol
o+
(Zt £>0 est un P-A-T1-5; on ade plus pour tout t >0

ns= (eth.n) * n, od eth.n désigne la mesure image de N  par eth,

et nt la loi de Xt pour P°, (% est le produit de convolution des

mesures) .



Dans le paragraphe 1, on &tudie la classe de processus de larkov
constituée des solutions dBquations différentielles stochtastiques
linéaires du type : Xt = h(Xt)dt + dZt avee h € LGRdJPd) et avec
pour (Zt)t:O un P.A.I.S.

On donne une dé&finition &quivalente de cette famille de processus
markoviens faisant intervenir la forme particulidre .du semi-groupe de
transition. Cn pose ensuite le probléme de l'existence d'une probabilité
invariante. On donne des corditions suffisantes sur une probabilité

pour qu'on puisse construire un processus du type considéré 1l'admettant

comme mesure invariante.

Dans le paragraphe 2, on définit les probatilités de Lévy sur Rd et la
soug-classe des probabilités stables pour les opérateurs. Cn rappelle
deux théordmes importants, le premier de U'rbanik (voir[ 6] ) et le

second de M. Sharpe (voir [41] ).

Dans le paragrapke 3, on résout le probl2me de 1l'existence d'une

probabilité invariante dans le cas od lim eth = 0, On retrouve en

t>+®
particulier des résultats de Jurek ({12 ]). Il existe une probabilité

invariante dams le cas consid&ré si et seulement si Tlog(l +||21|() est
P°-intégrable. Cette probabilité est unique et appartient 3 la classe A

des "probabilités autodécomposables pour les opérateurs'.

On utilise les ré&sultats précédents pour ceractériser (comme dans [ 12] ),

la classe A (et en particulier les probabilitds de T'évy pleines).



Dans le paragraphe 4, on &tudie le probléme de 1'existence d'une probabilité
invariante dans le cas général. On montre qu'il est nécessaire et suffisant
que la projection du processus sur le sous-espace statle associé aux valeurs
propres ‘A de h telles que Re(X) > 0 (resp :Re(A) < 0) soit déterministe

(et resp : vérifie la condition d'intégrabilité donnée au paragraphe 3).

Pour ce type de ré&sultats (et aussi pour une partie du 3)) voir aussi
l'article [ 14] de Zabezyk.

Dans le paragraphe 5, on &tudie le caract@re symétrique, relativement i
une probabilité de Lévy , du semi-groupe d'un processus de Markov de

la classe considérée. Lorsque ce processus vérifie : dXt = h(Xt)dt + dZt

avec h = A(id) et A< 0, et avec pour (Z, )

£ >0 un mouvement brownien,

(Xt)~t>0 est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck classique et il est
bien connu que,pour la loi gaussienne centrée de covariance = ?%{id) ,

le processus est symétrique.

Dans le cas général on montre que, lorsque d =1, il y a symétrie si

et seulement si la probabilité invariante est gaussienne. Lorsque d est
quelconque et si la probabilité& invariante n est gaussienne de covariance C,
il y a symétrie si et seulement si hoC est auto~adjoint . On montre que,

si h est diagonisable et s'il y a symétrie, n est nécessairement

gaussienne.

La classe de processus de Markov considérée.

On notera BGRd) la tribu borélienne de R@ et <,> le produit

scalaire usuel. LGRdJRd) désignera l'ensemble des applications linéaires

de ]Rd dans ]Rd.



On se donne, sur l'espace probabilisé (2',r',P'), muni d'une

filtration c.a.d ( Ft)

¢>0® Un (F't)t:>0 P-A=1-S (: processus
3 accroissements indépendants stationnaires) (Zt)t>0 3 valeurs

dans ]Rd, P'-ps c.a.d.l.a.g. avec ZO-o,P'-ps.

Soit h une application linéaire de ]Rd dans Rd. On considére sur
(Q',F',P') 1l'équation différentielle stochastique lindaire suivante :

) d X, = h(Xt) dt + d Zt'

I1 est bien connu que, pour tout x de ]Rd, il existe une solution
de (X) et une seule qui vérifie Xo = x, P'-ps ; cette solution

(Xt("x))t>0 est donnée par la formule suivante :

(1) X:("X) = eth [x + I e‘Sh dZs) ()1
lo,t}

- A - ~ -
(o, pour A réel, e h désigne l'opérateur linéaire exponentiel

de-Ah.) Elle est P'-ps c.a.d.l.a.g.

Si on se place sur l'espace produit = Q' x]Rd muni de la tribu

produit F= F' @ BGRd), la famille [(Xt(.,x)t>0] «crd Peut étre

considérée comme un processus (Xt) sur (R,F) et on a :

£>0

t
X, = J h(Xs) ds + 2+ X,
et o

(¥x)

X, = x, P* - ps, vx € rY,

avec P* =p'® € (ol €, désigne la mesure de Nirac en x) et en

considérant (Z.)

t)e>g Comme un processus sur (,F) indépendant de x.

La solution considérée de (¥¥) est fortement markovienne comme le
montre la proposition suivante (ou encore par un résultat classique :

il y a unicité trajectorielle et le processus directeur (Z )

t >0 est

un P-A-I-S.)



‘On notera Ft = F’t® BGRd) pour t > 0.

(F.) est c.a.d.

t’ €20

Proposition (1-1) :

e>0' Fdeso? (Px)ﬂd) est un processus de Markov fort

(@, F, (F,)

gemi-martingale ; tl est normal et ps c.a.d. l.a.g.
Il vérifie la propriété (P) sutvante (avec g(t) = eth,vt >0).

12 existe une application g c.a.d. de R" dans Lcmd,md)
telle que L'on alt :

B e (el = B [Ex, + g0

vx €R%, ¥ > 0, vt ebB (R

(bB CIRd) désignant L£'ensemble des applications bornéliennes boanées
de RY dasm ).

Démonstration :

D'aprés (1) et les définitions de Ft et Px, (xt)t>o est, pour chaque x

de ]Rd, une .((F.) Px)—semimartingale PX-ps c.a.d.l.a.g. et on a

t't>o’

b3
Xo = x, PT-ps.

P o}
On a la propriété (P), avec g(t) = et , car si on pose Y _ = Je dZg

pour t>o, (Yt) ne dépend que de ' et on a :

t>o

R (0,0 = e + TPy (W) = e+ x (w0,

Pour obtenir la propriété de Markov forte, on écrit, pour tout (Ft)t>o -

temps d'arrét T, sur [T<x]

X, (5 = eth(X.r(tu',X)) R ICURO R L Ie-sh az,)

I T(uw,x),T(w' ,x) + t]



Soit :
th -
Xrpe - e (X + Ie sh d?s] avec
logl
n,
2wl x) = ZT(w',x)-o-s - ZT(w',x)’ pour g2o.(Toujours sur [T< .)

Pour tout x fixé, T(.,x) est un (F't)t o ~temps d'arrét et, puisque

' - v, '
(25)329 est un (F e e>0 P.A.I.S., (as)qu est sur [w' : T(w',x)<w ]
' 2 ' 2
un (B T+t);3p P.A.I.S. indépendant de F'y et de méme loi que (ZS)SZp'
Par suite, si ? = Je-Sh d%s pour t>o0, sur [T<«] , (? est

un (F'T+t) -P.A.I.(non stationnaire) indépendant de F',, et la loi de

t>o T

eth(%t).l. pour P* est la méme que celle de Xt pour P°, ¥t>o.

[T<]

Par suite on a, sur [T<=] et pour tout wer? :

o [exp(i<u,'XT+t>)/FT] = exp(i<u,eth(XT)>). E® { exp(i<u, Xt>)]

= Exr [ exp(i<u, Xt>)]

D'od la proposition (l.1).

Inversement, partant d'un processus de Markov d-dimensionnel normal
c.a.d.l.a.g et qui vérifie (P), on peut lui associer une équation
différentielle stochastique linéaire qu'il satisfait comme le montre
la proposition suivante. .

On désignera par £* l'adjoint de f € LGRdJRd)

Pi'oposition (1.2) :

-

Soit (Q’F’(Ft)t}_o’(xt)t_)_o'(Px)xele) un processus de Markov @ valewrs

d

dand R~ nowmal, ps c.a.d.L.a.g , avec (F) 15 c.a.d. On suppose de plus

qu'on a (P).



Alons

(a) 12 existe h dans L®RERY) telle que g(t) = e pour tout t>o et
. o, i<u,X > .
telle que 44 0, () = E° (XN  on ait o, () = ¢ (™). (),

 ¥s,t>0, Wu er’.

t
(b) S< z, ;;-: X, - Lh(Xs)ds-&,rJouﬂ £20, (Z.);5 et un F)p>e™

P - .
P.A.I.S. ps csa.d.l.a.g ayant méme Loi pour tous Les P* et Z, = o,ps.

X ; ; d
(e) (Xt):zo est une ((Ft)tio,P ) -semimartingale, ¥xER°.
X .
{(d) (Q’F?(Ft)tz_o’ (Xt)tio’(P ) erd) ¢t fortement markovien, et on a :
X, m— e x + f e S 4z .
PX.ps Jo,q

(e) La Zoi de X, est, pour chaque t>o, ind@finiment divisible.

Démonstration :

On a, d'aprds la propriété de Markov et (P) :

Ex [ei<u’xs+t>] - Ex [Ext(ei<u,xs>)] - Ex [ei<u,8(5) (Xt)>].¢s(u)

- ei<g*(s) (u),g(t) (x)>

2, (g"(s) (). 9_(w).
Done :

@) EF [ Fsee’] 2 108020 > 5 (g% (w)). @ (W)

ei<u,g(s+t)(x)>_ ®

Comme d'aprds (P) on a aussi E> [ei<u’X5+t>] = s+t(u)
on a : .
(3-) ei<u’g<5)°g(t)(X)>.¢t(g¥(s)(u)).<bs(u) . ei<u,g(s+t)(x)>. 2 (w)

s+t

Prenant x = o dans (3), on obtient : ¢ (u) = @ (g*(S)(u))- QS(“)-
s+t t



En choisissant u assez petit pour que ¢s+t(u) # 0 et en faisant

varier x, on obtient :

(4) g(s+t) = g(s)og(t), ¥s,t>o.

A cause de la continuité 3 droite de g, on a g(t) = eth pour un
h de LGRd,Rd). D'old (a).
Pour obtenir (b), on fixe t et on pose Ysg = Xpsg =~ eSh(Xt) pour

§>0. On va démontrer la propriété suivante :

(P') Pour chaque P* Le processus (Y3)9> o 8% indépendant de F,
- I3 o —
et a méme Lod que (xs)sgo sous PO,
I1 suffit pour cela de montrer que :

<'uk,xs >)]

n n
(5) EX [exp(i ) <up.¥ >)/F] = B [exp(i ]
k=1 k=1 k

%%
d
pour tout n>l, tous s >0, u, €R .

- 4

C'est presque évident pour n = 1 en utilisant la propriété de Markov
et (P)

o [exp(i<u,Ys>)/Ft] = Ext [ exp(i<u,Xs>)] exp(-i<u,ESh(Xc)>),

donec EX [eXp(i<u,Ys>)/Ft] = EO [ exp(i<u,Xs>)].

Supposons que (P') est vraie 3'l'ordren. Soient s1,...,s,,; avec

$1<85<e eS8 - D'apré@s la propriété de Markov en t+s, et (P),
- n+l
E” [exp(i Z <uP,Y >)/F_.] peut s'dcrire sous la forme :

=1 %

n X .
EX Lexp(i( ] <u,¥g >=<u 1,85, ) (X)), B oot nrlXay ) =50y F )

k=1 X n n+l

ou encore :
< n
< ><
EX [exp(i( ) uk?Ys uh+1,g(s
k=1 k

Finalement on obtient :

YR + 8, =) (Rep OPN/FIS. )

n+l -
Mh

n+l n
€6) EX [exp(i ] <u,Y_ >)/F J=E¥X[exp(i ] <u,,¥q >+<g (s_ =s) ()Y >)/Fl
k=1 £ St =1 € g ol T P s T e

x ¢ (u

S - +
n+17S, o 1

)

en utilisant (4) et la définition de Y_ ).
a



On a de méme en appliquant la propriété de Markov en S, et (P):

n+1 n i<uﬂ.+1 9Xsn+l"3n>
E° [exp(d <u, X >)] = E° [exp(i Z <, , X >). Exs (e )]
kZ1 ks k=l % "
n
(7 = E° [exp(i(kzl<uk?XSk>+<g¥(sn+l—sn)(un+1),Xsn>))]
. x ¢ (u)
sn+1-sn *

L'hypoth3se de récurrence entraine que (6) et (7) sont égales. D'od (P').

Z, est bien dé&finie 3 une &galité presque sire prés pour tout t20, car

(X))

) e>0 est ps c.a.d.l.a.g. (2.)

.a.d.l.a.g. et
e’ e>o est ps c.a.d.l.a.g

Zo = o, Px—ps, ¥x de maniére évidente.

t+s

zt+s - Zt = (xt+s - Xt) - Jt h(Xv)dv

)
= (Xt‘.‘s - ..t) - Jo h(Xt+v)dv .

h s h
=Y+ (e -id) (X,) - Jo (Y, + e’ (X)) dv.

s

hothdv)(Xt) (en

s
sh
Donc Zt+s - Zt YS - [O h(Yv)dv + (e -id)(Xt) - (J

o
utilisant la linéarité de h). Finalement on obtient :

s
- 3 shy _ sh .
8) 2z, -2, =Y -~ Jo h(Y )dv car 33 (e™") = hoe” " qui est continu

par .rapport 3 s.

En appliquant (P'), on obtient que Zt+s - Zt est indépendante de Ft
S

et que sa loi pour P* est la méme que celle de X_ - J h(X )dv = z, pour P°,
o



10

En particulier, pour t = 0, on voit que Zs a méme loi pour tous les Px(V 339)'

(I1 en est de méme pour (zs)s>0)' On a donc (b). (c) est imm@diat 3 partir

de (b). (d) s'obtient en utilisant la formule de Ito et la proposition (l.1).

th

Comme X_ = e [x + f e~Sh dZ_] , la loi de X, est ind&finiment divisible

lo,t]

pour tout t >0 (: si Y = Ie-Sh dz , (Yt)

s est un P A I sans

| £>0
lost]

discontinuité fixe. D'od l'on a (e) et la proposition (1-2).

Remarque (1.3

On peut démontrer que, si ( Q, F, (F‘t) d)

X
t>0° (Xt)tZO’ (® )x e€R
est un processus de Markov normal d-dimensiomnel vérifiant (P), avec

(F t)c>o

que t -+ Qt(u) est c.a.d. l.a.g. pour tout u E'Rd, en construire une

c.a.d, on peut, quitte 3 compléter les tribus et si on suppose

version ps/c.a.d. l.a.g.

d (u) exp(i<u,Yt>)
(Pour cela on montre que , ¥u R, si Mt = .
E® [exp(i <u,¥ >)]
avec Y = e'th(x ) (M(u)) est une (P° (F.) )~-martingale)
t - t’’ LA 4 $ 0] )

tzp

Soit (Q’F’(Ft);zp’ (Xt)tzp’ (Px)”akd) un processus de Markov

normal vérifiant (P) avec g(t) = eth, we > 0. si (P))

?e) esn désigne son

gemiscroupe de transition et N la loi de Xt pour P°, 1la propriété

(P) peut s'écrire encore sous la forme suivante.
9 P, £ = ff(e“’(::) +y) n (&)

Par suite, on a immédiatement la proposition suivante. On rappelle que

n est invariante pour '(Pt) 8i ,nPt =n, ¥t >0.

t>C

g

Proposition (1-4) :

Une probabllitz n  sur GRd, BGRd)) est Lnvardiante pour Le semi-groupe

(Pt)t>0kéi et seulement si elle virnigie poun tout t>0 :

(10) n o= (B « n
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(eth.r1 désigne la probabilité image de n par eth et ¥ le produit

de convolution). On notera PGRd) 1'ensemble des probabilités sur
&?, s@d).

Définition(l-5) :

Soient n € PaRd) et £ € LCle,md). On dif que n est
"f-ddcomposable” s'il existe Ne € PGRd) telle que l'on ait :
n = (f.n) * ng .

En termes de fonctions caractéristiques, la proprié&té précédente s'Bcrit,
si ¢ désigne la fonction caractéristique de n et ¢f celle de ng

(1) o) = S(ET ). o (w), ¥ue ®.

D'aprds la proposition (1-4), une probabilité invariante n est
nécessairement eth-décomposable pour toat t>0 (et de plus :

ns= (eth.n) * nt avec pour nt la loi de Xt pour P%.

Dans ce qui suit, au lieu de se donner un processus de Markov de la classe
considérée, on part d'une probabilité n sur Rd et d'un opérateur h

et on leur associe un processus markovien pour lequel n est invariante.

Proposition (1-6)

Soient n € PORd) et h € LGRd,md) . S& n est eth-décompo-
sable pour fout t >0 et 44 sa fonction caractiristique ¢ ne
&'anmule pas, L existe un processus de Markov solution d'une Zquation
stochastique de La forme (¥ ¥], unique en Lo, admettant n comme
probabilite invariante.
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Démonstration :

¢ ne s'annulant pas, 11 existe pour chaque t >0 une unique probabilité

n, telle que N = (eth.n) ¥ nt : car la fonction caractéristique ¢t

de n, s'éerit (12) ¢, (u) = ____2%21__
e (u))

On pose, pour fu(x) = ei< u,x>

th
(13) P £ ) = ¥ 7y ()

Pour obtenir la propriété de semi-groupe Ps(Ptfu) = Ps+tfu , 11 suffic
de montrer qu'on a :
th
n = n *n .
(14) gop = (&N ¥

th” h th*
En effet : P_(P.f )(x) = exp(ie " (u), e (x)>). o (e (u))e ¢, (W)

*
(s+t)h(x)>) .¢s(eth (u))‘¢t(u)

= exp(i<u,e

(s+t)h

et P3+cfu(x) = exp(ica,e

(x)>) <o . (u).

s+t

(ou encore utiliser (9)).

Pour obtenir (l4) on remarque que, si f € LGRdJRd) et si fy,v € PGRd),
on a ;: f£.(u% v) =(f.p) ¥ (f.v).

th
Donc : n=(e .n) = n, = [eth.((eSh-n) * ns) 1 = N, ou encore
s+t)h th <
n=(e( ) n) ¥ (e . ns) *n,. D'oli le résultat par l'unicité de
. = (o(s*t)h
Nt telle que : n = (e .n) % ns+t.

+
I1 existe donc, sur l'espace canonique = GRd):m', un processus de
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Markov dont le semi-groupe admet la restriction (13) aux fu.
On a no = 'ﬂb}’ par suite , par (13), le processus est normal. Il
vérifie (P) par définition. n est invariante de manidre é&vidente.

(12) entraine que t =+ ¢t(u) est continue pour tout u. D'ol l'existence
d'une modification c.a.d.l.a.g. du processus en utilisant la remarque (1-3).
Par suite, en appliquant la proposition (1-2), le processus vérifie (¥ ¥).

L'unicitd en loi est &vidente (3 cause de l'unicité de nt vue au début).®

Remarquons que, pour tout opérateur h, il existe une infinité de
probabilités eth-décomposables pour tout t >0 dont la fonction carac-
téristique ne s'annule pas : toute probabilité de Dirac convient.

Le processus de Markov correspondant est déterministe de maniére &vidente.

La proposition (1-6) sera appliquée aux ''probabilités autodécomposables pour
les opérateurs” et aux "probabilités de Lévy pleines” que l'on va introduire

maintenant.
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2 - Probabilités de Lévy- Probabilités stables.

d d
On notera I 1l'ensemble des lois inddfiniment divisibles sur (R°, BR)).

Définitions (2-1)

(1) La classe L des ''probabilit&s de Lévy" sur GRd, BGRd)) est l'ensemble

des lois limites, quand n < +® de lois de v.a de la forme

n
An(kiz‘1 Ek) + a , od (Ek)kZ} est une suite de v.a, 3 valeurs

dans ]Rd, indépendantes, ot a e]Rd, ¥ n, et ol An € LGRd,]Rd) et est
inversible, avec la condition (UI) suivante dans laquelle uk ﬁ désigne
la loi de An(ik)
d d
(UI) ¥ V voisinage de 0 dans R, 1lim max R-V) = 0.

u
n>+» Kk<n k,n

(2) La classe S des "probabilités stables pour les opérateurs’ est le

sous-ensemble de L obtenu en imposant que les €k aient méme loi.

Tout é&lément de L est indé&finiment divisible. Lorsque dans (l), on impose

que A = tL'(id) avec bn>0 (et id : identité deimg), on obtient la classe
n

La des '"probabilit8s autod&composables'. Lorsque de plus les Ek ont

méme loi, on obtient les lois stables au sens ordinaire.

On dit que n € PGRd) est "pleine" si son support n'est pas contenu dans
un hyperplan affine. On voit facilement que n est pleine si et seulement
si, ¢ désignant sa fonction caractéristique, il n'existe pas d'é&lément

u EIRdF{O} tel que 1l'on ait : f(b()\u)l =1, ¥ XER. (Voir [4], prop. 1).



15

Définition (2-2):

Soit nE€ PGRd). N est " autodécomposable pour les opérateurs”, et

on note neE€aA,s'il existe h € LGRdJRd) telle que : 1lim eSh = 0

sh s>+
et telle que n soit e -décomposable pour tout s>0.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme (2-3)

Soit n e€rmyy.

(1) S n est une probabilité de Lévy pleine, alorns n  est auto-
décomposable pour Les opérateuns.

(Z) Inversement, s4 n €A , alons n est de Lévy. De plus fe terme ng
de La décomposition n = (e;h.n) ¥ n_ est dans 1 (et undique).

(Voir [6] , propositions(5~1) et .(5-2)).

Pour les probabilités stables au sens de la dé&finition (2-1) (2) on a
le théoréme suivant dans lequel pur n € [ de fonction caractéristique ¢,

*
n € désigne la probabilité de fonction caractéristique d)t

Théoréme (2-4)

(1) S n€ S et 44 n est pleine, on a La propriété de dicomposition (D)
sulvante
(D) 3 fe LGRd,le) telle que lim ;s.f = 0 et telle que :

s> +>®

¥ t>0, 3 bt € ]Rd avec :

*t (Log t)£f
noo= (e n) ¥ E{bt}

(2) Inversement si n € p@®Y) vénifie (D) , alors n€s.
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1
Remarquons que, lorsqu'on prend t = n €N dans (D), om obtient
1l'expression suivante de la stabilité : si Xl""’xn sont n v.a de
loi n indépendantes, X, +...+X_ a méme loi que An(X) + bn’ avec pour X

1 n
une v.a de loi n et An = e(Log n).f .

(Voir [4] pour le (1) du théorime (2-4) ; le (2) est &vident).

Remarquons que n est autodécomposable si et seulement si l'opérateur h
associé dans le théordme (2-3) est h = -id (ou =XNid) avec A >0).

De méme n est une loi stable au sens ordinaire si et seulement si elle
vérifie (D) aveec f = id.

Corollaire (2-5)

S{ n veinifde La propridt: (D) , n est e Sf-ddcomposable pour tout s>0
et Le Ztemme ng cornrespondant est :

Démonstration :

On remplace t par e ° dans (D) et on prend le produit de convolution avec

* —_a™Ss
n (1-e7%) des deux membres. D'oli le résultat.

Lorsque d = 1 les classes L, La et A colncident et on retrouve la notion
de "loi de la classe L" introduite par Paul Lévy et développée dans le
chapitre 6 de [1] (ou dans [3] p.331 3 336). La loi de Poisson n'est
pas de la classe L. Toute loi de la classe L est unimodale. (Voir [8]
pour la premidre démonstration complite de ce résultat énoncé dans [1])

La fonction caractéristique correspondante est de la forme :

¢(u) = %’ Ju ®(v) dv pour u # 0, oi ¢ est une autre fonction caractérig-
o

tique. Par suite ¢ est continliment dérivable sur R-{0} (R&sultat que l'oqn

retrouvera plus loin par une autre méthode).
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3 - Existence d'une probabilité invariante : cas ol lim LY

t >

D'aprés le théoridme (2-3),- tout &lément T de la classe A des probabilités
autodécomposables pour les opérateurs (en particulier toute probabilité de
Lévy pleine) est ind&finiment divisible. Par suite, on peut appliquer 3 n
la proposition (1-6) : il‘existe un processus de Markov de la classe

étudiée au paragraphe 1 1l'admettant comme probabilité iavariante.

Pour pouvoir en déduire des résultats sur la classe A, il faut voir sous

quelles conditions il existe une probabilité invariante lorsque (Xt)t

>0

vérifie dXt = h(Xt)dt + dZt et lorsque l'opérateur h vérifie : -
lim eth = 0,
t ~+®

N )
On se donne donc un processus de Markov ( f, F,(Ft)tzo,(xt)tio, (p )x E]Rd)
solution de dXt - h(Xt)dt + dZt, avec h € LaRd,TRd), lim eth = () et avec

t++

(zt)t >0 P.A.I.S. d-dimensionnel.

On notera & le "log" de la fonction caractéristique de Z1 (soit :

E° [ei <9,Z >]= eE(u) , ¥u)., S désignera la mesuyre de Lévy associée aux

sauts du P.A.I.S. (zt)t.iO'
On a le résultat suivant. Voir le théoréme (2-1) de [12 ] pour une autre
démonstration antérieure et dans un cadre plus large du méme type de
résultat : Rd est remplacé par un espace de Banach. Par contre, il est

su.pposé que Hehll <l.

Théoréme (3-1)

12 existe une probabllité invariante n &4 et seulement 84 :

J log(||x [|) S(dx) <+ =; ou encore 84 on a La condition Equivalente sulvante :

il > 1
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E° [Log(l+ HZIH)] < +

Dans ce cas :
h¥ +2  Shw ) d
(@) 1lim E(e5™ (u)ds = £(e5™ (u)ds  existe pour tout u €RS,
t++m/g )

N est unique et sa fonction caractinistique ¢ 4'Zcnlt
+ CO
¢(u) = expl J E(e

o

Sh"‘(u)ds ] . Deplus n€ A .

(b} S& U, = £ P g z, , U, converge P°-ps , quand t =+ +© , vers
o,t]

une v.a U de Loi n .

Démonstration :

On montre d'abord que la fonction caractéristique b, de Xt pour P°

s'édcrit :
€ hk
(1) ¢ _(u) = exp [ (%™ (u))ds ] .(Résultat valable méme si on n'a
€ 3
)
pas lim eth = 0).
£t >+

C'est une conséquence immédiate de 1'égalité& ps suivante :

t -
X, = e h [ J e sh dZ ] vue dans la proposition (1-2) et du
P°~ps o.t]

lemme suivant.

Lemme (3-2)

soit g : RY o L®IRY), meswrable bornde sun tout intervalle 10,s 1,

avee 8>0. S&L t>0 et 4L Y = f g(s) d Z , alons on a :
Je,t]

(2) E° [exp(i <u,Y >}] = exp [ Jt E(g*(s)(u))ds ].
o

Démonstration du lemme :

(n)

On approcheY en probabilité par une suite Y d'intégrales stochastiques
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e

de processus é&tagés ; Y(n) = Z g(sk)(zs - Zs R
k=0 k+1 k

- <8, <. < G = ¢ et on a :
oi O so 8, n+l

(n)

n
B [exp(i<u,Y ™ > )] = exp [kzo (841”8 E@(s) ()] car (2))

t.§

est une P.A.I.S. et car la fonction caractéristique de Zt est e " °.

t> 0
D'ol le résultat en faisant tendre n vers + .

Le fait que les deux conditions données au début de 1'énoncé du théorame

sont &quivalentes est un résultat bien connu. (Voir par exemple : [10] ).

Supposons qu'il existe une probabilité invariante n , alors sa fonction
caractéristique vérifiant (par la proposition (1-4)) :

(3)  ¢Cu) = ¢(e™F

¥
eth + 0 , on obtient, lorsque t tend vers + =,
t > 4+

(u)).¢t(u) avec ¢t donnée par (1), comme

t
(%) $(u) = 1im exp| J £(e%™(u)ds ]. D'oit le (a) du théorime.
Q

L+ +

Pour montrer que I Log(||x|DS(dx) <+ =, on va prouver qu'on a le (b)
{lx|]> 1}
et ensuite déduire de la convergence en probabilité de Ut’ quand t * +%,

cette condition sur S.

(b) : d'aprés le lemme (3-2), la fonction caractéristique de Ut pour P°
est la méme que celle de Xt' Elle est donnée par (l). Par suite (Ut)t» 0
converge en loi lorsque t -~+® vers la loi n . Comme Ut est 1'intégrale
stochastique d'un processus déterministe par rapport 3 un P.A.I.S., les
convergences en loi, en probabilité et presque s@re sont &quivalentes. ([ 15])-

(La convergence en probabilité est immédiate car, si t'<cz, on a
t
< - > ‘
E® (ei u’Ut Ut' ) = exp (J E{eSh*(u)ds> + 1, et done U -T
t' ' t,t' t

converge versiQen loi et donc en probabilité. Par suite, comme

t!
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l'espace L°%4(Q, F, P) des v.a 3 valeurs dans R¢ muni de 1a convergence

en probabilité est métrique complet, (Ut)t > converge en probabilité
vers une v.a U_ de loi n.. N'ot le .
On aura besoin dans la suite de la démonstration du théoréme.

inégalités sutivantes :

(5)'3 a,8 >0 tels que : ”eSh(u)H > ae-'Bt ”uH

(6) 3 v,5 >0 tels que : Hes'“(u)ll,<_<~{e"‘St flull

veer!, ve>o.
" (Il suffit de prendre -8 et -§ tels que : Re()) >~B et Re()) <=y <)
pour, toute valeur propre A de h).

(Voir [6] p.139 et 140).

Pour terminer la démonstration du fait que l'existence d'une probabilité

invariante implique : f{“ IILogglx[[)s(dx) <+w, on part du résultat (b)
xi| >1

qu'on vient de prouver.

Posons Nt = Z ¥ ( IAUS! >1} * (Nt)t30 est un processus croissant 3

s<t
valeurs entidres dont le "compensateur" est (At)t 5o défini par
[ )
AL = (J S(dx))ds.
t o {”eSh(x)ﬂ> 1}
(car on a: AU: = eth(AZt), ol A(.)t désigne le saut du processus

considéré 3 l'instant t).

Si ’1’n = inf {t : Nt_>_n } ona, si A, <+ ® désigne lim A

t->+oot

(7N A_.P [Tn = + o ] :.E(ATn) = E(NTn) <n.
Comme (Ut)t > o converge wesque slrement, Ny = tjflm N <+ ® P° - ps.

Par suite P [’I’n = ® ] tend vers 1 quand n tend vers + © . Il existe donc

n tel que P[Tn=+°°]>0 et donc, par (7), ona A, <+ =,
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On utilise maintenant (5). On a :

(8) r([S(dx» ds < r"‘( S(dx))ds =A<+

{Jlxﬂ>—-} {IleSh(x)“ >1}

D'autre part, on a

Log (o x|

e dof] =

Il P o

on obtient : -% [ (loga + log ||x|)S(dx) <+ =. Ce qui termine

ixl>Ly

la démonstration de la premilre partie du théoréme.

Inversement, si J d I1og(”xH)S(dx) <+, 11 suffit de démontrer la
x|l >

formule (9) suivante pour obtenir 1'existence d'une probabilité invariante.

+w
(9) ¥ M>0, on a : J (su lE(eSh*(u)l)ds <+ o,
0 Huf<ﬂ :

yv.]
En effet, si on a (9) et si on pose : d(u) = exp [f E(eSh*(u))ds] ,
0

$ est bien définfepour tout u et de plus on a :

(10) ¢(u) = 1lim ¢ _(u), avec pour ¢ _, d'aprads (1), la fonction
L t

caractéristique de Xt pour P°. (9) entraine que, dans (10), la convergence

a lieu uniformément en u dans chaque compact de ]Rd.

¢ est donc
continue. Par suite, ¢ est une fonction caractéristique. Elle est
indé&finiment divisible (car la loi de Xt l'est) et la probabilité
correspondante n est dans A et est invariante d'aprds la formule (l1)

suivante, la définition de ¢ et (1) ainsi que la proposition (1-4).



22

$30
(11)  ¢(e*P*(w)) = exp I f (3% (u))ds ]
t

Pour démontrer (9), on utilise les inégalités suivantes :

2

lelV - 1] <2 N|v| <2 (1 - e-IVJ
- =2

e“=~1

(12) et

|e:iv -1 - ivlsivlz . ¥ veE ¢

Comme E(u) = 1 <a.u>-% <C(u),u>+J'( (ei Wx>_ oy <u,x>1 )S(dx)

r4{0} {lxll< 1

avec a E]Rd, C opérateur symétrique positif et S mesure positive sur

RL0} telle que I (||xﬂ2 N1)S(dx) <+o, i1 existe une constante

2
Ze
>

e“=1

) telle que l'on ait :

an | w] <k [ sl + *-J{éx ﬁlﬁw s

On utilise (6) : si M = 2% (avec €W fixée), on a :

-ds
(14) [lull< M entraine : (£ ) | < Y RM+2) e 05 4 K” (l_e-*{MHxHe Y S(dx
“{idf> 1}
Y' =y VY |

On a les majorations suivantes, pour HxH >1 :

n -8 A -3
1 - e.Yz'(lxlle i 2n(2 _e-Yuxlh )
et
n ~vIklle™ n » ey
2 (1 -7 )y < 27 [ s 1 (1 -eY %Yy

[ e'd-zs . ecst
[dl>—=2-1 [1<fpelf< S21
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On obtient donc :

(15) si Jul|<M, on a:

lE(eSh*(u))l 2 YR + u2) e-ds + x2° J'S(dx) + KZn(l-e-'?T 2)5(”"“>1)

QSS/Z
Uil > =5~
D'od
s
400 + +0 _e ,
J sup | (eSha‘(u))Ids < Y'.K(}I+b(2). J' e-<Ss ds + ?Zn([ (l-e ¥ 2 Yds)s(kp1
o Euljﬁ o o
g.2"*!
v =5 J(logY + Llog(lld)) s(dx) < +=,
(1] =3
s ]
-27 e 2
car Jlog(”x“) S(dx) < +® et car : Ll -e Y < -
SIELEQY

D'oli le théoréme 1.

Comme application du théoréme (3.1)et de la proposition (1.6) on a
le résultat suivant. (C'est le théordme (3.1) de [12] sans
1'hypothése ”ehﬂ<1 mais en dimension finie).

Proposition (3.3) :

Soit n € PGRd). Alons n € A AL et sewlement A'4L existe h € LGRdJRd)

avec 1im e™ = 0 ot 4'4f existe un P.A.I.S ps c.a.d.L.a.g (Z,) sy
t-h’-m -—
Lels que : sh _ ‘
LA Je S dz converge en Lol verns U_ de Lod n lorsque
lo,t}
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Démonstration :

S1 N€ A on avu qu'on a les hypothdses de la proposition (1.6).
Par suite, il existe un processus de Markov d-dimensionnel solution

d'une &quation stochastique de la forme x, = h(X )dt + dz_

l'admettant comme probabilitéd invariante, (zt)t>0 étant un P.A.I.S ps

c.a.d.l.a.g et h un opérateur tel que :  lim eth = 0.
tr+o

Par suite, en appliquant (b) du théor@me (3.1), on obtient la convergence
en loi de Ut vers U de loi n.

Inversement, s'il existeune telle famille d'inté@grales stochastiques
dont les lois convergent vers mn et si eE désigne la fonction

caractéristique de Zl, on a (par le lemme (3;2))

t
lim I E(eth(u)) ds existe, ¥u G?Rd et
o

00

la fonction caractéristique ¢ de n s'écrit :

+00
b(u) = exp[[ £e5" (u))ds] .
o

Par suite on a : d(u) = @(eth¥(u)). ¢t(u), ¥te>0, avec pour @t

la fonction caractéristique de U_. Domnc n € A. 0

h

Fixons h€ LBRIRY) tel que lim et = 0.

4o
On note A(h) 1l'ensemble des probabilités eth-décomposables, ¥t>0.

Ona: A(h) CA. SiJ désigne l'ensemble des probabilités u

sur Ré telles que U E€ I et Jlog(l + 1 %D (u(dx)<+o, le théorzme
(3.1) permet de dé&finir une application £, de J dans A(h)

n = ih(u) est la loi de fonction caractéristique
O

d(u) = exp [j g(e5h¥(u))ds] ol ¢ dé&signe le "log" de la fonction
)

caractéristique de 1 . lh est de maniére &vidente un homomorphisme

de semi-groupes (pour la convolution). D'aprés la proposition (1.6)
c'est un isomorphisme. (Voir aussi le lemme (3.1) de [12]).

On a encore le ré@sultat suivant (voir le corollaire (3.1) de [12]).
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Proposition (3.4) :

Soit n€prmy). Onaalors : n €A &L et seulement s4 sa gfonction
caracteristique ¢ est de La fonme sudlvante :

® i<u eSh(x)> sh
8(u) = expli<a,u> - +<D(u),u> + f ds J['e ’ -1-1i<u,e® (x)>1] S (dx)]
2 o ]Rd.[o] [ ” x“jll

th d

ol h€ Lcmd,md) avee lime =0, a€R, D € LaP.d,le) est symétrnique

b
POALLif ot tel que hoD + Doh'  404it nigatif, enfin S est une mesure
positive sur RL[o] zelle que

i

2 5(dx) < + = el Jlog(”x|f) S(dx) < + &
x |1l
a et » sont uniques ; & chaque h € I.CIRd,le) correspond une unique

k11 (lx

mesure S.

Démonstration :

Soit n € PORd). On suppose que sa fonction caractéristique a la forme

, » P
précédente. On remarque d'abord que, comme h,D + D,k est négatif,

hix
th° Dceth

" 1l'opérateur Dt aD-e est positif, ¥t>0.

En effet, si on pose : ku(t) = <Dt(u),u>, on a :

d

tha‘(u), eth*(u)> >0, ¥t>0 et WuER".

d X
e = - < +*
1 k (t) {(hoD Deh o e

D'oG le résultat.

t
Or, on a : ——2%%%———- = exp [i<a-eth(a),u> -%- <Dt01),u> + J W(eSh*(u))ds],
P(e” (u)) o
, - .
- U, X
ou. ¥(u) = jo (e T el - i<u,x>1[Hx|E;]].S(¢x). Par suite Dt

t
B s h* P , - ,
étant positif et exp [J ‘{’(es (u)ds ] é&tant une fonction caractéristique
o

¢()

est une fonction caractéristique,
thx
eCe”™ (*))

par le lemme (1.2),

¥t>0. Donc n € A,
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Inversement soit n € A, Soit h GLGRd,]Rd) tel que 1lim eth = 0

tr+®
et tel que n soit eth-décpmposable pour tout t>0.
On a vu qu'il existe une unique probabilité u € J telle que

‘Q'h (u) = n. si € est le "log" de la fonction caractéristique de M,
%
L 3
la fonction caractéristique ¢ de nest : @(u) = exp[rE(ESh (u))ds] .
‘o
[ei<“’sz 1

Ce qui domne, si &(u) = 1i<b,u>=- -;—<G(u),u> + J - i<u,x>1] S(dx)
rd {0} {ilxlkry

avec b € ]Rd, C opérateur symétrique positif et S mesure positive sur
R%-{8} telle que : llx|P s(ax) < += et | log(x]) S(dx) < +=,
x| <1} flxll > 1

f+eo

X,
1l'expression de ¢ de la proposition (3-4) avec a= -J eSh (b)ds,

Q

+ ® N
D= - J eSho Co eshik ds (bien définis car e’ -0 et donc
o ) S *+ ®

3 Y,&6>0 tels que HeShH _<_Ye£s: ¥ s2>0.)

-

* -
I1 reste 3 voir que Do h + hoD est négatif. Pour cela on remarque

- t = - .
que, n é&tant e h—clec:omposable, ¥ t>0, on a nécessairement

Dt =D - ethoDo eth¥ positif. (C'est la covariance intervenant dans la
formule de L&vy-Zhintchine appliquée 3 la loi Ne € I telle que

ns= (eth.n) x nt.). Par suite, en faisant un développement limité on a

*
Dt=-t(hoD+Doh¥) + a(t), done hoD + Doh est négatif.

D'aprdsl'unicté de la représentation de I&vy-Khintchine, a et D

sont uniques, quelque soit 1'opérateur h associé & n.

S est unique si on fixe h car 2,}' est infective.
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Remarques (3-5)

thx* .
1) On voit facilement, en remplagant u par e  (u) dans 1'expression
thx*
de ¢ donnée dans la proposition (3-4), que t + @(e " (u)) est
dérivable sur R+, Fu€ ]Rd £ixé.
En particulier, lorsque d = 1, on peut en déduire que ¢ est
continiment dérivable sur R- {0} . (R&sultat &noncé plus haut comme

conséquence de l'unimodalité de'la loi n  de la classe L correspondante).

2) Lorsque h = c(id) avec ¢ < 0 (et id : identité sur lF.d), on déduit
de la proposition (3-4) une caractérisation des lois autodécomposables

(bien connue ; c'est un résultat de Urbanik obtenu par une autre

méthode) : n € I"a sl et seulement si sa fonction caractéristique
est de la forme : Cu, x>
1 [ eiV_l b
¢(u) = exp [ i<b,u> = 5 <D(u),u> + ( dv) = i<u,x>1 ] S(dx)
2 -'JRd-{o[} 0 M |
RISy,

oi b E]P-d, D est un opérateur positif et ol S vérifie les mémes

hypothéses que dans la proposition (3-4).

(Car 1'intégrale double considérée est &gale 3

+ ® -5
f ds { ((eie u,¥ 1 - 1e”% <u,x> 1 )S(dx)
° r-(0} didl <D

-3
en posant v = e ., <yx>.)

Voici maintenant des r&sultats de [12] concernant les probabilités stables
et leur application au cadre présent.
On notera S(h) l'ensemble des &léments de S qui vérifient la propriété (D)

du théoréme (2~4) avec f = - h (et lim eth = 0).

t>+o
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Si uUE€EC, ona: J log(1+|x|) S(dx) < +=. (Voir [10 ] , corollaire 2).

Donc S est contenue dans J.

Soit (Xt)c >0 vérifiant dXt = h(xt)dt * dZt, avec U loi de Zl dans J.
On sait quql existe une probabilité invariante et une seule : n = f,(n)

*K
On a : HE S(h) si et seulement si n =1 ¢ x E{x } avec ¢ >0 et
o

x_ ere. (5t donec n € S(h) aussi). (Voir le théoréme (3-6) de [12] ).



4 - Cxistence d'une probabilité invariante : cas général

On se donne un processus de Markov solution d'ume &quation différentielle
stochastique de la forme : dX = h(Xt)dt + dZt avec h € LGRd,]Rd)
et (zt)t_>_0 P.A.1.S. d-dimensionnel.

A h on peut associer une unique décomposition de ]Rd en somme directe
d

R™ = E@® F telle que :
(a) F et F soient stablesg par b

et )
(b) 1la restriction hF' (resp : hF) de h 3 F (resp : 8 F) n'ait que

des valeurs propres A telles que Re(A) <0 (resp : Re()) >0).

Pour xele, on notera x = x° +x' ol x € F et xFe F.

De méme on notera (Zi‘)t >0 (resp(XE)t> 0) la projection de (Zt)t> 0

sur E relativement & F (;esp de (Xt)t;;)"') De méme on dé&finit (EE)C> 0
et (Xi)tio- (Zi‘)t>O et (Zz)t 50 sont des P.A.I.S. N
A n € PGRd) on associe ses lois marginales que l'on note nE et nF

On a alors le ré&sultat suivant. (Voir [ 14 ] pour une autre &tude dans

la méme direction).

Théoréme (4-1):

Pour qu'il existe une probabilité invariante n , AL faut et Ll suffit
qu'on alt Les proprllzis (L) et (LL{) sulvantes

est tel que J log'(lﬂlx)u(dx) <+m
F E '
1 -

A' . E
(4) Le processus (zt)tio

W désignant La Lol de Z
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(i) (zD),,, est déterministe de La fonme zf = e.nf(@)  avee
oa € F.

F
Dans ce cas, on a : Y]Z = P X +ay-a ¥ t>0 et Nt est unique

avec nE € A(E).

(A(E) désigne 1l'ensemble des probabilités sur (F,B(F)) autodécomposables
pour les opérateurs).

On aura besoin du lemme suivant od T désigne la projection sur G

selon G' et od DN/g désigne la restriction de h & G.

Lemme (4-2) :

SirY = coc' ot i Le sous-espace veetorniel G' est stable par h ,
. . G . s
La projection (Xt)t_>_0 de (Xt)t?_O Aur ¢ nrelativement & G
vernijie : dyf = hC(XG)dt + sz ol (z(t;)p('J déesdigne
La prejection de (zt)t s dwt G selon G et od ¥ = T o h/g.
Démonstration :
rt
I1 suffit de projeter sur G. On a ¥, = J h(XS)ds *zZo+ Y.
6]
G t G .G
Donc : ﬂ(Xt) = Xt = Jo T o h(Xs)ds + Zt + Xo et comme

Toh(x) =7o h(XG), on a le résultat.

Démonstration du théoréme :

o E
D'aprés le lemme (4-2), (Xt)t> 0

Markov normaux vérifiant (P). .

F
et (Xt)t N

0 sont des processus de

Supposons que l'on ait (i) et (ii).

E
D'aprés le théoréme (3-1), (Xt)t >0 admet une probabilité invariante
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E (= E). Comme F 's :
n A(E) on a (ii), (Xt)t:O s'écrit :

thF F

F
) zE@x) = ) oM - o

F F F F
(car : X = & (x" o ( L e 4 @ @) et car (e = - e o hF)
o,t]

Si xF = - , on a donc xi = q, ¥ t >0. La probatilité €} est

, F - P
donc invariante pour (X)) On en déduit immédiatement que si

t'e>0°

R
nF = e{_a} , N=n"8 1"=F est invariante pour (xt)t>

0.

Inversement supposons qu'il existe une probabilité invariante N

P . . ) r ’
Sa loi marginale : N (resp : n ) est donc invariante pour

E (resp : F).

On a donc (i) et l'unicitéd de nF‘ en utilisant le théordme (3-1).

Pour montrer (ii), on peut supposer que F = I?d.

On utilise une décomposition complexe de Jordan pour h et, pour les

valeurs propres complexes, on regroupe les sous-espaces conjuguéds. On a
4 n
donc : R™ = @ F,, avec FJ. stable par © pour tout j et la matrice

i=1

de la restriction de h 3 Fj et @ l'une des formes suivantes :

r AN 0 oL 0
Al 0 I BN ~
1. . > RN
M, = s ou M :/ 0 S 1A 0 g
J o] AR B e | =0 0 )\\ o}
g ) . \\ ~
. 0 Neo 0 ~ 1A

oi A >0et o#0.
D'aprés le lemme (4-2), (Xij)t > St un processus de Markov normal
vérifiant (P). La loi marginale:- n,Fj est donc invariante pour
F; F.
(ch)tiO' On va prouver que (ZtJ()it >0

on peut supposer i nouveau que R :Fj'

est déterministe. Pour cela,
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er . P
1 cas :Lamatricede h est de l'une des formes précédentes avec X > 0.

Le ré@sultat est alors presque immédiat. Fn remplagant u par e_th*(u)
dans 1'égalité : $(u) = ¢(eth*(u)). ¢t(u) on obtient que
|¢(e‘th¥(U))| < |¢Cu). D'od, si t tend vers + » , on obtient
|6Cu)] =1, wu € R (car o tF¥(w) + 0). On a donc aussi

|¢t(u)! =1, ¥ uE'P.d. Eree

t
Comme -¢t(U) = exp [ J €(eSh¥(u))ds ] , ona Ref = 0 et (Zt)

t>0
° -

est déterministe.

2°M as : A = 0 et la matrice de h est de la forme M.

Désignons par p la partie réellede § . On a :
thx t gh¥
2) o] = [9Ce™ (w)]| . exp | I p(e® T (u) ds ] .
o

Cn fait une démonstration par récurrence : on suppose que les m premiéres
coordonnées de (zt)t> 0 sont déterministes. On a donc :

(3) p(ul’°"’%’%+l’0""’o) = p(_(),...,O,um+l,O,...,O)

. d
¥ Uyseser g dans R™.

Cn a donc par (2)

(4) l<1>(0,---,0,um+1,0..--,0)| < exp [.9(0,...,0,u,,:0,...,0)]

(Car sius= (0,...,O,um+1,0,...,0), la (m+l)-id@me coordonnée de
eth*(u) est Ul et les coordonnées suivantes sont nulles).

est assez prochke de 0, en faisant tendre t vers + ® dans (4),

’ d
O"",o) = 0, ¥um+l GR . (Car piO).

Si um+1
on obtient : p(O,...,O,um+1,

On en dé&duit, avec (3) que les m+l premidres composantes de (Zt)t 50 sont

déterministes. Ce qui donne le résultat.
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3éme cas : A = 0 et matrice de la forme Nj.
ma: RI=F, et d= 2q. Tout vecteur x = (x9) est

3

noté par "ses coordonnées doubles"

j=1,.+,2q
3 2
ij = (xJ ’xq+j) e ]R‘--

Y B o
On note R la matrice R = f

) . On a alors :
L

A. . -
)  med = r@h + & s15>2
et — 1 1
CIC ) R

t.R

cos(0ot) -sin(ot)
La transposée St de la matrice e est St = (

sin(ot) cos(ot)

A
Si u= (0,...,O,Uh+1,

de eth¥(u) est St(ﬁ

0,...,0) € :mzq, la (m+l)~iéme 'coordonnée double"

m+1) et les suivantes sont nulles.

On fait une démonstration par récurrence. On suppose que les k premidres

coordonnées doubles de (Zt)t >0 sont déterministes, ¥ k<m.

On a alors :

-~

(8,8, 00,8 L 1,0,.0,0) = 0(0,..0,0,3 1505+ ,0)

m+l’?
et d'aprds (2), on a :

t .
(6) l¢(0,...,0,ﬁm+1,0,...,0)| < exp [ Io p(0,...,0,5 (g, 10, , 0) ds ]

Or la fonction £(s) = 0(0,...,0,5_ (@ ),0,...,0) est périodique de

m+1

- T - :
période %; , continue négative ; donc si elle n'est pas identiquement

nulle, le second membre de (6) tend vers O quand t tend vers + o,

Pour a dans un voisinage de 0, on doit avoir donc :

m+1

£0,...,0,d 0,...,0) =0 et donc (Zt) a ses

m+l’ tz_O

m+l premidres coordonnées doubles déterministes. N'od le résultat.
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Revenons pour terminer au cas oﬁ'R@ = F ; d'aprés ce qui précade

Je>q est déterministe, donc de la forme Zt = 3t avec 3 € F.

Pour terminer, il reste i montrer que 83 € h(F). Or on a :

t
(7 e = o). exp [1 j <« (u),3 > ds |
. Q

Soit F' le noyau de h* dans F. Si u € F' on a eth*(u) =y

et donc : ¢(u) = ¢(u). exp [it <u,3>] ce qui entraine que :
<u,3> = 0. 3 est donc orthogonal 2 F', ce qui Equivaut 3 dire que
8 € h(F). D'ol le résultat.

Remarque (4=3)

Lorsque Re{A) > 0 pour toute valeur propre A de h, il n'y a une

probabilité invariante que si (Zt) est déterministe comme on vient de

t>0
le voir. Par contre, on peut toujours associer au processus une probabilité

n € A telle que la fonction caractéristique ¢t de Xt pour P°

s'écrive, ¥ t>0, ¥ u G]Rd :
Jthx
‘¢t(u) = 5ﬁ5$?;§P)) . ¢ désignant la fonction caractéristique

de n . (Considérer la fonction caractéristique pour P° de
-th
= X).
T, = e TR
Inversement 3 tout élément de A on peut associer un processus de Markov
du type considéré avec l'expression précédente des ¢ . (Cn opére

comme dans la proposition (1-6).)
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S - Etude du caractére symétrique du semi-groupe

Soit (Pt) le semi-groupe du transition d'un processus de Markov

t>0
d-dimensiomel.On dira que le processus est '"symétrique' relativement 3
une probabilité n € P(Rd) gion a:

(s) th f(x).g(x)n(dx) = Jf(x).ch(x)n(dx), ¥ t£>0
v f£,geb @Y.

De maniére immédiate, pour qu'on ait ce caractére symétrique, il est
nécessaire que n soit invariante pour (Pt)t 50"
On considé@re tout d'abord le cas of d = 1. Cn se donne un processus de
Markov normal solution d'une &quation différentielle stochastique de la
: dX_ = A.L.S. é
forme : d.t cXt de + dZt avec ¢ <0 et (zt)qz(3 P.A.T réel
tel que jlog(1+[x[). p(dx) < + » , n désignant la loi de Zl'
(54 ¢ >0, on a vu que s'il y a une prokabilité invariante,le processus
est déterministe au paragraphe 4). Soit n 1la loi de la classe I
invariante pour le processus ( n a été construite dans un cadre plus

général 'en [3]).

On a alors le résultat suivant :

Proposition (5-1)

Le processus de Marnkov considénd est symétrique nelativement & n 4L
et seulement 54 n est caussdlenne. (ou encore 44 Z =at+ OB

avee a,0 € R et (B)) un mouvement broundien).

Démonstration :

Par un argument de classe monotone,orn voit facilement qu'il y a symétrie

i
pour n si et seulement si on a, pour fu(x) = ™ o fv(x) = eivx :

JPt fu(x).fv(x) n(dx) = qu(x).Pt fv(x) n(dx).
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CC+ )x ) i I ct
Cr on a : JPt fu(x).fv(x) n(dx) = [[ei(ue v n(dx) ] eu(u) -YP(ue” )

(ew désignant la fonction caractéristique de n ). Donc il y a symétrie

si et seulement si on a :

(1) WueStev) +p(u) - P(ueSt) = p(veltru)+(v) = p(veSt)
{27

¥$uv ER, ¥ t>0

2
Si n est gaussienne, on a W(u) = iau - %—- u2 et on voit facilement

que (1) est vérifiéde.

Inversement, partant de (1), on va montrer que 1 est nécessairement
gaussienne. Pour cela, on utilise le fait, énoncé au paragraphe 2 et
dans la remarque (3-5), que la fonction caractéristque ¢ de n est

 m . *
continiment dérivable sur R .

-~

En dérivant (1) par rapport 3 u, on obtient :

ct

(2) T [ (uettev) - ¥ el =y (veStau) - p'(w)

¥ t>0, %u,vER tels que ueCt+v # 0 et veCt+u # 0.

En particulier, pour v = u # 0 et £t >0, on a, en posant x = u et

ct
y = xe :

) L[y - V@] By - Y ()

¥x#0, ¥y#0 avec x.y>0.

Posant G(x) = x. P'(x), on obtient :

(4)  +y) (G(x) = G(¥)) = (x-y).C(x+y)

¥x#0, By#0 avec x.y>0.
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Posant h = x-y , ona, si x # y :

G(y+h) = G(h) _ G(2y+h) > G2y
h 2y+h h+0 2y
h#0

en utilisant la continuité de ¢', donc de G, sur ]R‘. G est do:ic

- . *
continument dérivable sur R et on a :

(5) G'(y) = G—ééx) , ¥y # 0. Dol aussi l'existence de én) , pour tout

entier n> 1.

Posant y = 12" +u et faisant un développement limité 3 l'ordre 3 de G

au voisinage de % on a :

3
L@ + 0w

_ 2
G(y) = c(%) + uc'(-‘zi) + -‘25 '@ « =

2

et aussi

2
Clumy) = 6 -~ue'@ + 2@ - % ‘”( % + o).

Ce qui donne en retranchant :

G(w-y) = G(y) = =2u.G' (% ) (3)( 3) + O(U ).

Mais (4) s'écrit, si w = x+y :
G( )

G(w—-y) - G(y) = (=2u) =% (car w - 2y = =2u)

et avec (5) : G(w=y) - G(y) = —2u.G'(§)

On a donec : -~2uC' ( ) (3)( =) + o(u ) s_ZuG'(-—)

6 ¢Pw) =0, ¥wiso.

X
On en déduit que G est de la forme G(x) = sz +Dx +F, ¥xE€R .
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-
Comme G(x) = x V'(x), onadonc : Y'(x) =Cx + D +-; et donc

2
Y(x) =C§ + Dx + Eloglx|, ¥ x # 0.

iz

Comme e est une fonction caractéristique, on a nécessairement E = 0.
Comme la loi correspondante est indé&finiment divisible on a : € € R
et D est un imaginaire pur. n est donc gaussienne et on a la
proposition (5-1). (Zt = 3t + GBt, ¥ t >0, de maniére évidente}.

On revient maintenant au cas oi d est quelconque. On se donne un

processus de Markov normal solution de dY.t = h(Xt)dt + dzt, avec

ne L@ R ec (z) ., P.A.LS. d-dimensionmel.
On supposera que lim etF = o .
t o

(L.,e cas général s'y raméne en considérant sur le sous-espace F associé aux
valeurs propres A telles que PRe()) > 0 une loi marginale nF
de Dirac).

On impose pour la loi u de 2 Jlog(l+|x|) H(dx) < + =,

1
Par suite il existe une probahilité@ invariante unique n et n € A.

On a alors tout d'abord :

Proposition (5=2)

S<{ n st gaussienne de covariance C , L y a symétrnie relativement
& n A4 et seulement si h C est autoadjoint.

Démonstration :

Comme dans (1) de la démonstration de la proposition précédente, il

y a symétrie si et seulement si on a :

7w @y re) + ) - vt W) = (et Wy ) +u(v) - vt (w))

¥ u,v E]Rd, 2t >0,
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Si n est gaussienne, Y est de la forme : Y(u) = i<a,u> -% <C(u) ,u> ,

ol a EIRd et oi C est un opérateur symétrique sur ‘Rd, positif.

(7) s'écrit alors aprds simplification :

. |
) <e™w,cm> = <« ,cw> , vuverd, weso
ou encore

th th¥

(9) e oC=Coe , ¥ t>0.

Or (9) est équivalente 3 hoC = Coh™ . N'od le résultat.

Proposition (5-3) :
S4 on suppose que bk est diagonisable et 'Ll y a syméirie, alons n
est gaussienne (et donc (zt)t > @t un P.AT.S. gaussdien).

Remarques (5-4)

(1) Si h est autoadjoint, on obtient de plus que la matrice de covariance

C associée 3 n commute avec h.

(1i) Lorsque h = ¢(id) avec ¢ <0, les propositions (5-2) et (5-3)

entraine qu'il y a2 symétrie si et seulement si n est gaussienne.
Dans le cas général, avec h diagonisable, il y a symétrie si et

*
seulement si n est gaussienne et si de plus hoC = Coh , avec

covariance associée 3 n .

Démonstration de la proposition (5-3)

h étant diagonisable, il existe une hase de vecteurs propres. Nans cette

] e
t)t >q° 1,...,4 de (xt)t >q est

markovienne et admet comme probabileé invariante la loi marginale nj.

base, chacune des composantes (X
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(On utilise le lemme (4-2)).

Par suite, en.utilisant la proposition (5-1), on obtient que nj

est gaussienne pour tout j = 1,2,...,d. Comme n est indéfiniment

divisible, on en d&duit que n est gaussienne.
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