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Séminaires (te Probabilités 1982 
Université de Rennes I 

SUR LA REPRESENTATION INTEGRALE 

DES FONCTIONS HARMONIQUES ET DES FONCTIONS PROPRES POSITIVES 

DANS UN ESPACE RIEMANNIEN SYMETRIQUE 

par Y, GUIVARC'H 

On donne ici une preuve courte de la formule de Poissor 

représentant les solutions bornées de l'équation A f 3 0 

où A est l'opérateur de Laplace-Beltrami associé à un espace 

symétrique de type non compact, ce qui répond à, une question de 

A. Koranyi [ 12- ] • On donne également suivant les idées de. [ 9 ] 

une courte preuve de la formule de représentation intégrale des 

solutions positives de l'équation A f 3 cf. 

Cette formule de représentation intégrale a été d'abord obtenue par 

E.B. Dynkin [ 6 ] dans le cadre de l'étude du mouvement brovnien 

sur certains espaces symétriques. Ce travail a été étendu au 

cas général par F.I. Karpelevïc [ 11 ] dans le cadre d'une 

étude à l'infini des géodésiques. Ces deux auteurs suivent la 

méthode de la frontière de Martin, 

La technique ici utilisée repose sur les idées 

développées dans le cadre général des opérateurs de convolution 

par H, Furstenberg [ 8 ] [ 9 ], où les propriétés des fonctions 

harmoniques extrémales jouent un rôle essentiel. Pour des 

travaux connexes relatifs aux fonctions propres des opérateurs 

de convolution , signalons [ 3 ] > [ 7 ]et[ 17 ] 
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Les deux résultats obtenus ici correspondent à ceux 

établis par G. Choquet et J. Deny dans le cas d Tun groupe 

abélien [ 2 ] et pourraient d'ailleurs s'étendre aux paires de 

Gelfand. Il est clair que la formule générale de représentation 

intégrale permet de retrouver la formule de Poisson mais la 

simplicité de celle-ci justifie une démonstration indépendante, 

A) LA FQ5EULE DE POISSON 

On désignera par G un groupe semi-simple sans facteurs 

compacts, par K un sous-groupe compact maximal, par % l'espace 

symétrique correspondant. 

On sait que G se décompose sous la forme d'Iwasawa 

G » K AIT où AN est un sous-groupe résoluble connexe maximal. 

Si M est le centralisateur de A dans K , le normalisâteur de AN 

s'écrit M AN de sorte que l'espace homogène compact 

B * G / M AN s'écrit aussi B » K / M . Enfin soit m (ou dk) la mesure 

de Haar normalisée sur K et m son image naturelle sur B » " 

En général, on notera à l'aide d'un point les actions d'un 

groupe sur un espace (différent du groupe lui-même). 

L'objet de ce paragraphe est de justifier le théorème suivant. 

Il découlera de trois propositions. 

THEOREME : 

Soit f une solution boinèz dz Af - 0 

Mofià II zxlbtz un unlquz tllmznt dz TL"(B) , noti f , tzl qaz 

f (g.ô) = f (b) f(b) d ï(b) = g.m(f) 
J ^ M 

B 

L'zàpacz komogznz B * G/M A N appzlî ^Kontllxz dz Fux^tznbzKg 
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de G zt d | ^ m ( b ) ( ° u S-nt) appelé noyau de Po<c44on de G. 

Notons que les mesures sur G bi-invariantespar K 

s'identifient aux mesures K-invariàntes sur l'espace homogène 

*Vk e t <l u e ^ a convolution à droite d'une fonction sur g / K par 

une telle mesure (à support compact) est bien définie, ce qui 

justifiera des abus de notation. On.désigne par o l'origine de 

G / K . 

P R O P O S I T I O N 1 

Il zxZâtz une me.6u.iz de pKobab<lJl<lZÇ. v , 

bZ-£nv<viZ<in£z peut K , de àuppoit IQCLZ à la bpklnz gZodZÂiquz 

txnZtl s de G/fc zdYitKlt à £ ' o/î g-tne, £e££e que, pou* -tou^e 

4o£a>t^on de Af » 0 , on 

f(g.o) * g.v(f) 3 f(g.s) dv(s) 
J 

S 

ou encore f » f * v . 

Preuve : 

On sait que ^/^ est difféomorphe à B n . 

La solution du problème de Dirichlet pour l'opérateur elliptique 

A vérifiant Al 58 0 , dans la boule géodésique unité [ k ] 

permet dissocier à chaque fonction continue $ sur S 

une unique fonction h harmonique prolongeant <j> dans la boule 

unité. 

Puisque A1 « 0,d'après le principe du maximum il 

existe un unique noyau x v où v est une probabilité d« 
x x 

support S, telle que h(x) 55 v (<f>). 
x 

Comme S est K-invariante et que A' commute avec K, 

v m v est K-invariante. En particulier, pour toute f harmonique 

dans v k o n a f(o) 58 v(f) où f est la restriction de f à S 

http://me.6u.iz
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Donc, puisque G commute avec A 

f(g-o) * g.v(f) 

ou encore f « f * v 

Justifions pour être complet, la proposition suivant 

[ 16 ] . 

PROPOSITION 2 

Soient P zt Q deux con#tacXtoit4 qiu. camma^ten^ 

d'an espace de Banac/i E . MOKA tout vecteur (J-cxî paA. 

aP + (i-a)Q (0 <a <1) e*£ au44>c £Xxe pa* P ' zt Q 

La preuve repose sur le lemme. 

LEMME 

Avec £e* notation* pKlddzntz*, on a 

lim ||[aP +(1 -a)Q] n(P-Q) || * 0 
n •+ +°° 

Preuve 

Puisque P et Q commutent la formule du "binôme donne 

[aP + d - a ) Q ] n = V Y k P k Q n ~ k avec y k - C k a k ( l - a ) n ~ k 

u n n n 

[a P +(l-ç»QflP-Q]. Y ( y* - Y "
+ 1 ) P k + 1 Q Q " k + Y* P n - Y° Q n 

llloP +(l-a)Q]
n [P-Ql || < Y I Y J " yTn\ f + Tj • 

puisque P et Q sont des contractions. 
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k 
Lorsque n est fixé y est d'abord fonction croissante de k, 

n 

puis fonction décroissante, le maximum étant atteint en un 

entier proche de a 1 1. Plus précisément, le rapport 

n vaut — [ ^ J Y I - 11 » quantité inférieure à 1 pour 

n 
k > an + a - 1 . 

Le maximum est donc atteint en Y k » a n avec la - a|<~ . 
n n 1 n l— n 

Ce maximum est "borne par -pç comme le montre la formule de 

Stirling : 

k , a ,na ,1-a * ( l - a n > 1 

Y n *
 ( ~ } n ( T ^ n ) /27rn a ( 1-a ) n n n 

a ] — a ^ £ 
avec — et «y^j "bornés par 1 + — , ce qui montre que 

H n / ^ _ x 

(J2L)Q a

n e i s ( JjzSL) n sont des suites bornées. 
a n 1 a n 

On a enfin, en tenant compte des propriétés précédentes : 

IllaP + ( 1-a)Q] n [ P-Q] || < 2 y™* ± 

ce qui justifie le lemme. 

La proposition en découle immédiatement car l'égalité 

[aP + (1-â)Q ]x » x 

implique (P-Q)x * [ aP + (l-a)Q] n [P-Q]x 

et Px * Qx * x 

par passage à la limite. 

Disons qu'une fonction f possède la propriété de moyenne dans G s 

si pour toute probabilité biinvariante X on a f - f * A. 

Ceci signifie que la valeur de f en g.o est égale à la moyenne 
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de f (au sens de K) sur n'importe quelle orbite de g K g - 1 

dans . Les deux propositions précédentes ont pour conséquence 

le 

COROLLAIRE 

Toutz solution boxnîz dz âf » 0 potAldz la 

ptiopKJLttl dz moyznnz. 

Preuve 

Soit a € s, A un voisinage de a dans S et décomposons 

la probabilité v de la proposition 1 en et v ?

A t 

ses restrictions normalisées à l'ouvert KA et à son complémentai 

complémentaire : v * av^ + (l-a)v f

A« 

On a a ^ 0 puisque v charge A. 

Considérons l'espace de Banach des fonctions f 

continues bornées sur vérifiant f * f * v. Comme et v*'̂  

sont bi-invariantes, elles commutent avec v [ 10 ] et définissent 

des contractions qui commutent de l'espace précédent. 

D'après la proposition 2, on a donc, pour tout f de cet espace 

f « f * v . A la limite, v converge vaguement vers la mesure 
A A 

K-invariante normalisée v sur l'orbite de a suivant K. 
a 

On a donc puisque f est continue f * f * v . 

Faisant varier a et remplaçant la sphère géodésique unité 

par une sphère de rayon quelconque, on obtient la propriété de 

moyenne. 

PROPOSITION 3 

La hox.mu.lz f(g) * g.m(<J>) dl^init unz bZjzztlon 

zntKz V espace 3L°°(B) zt V zApacz dz* fonction* dz 3L°°( G/K) 

vlKl^lant la pn.opKi.ztz dz moyznnz. 

http://hox.mu.lz
http://pn.opKi.ztz
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Preuve 

Soit 4 donnée , f définie par la formule et 

v une probabilité bi-invariante sur G. 

Alors f * v(g) * f(gh) dv(h) » g.(v*m)(4>) 9 g.m($) * f(g) 

car v * m * m ce qui prouve que f possède la propriété de 

moyenne. 

a. 

Observons que si est l'algèbre de Lie opposée 

à 0T\^ algèbre de N, il existe des éléments a € /V ̂ tel que 

toutes les valeurs propres de Ada, restreintes à ^ Y \ ^ soient 

de module strictement inférieur à 1• 

Puisque B s'identifie mesurablement à If en raison de la 

décomposition (p.p) G * N MAN, m s'identifie à un élément de 
1 ^ n— 

IL (N). Ceci implique que la suite de mesures a m converge 

vaguement, quand n tend vers + », vers la mesure de Dirac 

6^ associée à l'origine de G / M A N ' 

De cette remarque découle que deux fonctions 

continues $ et i|) sur B vérifiant g.m($) 38
 g.m(ip) sont 

égales : en passant à la limite dans g an.m(<J>) s g a n.m(i//), 

on obtient <|>(g.b ) » ^(g.b ) soit <j> « . 
^ 00 ^ 

Pour $ et ip dans IL (B) on obtient à partir de l'égalité 

(p.p) : g.m(<j>) « g . m ( i p ) - <j> .» tp (p.p). 

L'application <j> -*g.m(<j>) est donc bien une injection 

dans l'espace des fonctions satisfaisant la propriété de 

moyenne. 
00 

Soit y une forme linéaire sur IL (G) invariante 

par translation à gauche par les éléments de MAN. L'existence 

d'une telle forme est assurée par la moyennabilité de MAN. 

Notons f la translatée à gauche de f par x [f (g) « f(xg)] et 
X oo X 

supposons f € IL (G) uniformément continue à' gauche. 
Alors la formule f(x) = ^it^) définit une fonction continue 
de x, invariante à droite par MAN d'après la nature de y 
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On peut donc associer ainsi a tout élémentdelL (G ) uni fo mènent 
OO 

continu à gauche, un élément de IL (B). Lorsque f est 

quelconque dans IL (G), le même procédé reste valable à condition 

de poser f(a) * y[ a * f ] pour tout élément a de IL (G) ; 

l'application a f(a) est alors une forme linéaire sur IL (G), 
00 

et s'identifie encore à un élément de IL (B). 
oo 

Supposons f S IL (G), vérifiant la propriété de moyenne, 
uniformément continue à gauche et montrons que f(g) * g»m(f). 

» 

La formule f(g) 38 f(g k g ) dk valable pour tout g , 

s'écrit aussi 

et donne f(g) » w* f(gk)l dk 
K 

* f a 

f (g) » f (gk.-b. ) dk » g.mit ) 

Lorsque f n'est pas uniformément continue à gauche, cette 

formule reste valable (p.p) avec f défini au sens faible. 

Preuve du théorème 

Soit f élément de ^ ( ^ g ) vérifiant Af - 0 . 

Alors f possède la propriété de moyenne d'après le corollaire 

et s'écrit sous la forme voulue d'après la proposition 3 . 
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B) FQ-N'CTIOITS PROPRES POSITIVES 

Donnons d'abord la construction d'une famille 

naturelle de telles fonctions. 

Notons a(g) la composante de g sur A dans la 

décomposition G * KAN et posons a(g,k) » a(gk), 

or^(gfk) * A[a(gk)l pour tout homomorphisme X de A dans le 

groupe multiplicatif des réels positifs ; un tel caractère 

de A sera appelé exponentielle dans la suite. 

On a alors la 

PROPOSITION .1 

Lz6 fonction* h k 4U.A. % dl^lnlzà pan. 

h k (g.o) * a x(g"
1,k) * X[a(g~1k)] 

6ont de* fonction* pn.opn.zb dz V oplxatzuK de Laplacz Zzltxaml 

zt dz& optKatzuK* dz convolution [5. dKoltz] pa.K lz* mzAuizA 

b<L-<Lnvallantz*. 

Preuve 

Puisque ces opérateurs commutent avec l'action de G 
k e — 1 e 

et que h^(g.o) = h ; / k S-o) il suffit de voir que h (g.o) 

est fonction propre de ces opérateurs. 

Considérons l'identification de NA à G / K définie par 

l'application t —*t.o . 

Les mesures bi-invariantes sur G (ou G/g ) 

s'identifient aux mesures et portées par NA telles que 

a * m soit bi-invariante. Il en résulte que la convolution 

à droite sur NA par une telle mesure a s'identifie à 

l'opérateur de convolution (sur ^/g ) par la mesure bi-invariante 

a * m : si 9 est une mesure sur NA, la propriété de a 

http://pn.opn.zb
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implique la relation (9 * a) *m»(8 * m) * (a * m ) . 

Comme dans l'identification de g / K à NA, la fonction 
e v 1 

h^(g) s'identifie au caractère X [ a(t )] de NA, fonction 

propre de tout opérateur de convolution sur NA, il est clair 

que cette fonction répond bien à la proposition. 

L'objet de ce paragraphe est de justifier le 

THEOREME 

Soit A° V znàzmblz dz* zxponzntlzllz* X 4u7i A 

tzllz* quz Ah£ 31 c h x 

Toute, solution poAltlvz f dz V tquatlon àf = cf 

avec f(o)*l admzt la KZpilAzntatlon 

f(g) » „ (g~ 1,k) d& ( X,k) 

ad S z*t unz pKobabllltl 4UA A c* K . 

On peut noter que a, (g \ k ) ne dépend de k que 

par sa classe modulo M et qu'il est possible de préciser un 

sous-ensemble de /Ve suffisant à la représentation précédente 

et tel que la mesure & correspondante soit uniquement 

définie par f : on doit alors isoler les extrêmales parmi les 

fonctions h . 
À 

Ce théorème découlera des propositions 2 et 3 

qui suivent. 

On notera K le cône des f > 0 vérifiant 

Af s cf. La théorie de la représentation des convexes compacts 

[ 1 ] va s'appliquer à ce cone. 

PROPOSITION 2 

Lz cônz convexe 3C° Z6t izxmz pouK la topologlz 

dz convergence unl^oKmz &UK IZA compact* dz et la 

condition f(o)-l dz^lnlt unz baàz compacte dz cz cane. 

Le* zlzmznt* f dz K vzxl^lznt unz condition dz Haxnack 
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iinl&oKmz : poui tout f dz 3C* Iz xappoKt j bo>tnë 

pax une aon&tantz dipzndant àzulzmznt dz la d<l6tancz dz x & y. 

Preuve 

L'opérateur différentiel à sur s'identifie à 

un opérateur elliptique sur 3Rn et on va utiliser les propriétés 

des solutions d'une équation Df * 0 où D est un opérateur 

elliptique sur IRn avec Dl * 0 : principe du maximum, compacité 

des familles de solutions bornées sur les compacts [ 1* ] , 

inégalité de Harnack [ 15 ] . Soit <{> une solution positive 

de A$ 3 0 ; elle ne s'annulle pas en raison du principe du 

maximum. Considérons l'opérateur D défini par Du * A( <j>u ) -uA<J> ; 

cet opérateur est elliptique comme A et vérifie de plus 

D 1 a 0. Enfin., l'application f f » — est un homéomorphisme 
c - <P 

entre le cone 5C et le cone Jf des u > 0 vérifiant Du 3 0 • 

Le cône 3C est donc fermé comme 3C 

>» c 
Comme les éléments de X ne s'annullent pas, la 

condition f(0) * 1 définit une base de 30e. D'après l'inégalité 
u ( x ) ~ " de Harnack, le rapport ^ ^ j est borné lorsque u parcourt K 

et x varie dans une boule géodésique de rayon donné. 

f ( x ) y c Il en est donc de même du rapport ^^ ^ y quand f décrit K 

et x la boule donnée. 

Comme l'action de G commute avec A on a aussi 

la même borne pour le rapport f (g" o ) * C e ^ u s 1 : ^ * ^ e 

la condition de Harnack uniforme. 

Enfin l'ensemble défini par f(0) s 1 s'identifie 

à celui défini par f(0) - ^ ^^ , lequel est compact en raison 

de l'inégalité de Harnack. 
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La clef de la preuve du théorème est la 

PROPOSITION 3 

fotxK toutz zxtizmalz h de K avec h(o)»i , il zxlàtz 

UnZ ZXpOnZntlzllZ \ *Ul A Zt k € K tzlà quZ 

h(g) » A[a(g~1k)] » hj(g) 

La preuve repose sur plusieurs lemmes. On note \jftz> 1 f ensembLe 

des mesures bi-invariantes à support compact données par une densité 

continue >^ 0. 

LEMME 1 . 

Soit k, une zxtximalz dz 3T,r a un illmznt dzc/t Alo** Il 
zxibtz un l&zl poà<ltl& c (a) tzl quz : 

h * a « c(a) h 

a * h * c (a) m * h 

Preuve. 

On a par définition : 
» 

h * a (g.o) > h(g.x) da(x). 

Puisque la distance de g»x à g«o est bornée lorsque x varie 

dans le support de a, on a d'après la condition de Harnack 

uniforme : 

h (g. x) < C h (g.o) 

et donc : h * a (y) < C h (y) (y € G/K). 
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Comme à commute avec la convolution par a € on a h * a G 3Cf 

et l f extrémalité de h dans 3? donne 

h * a » c(a) h . 

On a d'après la commutativité de 

a * h » a * ( m * h * m ) - ( m * h * m ) * a s * m * h * o t * c ( a ) m * h 

LEMME 2 

Avz* Iz* notation* du Izimz 1 , la fonction $ « m * h £ 6 * 

te-invasUantz zt fonction pKopKz commune. SL dAoitz dz* opziatzu/u> dz 

convolution pan. au ttzmznt* dz {f\; zllz vi^lz 

pouA tout g : <5 * $ je k(g) $ 

Pou* £oot g 1 s g , h \)ViL{lz la pioptuAtl dz moyznnz qln&iaLUlz 

* 

h(gkg ) dk » #(g ) h(g) 

( $ est donc une fonction sphérique). 

Preuve 

$ vérifie comme h 

<& * m » $ * * a * c(a) * 

et par construction m * $ s $ 

D'après la deuxième égalité du lemme 2, on a 

d(a) 5 * $ » j. # a * h < g * h » c(g) $ 

avec et S > 5 * a 
~ g 

Il suffit donc de prendre k(g) - . 

La relation h * a * c(a) h implique, par passage à la limite vague sur 

une suite convergeant vers m * 6 * m : 
n ©1 
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«1 n n 

h* <̂  * m * c(g1) h 

h(g 3s g )dk » cCg^ h(g) . 
4 

Prenant g « e, on obtient c(g1) » ̂ (g^) d'où la relation de moyenne. 

Pour être .complet, donnons la démonstration du lemme suivant [ 9 ] 

L'utilisation du théorème de Schauder-Tychonoff dans un tel contexte 

apparait aussi en [ 13] . 

LEMME 3 

Suppose%à quz Iz nn.ou.pz AN opinz continumzyit 6UA un zonz 

convexe & bcu>z compaetz d'un z&pacz vzoJtonÀzt topologlquz 

[lozaZwznt convzxz 4>zp<vt£). 

AlonA IL zxUZz un vzctzuA v # 0 dz^zt unz zxponzyttizttz X 

4u/i AN tztà quz : V t 6 AH, t.v « \(t) v. 

Preuve 

Observons d'abord que l'assertion du lemme est vraie de l'action 

d'un groupe abélien C sur le cone en vertu du théorème de point fixe 

de Schauder-Tychonoff appliqué à l'action projective de ce groupe sur une 

base de ce cone. 

De plus, dans ce cas, en raison de la compacité de la base du 

cone, l'ensemble ^ des exponentielles X associées à des vecteurs 

propres v est compact pour la topologie de là convergence uniforme sur 

les compacts de C. 

Prenons ici C égal au dernier terme non nul de la suite centrale 

http://nn.ou.pz
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descendante de W et observons que A ne laisse invariant aucun 

compact de C autre que {o} . 

Comme la condition c.v » X(c) v implique c. av * X(a 1c a) v 

le compact A. du dual de C est stable sous l'action de A par 

automorphismes. Un tel compact est donc réduit à {0 } . 

Finalement, on a 

¥ c € C c;v - v 

et on peut remplacer le cone par le sous-cone des éléments fixes 

par C, le groupe AN étant remplacé par ^/q* °& obtient finalement, 

par récurrence, un cone formé d1éléments invariants par N et un élément de 

ce cône propre pour tous les éléments de A, donc de AN. 

LEMME k 

Soit * une fonction potitivz 6UA G tzlZz qu'il zxibtz d(g) 

localzmznt boutez avec 6_ * $ < d(g) $ . 
s —• 

Soit f une fonction , tzllz quz ^ fJ4 àoit boiné, viKi^iant 

• (g,) f(g) 38 f(g k g l ) dk (g,gl 6 G ) 

' K 

AlOAA il ZXsUtZ f € TL*{YL) Zt X ZXpOnzntizl&L AUA A 

tzllz quz 
f - 1 

f(g) * X[ a(g 'k) ] f(k) dk 
J K 

Preuve 

Soit l£ » {f ; l f j / $ 6 3 L ° ° ( G ) } . 

Alors G opère à gauche sur l£ d'après l'hypothèse sur $ ; il opère 

aussi sur son dual muni de la topologie faible et, en particulier, sur le 

cône des formes linéaires positives. Une base (compacte) de ce cône est 

définie par la condition y($) s 1. D'après le lemme U, il existe donc 
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une forme linéaire positive y sur ]L* avec y(*) » 1, et une 

exponentielle X sur AN tels que : V t€ AU t.\i » X (t) u • 

On peut alors raisonner comme à la fin de la preuve de la 

proposition 3 de A, en définissant 

f (k) 38 U I f k 1 , 

ce qui conduit à la formule 
* 

y (») f (g) » y (f ) dk 
J K 5 ^ 

Si l'on pose gk » (g.kï t (g.k), avec g.k € k et t(g.k) S M , 

on peut écrire : 

fgk ' fg.k [ t «il 

y [ fgk 3 * X f a ( g k ) 1 P f f S ' k l 

puisque t.y => X (t) y. 

D'où f(g) * X [a(gk)J f (g.k) dk. 
j K 

Observons que l'on a classiquement ^SiE (k) = 6~ 1 [a (g~1k)] 

où 6(t) est le module de t*€ AN (muni de la mesure de Haar a gauche), 

et t (gg',k) * t (g,g'.k) t (g',k). 

Ceci permet d'écrire avec le changement de variables g.k - k' 
» 

f(g) » X"1 [ a (g~V)] f (k') dg.m (k') 

f(g) = f (X5)'1 [a(g"1k)] f (k) dk, 

ce qui donne la formule annoncée. 
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On peut maintenant justifier la proposition. 

Preuve de la proposition 3 . 

Montrons que h s'écrit sous la forme h(x) * hjĵ (x) 

Si est une identité approchée formée des fonctions 

continues à supports compacts, posons f » * h, et notons que, 

puisque e. £ a avec a € çfîï, on a, d'après le lemme 1 : 

f < a * h * c(a)*. n — 

D'après le lemme k9 on a donc : 

f n (x) » K h ^ (x) (x) f n (k) dk, 

00 

où f € IL (k). Puisque f (0) converge , la suite de mesures 
n 

positives tf(k)dk a des masses bornées : elle est relativement compacte 

et par extraction d'une sous-suite convergente vers y, on obtient : 
f(x) * [ hf (x) d y (le). 

J K 

On a de plus : 

cf * Af = A h? d y (k) * c(X) h? dy(k) « c (X) f 
J K A J K A 

soit : c(X) 3 c, donc h^ S 3f5" 

Par extrémalité de h on conclut que h^ est indépendant de 

k(y.pp). 

D'où enfin, h 35 h^ 

Preuve du théorème. 

Le cone étant à base compacte, tout élément de est 

barycentre d'éléments extrémaux [ 1 ] . Il existe donc une mesure S 
C f }£ 

sur A x K, telle que : h « h^ d£(X,k). 
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Remarque : 

Pour c * 0, A c est une hypersurface du dual de A. Si dim.A * 1, 

on a A 0 * {1, S~ 1}, où <5(a)
 e s t l e module de a dans AN ; 

les fonctions h^ correspondantes sont 1 et S~1 [a(g~1k)] » d|^ m (k). 

Comme 1 n'est pas extrémale, on obtient pour f > 0 et Af * 0, 

f(g) - |K ̂ gf (k) d & (k), 

ce qui donne la formule de POISSON, 

Si dim A > 1, la formule précédente fournit toutes les 

fonctions positives possédant la propriété de moyenne comme on le 

voit aisément en reprenant les raisonnements précédents. 

Donc si dim A > 1 , les harmoniques positives ne se réduisent 

pas aux fonctions possédant la propriété de moyenne. Dams ce cas, la 

construction de la frontière de MARTIN, c'est-à-dire l'étude des limites 

des quotients de la fonction de G1EEN, fournit un compactifié naturel 

de G/ dont il serait intéressant de préciser la topologie en la reliant 
K 

à celle des compactifiés définis en [lU] . Dans le cas G 35 SA (d, I) les 

points de ce compactifié de MARTIN ont été décrits en [6 ] . 

Enfin, nous voulons exprimer ici notre reconnaissance à 

A. K0RANYI, dont l'intérêt nous a été précieux dans la rédaction de 

ce travail. 
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