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par J. ROUSSEAU-EGELE (I.R.M.A.R,Campus de Beaulieu 35042 RENNES cedex
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Summary :

We consider an expansive application T in the unit interval which is
piecewise 02 (associated with a2 finite or denumerable partition). It is knowm that
there exists an absolutely continucus invariant measurey . e suppose that
(T,n) is weakly mixing.

We show a central limit theorem with speed and a local limit theorem

for a class of real bounded variation functions.

0. INTRODUCTION

0.1. Considérons une application T de l'intervalle unité dans lui-méme, qui soit

C2 par morceaux et dilatante (pour une définition plus précise voir le 1. ci-dessous)
Lasota et Yorke [ 18 ] ont montré qu'il existait une mesure ¥ ,invariante par T,
absolument continue par rapport 34 la mesure de Lebesgue et dont la densité h est

3 variation bornée. En supposant le systéme dynamique (T,u) faiblement mélangeant,

Wong [30 ] 2 montré un théoréme de la limite centrale

v
n-1
{0/ /D] £ort - nu(f>><v}..(1/m){ exp(-u2/2) au
k=0 —
ol £ est & variation bornée et 02 > 0.
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En étudiant.le spectre de l'opérateur de Perron-Frobenius associé & T, Keller[ 17 ]
retrouve ce théoréme, mais les moyens utilisé&s montrent gque la classe de
transformations considérées peut &tre traitée par une méthode de décomposition
spectrale des opérateurs. Cette technique a déja été utilisée pour les

chaines de Markov par Doeblin et Fortet ((7),[9],[15], (16}, {23 ) qui onmt

en particulier étudié les deux exemples principaux: la -transformaticn

"fraction continue" et la transformation "(2x) mod 1".

0.2 L'étude d'une équation fonctionnelle permet de déterminer si<v2

est strictement positif et c'est le cas si £ est lt'indicatrice d'un borélien.
On veut ici aller plus loin que le théoréme de la limite centrale et

gbtenir une vitesse en 1A/n dans ce théorime et un théoréme de la limite locale.
Nows utilisons la théorie des perturbations analytiques des opérateurs de Rellich
(pour son application aux chaines de Markov, voir Jagaev - [ 22] et aux produits

de matrices aléatoires, voir Le Page Ll9] ).

Le théoréme de la limite locale a été démontré pour la transformation"(2x) mod ™
par Moskvin et Postnikov [ 21] dans le cas d'une fonction indicatrice d'intervalle.
La méthode utilisée ici permet. d'étendre ces thdorémes au cas général d'une
transformation 02 par morceaux et dilatante et pour une fonction & variation
bornée, d valeurs entidres ou non. Mais une deuxidme équation fonctionnelle

intervient pour démontrer ce théordme de la limite locale.

0.3 Dans [ 14 ] Hofbauer et Keller montre que 1l'on a aussi un théoréme de la
limite central fonctionnel, un principe d'invariance et lg loi du logarithme
itéré. Les trois résultats peuvent &tre retrouvés 4 l'aide des techniques

d'opérateurs. (cf. Le Page [19] dans un cadre différent).

0.4 Dans cet article les deux résultats principaux sont oovtenus si la
densité h de U par rapport 3 la mesure de Lebesgue est telle que 1/h est aussi &
vartation bornée, C'est donc une restriction sur la classe de transformations

considérées, mais les pg-transformations pour g >1 et la transformation
" fraction continud’ rentrent dans cette classe.



1. L'opérateur de Perron-Frobenius

1.1, On considére une application © de I dans I, o0 I = [O,ﬂ .

On note m, la mesure de Lebesgue et L; » l'espace des fonctions intégratbles.

On considére une subdivision finie ou dénombrable {aj} de I, ou Ij = (aj_1,aj) est

un intervalle ouvert, vérifiant

(1) La restric tion de T & Ij est strictement monotone et se prolonge en une
application C2 sur fs
(2) {T(Ij)} est composé d'un nombre fini d'intervalles distincts.

(3) Il existe un n tel que inf [(Tn)'(x)[ > 1
x€I

La condition (1) permet l'existence d'inverses locaux de T. .

La condition (3) est une condition de dilatation.

. . . 1
L'opératear de Perron-Frobenius associé & T. est 1' opérateur ¢ de Lm dans

r! défini par
m

1 1
f ¢f.g dm = f £. goT dm
o] [s]

o]

o re L ,ge .
m m

P . cs 1 .
Cet opérateur est une contraction positive de Lm et l'ona ¢f =7°f s1 et

seulement si la mesure p = fm est invariante par T.
L'hypothése (1) faite sur T permet de donner une forme explicite & ¢

¢f(x) = % f(cjx) ?j(X) X : (x)

J
ol - Gj est l'inverse de T sur Jj = T(Eﬁ)
]
- % . (x) = | ol
J J( )
RS est l'indicatrice de Jj

1.2.  Notre but est 1'étude du spectre de ¢ ,mais ol $ est _considéré comme

»

. 1
un opérateur sur un sous-espace de Lm :



Pour £ : I - € , on définit la variation de f par :

_ n
v(f) = sup{ ) |fix
k=1

) - £lx, )Y s

k
la borne supérieure &tant prise sur les sSwbdivisions. finies de. I.

Si £ € L;x , on définit v(f) comme la borne inférieure des variations dans la

classe de f.

Soit alors ¥ 1'ensemble des fonctions de L;x telle que v(f) < = . ¥ est un sous-

1 . . 2 PP
espace de Lm, mais qui n'est pas fermé pour || I - Sur VU définissons:

il = vie) + 2]l

I1 est aisé de vérifier que || H‘\?‘ est une norme sur VY, que (V|| Hv) est un
espace de Banach et que \Jest dense dans (LI:1 Al 1)

Le spectre de ¢ est décrit 34 1'aide d'un thécréme de
Ionescu-Tulcea et Marinescu ( [15], [ 23] )
THEQOREME 1 :

Soient Wet & deux espaces de Banach complexe de normes

respectives I e et |l ., avec vek .
A b4

On suppose

(a) si f €V, £ €L, lin £

n- o

- tlly =oer llr, <

pour tout n, alors f €V et |[f ”\r < C.

Soit ¢ un opérateur borné de Vdans‘®, par rapport i | [[13,

On suppose de plus
(0) sup{|[o] »feW™ If]] <1} <w
o I “.‘1’, el =<1y <
(e) I1 existe B ,a <1 et B<=tel que :
ng
o2l , < alielly, + 8 Illy  pour tout £e.
(d) 8i V est une partie bornde de O || ”l‘)) alors ¢nov est relativement

compacte d (L, ).
casms (8, ||



Alors ¢ n'a qu'un nombre fini de valeurs propres de module 1 : AW""’AD'
Les sous—-espaces propres correspondants Ei ={red: oL = Aif} sont ae

dimensiocn finie et contenus dansU.

-~ n ’ P4 .
L'opérateur ¢ peut s'écrire

n
¢ = 5 >‘1 ¢l + Y , n i 1
i=1
ol .les ¢;sont les projections
sur les sous-espaces propres E; , |I¢iHi"i 1 et ¢ un opérateur
sur L;. tel que sup Hwnly < @,
n>1 <

On a de plus 9. ¢, = ¢; ¢, =0 sii#

©
<
H
€
hes
]
o

Enfin ¢(¥) €\ et ¢ a un rayon spectral p(y) <1 dans (U, || HU).

Rappelons pour commodité la

Proposition 1(DB])

Si l'application T vérifie (1), (2) et (3), alors ¢ vérifie

les hypothéses du théoréme 1.

Preuve
La condition (a) est vérifiée car {f € L; lllfjgys_c} est compacte dansq%
Lorsque la subdhision est finie, Lasota et Yorke [ 18] ont montré que pour
£ €, on avait : . n i h
il existe ng tel que v(¢ °f)<.av(f) + 8 Hf”1 ol a<?1, 0<B<= indépendante de f.

Lorsque la sibdivision est dénombrable, on a le méme résultat.

Ici la condition (2) est essentielle (voir Pianigiani{27] ).

Tout d'abord, remarquons gque si T vérifie (1) et (2), alors pour tout n,

T vérifie (1) et (2). C'est clair pour (1). Pour (2), considérons la subdivision
n-1

PP TR | . ~P =
gssociée 4 T qui est pgo {T aj} {bi}.



On a donc Tn(bi) = Tp(aj) pour un j et un p tel que O < p < n-1
.. . =1 . ..
Or {T(a.)} est un ensemble fini de points et donc{ggo Tp(aj)} est aussi fini,

d'odl (2) pour T".

Soit £ € Wet reprenons la démonstration de Lasota et Yorke :

Posons vy = inf ' (Tn)’(x)‘ et choisissons N tel que YN>2.
Alors § = T vérifie (1) et (2). L'opérateur de Perron-Frobenius associd
a S est ¢r1N , qui sous sa forme explicite sera noté comme ¢
niN
o f(x) = ) flo.x) Y.(x) x.(x)
3 Jd J J

On.a. v(¢an)_<_ zv(f OOJ) ij X;
< § Jv‘(fooj)% +§ [(f 0 0.)(Ta,_,) "?j(TaJ_1)l
J
+ |(f ooj)(TaJ.) Qﬁ"j(Taj)}

.0r g =(foa) L?j est une fonction & variation bornée et on a :

y
le(x)] + |g(y)! < vw(g) + (2/(y-x)) J |g|dm
(x’y X

}r.(fo o) 1 + §(2/m(Jj)) z“fldm
j J

D'aprds (2), il existe &.> O tel que

§ =minm(J,) d'od Z(E/m(J3

1) tlam < (278 || 2|
; ; I, 1

d

Il reste & évaluer

<
)
o
Qa
)
H

4 i)Y ‘jj‘.]d(fooj)‘f‘j[
J J

IA

{T-]fo cj| I(Q'jldm+ £ ‘fj[d(foc{j)[

[ la(fo a)]
J. J
J J

|A
-~
S~
Ty
o
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s
+
<
]



i
ol K = - sup sup(!‘Pj<X>!/“?J-(x))
J x € J;
J
Cette constante X est finie.ce qui est &vident lorsque lasubdiision assccide a T
est firie car T est C2 par morceaux . Quand la subdivision est dénombrable, la
condition (2) permet d'arriver au méme résultat.
On a donc
v (£00) %, <k [ |flam+ vy [ |af|
J: J J =
J I. I.
J J
d'ol en regroupant les résultats, la condition (c)

nN

w6™ £) < () wle) + (x + 208) 2],

cL . _ . .. . 1
La condition (d) résulte du fait que l'injection de \¥dans L, est compacte et

que ¢ est un opérateur borné deJ.



1.3 . Comme conséquence du théoréme 1 il existe une fonction h €,

positive, d'intégrale 1 et telle que ¢h = h, définie par

n-1 K
ho=lim (i/n) § (1)
n>e k=0
Donc 4 = hm est une mesure de probabilité sur I, invariante par T.
On peut supposer que X1 = 1, car 1 est valeur propre de ¢

Le systéme dynamique (T,u) ainsi construit sera supposé faiblement mélangeant,

c'est-d-dire 1 est la seule valeur propre de T, et cette valeur propre est
simple. L'on voit aisément que:
8% £ =0 (£) + y"g)
ol ¢1(f) =n(f) h .
Remarquons gque <T’P) est faiblement mélangeant si et seulement si (Tn,p)

est ergodigque pour tout n.
Dans le cas d'unesubddsion finie, Bowen L 4] donne des conditions pour que T
soit faiblement mélangeante.
Dans ce cas, on peut démontrer le théordme de la limite centrale( [30] , [17] ).
Pour démontrer le théordme local, nous avons besoin de précisions sur la

fonction h (unique puique T est miblement mélangeante).
Nous supposons de plus que:
(4) 1l existe une constante D>0 telle que
D < h(x) < 1/D .

Cette condition est vérifiée par les R-transformations et la transformation
" fraction continud. Plus généralement cette condition est vérifiée par

une classe de transformations considérée par Adler[l] (voir aussi [53,[27}):

T:I I est dite markovienne si elle vérifie (1), si T(Ij)“ﬂ Ik # @

implique T(Ij) >I, et si {T(aj)} est fini.

THEOREME 2 :
Si T est une application markovienne dilatante (condition (3))
vérifiant
sup{T" (0 / (T'(x)f] < =
alors T admet une unique mesure finie invariante par T, u = hm, ol h est une

fonction strictement positive telle qu'il existe une constante D>0 avec

D < h(x) < 1/D



Remarquons aussi le lien direet entre la constante K et la condition du théordme 2.

En effet,

W'j<x> /9,Go] =10 /9 56)" 4 ()

J

| ( T’(oJ.x) )1/ }T'(ojx)l

(0 x)] / <T'<ojx>>.2

Pour obtenir (4) on peut donc utiliser le théorsme 2.

1.4 Dans la suite, nous suppcsons toujours que T vérifie (1), (2) , (3), que

h vérifie (4) et que (T,u)est -Pablement mélangeant.

L'opérateur adjoint de T dans Lt est défini par

Pf = ¢(f h)/h

Comme  ¢°(fn) =wm(f h)h + ¢"(fh) , on a :

PP - L+ Qn
pour tout n > 1 et ol le rayon spectral de Q dans, 0(Q) est strictement
inférieur 3 1.

Remarquons que P vérifie les hypothéses du théoréme !

Proposition 2

L'opérateur P, défini par Pf = ¢(f h) / h est un opérateur borné de \J,
qui vérifie les hypothéses du théoréme 1.
En particulier, il existe B tel que
%
P~ flly < ol llgslielly
1
o a<l, g<wet]f], = [|fld
sl o)

- L'espace & est L; et (b) est vBrifié car P est une contraction positive
o
de L
u
1

1
leell =0 etz mfam < [ sllelm) am = iz,
b O O 9



10

- P est un opérateur borné deY, car ¢ est un opérateur borné de Vet

que 1/n € VUV, car v(1/n) < (1/D2) v (h).

- A l'aide de la démonstration de la proposition 1, on a :

nN

T ‘
1P el =16™ (£n) / nfl

<2lli/mly, Ne™e nll, carlizell, < 2lklfsll,

fn

8 /v hmlly, le™ e nll,

+

2[|1/h||\’§K +2/8+ 1) Hf\h,u



1.5 Les Exemples :

1. les 8-transformations

Tx = {Bx} B > 1, réel ot {x} = x - [x].

L'opérateur de Perron-Frobenius associé est défini par

[8]-1
of(x) = (1/8) ¥ (x+3)/8) + (1/8) £(x+ [81)/3) x (x)
Les conditions (1), (2) et (3) sont évidemment vérifides.
Pour (4) on a d'aprés Rényi [28]
1-1/8< nlx) < 1/(1 - 1/8)
et (T,u) est faiblement mélangeant
Si B est entier, on a donc ¢ =P, car h = 1.

Plus généralement, on peut considérer Tx = {Bx + a} ol 8>2 et 0 <acx<!

Ces transformations vérifient (1), (2), (3) , (4) et le mélange faible.

2. la transformation " fraction continud':

= (& =
Tx = {7} , T(0) =0

L'opérateur de Perron-Frobenius s'écrit

£(1/(3+x)) (1/(5+x))°
1

¢f(x) =

h~8

J
La condition (3) s'crit pour n = 2 :

inf|(T%) " (x)] = b
et hix) = 1/(1+x) log 2 vérifie (4).

Bnfin (T,u) est faiblement mélangeant.



- . 1
2. L'opérateur Pf(le) 2

Soit £ €19, 3 valeurs réelles et 6 € R.
Posons

B (i8)(g) = P(exp(iof) g)

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons &tudier le spectre de Pf(ie)

lorsque §© est voisin de O et aussi pour des valeurs de 6 quelconques.

Un premier type de résultat est d@ dRe llich (8] qui a décrit comment les points
isoléds du spectre d'un opérateur varient lorsqu'on fait dépendre cet opérateur
analytiquement d'un paramétre. La proposition 4 qui suit permet la démons-

-tration du théoréme de la limite centrale.

Proposition 3 :

Pour tout 6 € R , l'opérateur P_(i8) est un opérateur continu sur\y

f
. . 1 . . .oN . .
{ainsi quesurlm) et l'application gui & 6 failt correspondre Pf(le) est

analytique.

Preuve :

l2zG8) glly, = lptexntion) @), < 2llpll, [lexp totl, lIsll,,

Oor |lexp i® f”uy = vi{exp 16f) + 1

< v(cos &f ) + visinef ) + 1

< 28] w(g) + 1

atod [P (i6) ell, = cellell,
De méme
Ieg(io) gl | < lexp(iotyell | = llell |

La série ) (i8)% n! P(fn.g) est normalement convergente dans U
n=0
car

ol ™/nt fle(eh 0l < @leh¥at 7l Izl lfell,

et done § - P%(ie) est analytique .
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Proposition 4 : ( [8] ,[19] ,[22]1)

I1 existe un réel a >0 tel que si [e[ < a, alors on ait

1) pour tout g € Ut n > 1

PL(19)(g) = A7(i8) M (i8)(g) + PJ(i8)(g)

ol A(i8) est l'unique valeur propre de plus grand module de Pf(iG) et
[A(i8)| > (2 + o(Q)/3

N1(ie) est la projection sur le sous-espace propre Ee de dimension 1,

correspondant 3 Xi6).

P2(i9) est un opdrateur surV de rayon spectral
o(PE(ie)) < D1+ 20(Q)3
et P2(le) Ee = 0.

2) les applications 8 »~A(i8), 8 ~ NT(iG), 8 - P_(i9) sont

analytiques.

3) 1150 () llg < clol(1 + 20(Q))/3)"

ol C est une constante positive.

Preuve :

Rappelons bridvement quelques points de la démonstration

1) Soit R(z) la résolvante de P dans\Y

R(z) = 1/(z1 - ) = u/(z=1) + § Q%/2""

n=0

qui est définie si |z| > p(Q) et z # 1

Posons alors

=

(z) = R(z) [ ((P,(i8) - P) R(2))"
n=0
Si pr(ie) - PIM} < 1/ HR(Z)”Q?’ alors la série précédente converge

normalement dans et définit la résolvante de Pf(ie).
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les cercles de centre 1 et O et de rayon p., = {1-0(Q))/3

Soient I1 et I :

2

et o, = (1 +20(Q))/3, respectivenment.

Soit >0, tel que § <p, et o(Q) + & <oy

Posons M, = sup[lR(z)|h3) ol la borne supérieure est prise pour

lz | > Q) +38 et |z-1| < 3.
5i ||P.(i8) - P”v< 1/M

de Pf(ie)

Soient alors les projections

, les cercles I1 et I. sont dans l'ensemble résolvant

§ 2

v (i8) = (1/2iz) [ Ry

N.(i8) (1/21n")

2

(e . o]
j2v)
e
<D
N
—
fo¥
(3]

Pour HN1(i6) - d“jﬁ%, l'image E,. de N1(i6) est de dimension 1 et on a :

8

Pf(ie) N1(i9)(ge) = N1(ie) Pf(ie)(ge) = a(ig) g

ol g € VU engendre E

e
g

On a donc pour tout n > 1

Pa(ie) = PR(i8) N (ie) + PL(i6) N,(i8)
= A(i8) N (i8) + PL(i8)
en posant Pg(ie) = (1/2im) { 2? Rie(Z) dz
2
3) Pour l!g| <a, on a
Rio(z) = R(z) + ie R§;)(z)
d'od
po(i8)(1) = (1/2im) [ 2" R(z)(1) dz
L
+ (g2m) [2° R]E;)(Z)U) dz
I
= @en [ R D)) a



d'ol Ing(ie)(])“xy-i c |e] pg
_ (1)
arc ¢ = (1/2m) sup HRie (Z>‘LEV
2l = o,
6] < a

Pour démontrer un théoréme de la limite locale nous avons besoin,
pour tout © réel, de la description du spectre de Pf(ia) fournie par

le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu

Proposiiticn 5

Pour tout 8 € R, l'opérateur Pf(ie) n'a qu'un ensemble fini G(i8)
de valeurs propres de module 1.
Pour chaque £ € G(is), le sous-espace propre correspondant E_ est de

dimension finie et contenu danslY).

L'opérateur Pf(ie) s'écrit alors

Pl(ie) = ] anPE(ie) +Q%(i8) -, m>1
g€G(ie)
ol Pg(ie) est le projecteur sur EE et l'on a :
. ey A P ‘
Pg(le) Pg(le) 0si ¢#¢g', Pg(le) Pg(le)
P (i8) alis) = Q(ie)‘Pg(ié) =0

Enfin Q(ig)(W) € W et p(Q(i8)) < 1.

L'opérateur P_(i8) s'introduit naturellement dans l'étude du théoreéme de la

f
limite centrale. En effet, posons

[95]
H
I
~
o
o
L= |

-
o
v
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On a le lemme suivant :

LEMME 1 :
n

Pour tout 8 €R, Pf(ie)(g) = Pn(exp(iesnf) g) , n>0.

Cette propriété permet l'dtude de la fonction caractéristique de Snf' via les

itérées de Pf(i 8) et donc du spectre de Pf(ie).

Preuve :
Cn a:
Pn(exp(iesnf)g) = P(Pn_l(exp(iefo_Tn_l).exp(iesn_lf).g))

. n-1 .
- 2 (10)[> (sxp(ies, ;£).g)]
car
P (foT".g) = £.P'g pour n 1.

Preuve de la proposition 5 :

Vérifions la condition (c¢) du théoréme 1.

1]

HP?N(iB)(g)Hv ||PnN(exp(i 9 San‘)g)HU,

| A

(6" isnlly nlly, llexp o5 g2 1 el

+

2ll/m ik + 276+ el

ot Y = inf [(T%)'(x)].

v(iexp 185 _T) + 1

Or ||exp ieanva oN

I A

2 [8]v(s ) + 1

nN-1 K
2le] ¥ v(foT") + 1
=0

A

< 2nN |o] v(£) + 1

et donc pour tout 6 € R, il existe n = nNo © tel que

N
(16/y °) || 1/n I llall, (2an fo] v(e) + 1) <1
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3. Le théoréme de la limite centrale

THEOREME 3
Socit T une application de I dans I vérifiant (1), (2), (3) ,(4) et

telle que le systéme dynamique (T,H) soit faiblement mélangeant.

£i l'équation fonctionnelle
fl x) = k + 9(Tx) - P(x)

n'admet pas de solution Y€V, kER ,alors on a:

1
o2 = lin J ((S,7 = nu(£))/VaPau » ©
o

n-)-m

et pour tout v &€R

°

lim  w{(Spf - nu(f))/o¥n < vi= (1/V/2m) f, exp(—u2/2) du .

n—>- - ®

. . .
La d&monstmtion deee théoréme est donnée dansune suite de lemmes

LEMME 2 :
Pour tout 6 € R , on a :
1 1 n
J exp(18 8 f) du = f P (18)(1) dqu
0 n (O

Ctest la traduction du lemme 1 en termes de fonctions caractéristiques,

avec g = 1

-

Faisons ensuite le développement limité & l'ordre 2 de a(is)

( ¢f Proposition 4 ) :

LEMME 3 :
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Preuve :

1 1
[ exp{it/n)Spf) du = [ 2 (it/n) (1) au
0 10

D'aprés la proposition 4, on a pour n suffisamment grand :

1 1
J exp((it/n)Spf) ap = A%(it/a) J N1(it/n)(1) du
0 0

x
- J Py(it/n)(1) au
0

1
et ‘J PE(it/n)(])du| < HPg(it/n)(1) |

< c(]t]/n) of
5 P

>
1\/

D'autre part, on a :

2,2, = ,.
NT(it/n) = U+ (it/n) NE” - (t2/2n2) N§2>+ (t°/n%) N1(1t/n)
ol Ng1), Né2), ﬁ1(it/n) sont des opérateurs bornés de?,
avec lim ||ﬁ}(it/n) ”t? = 0
n—+®
On a donc
1
lim N1(it/n)(1) du= 1
n+>> JO

De méme

A(it/n) = 1 + (it/n) A'(0) - (£5/20%) A"(0) + (t2/n2) T(it/n)

o 1lim A(it/n) = O

n >

et lim A"(it/n) = exp(it A'(0))

n—)m
Comme 1lim (1/n) 8, f = p{f) presque partout, on en déduit que pour tout t€R ,
n > ®
on a :
exp it M(0) = exp it p(f)
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Sans perdre en généralité et de fagon 4 simplifier les calculs, nous supposons

par la suite que U(f) = 0.
LEMME 4 : !
A'(0) = 1lim (Sh £/ n)2 du
n+ o /O
Preuve :

Remarquons que l'on a :

i

32/ at2 {J explfit/vY a)s, £) du } b =0
o .

1 2
= - J (s,£/ /n)" du

0

Or d'aprés la proposition 4

1 1
J exp((it//_r_f)sn,f) du it/ YR [ N1(it/ Va) (1) du
0 0

1
+ { Py (it//7)(1) au
JO 2

On a aussi

4

Pg(it/ /a) (1)

n

(1/2im) i 2" R (z2)(1) dz
2

Pour n suffisamment grand et [z |= 02 , on peut développer Rit//hﬁ (z)

Rio g (2) = R(z) + (it/ va) 2" (2)-(+2/2n) 3(2)(z)+(t§n)5rit//_n(z)
(2) - _
(

ol R(1)(z),'R z), Rit/ /H(Z) sont des opérateurs bornés de et

n >w
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L'on a donc :

[[]

PRt/ VAT = (/2 w/m) [ 2 R () (e
I

2
- Py [ 22 R ()(1) a2
I
2
_ (t%@inn)é B Eit/ . (z)(1) dz
2
d'oud
2 ‘ n _(2)
3%/ 3t J P, (it/ Vo) (1) du) = (-1/2imn) [ z0 R T (z)(1) dz
0 [t =0 I,
A l'aide des développements de A(it/ V/n) et de Nl(it/ Yn) ,
on obtient de méme que :
1 . (2)
(A\"(it/ /n) [ v (it/ /) (1) Wigog = -X'(0) - {1/n) N, (1)

J

1
La limite de J (Snf/ /E)2 dy existe donc et vaut A"(0).

0

On peut aussi faire une démonstration directe de l'existence de la
1
limite de { (Snf/ /5)2 du , car p(Q)< 1.
0

Donnons maintenant une représentation en termes d'opérateurs de la

variance.
LEMME 5 : ]
Posons «© 2. lim J (s f//gﬁﬁu . Alors , on a la
n+o Jo B
- . . 2
representation suivante pour g
1
2 2 2 N -
0=JP(g)—CPg) du ol g=(I—P)1f
0



Preuve :

21

Un calcul classique ([ 16 ], page 36) montre que l'on a :

® 1
| sz orlklay = 7 J olkls ¢ qy
0 K=o

0
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LEMME 6 :
1 2 2
lim { Prfl,(it//_n)(U du = exp(-t~ o%/2)
n 0
Preuve :

I1 suffit de reprendre les développements du lemme 3 2vec A'(0) =

et ol it/n est remplacéd par it/ va

LEMME T :
02 >0 si et seulement si f n'est pas de la forme:
f = (‘PQT_(P
ot PV
Preuve :

La constante k du théoréme 3 est égale & u(f). Icion a k = O.

D'aprés le lemme 5, on a :

02 = 0 si et seulement si sz = (Pg)2 presque partout

soit ¢(52h) p(h) = (¢(gh))2

= § (g(ij) n'/2 (ij) ((’ng(x) X;

d'ol g(cjx) = u{x) presque partout dans J. et ol u est une fonction

(x)) ("3 (0 %) ‘?ij(x) Xj(x)))2

indéperdante ge j. En effet, si dans 1'inégalité de Cauchy on a 1'égalité,

les termes sont proportionnels.



23

et donc on a

f(x) = gl(x) - Pglx)

glx) - g(ij) pour tout j.

Or, pour J fix&, il existe au moins un y € Ij tel que Ty = x.

Comme g((ﬁx) est indépendant de j, on peut donc &crire

£(Ty) = g(Ty) - gly) dans Ul

Mais on a aussi:

f=(g=-f)?T-(g- f)
= YT -9,

Un cas particuliérement important est celui de l'indicatrice d'un

borélien A,

Proposition 6:

c 2 > 0 si f est l'indicatrice d'un borélien de I ,tel

que 0 < H(4) < 1.
Preuve :
si X, = H(A) + T =9
alors on a :
exp(22i%T) = exp(—2nip(§))mexp(2ﬂi?)

Comme T est faiblement mélangeante ,exp(—2ﬂiP(A)) = 1 et donc
H(A) = O ou 1.
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RENMARG

A

&

Soit ¥ une fonction mesurable, solution de l'éguation
9T -
BT -

fonctionnelle: £

Alors on a: S T
n

Soit ¢90, alors
BRI ART>e) = p(leARE] >e)

et conc S _fA/m = (T -9)//A tend vers O en probabilité. Comme

Snf Vo — O en prchzbilité est équivalent & 02 = 0 il existe, d'aprés

le Lemme 7, kple\} tel que f =L~PloT —&91.

la transformation T étant ergodique, ?-—?l est constante et il est

équivalent de supposer que l'équation fonctionnelje n'a pas de

solution mesurable ou de solution dans 3.

k. La vitesse dans le théoréme de la limite centrale

-

La méthode précédente permet de préciser la vitesse de convergence.
On obtient ainsi la vitesse exacte en 1/Y n. La démonstration repose sur
1'inégalité de Essen [10 ] et un calcul de développement limité plus poussé

que précédemment.

THEQREME L4 :

Les hypothéses &tant celles du théoréme 3, il existe une constante

C>0 telle que pour tout v€ IR, on ait

v
lu{(s £ - nu(f))/o/n < v} - (1// 2m) J; exp(~u2/2)du <c/ /o
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Preuve :

D'aprés 1'inégalité de Esseen, on a pour tout U>0 et n > 1

v
sup [u{Sdf/o /o < v} - (1/ /27 J exp(-u2/2)du|
vER - —o

U 1
< K/U+ (1/7) J 1/]ul ! J exp [ (iu/o vn) 8, f ldu - exp(-u2/2) du
-U 0 .

ol K =24/mv2Tm.

Un calcul de développement limité donne une estimation de

(1 )
’J exp [ (iu/o vn) S f] - exp(—u2/2) au |
0

LEMME 8 :
I1 existe un réel a > O tel que pour tout |ufl<a v/n on ait

1
IJ exp [ (iu/o vVn)s,f ] - exp(—u2/2) au|
O .

n

< exp(—ug/h)[ 2 A[u[3/03 vyn + Blu|/o val + (clu|/o Vn) I

ol A,B,C sont des constantes positives.

A l'aide de ce lemme et en posant U = a /n , on obtient que

v

sup | uls, f/o yn < v} -(1//2m) [ exp(—ug/Z)du |
vER ) -
ra vVn 5 5
< K/a Vo + (1/ /n) ( exp(-u /4) [2 A u + B/c] + Cpn/c /n du
v 2

d'ol le résultat.
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Preuve du lemme 8 :

Comme
1

1
LI expl (iu/ovn) Snf 1- eXP(—u2/2) du| < f |P
0 0

iuo//D) (1) = exp(-u/2) |4y

’
on estime la derniére intégrale 3 l'aide dun développement limité&, poussé ici

34 l'ordre 3.
I1 suffit pour cela d'utiliser la proposition 4, en posant 8 = u/c vn

2

P

ig)

An(ie)N1(ie) + P;(ie) =

(]

[1 + i8a'(0) -(62/2)A"(O) - (ie3/6)x(3%o) * e3f(ie) ]n
[+ iBNSTl (8%/2) Niz) N 9%51(19) 1+ Pl(ie)
= exp [n(-(92/2)c2+iA1e3+e3a@j&+ieN§1)—<92/2)Nf3+92ﬁ}(i9) 1+ Pg(ie)

ol A1 est une constante et lim e(8) = O.
8->0
On a donc

1
J [Pfii(iuo//rt)m - exp(-u?/2)lan < A (u) + B (u) + (clula/vn) 9‘2‘
0

~

ou

A (u) = exp(—u2/2) lexp [iA1u3/03/Z-+ (u3/03/;) e(u/ovn)1-1]

n

Bn(u) = exp(—u2/2) exp [iA1u3/o3/E.+ (u3/03/5) e(u/avn)]

- ulzevm () - (wes V) w2 (u/20 /T, (2u/av) (1)

On peut trouver un réel a>0 tel que pour |u| <a/n, on ait

28 a/oS < 1/4 ol A = |A1|

|iAu3/03,/';i-“+ (u3/03/§) e(u/avn)| < Iu|2Au2/03/E-i u2/h

et 1|m§”(1)-(u/ea/E)N§221)-<u/2c/£)ﬁ1<iu/o/£)<1)||U < B

On obtient ainsi le ré&sultat 4 l'aide de 1'inégalité

le® = 1] < 2| explz]
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5. Un théoréme de la limite locale

On se pose la gquestion du comportement asymtotique de u(S,f€ 4a)

ol A est un intervalle fini. C'est 1'8tude du spectre de P_(i8 ) pour ckaque

f
valeur de © , Qui va permettre de donner des renseignements sur ce compor-
~ ~tement, alors que dans le théoréme de la limite centrale, nous avions regardé le spectre

au volisinage de 6 = O.

THECREME 5 :
Soit T une application de I dans I vérifiant (1),(2),(3),(4) et
le mélange faible. Sio‘2> O ets'il n'existe pas une fonction ¥ mesuranle,
.un réel  , un réel t strictement positif et une fonction k(x) & valeurs

entiéres tels que:
f(x) = ¥(Tx) - ¥(x) +m + (27/t)k(x)

alors uniformément en z, pour tout intervalle fini &, on a:

lim Jo /aulz + S,f - nu(f) € )

n->wx

- (1/ vYar) exp(-ze/zcr2 n) m(A)] =0

Preuve : Suivons la démonstration donnée par Breiman [61

dans le cadre des variables aléatoires indépendantes.

Soit g € L;(ZR) , g{x) = (1/2m) J 2(t) exp(itx) dt

-0

ol g est une fonction continue & support compact.

1
o vn J g(z + S,f —ou(flau =
0
1
exp(itz)g(t) exp(-itnu(f)) J B
o 0

2

N it) (1) du dt

(g Va/2m) J

Supposons que le support de g soit inclus dans [ -§,8]
D'aprds la proposition 4, si €>0 est donné, il existe un réel d&(g),

tel que si  8(e) < a et |t/ova| < 8(g)



alors,

et ][N

Comme

28

ona
lexp( =it va u(£)/o) A\(it/o va)| < exp(-t°/L)
(t/0 Va) -uH_w < e

(1/ v2m) exp(-22/202n) f” g(t) dt

-Q0

= (g(o)/em) { exp(itz/o vn) exp(—t2/2) dt

2m o vVn J g(z+5nf—nu(f»du -(1/Y 2m) exp(—22/202 n) { g(t) dt
O -0

fu
O
[s74
o,

(t) exp(-itnu(£)) A"(it) at

[
A
[
ot
3]
)

- g(0) { exp(itz/o vn) exp(~t2/2) dt
lt1<8(e)o Vo

1
o vn { explitz) g(t) exp(-itnu(f)) AR(i) J (N1(it)(1) -u(1)) dudt
[tl< s(e) 0

1
(t) exp(-itnu(f)) J Pg (it)(1) dau at
0

m)

g vn { exp(itz)
lt] <&(e)

1
o vn exp(itz) g(t) exp(-itnu(f)) [ PR (it)(1) au dt

se)<|t]< & o

g(0) I exp(itz/o vn) exp(—t2/2) dt
t >8e)o v/n '

A1 + A2 + A3 + Ah + AS.

: T | s(fixpiipz/o vn) [g(t/0 v/n) exp(-itvnu(f)/a) Xn(it/c /n)
t|{<o(€)0 vn
- g(0) exP(—t2/2)] at

i 1'aide du théoréme de Lebesgue lim s%p|All =0.

n+> «©
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A2 = J exp(itz/o vVn) &(t/o Vn)exp(<4t/au(r)/o)
lt|< 8(c)o vn
1
A (it/o va) J (v {(it/o va) (1) -u(1)) au dt
0]
et donc @ o
1A2! < eﬂéHm [ exp(-t7/L) dt , d'ou lim s%plAzl = 0,
- Nn-eo

’A3| <ovnéle)c pg’l@”m et i{ﬁns%plAﬁ = 0,
|a ] < |&(0)] exp(-t%/2) &t et lim sup |A.| = O.
° g iﬁ(e)o /n o 2 451

Pour que Ah tende vers O, il faut que pour t € R, t # 0, l'opérateur Pf(it)
n'admette pas de fonction propre g, de valeur propre g de module 1, d'aprés

la proposition 5. - Si c'est le cas, on a alors

1

Ay =0 Yn J exp(itz) g(t) exp(-itnu(f)) j Q™ (it) (1) dau dt
§le)<|t]<8 0

et

Il covalal, I cefatin) a.
S(e)<k]< 8

Comme t -*Pf(it) = Q(it) est continue, p(Q(it)) est semi-continue
supérieurement et atteint son maximum, qui est strictement inférieur

a1l et lim s%p|A4| = Q,

N

Le théoréme 5 sera donc vérifié si pour t # 0, l'équation

Pf(it)(gt) = zg,

n'a pas de solution dans1}, ol |g| = 1(g dépend.de t)

Donc
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d'od en passant aux modules

it
T plgl > e

et donc
u(plgl) > uleg,l
d'od

Plg| = le]

Or 1 est l'unique fonction laissée invariante par P, donc g, est une fonction

de module 1.
Si l'on revient 4 l'équation Pf(it)gt = Cg, ,L'on voit que la seule

possibilité est alors que

exp( it f(cjx) )gt(ojx) =z gt(T-I)

soit

expl it f(x))gt(x) = Cgt(TI)

et en prenant le logarithme
itf(x) = log gt(Tx) - log gt(x) + log § + 2mik(x)
I1 existe donc ¥ mesurable et WER’ tels que:

£(x) = R(Tx) - P(z) +m + (2Wt)k(x).

REMARQUE :

Dans un voisinage de O, d'aprés la démonstration du théoréme 3
z o= A(it) = 1 - o2 t2/2 + e(it)
ol lim e(it) = 0
t-0
Ainsi pour t petit, on a fg|< 1. Le sous-groupe de R formé des t tels que

Pf(it)gt = g, qui est fermé, est donc discret.
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I1 reste & traiter un cas particulidrement intéressant. C'est celui ol f(x)

prend ses valeurs dans un réseau :

flx) = n+ (2n/t ) k(x)

Sans perdre en généralité, on peut supposer que 2/t = 1.

THEOREME 6 : Soit T une application de I dans I vérifiant (1),(2),
(3),(4) et le mélange faible. Si f est de la forme :

fx)=n + k(x)
ou k est une fonction & valeurs entiéres, d'intégrale non-entiére,«}unréel,

alors on a: lim |o vo u(z + Spf - nu(f) € A)
n >
- (1/Y2m) exp(—z2/202n) v(A=z=n (n = u(£)))]| =0

uniformément pour tout z réel et A intervalle fini et ol v est la

mesure de dénombrement sur Z.

Preuve :

D'aprés la démonstration de la proposition & ,<52 est strictement

positif car wm(k) n'est pas entier.
Reprenons les calculs du théoréme 4 :

1
g /o J glz + Sof - nu(f)) du =
0

© 1
(o Vn/om) J exp(itz) 2(t) exp(-it n u(f)) J P;(it)(1) du dt

Si f(x) = n+ k(x), alors on a :
T = non+ 5k

et donec
1

1
J P2(it)(1) du = exp(it nn) J Pi(it)(1) du
0 0 '

H

1
La fonction t -+ J P
0

1l'opérateur a des valeurs propres de module ! pour les t entiers.

2

' it)(1) du  est périodique de période 21 et

En découpant en intervalles de longueur 2T et en changeant de variable,

on obtient
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ovn JO g(z/:_snf - nu(f)) du = 1

(1/2m) j"" " G(t/o V) exp(itz/ovE) exp(-it /ﬁ-u(f)/oa[ p2(it/ova) (1)du dt
Lrovn f

0

o G(u) = ] exp(iam2z) glu+ 212) exp[i2 TR a(n- wu(f))}

et donc

1
2 ﬂ'l ovn [ g(z + & £- nu(f)) du

o)
> 2 re .
- (1//2m exp(-z°/2 6°n) g(z+n(n-H(£)) + x) av(x)]
Tovn
i_| J exp(itz/ 9Vn) [G(t/o /) exp(—it/Eu(f)/c).
- TCovn

1 o
J Prfl,(it/c/n_)ﬁ) du - exp(—t2/2) J g(z+n(N=-H(F))+ x) v (dx) ] dt|
O -

e~}

+| f eﬁg(itz/ ovn) exp(—t2/2)dt j g(z+n(n-H(f)) + x) V((ﬁa[
t|i movY n

e

= Al + A2

Pour le ter terme, il suffit de regarder la limite de :

1
G(t/0 vn) exp(-it/HL(f)/o) J Prfl,(it/ O/H)U) du
0

quand n * ® et d'appliquer le théordme de Lebesgue.
! n 2
Or 1lim exp(-itvn u(f)/o) J Pf(it/G Vn) (1) du = exp(-t7/2)
0

n-»ora

I1 suffit donc de calculer G(0), & 1'aide de la formule de Poisson :

G(0) = ] exp(izm 2z) g(2r &) exp(iz2m La(n-n(f)))

1
~1
o
]
+
5
3
]
=
&
+
o]
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D'aprés la démonstration du théorime 4 et comme G(u) tend vers G(O)

uniformément en z et que G est bornde indépendamment de z, on déduit que:
lim s%plAll = 0,
N

On voit aussi aisément que lim sup IAZI a 0

N»oco

Remarque :

Si f(x) est l'indicatrice d'un intervalle [a,b] de I, on retrouve en

particulier le théoréme de Moskvin et Pcstnikov pour la transformation
" (2x)mod 1"

lin |9/ u(s_f = p) - (1// 2n)exp [~(p-n(v-a))/2n0% ]| = 0
n +o
ol pEN .

Les théoremes de ce type se généralise donc & une application de I

dans I , vérifiant (1),(2),(3),(4) et faiblement mélangeante ,
pour lt'indicatrice d'un borélien de I.

Janvier 1982
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